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LES CORPS ALGÉBRIQUES 

ET 

LA THÉORIE DES IDÉAUX 
Par M. O. ORE. 

INTRODUCTION. 

La théorie des nombres algébriques a été développée depuis les 
travaux classiques de Gauss, Dirichlet, Kummer, Dedekind, Kro-
necker, à un des plus complexes des domaines mathématiques. Je 
me suis donc limité dans cette exposition aux parties centrales de la 
théorie sans entrer dans l'étude des corps spéciaux. On y trouvera 
premièrement un discussion des propriétés fondamentales des 
nombres et corps algébriques, les normes, éléments primitifs, bases 
minimales et discriminants. Je n'ai pas abordé les problèmes voisins 
de la théorie des corps abstraits, l'approximation et les critères pour 
des nombres algébriques ont été traités brièvement. 

Dans la représentation de la théorie des idéaux et la divisibilité des 
entiers algébriques, j 'ai suivi principalement les idées de Dedekind. 
Pour le théorème fondamental je donne une démonstration fondée 
sur les idées nouvelles de Rrull et de v. d. Waerden. J'ai traité ici 
particulièrement la théorie arithmétique des idéaux, les classes rési-
duaires pour des modules idéaux et les groupes additifs et multipli
catifs correspondants ; les résultats de Wiman sur les racines primitives 
y sont inclus. J'espère traiter une autre fois la partie plus algébrique 
de la théorie des idéauv et la connexion entre les idéaux et les pro
priétés des équations algébriques. Le dernier Chapitre a été consacré 
à la théorie des unités et l'on y trouvera une démonstration simplifiée 
nouvelle du théorème de Dirichlet. 
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CHAPITRE 1.' 

1. Nombres algébriques. Propriétés fondamentales. — Un nombre 3" 
(réel ou complexe) est dit nombre algébrique s'il satisfait à une 
équation algébrique 

(i) f(x) = .r'' + a i ^ - l + .. .-+-an=o 

avec coefficients rationnels. On dit que h est un nombre algébrique 
entier (ou simplement un nombre entier) s'il satisfait à une équa
tion (i) avec des coefficients entiers. L'existence des nombres algé
briques est immédiatement assurée par le théorème fondamental de 
l'algèbre. 

On peut aussi, comme on le fait dans la théorie des corps abstraits, 
considérer le nombre algébrique 2? seulement comme un, symbole 
ayant la qualité que l'expression 

S"-h tt!^-1 + . . . + a„ 

peut toujours être remplacée par zéro. Ce point de vue a l'avantage 
de rendre l'existence de cette grandeur évidente sans application du 
théorème fondamental. Dans la suite on peut adopter le premier point 
de vue. 

Tout nombre de la forme a -\-ib {a, b rationnels) est un nombre 
algébrique, ainsi de même an(n, a rationnels); toute expression com
posée rationnellement par des radicaux de nombres rationnels est un 
nombre algébrique, mais il n'y a qu'une classe spéciale des nombres 
algébriques exprimable dans cette forme, les équations (i) n'étant pas 
en général solubles par radicaux. 

Il est superflu de s'arrêter davantage à des exemples spéciaux; il 
faut pourtant observer que tout nombre rationnel a est aussi un 
nombre algébrique et que a est un entier algébrique seulement dans 
le cas où a est un entier ordinaire. Soit en effet 

alors une équation 
an -t- a± an~l - t - . . . -h an = o 

à coefficients entiers est impossible parce qu'on en déduit" 
pn = — q ( a | ^*-l -+_. . ._+- a ^ / i - i ) , 

c'est-à-dire (/?, q) > î. 
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On voit aussi que chaque nombre algébrique non entier peut être 
représenté dans la forme 

m 

où 0 est un nombre algébrique entier, et m un entier rationnel. Si 
l'on construit l'équation satisfaite par m 3 , le coefficient général sera 
b, = a, m1 et il suffit donc, pour rendre /rc3 entier, de prendre pour m 
le plus petit dénominateur commun des at. 

Tout nombre algébrique 3 satisfait à une infinité d'équations de la 
forme (i) , mais on déduit sans difficulté l'existence d'une équation 
unique (i) , pour laquelle le degré n est un minimum. Cette équation 
s'appelle équation caractéristique de 3 , et le polynôme correspon
dant f(x) est complètement caractérisé par la propriété que ce poly
nôme est irréductible, c'est-à-dire qu'il n'existe pas de décomposition 
f(x) = g{%) h(x) sauf dans le cas trivial où l'un de^ polynômes (*) 
g(x) et h(x) est une constante. 

Le degré du nombre algébrique 3 est le degré du polynôme carac
téristique. S i F ( ^ ) = o est une équation arbitraire satisfaite par 3 , 
le polynôme F(x) est divisible par f(oc). 

Un nombre algébrique entier peut aussi satisfaire à des équations à 

coefficients non entiers; par exemple, l'entier y/2 est une racine de 

X" X2 IX -+- I = O. 
2 

Mais il est d'importance de noter que l'équation caractéristique d'un 
nombre entier a toujours des coefficients entiers; cette observation 
est une conséquence directe du théorème de Gauss : si le produit 
F(x) = F, (x) F 2 ( # ) de deux polynômes a des coefficients entiers, 
chacun des facteurs Vaura aussi. 

Soient enfin 

(2) 2r = 2fj, 2N, . . . , 2r„ 

les n racines de l'équation caractéristique de 3 , et posons 

(3) f(x) = (x-^l)...(x-?Jn). 

(1) Il s'agit dans la suite seulement des polynômes à coefficients rationnels. 
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On appelle les racine* (2 ) les nombres conjugués de 3 ; les nombres 
conjugués sont tous en même temps entiers ou non entiers. On dit 
parfois, qu'un nombre 3 est totalement réel, si tous les nombres 
conjugués sont aussi réels, et aussi qu'un nombre algébrique est tota
lement positif, si tous les conjugués réels de 3 sont positifs. 

2. Approximation des nombres algébriques par nombres rationnels. 
— Un nombre transcendant est un nombre complexe non algé
brique. Avant de considérer les propriétés spéciales des nombres 
algébriques, je vais faire quelques observations sur les relations entre 
les nombres algébriques et les nombres transcendants. 

On doit à Cantor le théorème suivant : 
L'ensemble des nombres algébriques est dénombrable. Ce théo

rème peut être déduit simplement du fait que l'ensemble de tous les 
polynômes a coefficients rationnels est dénombrable. L'ensemble de 
tous les nombres transcendants a par conséquent la puissance du 
continu. 

Une démonstration constructive de l'existence des nombres trans
cendants a été donnée par Liouville le premier en appliquant une 
propriété générale importante des nombres algébriques. Soit 3 un 

nombre algébrique réel de degré n > 1, etp- , (/>, q) = 1, une fraction 

rationnelle, considérée comme une valeur approximative de 3 . Alors 
on a 

(4) -qn' q>o 

où M est une constante positive qui ne dépend pas de q. Cette inéga
lité montre, que la bonté de l'approximation d'un nombre algébrique 
par des nombres rationnels est toujours limitée. La démonstration de 
(4) est très simple. S o i t / ( # ) = 0 l'équation caractéristique de 3 ; 
alors on a 

(5 ) 

où N est un nombre entier ordinaire. A l'autre côté on obtient par la 
formule de la moyenne 

(6) A*)- AU !/'(«)! S K, 
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où K. est une borne supérieure de f(x) dans un intervalle fini conte
nant 3 ; de (5) et (6) on déduit l'inégalité (4) de Liouville. D'après 

cette inégalité le nombre « = n --\ ? , + . . . est nécessairement 
° IO1 io' 

transcendant, l'approximation à a par des nombres rationnels étant 
trop bonne. Par la méthode de Liouville on peut déterminer des 
classes très étendues de nombres transcendants (Maillet, voir aussi 
Ore [1]). 

Le résultat (4) presque trivial de Liouville sur l'approximation de 
nombres algébriques a été considérablement approfondi par les belles 
recherches de Thue et Siegel. Le résultat principal de Thue peut être 
exprimé dans la manière suivante : il n'existe qu'un nombre fini de 
fractions rationnelles £ pour lesquelles l'inégalité 

(7) 
9 qV-

n'est pas satisfaite; ici M est une constante positive arbitraire, et 

/x = — h i + £ , £ > o . Siegel a réussi a prouver que le théorème de 

Thue est correct même en remplaçant l'exposant /x par 2\/n. Dans le 
même Mémoire Siegel a aussi généralisé ses considérations à l'approxi
mation d'un nombre algébrique par un autre. 

Il est bien connu, je l'observe en passant, que l'on peut toujours 
trouver pour un nombre réel arbitraire p une infinité de fractions 
rationnelles - ayant p comme limite et pour lesquelles 

' - f < 
V >q* 

Ce résultat est du à Hurwitz, et l'on sait aussi que la constante y 5 du 
dénominateur est la meilleure possible ; en effet, on peut démontrer 

que pour le nombre p = — - — cette constante ne peut pas être rem
placée par une valeur plus grande, c'est à-dire que l'approximation 
de ce nombre particulier p en nombres rationnels est la plus mauvaise 
possible. Les recherches de Hurwitz ont été continuées par un grand 
nombre d'auteurs, je vais signaler ici seulement les travaux de 
Perron [1J et Heawood. Les résultats, quoique très intéressants, ne 
sont pas directement liés avec la théorie des nombres algébriques et 
je ne les discuterai pas davantage. 
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3. Critères pour les nombres algébriques. — Les problèmes 
d'approximation sont en général traités par des considérations sur les 
fractions continues. D'après Lagrange, on sait que les irrationnalités 
quadratiques réelles sont complètement caractérisées par la propriété 
que le développement correspondant en fraction continue est pério
dique; c'est alors une idée bien naturelle de chercher des critères 
analogues pour les nombres algébriques de degrés supérieurs. 

On peut considérer le développement d'un nombre en fraction 
continue comme un procédé récurrent par lequel on peut, de deux 
nombres donnés, déduire une suite de nombres accouplés représen
tant les fractions approximatives. Jacobi a considéré les suites récur
rentes simultanées pour trois ou plusieurs nombres, et en a déduit 
un algorithme généralisant les fractions continues. Il est connu que 
chaque série périodique de Jacobi pour trois nombres correspond à 
une irrationnalité cubique, mais on ne sait pas inversement si toutes 
les irrationnalités cubiques ont un développement périodique. Il 
existe pour des nombres algébriques cubiques de nombreuses 
recherches spéciales, pour n ;> 3 l'algorithme de Jacobi a été étudié 
profondément par Perron [ 2 | , mais les résultats semblent indiquer, 
qu'il ne sera pas possible d'y tirer un critère général. 

On doit à Minkowski [1] le premier critère général pour les 
nombres algébriques. La méthode de Minkowski est aussi, on peut le 
dire, une généralisation des fractions continues. La détermination 
des fractions approximatives dans le développement d'un nombre or 
est intimement liée avec l'approximation de la droite y=.vx par des 
points de grillage. Minkowski considère pour un nombre or le plan 

(8) F(x) = x0-i- xyz -h.. .-+- xfl-.y a"-1 = o 

dans l'espace à n dimensions. Par un procédé simple on définit n 
minima de | F ( # ) | 

(9) ™o< mf, •••> ™j;i, ( / = 1 , 2 , . . . ) 

pour les points de grillage contenus dans le carré | xL | < £; le nombre 
m^ est le minimum absolu de | F(x) | dans ce carré. Il faut et il suffit 
alors, pour que le nombre a soit algébrique de degré n, que la série (9) 
soit infinie et que les fractions 

—k (*' = i, 2, . . . , /1 — 1, t = 1 , 2, . . . ) 
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ne prennent qu'un nombre fini de valeurs différentes. Cet algorithme" 
n'est pas en général périodique pour les nombres algébriques, sauf 
dans des cas très spéciaux déterminés aussi par Minkowski [2]. Un 
critère semblant fondé sur les idées de Minkowski a été déduit par 
Furtwàngler [ l j ; ce critère est plus simple que celui de Minkowski, 
parce que seulement les minima absolus m0

n y entrent. 
Un critère d'une forme différente a été obtenu par Pipping en géné

ralisant l'algorithme d'Euclide. Soit 

un système de n-\- i nombres réels positifs; de ce système on déduit 
n systèmes nouveaux St

2) en remplaçant toujours le plus grand nombre 
v0 par c0 —v„. De la même manière on o b t i e n n e S(,2) les n- sys
tèmes SJ°, . . ., et on continuera cet algorithme jusqu'à l'apparition 
d'un système contenant un nombre égal à zéro. Alors on peut 
démontrer : le nombre algébrique réel a de degré n est complète
ment caractérisé par la propriété, que n est le plus petit nombre pour 
lequel cet algorithme effectué sur les nombres 

I, a, . . . , a"- i 

est fini. 

CHAPITRE II. 

1. Les corps algébriques. — Soit C un système de nombres réels 
ou complexes; nous appelons C un corps, quand le système est clos 
par rapport aux quatre opérations élémentaires ; c'est à-dire si a 
et (3 sont deux éléments d'un corps C, les nombres a=h|3, a(3 et 

Ô((3 ^ o) seront aussi contenus dans C. On trouve déjà chez Abel des 

considérations générales sur les corps; j'observe aussi que le corps, 
notion introduite par Dedekind, est identique au domaine de ration-
nalité de Kronecker. 

Un anneau A est un système clos par rapport à l'addition, sous
traction et multiplication. Parfois il est utile d'introduire aussi la 
notion des modules, qui sont des systèmes clos par respect à l'addi
tion et soustraction. 

Il est évident que l'ensemble des nombres complexes, des nombres 
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réels et des nombres rationnels sont des corps; de même par exemple 
les nombres des formes a -\- ib ou a -+- b\t — 3 [a, b rationnels ). Les 
nombres entiers ordinaires forment un anneau qui n'est pas en même 
temps un corps, ainsi que les nombres a -+- ib ou a-\-b\/— 3 (a, b 
entiers). Dans la suite nous allons considérer des exemples nombreux 
de corps et d'anneaux et une énumération continue sera donc super
flue. Je fais seulement observer que tout corps défini ainsi contient le 
corps R des nombres rationnels ; en effet, soit a ^ o u n nombre de C. 

Alors C doit contenir - = i et par conséquent tous les nombres entiers 

ainsi que leurs rapports, c'est-à-dire l'ensemble II. 

Définition. Un corps algébrique est un corps qui ne contient 
que des nombres'algébriques. — Dans la suite nous allons étudier 
exclusivement des corps algébriques. Les deux théorèmes suivants 
sont alors fondamentaux : 

L'ensemble de tous les nombres algébriques est un corps. 
L'ensemble de tous les nombres algébriques entiers est un 

anneau. 

La démonstration de ces propositions peut être déduite par deux 
méthodes différentes, qui sont toutes les deux caractéristiques pour 
beaucoup de problèmes dans cette théorie : 

i° Méthode des fonctions symétriques; 
2° Méthode de la dépendance linéaire. 

La méthode des fonctions symétriques est fondée sur le théorème 
bien connu : soit F( vx, . . ., xn) une fonction rationnelle entière sj mé
trique des variables et avec des coefficients contenus dans un corps ou 
un anneau donné. Alors on a 

F(a t a„) = G(a i , . . . , an), 

où G est aussi une fonction entière avec des coefficients du même 
corps ou anneau, et les ai sont les fonctions symétriques élémentaires 
des <xt définies par 

(/ — on ) . . .( t — a„) = t» -f- ai ««-> + . . . + a„. 

Dans la suite nous supposerons pour la plupart, que a,, . . . , a„ sont 
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des nombres algébriques conjugués et que les coefficients de F sont 
des nombres rationnels. Alors F(a, , . . ., otn) sera un nombre rationnel 
et même un nombre entier, si les x, sont des entiers algébriques et 
les coefficients de F sont tous entiers. 

Supposons alors que a et p sont deux nombres algébriques et que 
les équations caractéristiques correspondantes f(x) = o, 9(x) = o 
ont les racines 

a = X l , . . . , a„, P = Pi , . - . , P,M. 

Le nombre a -f-(3 est par conséquent une racine de l'équation 

H ( * ) = / ( * — P i ) , . . , / < * - p,„) = o 

et cette équation a des coefficients rationnels symétriques dans les (3,; 
le nombre a 4- (3 est alors algébrique et de même a — (3. On voit aussi 
immédiatement que a =h (3 est entier si a et (3 ont cette propriété. Le 
nombre <?(3 est une racine de 

G(,) = ( P l . . .MV(^) . . . / (£) = o 

et l'on en tire les mêmes conclusions; finalement on observe que 

- = oc - et 7T est une racine de q> ( - ) = 0 . 

P P P . T W 
Pour obtenir les mêmes résultats par des considérations sur des 

systèmes linéaires, on applique le lemme suivant : soit 3 un nombre 
arbitraire, et co,, w2, ...,&)„ un système de nombres donnés non 
tous zéro ; alors 3 est un nombre algébrique, si l'on peut exprimer 
tous les produits 3G)/ linéairement par les co, avec des coefficients 
rationnels, et 3 est entier lorsque ces coefficients sont des entiers 
rationnels. En effet, supposons qu'une représentation 

n 

OJ,2T =^aIJiû/ ( * - = 1, 2, / 0 

/=| 
aura lieu, on peut pourtant considérer ces équations comme un sysr 

tème homogène en les wt et l'on obtient, par conséquent, 
av\ — S" ct\* aln 

a.>i a>i—Z5 a*n 

an\ an*> Ct>nn~ 

«t notre lemme est démontré. 
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Pour en tirer les propriétés indiquées des nombres algébriques 
mettons 

w*,/= a*P7' (* = o, i, . . . , /i — i ; . / = o, i, . . . , m — i) 

et 3 = a ± (3 ou bien 3 = a(3. On voit sans difficulté que tous les 
produits 3w/y peuvent être représentés par des expressions linéaires 
en les w/y, ce qui donne aussitôt les théorèmes désirés. 

Il faut indiquer ici aussi une autre propriété des nombres algé
briques : Toute racine d'une équation 

f(x) = xn-+- 0LXn-1-h \ixn~-9H-. . .-+- B = o 

avec des coefficients algébriques est aussi un nombre algébrique, 
et même un nombre algébrique entier si tous les coefficients def(x) 
sont entiers. La démonstration en est facile : 11 faut seulement former 
le produit de / ( # ) avec tous les polynômes qu'on obtient de f(x) 
en remplaçant les coefficients oc, (3, . . ., par toutes combinaisons 
possibles des nombres conjugués. Le produit sera alors symétrique 
dans les conjugués et aura nécessairement des coefficients rationnels, 
et des coefficients entiers si les coefficients de f(oc) sont des entiers 
algébriques. 

2. Les corps finis. — Les corps algébriques les plus simples sont 
les corps R ( 3 ) engendrés par un seul nombre algébrique; ce corps 
consiste de toutes fonctions rationnelles de 3 avec des coefficients 
rationnels. Il est évident que tous ces nombres constituent un corps, 
et nous disons que R ( 3 ) est produit par Y adjonction du nombre 3 
au corps R des nombres rationnels. 

On peut représenter un nombre arbitraire de R ( 3 ) dans la forme 

<•> - s u -
où F(x) et G(x) sont des polynômes, et 3 est une racine de l'équa
tion caractéristique 

Nous appelons le nombre n le degré de R ( 3 ) . On peut cependant 
toujours représenter le nombre a en (i) dans une forme réduite 
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unique; en effet, les polynômes f(x) et G ( # ) n'ont pas de facteur 
commun, parce que G ( 3 ) ^ o , et l'on peut, d'après un théorème 
bien connu, déterminer les polynômes A(x) et B(x) à coefficients 
rationnels de manière que 

\(x)f(x) + B(x)G(x) = i, 

d'où l'on tire G ( 3 ) - , = B ( 3 ) . Le nombre oc est donc égal à un 
polynôme en 3 , et en divisant ce polynôme par f(x) ou, ce qui est 
la même chose, en réduisant les puissances supérieures de 3 par la 
relation 

(3)' S» = — ( a t ^ - i + . . . + <*„), 

on obtient 

(4) * = «(&) = &o+&,&+.. .+ &„ iS"- 1 . 

Cette représentation de oc est unique, parce que de deux représenta
tions différentes on trouvera une équation de degré < n pour 3 . 

Tous les nombres a ( 3 ) en R ( 3 ) sont des nombres algébriques de 
degré ^n; en effet, a doit satisfaire à l'équation 

(5) h(x) = [x — *(&)] [(x — a(2r(2))j.. ,[x — a(2r(«))] = o, 

qui a évidemment des coefficients rationnels, a ( 3 ) est dit nombre 
primitif de R ( 3 ) s'il satisfait à une équation irréductible de degré n, 
c'est-à-dire l'équation (5 ) doit être irréductible. 

Pour que le nombre oc soit primitif, il faut et il suffit que les 
nombres 

(6) a(&), «(&(•>), . . . , «(&(»)) 

en (5) soient tous différents. Supposons, en effet, que d(x) = o soit 
l'équation caractéristique de a ( 3 ) ; alors on a rf[a(3)]=o, d'où 
l'on tire 

d[ct{x)]=f{x)q(x), 

q{x) étant un polynôme. En remplaçant dans cette identité x par 
les 3 U J on voit que tous les nombres (6) sont des racines de d(x) = o, 
c'est-à-dire d(x) est au moins de degré n et l'on a d(x) = h(x). 

Même dans le cas où quelques-uns des nombres (6) sont égaux, il 
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s'ensuit que l'équation d(x) = o est satisfaite par tous les nombres 
différents. On peut donc écrire 

h(x) = d(x)a di(x), 

où dx (x) n'est pas divisible par d(x). A l'autre côté toutes les, 
racines de d\ (x) = o sont contenues entre les nombres (6) qui sont 
aussi des racines de d(x) = o, et l'on aura nécessairement d\{x) = i 
et 

(7) h(x)-=d(x)a. 

Nous avons donc démontré : Tous les nombres du corps R ( 3 ) sont 
des nombres algébriques dont les degrés sont des diviseurs du 
degré n du corps. 

Tous les nombres rationnels sont des nombres imprimitifs dans R(3); 
si les nombres rationnels sont les seuls éléments imprimitifs, on dit 
que le corps R( 3 ) est primitif. 11 est évident que R ( 3 ) est un corps 
primitif si le degré n est un nombre premier. 

3. Les éléments primitifs. — Nous allons montrer que les corps R(3) 
et R(a) sont identiques si oc est un élément primitif de R ( 3 ) . 11 suffit 
d'exprimer le nombre 3 en fonction rationnelle de oc; dans ce but 
nous construisons le polynôme 

H(̂ ) = M ^ ) ^ _ a ^ ) + ^_ a ^ ( ) ) ) +. . .+ ^_3 t (^ ) )j> 

où h(x) est le polynôme caractéristique de a ( 3 ) . On voit aussitôt 
que H(x) a des coefficients rationnels et pour x = oc on obtient sans 
difficulté 

H(a) = A'(«)3('). 

On peut aussi déduire tous ces résultats sur le corps R ( 3 ) par des 
considérations linéaires et. pour les calculs numériques, cette dernière 
méthode est en général préférable. 

Soit oc un nombre donné par (4); de (3) on en déduit, de proche 

(1) Il faut observer que la notion du dérivé dans l'algèbre peut être introduite par 
des considérations parfaitement normales sans application des passages à la limite. 
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en proche, les relations 

i a = 6 0 , 0 + è j , o 2 f + . . . + b'n-lt0S
n-1, 

2ra = 60,i + 6,,, 2r + . . . + 6 , , - 1 , , 2 ^ , 
? 

Sr^-ia = 60. ,^ + 6 , , , , - . ^ + . . . + 0,,-.,,,,-15-^, 

d'où l'on tire l'équation cherchée 

(9) 

6 0 , 0 — « 61,0 - . . . 6,t_i,o 

60,1 6 1 , 1 — a . . 6 , , - , , , 

^o,w—i 6j „_! . . . 6 „ _ i „_i — a 

Si a est un nombre primitif, il ne peut pas satisfaire à une équation 
de degré inférieur à n et les mineurs d'ordre n — 1 du déterminant (9) 
ne sont pas tous nuls. On peut par conséquent tirer de ( 8 ) la valeur 
de 3 exprimée rationnellement par oc. 

Nous avons jusqu'à présent considéré seulement les corps simples 
engendrés par un seul nombre algébrique. On peut naturellement 
étudier les corps plus généraux R ( a , (3) engendrés par deux nombres 
ou bien R ( a , (3, . . . , ô ) engendrés par un nombre arbitraire de 
nombres algébriques. Le corps R ( a , (3) consiste par exemple par 
toutes les fonctions rationnelles de oc et (3 avec des coefficients ration
nels. 

Il existe pour les corps R( a, (3, . . . , 8 ) obtenus par un nombre fini 
d'adjonctions un théorème important, le théorème de Vêlement pri

mitif. Tout corps R ( a , (3, . . . , 3) est équivalent à un corps 

simple R ( 3 ) , c'est-à-dire, on peut trouver un nombre primitif 3 
dans R ( a , (3, . . . , à) de sorte que tous les nombres de ce corps 
peuvent être exprimés rationnellement par 3 . 

Il suffit d'établir ce théorème pour un corps R ( a , (3). Nous 
mettons Ç = oc -+- A"(3, où A est un nombre rationnel ; on voit alors que £ 
est un nombre de R ( a , (3), et, en nous servant des mêmes notations 
qu'auparavant, que £ satisfait à l'équation 

n, fit 

F ( j O = J ] ( a r - E i , / ) = o, J«,/=««H-*Py, 
',/ = ' 

a coefficients rationnels. Nous choisissons à présent k de sorte que 
toutes les racines \hJ soient différentes, ce qui est toujours possible. 
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Soit alors A(a , (3) un nombre arbitraire de K ( « , (3); nous consi
dérons le polynôme 

H « ) ^ ^ F ( 0 , 
1. /=1 

Ul 

qui a des coefficients rationnels, étant symétrique en les a/ et (37. 
Pour t = £ on obtient comme autrement 

A(^)=|§}. 

Le théorème de l'élément primitif nous donne une classification 
importante des corps algébriques : Les corps engendrés par un 
nombre fini d'adjonctions, c'est-à-dire les corps simples R ( 3 ) , s'ap 
pellent corps algébriques finis; les corps qu'on peut obtenir seule
ment par un nombre infini d'adjonctions s'appellent corps algé
briques infinis. Dans la suite nous allons étudier principalement les 
corps finis; comme exemple de corps infinis je veux citer les corps des 
nombres algébriques réels : Les corps contenant tous les nombres 
exprimables, soit par racines carrées, soit par des radicaux arbitraires, 
sont aussi des corps infinis. 

k. Norme, discriminant, systèmes linéaires. — Revenons au corps 
simple R ( 3 ) ; nous avons vu que les nombres différents dans le sys
tème (6) sont les racines de l'équation caractéristique de oc, et les 
nombres sont donc les conjugués de a au sens défini auparavant. S'il 
n'y a que m nombres différents dans (6) , il s'ensuit de (7) que les 
nombres (6) se répartissent en a systèmes identiques, chacun conte
nant les mêmes m nombres différents. 

Il faut introduire à ce point quelques notions fondamentales de la 
théorie des corps algébriques. Les deux expressions 

N(a) = a(a)a(2rl»))...a(2ri'0), 
S ( a ) ^ a ( 2 r ) + a (2r ( 9 })+ . . .+ a(5(n)) 

s'appellent respectivement la norme et la tracede oc. N(a ) et S (ot) 
sont des nombres rationnels, et même entiers, si oc est un nombre 
algébrique entier. On vérifie sans difficulté que 

N(ap) = N(«)N(P), 
S(« + P) = S(a) + S(P), 


