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LA THÉORIE ANALYTIQUE 

DES 

POLYNOMES D'UNE VARIABLE 

(A COEFFICIENTS QUELCONQUES) 

Par M. J. DIEUDONNE. 

On peut étudier les zéros d'un polynôme à deux points de vue 
bien différents. Le premier est celui de l'Algèbre proprement dite : il 
consiste à rechercher les propriétés de nature arithmétique des zéros, 
connaissant des propriétés arithmétiques des coefficients ; c'est la 
théorie de Galois, en liaison étroite avec la théorie des nombres. 
Dans ce genre de recherches, on ne se soucie pas, ou fort peu, de la 
grandeur des zéros, de leur position dans le plan complexe; un 
second point de vue consiste, au contraire, à s'occuper exclusivement 
de ces problèmes de position, sans tenir compte de la nature arithmé
tique des zéros ni de celle des coefficients du polynôme. Les pro
blèmes de cette catégorie s'apparentent à ceux que l'on se pose sur 
les zéros des fonctions analytiques; et, d'une façon plus générale, un 
polynôme étant une fonction analytique particulière, on peut l'envi
sager à tous les points de vue sous lesquels on considère une fonction 
analytique, et se proposer, dans chaque cas, de trouver les propriétés 
du polynôme qui tiennent à sa nature de fonction analytique spéciale. 
C'est l'ensemble de ces questions que nous proposons de réunir sous 
le nom de théorie analytique des polynômes. 

Historiquement, jusqu'à la fin du XTX6 siècle, on n'a guère abordé 
ces questions que pour les polynômes à coefficients réels, en cher-
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chant surtout à préciser le nombre et la position des zéros réels 
suivant les propriétés des coefficients. Les travaux de théorie des 
fonctions (en particulier ceux de Landau) ont attiré l'attention sur 
les polynômes à coefficients quelconques; c'est de ceux-ci seulement 
que nous nous occuperons en principe; un autre fascicule de cette 
collection, dû à M. Obrechkoff, traitera la théorie des polynômes à 
coefficients réels, que la nature des questions et des méthodes utilisées 
différencie profondément de celle que nous allons exposer. 

Les moyens mis en œuvre dans la théorie qui nous occupe sont, 
d'une part, les propriétés formelles des polynômes; d'autre part, la 
représentation géométrique des nombres complexes, et les propriétés 
élémentaires des fonctions analytiques, en particulier les propriétés de 
caractère topologique (maximum du module, principe de l'argument). 

En relation avec le caractère « élémentaire?» de ces moyens, on doit 
signaler un genre de questions qui rentrent dans notre théorie et lui 
confèrent un nouvel intérêt (outre celui qui s'attache à l'étude des 
propriétés des polynômes, au même titre qu'à celle des propriétés 
d'autres catégories de fonctions spéciales, comme les fonctions entières 
ou les fonctions bornées) : comme on peut toujours approcher une 
fonction holomorphe dans un domaine fermé par une suite uniformé
ment convergente de polynômes, on peut espérer obtenir des pro
priétés des polynômes se conservant par passage à la limite, et donnant 
ainsi, soit des propriétés nouvelles de la fonction limite, soit des pro
priétés connues, mais obtenues par des moyens « transcendants ». 

A la vérité, il n'y a encore que fort peu de résultats dans cette direc
tion; en particulier, on n'a pas encore pu obtenir de démonstration 
du théorème de Landau par ce procédé. 

Cette remarque nous amène à insister sur le caractère fragmentaire 
de beaucoup des résultats que nous exposerons : la théorie analytique 
des polynômes est encore à l'heure actuelle dans un état bien impar
fait, et il serait vain de le dissimuler. Nous espérons que cet exposé, 
en « faisant le point » en ce qui concerne l'état actuel de la théorie, 
pourra susciter de nouvelles recherches susceptibles de la développer 
et de la perfectionner. 

Nous avons divisé ce fascicule en deux parties : dans la première, 
nous avons réuni toutes les propriétés des zéros d'un polynôme 
déduites des propriétés des coefficients. La seconde, qui présente 
moins d'unité, et peut être intitulée Géométrie des polynômes, a pour 


