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LES 

MATHÉMATIQUES DE LA PSYCHOLOGIE 

Par M. G. DARMOIS. 

CHAPITRE I. 

L E S C O R R É L A T I O N S . 

Le mouvement qui introduit de plus en plus les estimations numé­
riques dans les études de psychologie s'est développé par utilisation 
de la statistique mathématique. Nous voudrions rassembler ici l'es­
sentiel des méthodes statistiques utiles et montrer les services qu'elles 
ont pu rendre, dans le classement, la description et l'interprétation 
des faits observés. 

Nous nous occuperons surtout de ce qui a trait aux différentes 
aptitudes et aux liaisons qu'elles peuvent présenter entre elles. 

Le problème. — Considérons d'abord le cas, tout à fait schématisé, 
où les aptitudes étudiées seraient, pour un individu donné, des gran­
deurs bien déterminées, de véritables marques attachées à chacun, 
mais variables avec l'individu mesuré. 11 faut alors rechercher com­
ment ces caractères sont répartis dans la population. Supposons pour 
fixer les idées, qu'il y ait seulement deux caractères mesurables x 
et y. Nous considérons que la population soumise à nos mesures est 
une épreuve faite sur une population plus étendue, où pourraient se 
présenter toutes les nuances des caractères, toules les valeurs de x 
ely. Cette population hypothétique aura sa structure i\xèe par une 
fonction de deux variables F (X, Y). Nous pourrons prendre pour 
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F(X, Y) la proportion, dans la population totale, de la sous-popula­
tion où l'on a les deux inégalités 

y<\. 

En général, nous aurons plutôt à chercher une densité f(x, y) telle 
q u e / ( X , Y)dX.dY so'a la proportion des individus pour lesquels 

X < x < X -+- dX, 
Y < J K < Y - T - ^ Y . 

Nous aurons donc à préciser la forme de cette fonction de deux 
variables à l'aide des renseignements fournis par la population réelle 
que nous étudions. La connaissance de cette fonction suffit évidem­
ment à tout. En effet, si par exemple nous avons F ( X , Y), la variables 
aura sa répartition connue par F (X , -i-oo), proportion où se trouve 
vérifiée la première inégalité, la variable y par F ( -h oo, Y). Mais il 
est à remarquer que l'intérêt du problème est dans d'autres caracté­
ristiques, que contient F(X, Y), mais qu'il est utile de faire ressortir. 

Si, par exemple, nous étudions l'aptitude aux mathématiques et à 
la musique (en admettant que ces deux termes aient un sens précis), 
notre but est surtout de voir si ces aptitudes sont liées entre elles. 

D'une façon précise, nous voudrions savoir si la connaissance de 
l'une de ces aptitudes est un apport de valeur positive, ou de nulle 
valeur, dans la connaissance de l'autre. 

Pour en juger, nous considérons la sous-population où le carac­
tère x a une valeur donnée, x0 et nous étudions la répartition du 
caractère y dans cette sous-population; cette répartition sera dite 
répartition liée (à x{) donné) de y. Deux cas peuvent se présenter : 

i° La répartition liée est toujours la même, quel que soit xu. — 
On dit que r , considérée comme variable aléatoire, est indépendante 
de la variable aléatoire x. On démontre immédiatement que la répar­
tition liée de r est dans ce cas identique à la répartition d e y , dite 
quelquefois répartition a priori ou répartition marginale, qui ne 
suppose rien sur la valeur de x. 

D'autre part, il est facile de voir, par emploi du théorème des 
probabilités composées, que si l'on fixe la valeur de y, la répartition 
liée de x est dans ce cas indépendante de y0. La propriété d'indé-
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pendance est donc réciproque. Les deux variables aléatoires x et y 
sont dites indépendantes. 

Quand x et y sont indépendantes, la connaissance de la valeur de 
l'une d'elles n?a aucune influence sur la loi de répartition de l'autre; 

2° La répartition liée change avec x^. — La variable aléatoire, 
y liée [qu'on peut désigner par y( 'J 'o)]. a une loi de probabilité qui 
est fonction de x0- La connaissance de x{) a donc une influence sur 
ce que nous devons penser de y. 

Il convient de mettre sous forme concrète cette idée générale. En 
effet, la connaissance de la loi de répartition de y se traduit par la 
valeur de ses caractéristiques les plus importantes, en particulier par 
celles qui correspondent au groupement et à la dispersion de y. 
Celles qui sont le plus fréquemment employées sont la valeur 
moyenne, ou espérance mathématique, et l'écart type, ou écart 
moyen quadratique autour de la valeur moyenne. Nous les désigne­
rons par les notations classiques 

(i) EM(y) = m , 

(a) EM(y-m)*=**. 

Il pourrait d'ailleurs être utile d'introduire des caractéristiques 
d'ordre supérieur. Ceci posé, quand la variable liée y dépend vrai­
ment de a?0, les deux caractéristiques m et <jy sont deux fonctions 
de #o, dont la connaissance est sans doute insuffisante pour préciser 
la loi de probabilité dey, mais qui sont déjà de grande valeur. 

En particulier, si la fonction de dispersion cry reste très petite dans 
tout le champ de variation de x0, on voit qu'on pourra assigner, avec 
une probabilité voisine de l'unité, un champ très petit autour de sa 
moyenne à la variable y liée. 

Comme cas limite, si la fonction oy était identiquement nulle, la 
variable y liée n'est plus une variable aléatoire. La connaissance 
de x() fixe la valeur de r . 

Rappelons ici quelques expressions courantes; le point dont les 
coordonnées sont x{) et m(x0) décrit une courbe, qu'on appelle 
courbe de régression de y en x; il peut être commode d'introduire, 
de part et d'autre de la courbe de régression, les courbes obtenues 
en portant, à partir de la moyenne, une grandeur proportionnelle à 
l'écart type. Pour des raisons tirées des propriétés de la loi de Gauss ; 
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on portera généralement de part et d'autre deux écarts types. On 
obtient ainsi une bande, qu'on appellera bande de dispersion, qui 
résume sous forme concrète ce que les deux fonctions m et cr nous 
apprennent sur la liaison dey à x. Cette bande a une largeur, paral­
lèlement à l'axe des r , de 4<7V, largeur généralement variable. Si elle 
est constante, on dit parfois avec Karl Pearson, que la liaison est 
homoscédastique. Les grandeurs m(xit) et ery(xlt) seront appelées 
respectivement moyenne liée et écart type lié. 

Propriétés de l'écart type lié. — Nous prendrons comme origine 
les moyennes générales de x et de r . Il est clair qu'on aura 

V^[y-m{x)Y=^{y^)~m^(x), 

et en prenant les moyennes M dans la loi de probabilité de x\ 

(3) M [**.(* )] = *)!-M [/#!*(*)], 

tr2 désigne l'écart type de la variable r . 
On voit bien que s'il peut arriver que l'écart type lié surpasse 

l'écart type général, cela ne peut se produire pour toute valeur de x; 
l'écart type lié est en moyenne plus petit, d'après l'égalité (3). 
Il faut signaler que si m(x) est identiquement nulle, c'est-à-dire si 
la ligne de régression est une droite parallèle à l'axe des x, la valeur 
moyenne de <J-y ne diffère pas de (j\. Il peut donc arriver que l'écart 
type lié soit partout égal à l'écart type général. La liaison des deux 
variables ne se traduit alors ni dans la moyenne, ni dans l'écart type, 
qui sont des constantes, et les mêmes que si les variables étaient 
indépendantes. De telles liaisons ont une importance pratique assez 
grande. Karl Pearson dit de deux variables pour lesquelles m(x) est 
identiquement nulle ou constante, qu'elles sont sans corrélation. 
Lorsque la liaison est homoscédastique, elles ont alors nécessairement 
la deuxième propriété. On pourrait presque dire qu'elles sont indé­
pendantes au second ordre, mais une telle locution, prise à la lettre, 
aurait l'inconvénient de laisser supposer que x lié par y a des pro­
priétés analogues. Or, il n'en est rien, on s'en rend compte aisément, 
si l'on n'impose a priori aucune restriction à la loi de probabilité de 
x liée. Nous verrons tout à l'heure que la réciprocité, dans cette 
iudépendance au second ordre de y à x, peut être assurée par cer­
taines hypothèses. 
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Étude d'une loi de probabilité par ses moments. — Une loi de pro­
babilité à une variable a comme caractéristiques importantes sa 
moyenne et son écart type (bien entendu quand ces grandeurs 
existent, ce qui aura toujours lieu pour les lois que nous étudierons). 
Ce sont les deux grandeurs : 

E(.r) et i avec <J- = E[x — E(œ)]'1. 

Bien entendu, ces caractéristiques sont très insuffisantes, il existe 
une infinité de lois de probabilité ayant leurs deux premiers moments 
identiques. On peut ajouter à la connaissance d'une loi de probabilité 
en donnant en outre les valeurs des moments d'ordre supérieur. 

On peut se rendre compte aisément, en supposant que la loi de 
probabilité soit suffisamment approchée par une loi discontinue, de 
l'effet de la connaissance des moments successifs ( ' ). 

En effet, si .r.,, a?2, . . ., x^ sont les valeurs de la variable aléatoire, 
et p1? p2, . . ., pk leurs probabilités respectives, le problème est de 
trouver ces inconnues pu p>>, . . . . pky par un système d'équations 
qui expriment que les moments sont connus. S'il y a suffisamment 
d'équations, la distribution se trouve entièrement déterminée. S'il 
n'en est pas ainsi, le point de coordonnées positives pt, p.2y . . . . p* se 
trouve dans une région finie de l'espace, que chaque condition sup­
plémentaire vient en général restreindre. 

Pour préciser sur un exemple numérique simple, considérons les 

quatre points d'abscisses dh - , zb - ; il faut y placer quatre masses 

positives, de somme égale à l'unité et donnant une moyenne nulle et 

un écart type unité. On aura les équations : 

/>,-f- pt + / ^ + / ? 4 = i, 

9(/»i-+-/?0 -^/>.-iH-/?4 = 4, 

3( />i — 7 > S ) H - / > 3 — / > * = o . 

Représentons y?, et/>2. /?3 et p{ comme les coordonnées de deux 
points du plan. On vérifie aisément qu'on peut écrire 

5 

( 1 , = 3 1 , ) . 
/».= 76 + «., * = Ï 6 - « . 

^ = 7 6 - £ " Pi= T6^H 

( l) Voir l'intéressant article de R. de MISES, The li/nits of a distribution fune-
tion (Ann. Math. Statist., Vol. X, n° 2, juin iy39, p. 99). 
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Le premier point P décri t une droite parallèle à la deuxième bissec­

trice des axes, et qui coupe ces axes en A et B, le deuxième point Q 

décri t une droite analogue, dans la port ion CD comprise entre les 

axes. On voit immédiatement que Q peut aller de C en D , mais que 

le point P est réduit à une port ion A ' B ' de AB, trois fois plus petite 

que C D . 

Ainsi , les points les plus éloignés (± -A ont des masses qui ne 
16 

peuvent se permet t re que des fluctuations assez petites. Un schéma 

extrême serait le suivant, où p>, a la masse la plus grande . 

P, Pa P* P2 
H 1 . 1 h JL JSL 0 44. 
4a 16 48 

Fig. 1 

Le lecteur se rendra compte aisément, par l 'étude de masses placées 

en 6 points déterminés , par exemple ± T , dr 2, dz 3, de l ' indétermina­

tion qui subsiste dans une telle loi de probabil i té quand on fixe un 

nombre de moments égal à 2. 3 , | . 11 y a déterminat ion complète 

pour 5 moments . 

Cas d'une loi continue. — Il peut être suffisant, dans certaines 

recherches prat iques , de subst i tuer à la loi cont inue une loi discon­

tinue assez approchée. Les considérations précédentes mont ren t 

alors l 'influence de la connaissance des moments successifs. 

Pour une loi cont inue, envisagée en toute r igueur , il faut con­

naî t re , pour la déterminer complètement , des moments en nombre 

infini, ou mieux connaître la fonction caractér is t ique (ou génératr ice 

des moments ) dont il sera question un peu plus loin. 

Ketour à l'étude d'une loi par ses moments. — Ce que nous venons 

de dire peut être étendu aux lois de probabil i té à deux ou plusieurs 

variables. La connaissance des moments jusqu'à un certain ordre 

limite les lois de probabil i té à un certain champ qui se rétrécit 

quand le nombre des moments augmente . 

P o u r une loi à deux variables, les moments les plus employés sont 

ceux du premier et du second ordre . Avec les notations habituelles, 

nous poserons 

E ( J ? ) = #O, E ( J K ) = / O , 

E(# — XQ)'2=tf, E ( / — ?»)*=*$, E(a? — a 0 ) ( ^ — ^ 0 ) = fxu. 
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On voit qu'il s'introduit, à côté des quatre premières caractéris­
tiques qui appartiennent aux lois marginales de x et y , un moment 
mixte du deuxième ordre. 

Le moment le plus général a la forme. 

E{x -x0)f(y-y0)z= v.ts. 

On voit que ces moments sont des constantes, très différentes des 
fonctions d'une variable que sont les moments des lois liées. 

Relation entre les deux points de vue. — Elle est. dans le cas 
général, assez complexe. Montrons-le sur un exemple simple. 

Soit la loi de probabilité élémentaire 

O < X < -h » , — 00 < > < -+- 00, 

e~c dx e - dj , 

on reconnaît dans le deuxième facteur, qui donne la loi liée de y, une 
loi de Gauss, à courbe de régression arbitraire 

et dont l'écart type est l'unité. 
On aura 

E ( * ) = 1 , 

E(y) =E[/(*)] , 
E(x*) = i, 

E(y*) = i + E [ M 
E(xy) = E[x/(x)l 

Il est bien clair que le moment lié du premier ordre f{oc) ne sau­
rait en général résulter de la connaissance des moments ordinaires 
du premier ordre [il faudrait que f(x) fût une constante], ou des 
moments du deuxième ordre [il faudrait que f(x) fût un polynôme 
du premier degré]. En général, il sera nécessaire de connaître une 
infinité de moments ordinaires, et en tout cas, il faudra des moments 
ordinaires d'ordre supérieur, pour obtenir une détermination des 
moments liés. 

En résumé, l'étude la plus importante, qui est celle de la variable 
liée, ne peut en général être résumée par la connaissance d'un nombre 
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fini de ces moments constants. Il était d'ailleurs bien évident que la 
détermination des diverses fonctions de la variable x qui sont les pre­
miers résultats de cette étude ne pomait être remplacée par la déter­
mination de quelques caractéristiques numériques. Toutefois, il nous 
semble essentiel que ce point soit saisi avec une entière clarté. 

Hypothèses simplificatrices. — 11 est alors 1res intéressant de voir 
que des simplifications importantes sont introduites par les hypo­
thèses suivantes : 

i° La ligne de régression d e y en x est une droite; 
2° L'écart type lié est une constante. 

Dans ces conditions, les deux fonctions inconnues m(x) et <Tj{&) 
ne dépendent que de trois constantes; les momeuls du premier et du 
second ordre suffisent alors à leur détermination. 

Si l'on pose 
m(x) = y -h $x, 

on voit immédiatement que la droite de régression doit passer par le 
point de coordonnées E(x ), E( i ). Quant au coefficient angulaire (3, 
il est donné par l'équation 

o _ P l i 

»1 ' 

(3 est appelé coefficient de régression de y en x. 

Le coefficient dit de corrélation. — On posera d'une façon générale 

Les constantes j-j (de dimensions nulles) sont appelées les coeffi­
cients de corrélation. Celui d'entre eux qui correspond à JJLM est 
généralement appelé le coefficient de corrélation tout court et désigné 
par /\ On obtient alors la formule 

(4) P-'S-

Valeur de l'écart type lié. — On déduit immédiatement de la for­
mule (3) la valeur 

(5) ' ; ( * ) = ' i t i - ' - 2 ] , 
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la valeur constante de l'écart type lié est donc inférieure à l'écart 
type général si /* ^ o. 

La formule (5) montre qu'on a nécessairement | r j < i , ce qu'on 
peut établir directement. 

Remarque. — Si la liaison de x a j vérifie aussi les deux condi­
tions précédentes, on a 

E*0') = ï + *r> * = r-<7> 

on voit que, si toutes ces hypothèses sont vérifiées, la seule condi­
tion r = o exprime l'indépendance jusqu'au second ordre, qui est 
cette fois une propriété symétrique par rapport à x et > . 

(Pour toutes ces questions, on trouvera des détails dans [2], [4], [o].) 

La fonction caractéristique ou génératrice des moments. — Nous 
allons rappeler ici la définition d'une fonction qui rend les plus 
grands services, tant théoriques que pratiques. C'est l'espérance 
mathématique de l'exponentielle eltx, x est la variable aléatoire, t est 
une variable réelle (i est le symbole classique de l'imaginaire, qu'on 
introduit pour obtenir plus de généralité). Nous poserons 

9(0 = E(e" t) . 

Nous donnerons les deux propriétés principales de <p(£). 

i° Si l'on ajoute deux ou plusieurs variables aléatoires indépen­
dantes, la variable aléatoire ainsi obtenue a pour fonction caracté­
ristique le produit des fonctions caractéristiques des variables qui 
composent la somme; 

2° La connaissance de la fonction caractéristique détermine entiè­
rement la loi de probabilité. 

Cette fonction est appelée génératrice des moments parce que son 
développement suivant les puissances de t a pour coefficients les 
moments de la variable aléatoire. Le moment E(uty) est le coeffi-

cient de ~rr% 

La deuxième fonction caractéristique. — ? ( 0 étant la fonction 
caractéristique définie précédemment, le logarithme de <p(£) est 
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appelé deuxième fonction caractéristique, la propriété 2° reste évi­
demment la même; pour la propriété i° elle est remplacée par la 
suivante : 

L'addition de variables aléatoires indépendantes se ramené à l'ad­
dition des deuxièmes fonctions caractéristiques. 

Les semi-invariants d'une loi de probabilité. — Si l'on considère 
le développement supposé possible de cette deuxième fonction carac­
téristique ty(t) suivant les puissances entières de t 

(rt)m 

•l(t) = Ao-+- Ai ; / -h - . . .-f- A,„ ^—^— H - . . . , 

le coefficient km est appelé, suivant Thiele, le semi-invariant 
d'ordre m de la distribution. 

Et la proposition i° prend alors la forme très simple : 
Dans l'addition des variables aléatoires indépendantes, les semi-

invariants s'ajoutent. 
Pour cette raison, on les appelle souvent des cumulants. 

Extension à une loi de probabilité à plusieurs variables. — On 
appelle fonction caractéristique d'une loi à deux variables x et y la 
fonction y(uv) de deux variables 

z(ut>) = E<?»(«.c+»o). 

La propriété 2° garde la même forme. La propriété i° peut être 
mise sous la forme suivante : 

Nous appellerons point aléatoire le point M de coordonnées x 
et y, vecteur aléatoire le vecteur OM. On peut dire que la loi de 
probabilité considérée est celle du point M, ou du vecteur aléa­
toire OM. 

Deux vecteurs aléatoires sont dits indépendants (en probabilité) 
si la loi de probabilité liée du deuxième vecteur est la même que la 
loi non liée. Dans ces conditions : 

L'addition (géométrique) de deux ou de plusieurs vecteurs indé­
pendants revient à la multiplication de leurs fonctions cp, à l'addition 
de leurs fonctions ^. 

Rappel de propriétés de la loi de Gauss. — On sait que la loi de 
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Gauss à deux variables, pratiquement appliquée avec succès à un 
grand nombre d'observations biométriques, fournit une illustration 
très simple des différentes propriétés précédentes. La densité de pro­
babilité prend la forme 

i - , H U > I 

ix \ i • 
[n(xy) = —!—2 { x*- >, ry+y* }] . 

L'origine est prise aux valeurs probables de x et y, les écarts 
types (7,0-2 sont les unités de mesure de x,y\ la constante r, telle 
que | r | < i , est le coefficient de corrélation défini plus haut. 

Les deux lignes de régression sont des droites; bien entendu 
(3 = o = r. Les écarts types liés sont constants et leur valeur com­
mune est par conséquent \l \ — r1. 

La fonction caractéristique a pour valeur 

- ' K i w i » ) 

e - [ K ( M P ) = W , 2 + 2 / I / ^ + P 2 ] . 

(Se reporter pour ces différents résultats classiques a l'ouvrage [8].) 

Lois de probabilité à n variables. — Bien que les propriétés qui 
les concernent soient des généralisations toutes naturelles, il est bon 
d'j avoir réfléchi. Considérons donc une loi de probabilité à 
n variables. L'étude de cette loi peut prendre des formes assez diffé­
rentes, suivant le but qu'on se propose. 

a. Supposons que nous voulions étudier la liaison de xn aux n — i 
premières variables. L'élément essentiel sera la loi de probabilité 
liée de xn, qui dépendra comme paramètres des valeurs fixées pour 
les autres variables. Nous aurons donc une moyenne liée 

m\x\Xi.. .Xrt^i], 

et un écart type lié 
Q-Cn[xYX1...Xn-x]. 

Ce seront les deux caractéristiques les plus importantes. 
C'est la généralisation la plus simple; si pour fixer les idées nous 

supposons trois variables x, y, z, nous aurions à introduire une 
surface de régression, représentation de la fonction m(xy), et une 
bande de dispersion comprise entre deux surfaces. 
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6. Mais on peut avoir en vue d'autres liaisons, par exemple l'autre 
face de la liaison de xn à X\X> — #„_| . On peut alors fixer la valeur 
de xn et considérer la loi de probabilité à n — Ï variables, où xIL figure 
comme paramètre. Dans le cas de trois variables, on aurait une 
loi de probabilité à deux \ariables x, r , mais dépendant fonclion-
nellemenl de z. 

On voit que la \ariété des problèmes qui peuvent se poser est très 
grande, puisqu'on peut fixer un groupe de variables et étudier la loi 
de probabilité liée du groupe complémentaire. 

Étude, par les moments, d'une loi à n variables. — 11 est clair 
qu'ici la généralisation est toute naturelle. On considérera les 
moments successifs 

E(xl) = tl, E U . - g , ) ^ * ? , 
E[xl—^l][ri— ?*] = 7,<SA r1*. 

On a donc, n moments du premier ordre, moments du 

deuxième ordre, etc. (ces moments étant d'ailleurs fournis par les* 
polynômes du premier degré, du second degré, du développement 
de la fonction caractéristique). 

Les difficultés déjà signalées pour deux variables se présenteront 
à nouveau si l'on veut déduire des ces moments les caractéristiques 
d'une loi de probabilité liée. 

Hypothèses simplificatrices. — On obtient des résultats simples en 
faisant les mêmes hypothèses : 

i° La fonction m(vix2. . .^«-i) est linéaire enxKx>2. . *xn-\. 
2° L'écart type lié est une constante. 

Dans ces conditions, on peut, à l'aide des seuls moments du 
premier et deuxième ordre, déterminer m et crln. Les résultats sont 
tout à fait analogues à ceux relatifs à deux variables, mais un peu 
plus compliqués. 

Quelques formules importantes. — Nous allons faire l'hypothèse, 
toujours permise, que les espérances mathématiques de toutes les 
variables sont nulles, et que leurs écarts sont tous égaux a l'unité, 
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Si l'on pose alors 

/71 = pi X\ -+- p2 #2 -+"... "t" P/i—1 #«—1, 

on aura en multipliant cette égalité par X\X2. . .xn-\ et prenant les 
espérances mathématiques 

( I ) 

rin = Pi -+• PsTisH--..-»- P#i-i ^ , , - 1 , 

r*/, = Pi r u -h p2 H- . . . -h p«_i /-S,II-I, 

'"/1—1,1 = Pi /"n—1,1-+-- • ••+- Pli—1. 

Pour la valeur de <j%n (carré de l'écart type lié) on a toujours 

ff£n=
 l — ni-^x^XL . .xn). 

Si l'on prend de nouveau la valeur moyenne M (dans la loi de pro­
babilité générale, ou, ce qui revient au même, dans la loi de probabi­
lité de X\X2. . .xn) on aura, 

(II) M ( < J 2 J = I — R 2 [Ri=fA[m*(xlXi...xn)]]. 

On a tout de suite la valeur de R2 

R*=Pî+P3 + .-.-*-pîi-lH-aPipsr1i-+-...> 

qu'on peut mettre sous la forme 

R2 = pi n i, H- Pi ntn • P'i— I / " B - I , B • 

La quantité R2 qui est évidemment inférieure à l'unité (généralisa­
tion de la propriété du coefficient de corrélation) peut être calculée 
directement à l'aide des équations (I) par élimination de (3, (32.. .(3n_4. 

On obtient alors sous forme de déterminants 

R - — - , 

Ao = 

i ru 

' ' 2 1 I 

/•«i rn 

I'\n 

/ " i n 
'"12 '"ira—î 

' " n — i t i 

Bien entendu le premier membre de (II) donne la valeur de l'écart 
type lié quand celui-ci est constant (voir aussi [2] au chapitre 
« multiple corrélation »). 

MLMORFAL DES SC. MATH. — N° 9 8 . 
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Remarque générale. — Il est un peu inquiétant de n'obtenir de 
conclusions simples qu'à l'aide de ces hypothèses assez restrictives. 
D'autre part, l'emploi des moments d'ordre supérieur, s'il devient 
nécessaire, est terriblement lourd. Les calculs précédents, exécutés 
dans le cas général, ne conduisent plus à w e u , mais on peut 
cependant en tirer quelque chose. Plaçons-nous seulement dans le 
cas de trois dimensions. Les résultats obtenus seront généraux. 

Considérons le plan 
z = ax -+- by 

et cherchons à le déterminer parla méthode des moindres carrés, en 
comptant les distances parallèlement koz, et affectant chaque élément 
de l'espace de la probabilité qui lui correspond. Nous sommes 
conduit à former 

E(z — ax — by)9-. 

Les deux conditions de minimum sont justement les conditions ( l ) . 
Quant à la valeur du minimum, elle est précisément i —R2 , 

comme le montre un calcul très facile. 
Ainsi le plan déterminé par les équations ne sera plus, dans le cas 

général, un plan de régression, il ne contiendra pas les points repré­
sentatifs des moyennes liées, mais il leur sera associé par une condi­
tion de moindres carrés, et le carré moyen de la distance de la distri­
bution de probabilité à ce plan sera précisémet 1 — R2. 

Cette dernière quantité nous indiquera donc, assez grossièrement il 
est vrai, et en moyenne, si un point de la distribution peut se trouver 
éloigné du plan des moindres carrés. 

Il est à remarquer que la quantité i — R2 n'esl plus M(<r2J. Soit 
en effet G le point z(xy) qui représente la moyenne liée, et P le point 
contenu dans le plan, c'est-à-dire le point d'ordonnée ax -h by 

z — ax — by = z — ZG+- ZQ — ax — by. 

On en déduit 

(III) E ( ^ - a ^ - 6 / ) 2 = M [ ( j ? ] + M(PG)2. 

Donc la valeur de i — R2 est toujours plus grande que le carré 
moyen de o*, sauf si PG est identiquement nulle, c'est-à-dire si le 
plan est vraiment de régression. 
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Relation avec le problème général de la psychologie. — II faut 
étudier comment sont liées un certain nombre d'aptitudes, c'est-
à-dire étudier une loi de répartition à n variables. Suivant que 
certaines aptitudes sont plus faciles à atteindre que d'autres, il y aura 
lieu de les prendre comme variables de base, et d'étudier la loi de 
probabilité liée des autres variables. 

CHAPITRE IL 

Nous voici donc en présence d'une population observable, consi­
dérée par nous comme une épreuve, comme un extrait de cette popu­
lation très étendue où pourraient se présenter, nuancés jusqu'à être 
continus, les caractères dont nous voulons faire l'étude. 

Le problème est d'estimer, à l'aide de la population partielle, les 
caractéristiques de la répartition de la population générale. Nous 
supposerons d'abord, dans ce chapitre, que les caractères mesurés 
sont obtenus sans erreur appréciable. 

Un cas simple. Estimation de la moyenne. — Considérons le 
caractère x et proposons-nous d'estimer la valeur moyenne générale, 
ou l'espérance mathématique de x dans la loi de probabilité cherchée. 
Nous disposons de n mesures, sur des individus pris au hasard, 
mesure que nous considérons comme des grandeurs aléatoires suivant 
la même loi de probabilité : ces grandeurs seront regardées comme 
indépendantes au sens des probabilités. Toute fonction donnée de 
ces grandeurs aléatoires est elle-même une grandeur aléatoire, par 
conséquent l'information que nous pouvons déduire des mesures 
conserve nécessairement ce caractère aléatoire. Le service rendu 
dans cette matière par la statistique mathématique est d'évaluer avec 
précision le risque couru, et de choisir dans certains cas la solution 
présentant le moindre risque d'erreur. 

Nous cherchons ici une caractéristique de la distribution, définie 
par la propriété d'être la moyenne générale des x. Il nous faut cons­
tituer une variable aléatoire, fonction des observations, qui soit une 
variable assez concentrée, et si possible concentrée exactement autour 
de la valeur cherchée. 

Nous formons pour cela la moyenne arithmétique des mesures, 


