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INTRODUCTION 

Voilà longtemps déjà que je cherchais à traiter correctement le 
problème de l'influence de la température sur les propriétés élastiques 
des métaux. Un vieux travail de Sutherland, dont l'importance avait 
été soulignée par mon père, avait dégagé une loi empirique montrant 
la décroissance du coefficient de rigidité, et permettait d'envisager la 
fusion comme point limite où la rigidité s'annule. Aucune déduction 
théorique satisfaisante n'avait été proposée. Je me suis récemment 
rendu compte de l'erreur fondamentale faite par tous les auteurs, moi 
compris, et qui consistait en une analyse insuffisante du rôle de 
l'agitation thermique dans un solide déformé. 

L'exposé que je présente ici comporte tout d'abord une analyse 
méthodique de la thermodynamique des solides isotropes, avec une 
conclusion essentielle, l'identité des coefficients de rigidité /JL iso­
thermes et adiabatiques. Vient ensuite l'étude de l'agitation ther­
mique, avec le rappel de la théorie des chaleurs spécifiques et de la 
dilatation thermique. J'expose alors les conditions d'agitation ther­
mique dans un solide déformé, ce qui conduit à des calculs assez 
pénibles, mais indispensables pour une théorie correcte de l'influence 
de la température sur l'élasticité. La conclusion ressort alors 
nettement : la rigidité macroscopique décroît rapidement lorsque la 
température s'élève; les approximations faites ne permettent pas de 
tracer de bout en bout la courbe de Sutherland, mais elles en font 
nettement pressentir l'allure. A température suffisamment élevée, la 
rigidité macroscopique doit tendre vers zéro, ce qui indique la fusion; 
mais la rigidité microscopique reste alors finie; les ondes transversales 
d'agitation thermique ne disparaissent pas à la fusion, et la chaleur 
spécifique doit rester celle d'un solide (3R à haute température), ce 
qui se vérifie effectivement. Rien dans ce schéma n'indique nettement 
l'origine de la chaleur latente de fusion, qui mériterait une étude 
spéciale. 





INFLUENCE DE LA TEMPÉRATURE 
SUR 

L'ÉLASTICITÉ D'UN SOLIDE 

Par L. BRILLOUIN 

1. La théorie quantique des solides, d'après Born et Debye. — 
L'étude que je présente ici se rattache à la théorie quantique des 
solides, et plus particulièrement aux approximations qui permettent, 
d'après Debye, de raisonner sur un solide isotrope. Un solide 
véritable est un cristal, et l'isotropie grossière des solides usuels 
résulte ordinairement d'un enchevêtrement de microcristaux; néan­
moins Voigt a montré qu'on pouvait définir un solide isotrope idéal 
en prenant, pour chaque propriété du cristal, la moyenne sur toutes 
les orientations possibles; un tel solide isotrope redonne à peu près 
les propriétés du corps isotrope usuel ; il présente l'intérêt de se définir 
d'une manière rigoureuse, et de fournir en tout cas des renseigne­
ments moyens sur les propriétés du cristal. J'ai exposé et discuté très 
en détail, dans un livre récent ( ' ) , la théorie de Debye, qui se 
justifie complètement par la remarque de Voigt. J'ai indiqué, dans 
ce Traité (p. 344)? le principe des calculs que je vais exposer ici, et 
j ' a i montré les insuffisances de plusieurs raisonnements publiés à 
ce sujet. 

(1) L. BRILLOLIN, Les tenseurs en mécanique et en élasticité, Ghap. XII. Masson, 
Paris, 1937. Ce livre sera cité toujours comme Tenseurs. 

Voir aussi : L. BRILLOUIN, La structure des corps solides, {A. S. /., n° 549, 
Hermann, Paris, 19,37). 
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2. Position du problème. — Considérons un solide isotrope dont 
les atomes constituants seraient au repos (T = o et agitation au zéro 
négligeable), sous pression extérieure nulle. Nous pourrons définir 
une densité d'énergie potentielle â>0, qui s'exprimera comme fonction 
des déformations éventuelles, et comprendra les coefficients d'élasti­
cité A0, jm0, A0, B0 , G0 fondamentaux. A la température T, ce ne sont 
pas ces coefficients que l'on peut atteindre; le corps a subi une 
dilatation thermique a uniforme, sous l'influence des pressions des 
ondes d'agitation thermique; chaque dimension du solide se trouve 
multipliée par un facteur ( i - j - a ) , et l'on peut, à partir de cette 
nouvelle configuration, prise comme état initial, calculer la densité 
d'énergie potentielle & en fonction des déformations éventuelles 
surajoutées. 

Cette densité d'énergie potentielle statique & s'exprimera au moyen 
de coefficients d'élasticité A, /ut, A. B, C qu'on pourra calculer à partir 
des coefficients A0, |UL0, A0, B0 , C0 et de la dilatation a; la pressionp 
qui serait nécessaire statiquement pour provoquer la dilatation a 
figurera aussi dans l'expression <©('). 

En plus de ces termes statiques, nous devrons tenir compte de 
l'agitation thermique du solide, laquelle se compose d'ondes élastiques 
se propageant en tous sens, et présentant une limite vers les courtes 
longueurs d'onde. L'étude de ces ondes nous permettra de calculer 
la densité U(T) d'énergie d'agitation thermique et la densité S 
d'entropie. 

Au total, nous aurons donc les expressions de 

( i ) E = ê + U densité totale d'énergie; 

(2) F = & -+- U — TS densité totale de potentiel thermodynamique. 

Il semble alors que nous puissions calculer, à la température T, les 
coefficients d'élasticité A ( T ) et fx(T) du solide; mais c'est ici 
qu'intervient une difficulté sérieuse : nous connaissons bien & 
(énergie potentielle statique) comme fonction de déformations éven­
tuelles arbitraires ; pour U et S il n'en est pas de même, ces grandeurs 
sont ordinairement calculées dans l'hypothèse d'un solide constam­
ment isotrope; on étudie la propagation des ondes d'agitation 
thermique uniquement pour un corps isotrope, où ces ondes 
présentent les types usuels (longitudinal et transversal); les ondes 

(1) Tout ceci est développé et détaillé au paragraphe 6, page 16. 
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ne sont pas, en général, discutées pour le cas d'un solide soumis 
préalablement à une déformation arbitraire; les expressions de U e t S 
sont données, comme résultat du calcul, par des fonctions du volume 
spécifique v et de la température T ; elles permettent de calculer la 
dilatation thermique (isotrope) et aussi le coefficient de compressi-
bilité (car celui-ci ne fait intervenir qu'une variation de volume 
réalisée isotropiquement). Les expressions de U et S, telles qu'on les 
-écrit ordinairement, ne peuvent rien nous apprendre sur ce qui se 
passe lors d'autres déformations du solide (allongement dans une 
direction, ou glissement) parce que le calcul correspondant n'a pas 
-été fait. 

Telle est l'erreur commise par divers auteurs (en particulier par 
moi-même; C. R. Acad. S e , t. 192, 1931, p. 668) et que l'on 
retrouve, par exemple, dans l'exposé de Griineisen (Handbuch der 
Physik, t. 10, p. 23). 

Le calcul à faire se conçoit maintenant clairement : prendre le 
solide à température T, le soumettre à une petite déformation homo­
gène arbitraire, calculer les ondes d'agitation thermique dans ce 
solide déformé et obtenir les expressions complètes de U et S qui 
seront alors des fonctions de la déformation supposée. On obtiendra 
ainsi les fonctions E ou F sous leur aspect complet, et l'on en tirera 
les valeurs A ( T ) et jx(T) des coefficients d'élasticité. 

En fait, on peut simplifier un peu le problème; nous avons vu que 
la théorie usuelle donne déjà l'expression correcte du module de 
compressibililé 

/ o \ 3X -h 2UL I ... 
\3) x = - — - = — ( / , compressibihte), 

6 X. 
il nous suffira d'étudier ce qui se passe dans le cas d'une déformation 
non isotrope simple, pour obtenir une autre relation entre A et p. et 
trouver ainsi les valeurs des deux coefficients. Comme déformation 
simple, j 'a i choisi un allongement dans une direction a?, les dimensions 
suivant y et z restant invariables; cette dilatation unilatérale fait 
intervenir la combinaison 
(4 ) X + 2ÎX 

et permet de calculer les deux coefficients séparément. 

3. Coefficients d'élasticité isothermes, adiabatiques et instantanés. 
— Il importe de distinguer nettement les coefficients d'élasticité 
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qui interviendront dans diverses circonstances; si nous partons de 
l'expression du potentiel thermodynamique F (2) nous obtenons les 
coefficients ATet|mT isothermes. Nous pouvons nous baser sur l'expres­
sion E de l'énergie totale et nous en tirons les coefficients Asps adiaba-
tiques; ce sont ces coefficients qui régissent la propagation des 
ondes acoustiques et ultra-sonores. Le processus adiabatique ne 
peut pourtant pas s'établir si les fréquences sont trop élevées, car il 
suppose que l'énergie d'agitation thermique U ( T ) (1) prenne part 
aux phénomènes étudiés et se modifie avec la fréquence de l'onde 
imposée; or on sait que la transformation d'un système de radiations 
ne peut se produire adiabatiquement que si la vitesse de la modifi­
cation du système est très lente ; il suffit de se reporter, sur ce point, 
à tous les exposés relatifs à la loi de Wien pour le corps noir, ou aux 
invariants adiabatiques d'Elirenfest. La transformation de l'énergie 
U(T) des radiations élastiques thermiques ne suit la loi adiabatique 
que si la fréquence v de cette transformation est très faible devant la 
fréquence vD limite de Debye, ou fréquence d'accumulation des 
radiations thermiques; dans ce cas seulement, les équilibres entre les 
radiations thermiques ont le temps de s'établir. Nous pouvons exprimer 
ce fait sous une forme un peu différente : l'énergie thermique U ( T ) 
est composée d'ondes élastiques à fréquences très élevées, voisines de 
la limite vD (ordre de grandeur i o 1 3 ) ; ces vibrations exercent des 
efforts moyens, du type des pressions de radiations, qui se mani­
festent seulement si l'on observe lentement, de façon à prendre les 
moyennes sur un grand nombre d'oscillations vD. Ces forces moyennes 
interviennent, dans la propagation d'ondes sonores ou ultra-sonores 
( v < i o 1 0 ) , et sont contenues dans le calcul des coefficients d'élas­
ticité AS et /JLS adiabatiques, où l'on tient compte du rôle joué par 
l'énergie d'agitation thermique U(T) . 

Au contraire, si l'on étudie des ondes de fréquences v plus élevées 
(les hypersons de Raman) comme les ondes élastiques d'agitation 
thermique elles-mêmes, toute influence des termes U(T) doit 
disparaître : la modification v est trop rapide pour être considérée 
comme adiabatique, vis-à-vis des autres ondes thermiques vD; les 
pressions de radiation de ces ondes vD n'ont pas le temps d'intervenir; 
d'ailleurs, l'onde v étudiée et les ondes vD ont même vitesse de propa­
gation et des coefficients d'affaiblissement très voisins; ces ondes se 
superposent sans s'influencer mutuellement d'une manière notable ; 
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elles obéissent aux coefficients d'élasticité A, JUL purement déduits de 
l'énergie potentielle &. 

Les ondes thermiques (fréquences v D ^ i o 1 3 ) ont des longueurs 
d'onde A de l'ordre de id (d, distance entre atomes) et peuvent 
parcourir des distances /de quelques intervalles d, comme l'a montré 
R. Lucas ( * ). Comparons les longueurs d'onde A des ondes élastiques 
au libre parcours l des ondes thermiques, nous aurons les relations 
suivantes : 

A < / hypersons, ondes d'agitation thermique v > io1 0 , 
À ;> / ultra-sons et ondes sonores v < io1 0 . 

Les ondes sonores et ultra-sonores sont régies par les coefficients 
d'élasticité Às et /JLS adiabatiques; les ondes thermiques sont gou­
vernées par les coefficients!, p instantanés qui figurent dans l'énergie 
purement potentielle &. 

Ce que je veux étudier dans cet article, c'est particulièrement la 
loi de variation des coefficients macroscopiques (AT, JJLT isothermes, 
ou AS/JLS adiabatiques) en fonction de la température, et je compte 
insister sur la différence entre ces coefficients macroscopiques, 
observés pour toute variation lente, et les coefficients instantanés A, JJL; 
ces coefficients instantanés ne dépendent de la température que par 
l'intermédiaire de la dilatation thermique. Leur variation est lente et 
régulière; les coefficients macroscopiques seront caractérisés par une 
loi particulière de décroissance : lorsqu'on élève la température, 
le coefficient de rigidité \J.T diminue plus vite que AT. 

On peut alors se demander ce qui se passera, à une température 
assez haute pour que la rigidité macroscopique s'annulle (p.T = o) . 
Le corps considéré dans son ensemble sera fluide; il deviendra 
incapable de propager des ondes transversales lentes (sonores ou 
ultra-sonores), mais il possédera toujours ses deux coefficients instan­
tanés A, j / , de sorte que la propagation des ondes thermiques pourra se 
faire sous forme longitudinale ou transversale; la chaleur spécifique 
sera donc celle d'un solide. Ce point de vue se raccorde fort 
étroitement à celui que j 'ai développé voici deux ans ( 2) , sur la 

(1) Journ. de Phys., t. 8, 19.37, p. 410; voir particulièrement p. 424 et 425. 
(2) L. BRILLOUIN, Journ. de Phys., t. 7, io,36, p. i53; Trans. Faraday Soc, 

t. 33, 1937, p. 54. 



6 L. BRILLOUIN. 

structure des liquides, et précise les remarques faites aans mon livre 
récent {Tenseurs, p. 345 et p. 349). 

Mon père avait insisté, en 1898, sur l'importance d'une loi empi­
rique de Sutherland ( ') , valable pour les corps simples, 

(5) | J . T = ^ o ( l — FjTâj» 

où T0 est la température absolue de fusion et JJ.0 la rigidité au zéro 
absolu; d'après les mesures anciennes, cette loi semblait s'appli-

Fig. 1. 

Courbe montrant la parabole y = 1 — a?2 de a? = o à a; = 1 et aussi les points 
n 9 1 

y = -> x = — pour les métaux. 

(1) M. BRILLOUIN, Ann. de Phys. et Chim., t. 13, 1898, p. 265. — SUTHERLAND, Phil. 

Mag., t. 32, 1891, p. 3i, 2i5, 524 (figure, p. 42). — M. BRILLOUIN, Ann. de Phys., 
t. 1, 1914, p. 433. 
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quer très convenablement pour l'étain, le plomb, le zinc, l'argent, le 
platine ou l'or {fig. i ) . Sutherland avait développé, déjà à cette 
époque, une théorie cinétique des solides où les vibrations des 
atomes jouaient le rôle essentiel, la fusion se présentant lorsque les 
vibrations trop intenses cessaient d'être centrées sur un point. Cette 
conception a été précisée depuis par la formule de Lindemann. 

Les mesures récentes ne permettent plus de croire à l'existence d'une 

Fig. 2. 

courbe unique, pour tous les solides, comme celle de Sutherland. Je 
tiens à l'obligeance de A. Jaquerod. de Neuchatel, les courbes des 
figures 2, 3 et 4, tracées d'après les mesures de Koch et Dannecker 
{Ann. der Physik, t. 47, ig i5 , p. 197). Tous ces diagrammes se 
rapportent à des métaux ne présentant pas de transformation allo­
tropique; les courbes sont toutes différentes, chaque solide mani­
festant nettement son caractère propre; mais, dans tous les cas, on 
retrouve toujours la même règle générale : la rigidité tend vers zéro 
à la température de fusion; les mesures n'ont pas été poursuivies assez 
près du point de fusion pour qu'on puisse savoir si la rigidité JULT tend 
vers zéro d'nne façon continue ou s'il se produit une discontinuité 
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à la fusion. Il semble raisonnable, en première approximation, d'ad­
mettre que la condition pT = o caractérise la fusion, sans toutefois 
oublier la possibilité d'une petite discontinuité, et surtout sans omettre 
le fait que ce critérium n'explique pas la chaleur latente de fusion. 

Fig. 3. 
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Bien d'autres études expérimentales seraient à discuter d'après ce 
point de vue; les citations ci-jointes (1) ne sont données qu'à titre 
d'indication; et Ton ne saurait trop souligner l'intérêt qu'il y aurait 
à reprendre méthodiquement les mesures des coefficients d'élasticité 
de part et d'autre de la température de fusion, comme aussi autour 
des points de transformation allotropique. Deux Notes publiées 
en 1938 ( 2) , et résumant ces conceptions, n'avaient d'autre but que 
d'attirer sur ce point l'attention des expérimentateurs. L'étude 
théorique publiée ici a été construite sur les bases de la conception 

(1) A. JAQUEROD et MUGELI, Helvetica physica acta, t. I, 1928, p. i3g; t. II, 1929, 
p. 419; t. IV, i93r, p. 3. LAWSON, SGHEIB, Phys. Rev., t . 55, 1939, p. 1268. QUIMBY, 

SIEGEL, Phys. Rev., t. 54, 1938, p. 293. O. BENDER, Ann. der Physik, t. 34, 1939, 

p. 359. ERFLING, Ann. der Physik, t. 34, 1939, p. i36. 

(2) L. BRILIOUIN, Phys. Rev., t. 54, 1938, p. 916; t. 55, 1989, p. n3g; Proccedings 
Indian Acad. Se, t. 8, 1938, p. 251. 
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de Debye pour solide isotrope. Les mêmes idées ont été reprises 
récemment par M. Born ( ' ) , qui part de la structure réticulaire des 
cristaux, et des lois d'interaction entre les atomes constituants. Celte 
méthode permet d'aller beaucoup plus loin que l'étude du solide 

Fig. 4. 
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isotrope et Born arrive à retrouver des courbes très analogues à 
celles des figures i à 4-

ht. Rappel de formules thermodynamiques; corps fluide. — La 
première précaution à prendre, c'est de bien préciser le cadre thermo­
dynamique de la théorie, de manière à en tirer tous les renseignements 
généraux possibles, et à ne recourir à des calculs détaillés que pour 
préciser et compléter les informations fournies par la thermo­
dynamique. 

La thermodynamique des corps fluides a été développée très 
méthodiquement; celle des solides n'est en général exposée que d'une 
manière trop sommaire, nous en reprendrons donc l'exposé détaillé 
au prochain paragraphe. Pour le moment, nous rappellerons les princi-

(1) M. BORN, C. R. Institut. Se. Roumanie, t. 3, 1939, p. 4«5. 
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pales formules relatives aux fluides. Ces formules seront directement 
applicables aux corps solides, si l'on spécifie qu'on se limite à des 
dilatations ou compressions isotropes, sans glissements. Nous 
aurons donc à bien séparer, parmi les déformations imposées au corps 
solide, les variations de volume conservant le caractère isotrope et les 
glissements ; pour les premières le cadre thermodynamique des fluides 
s'appliquera sans changement; pour les secondes, on se rapportera 
au prochain paragraphe. 

Pour ne pas répéter des démonstrations classiques, je renvoie à la 
Thermodynamique ( ' ) de Bruhat, pour toutes ces formules classiques 
relatives aux fluides; nous emploierons les mêmes notations que cet 
auteur : dvT indique une variation de volume à température constante 

dvT 
et - 7 - la dérivée prise à T constant. Rappelons alors les définitions 

usuelles; lorsqu'on déforme un corps en l'échauffant, la chaleur rfQ 
fournie à ce corps peut être écrite 

(6 ) T dS = dQ = Cp dTp •+- h dpT variables T, p, 
= cv dTit-+- l dv^ variables T, v, 

cette formule définit les chaleurs spécifiques C^ et cv à pression ou 
volume constant et les chaleurs latentes h (de compression) ou / 
(de dilatation). On trouve alors la relation (Bruhat, p. 88) 

et les formules de Clapeyron (Bruhat, p. 167) 

i / _ T
 dP» h — T dvP 

l~TdT> h — TdT> 

^~c^l'dT'df--~i\'dT) ~dv~ 

Définissons alors les compressibilités y ou les modules de compres-
sibilité z isothermes et adiabatiques : 

T 1 dvT T T dp* 
(9) L^y = - 1 - 1 , - L = Y = _ I _ S x ' xT

 T v dp *s v dp 
et nous trouvons la relation de Reech (Bruhat, p. 89) 
/ \ Gp ZS ^T 
(10) 7 = - ^ = - = - 1 . 

c„ xT x s 
(1) G. BRUHAT, Cours de Thermodynamique, 2e éd., Masson, Paris, 1933. 

(7) / = ( 0 , - 0 3 5 -
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Lorsque nous élevons la température d'un fluide, nous pouvons 
opérer à volume ou à pression constante et mesurer 

1 a = r£ coefficient de dilatation à p constant, 
, , ^v d i 

( 1 I ) ! i dp 
/ S = - - ^ coefficient d'augmentation de pression à P constant, 
1 p aï. 

ces deux grandeurs ne sont naturellement pas indépendantes, et se 
rattachent à celles que nous avons définies plus haut (Bruhat, p. 256) 

/ x o dp» dPv dvp 

de sorte que les formules ( 8 ) de Glapeyron se transcrivent 

I Cp — cv = a2TpxT= av /, 
/ = pT/? = axTT, 

h = — a ï p . 

Diverses fonctions sont importantes à définir pour caractériser 
l'état d'un corps : ce sont l'énergie lolale E, l'entropie S et le poientiel 
thermodynamique F ou énergie libre. Appelons rfQ ( O U T Û Î S ) la 
chaleur fournie au système pendant une transformation et d^>e le 
travail des forces extérieures appliquées au système, ou travail 
fourni au système] dans le cas des fluides on aura 

d%e = — p dv, 

mais pour les solides, les variables de configuration seront multiples, 
et ne se réduiront pas au seul volume, de sorte que l'expression du 
travail d^e sera plus complexe. 

On connaît alors les expressions classiques 

04) 
dE = dQ-+- dïïe = T dS -+- d%e variables S, v, 

F = E — TS, 
rfF=-S</T + d%e variables T, v. 

Si E est exprimé en fonction de S et t>, pour un fluide, et si F porte 
sur les variables T, p, on tire des formules ( i 4 ) les relations 

(H bu) p = - — = - — , T = - ^ - , S = - _ . 
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Reportons-nous aux définitions ( 6 ) ; nous en tirons 

dE = cvdT + (l—p)dv 

qui correspond à la différentielle de E , comme fonction de T , p; nous 
GJET 

voyons donc que / — p représente -r-^; portons cette valeur de / 

dans ( i 3 ) et nous obtenons 

/ ^ET\ àET\ dv 
(15) Cp-c„= ( / , - f - — ) « P , a ^ ^ f j 

expression signalée par Bruha t ( p . 2 5 7 ) ; le premier terme est 

prépondéran t pour les gaz, mais dans le cas des l iquides, le second 

est le plus important . 

Toutes ces formules sont applicables telles quelles aux solides aussi 

longtemps qu 'on ne leur fait subir que des dilatations ou compres­

sions isotropes, sans glissements. Si l 'on se permet de déformer le 

solide à volonté, il faut compléter l 'expression du travail d%e et 

mett re en évidence, en plus du volume, des variables capables de 

caractériser la déformation. 

5 . Déformation d'un solide; solide isotrope initialement; invariants 
de la déformation. — Soient xx, x<±, x* les trois coordonnées car té­

siennes d 'un point du solide, dans sa configuration initiale, et uK, u2, u$ 

les composantes du déplacement de ce point, pendant la déformation. 

Nous définirons un tenseur dont les composantes e-Lk représentent la 

déformation subie par le corps solide [Tenseurs, p . 220 ( X . 2 6 ) ] 

^. , . àiii /àUiY tàu^y- (àu*\* 

(16) \ 
^.. dui dut aux âu\ àu% au* du* àu$ 
Glissements e^ = - H -T h - ; h -: ; h -7 ;— • 

OX<L axi ax\ 0x2 axi ox* ax\ àx^ 

Au moyen de ces six composantes eut on peut former diverses 

expressions, qui restent invariantes lors d 'un changement d'axes de 

coordonnées ( rotat ion des axes) {Tenseurs, p . 227) 

( Ij = e{, + e 2 2 H - e 3 3 invariant du Ier degré, 

(17) / 12 = 61,+6^-4-26^3+26^2-+-^53-+-265,, » » 2 e » > 

(13 = 65,+...-+-3611(6^2-4-6^3)-1-...-1-6612623^1 » » 3e » . 
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Au lieu de ces combinaisons certains auteurs emploient les sui­
vantes : 

/ K i = I i = 6 u + 622+ ^33, 

<i8) 
K,= I ( 1 J - 1 0 = ( « I I « M - « h ) H- ( . - . ) + (••.), 

K 3 = i l ï - I l i l 2 + I l 3 

= 6 1 1 6 2 2 6 : J : J + 2 6 I 2 6 2 3 ^ : Î 1 — ^11^33— ^tte\\ — 633^?o-

Ces trois invariants, les I ou les R, suffisent à caractériser complète­
ment la déformation, pour un corps isotrope, car on doit considérer 
comme équivalentes deux déformations qui se ramènent l'une à l'autre 
par une simple rotation. 

Nous pouvons toujours ramener la déformation à ses axes princi­
paux, c'est-à-dire choisir trois directions orthogonales yK, y2, yz 

de telle façon que les déplacements {vx, v2, i's) rapportés à ces axes 
donnent seulement trois dilatations mais pas de glissements; cette 

condition s'exprime par le fait que -r--> -.— et - ^ sont différents de r r T fyx dy2 dyn 

.zéro, tandis que les -r—̂  (i^ k) sont tous nuls. Appelons e n , £22 ets3 3 

les trois dilatations principales, les formules (16) se réduisent 
alors à 

l dvx /àf>x\* l ôvx \ 2 

<-9) Yll = 2W^WJ - ( , + ^ ) - 1 ' 
( £ /A=o {i^k). 

Les invariants s'expriment très simplement en fonction des trois 
•dilatations principales 

l I l = £ n + £ 2 2 - + " s 3 3 = ^ 1 5 

< 2 0 ) / I 2 = S 2 , + S22-+- £33> K 2 = £ l l £ 2 2 + £ 2 2 ^ 3 3 + S33 El i , 

( 1 3 = S?i + £^2-+- £ 33J K 3 = 6 1 1 6 ^ 6 3 3 , 

ce qui signifie que les £ sont les trois racines de l'équation 

< 2 l ) £3 — K t £2 + K2 £ — K3 = O. 

La variation relative de volume du solide ne correspond à aucun 
<le ces invariants; son expression rigoureuse est particulièrement 
simple, dans le système d'axes principaux y,, y<L,y*, caries formules 
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[Tenseurs, p. 227 ( X . 55) et p. 228 ( X . 57) ] se réduisent à 

/ A ! = ( n - s n ) ( n - £ s . ) ( n - £33) = n - K i - f - K î + K 3 , 

d'où l'on tire, en extrayant la racine carrée et regroupant les termes,. 

(23) ^ = A - i = i K , - i - i K , - l K Î - i - I K 3 - I K , K 2 + ^ K Î + . . . 

en accord avec la formule ( X . 5g) {Tenseurs, p. 228) . 
C'est au moyen des invariants I que j'avais écrit les développements-

de l'énergie en fonction des déformations, pour un solide isotrope. 
Les remarques du paragraphe précédent montrent l'intérêt que 
présente l'isolement des termes de variation de volume et leur sépara­
tion des glissements purs. Celte opération peut se faire aisément, 
par un procédé indiqué par Fokker ( ! ) et que nous allons examiner 
maintenant. 

Une dilatation isotrope se traduit parle fait que les trois dilatations 
principales su, £2o et £33 sont égales; nous isolerons un terme de 
glissement pur en formant une expression qui s'annulle dans ce cas-
et seulement alors; la plus simple formule de ce genre est 

(24) H 2 = (£11— £ 2 2 ) 2 + (e« — s 3 3 ) 2 + (S33— s n ) 2 = 3I 2 — I? = 2K? — 6K2, 

c'est un invariant du second degré, qui reste toujours positif ou nulr 

et la condition H2 = o nous garantit l'égalité des trois e, donc une 
dilatation isotrope. 

Si nous voulons être complets, il faut ajouter à -^- et H2 un inva­

riant du 3 e degré, tel que 

(25) H 3 = £n £22^33- - ( eu -H£22+ £33)(211 £22+ £22£33 + 233su) = K3 KiR* 
y y 

ou toute autre combinaison analogue, qui fasse intervenir le troisième 

(1) Physica, t. 5, 1938, p. 3r. 


