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EQUATIONS INTEGRALES

ET
APPLICATIONS A CERTAINS PROBLEMES

PHYSIQUE MATHEMATIQUE

Par M. Maurice JANET,

Professeur & la Faculté des Sciences de Caen.

— O ———

INTRODUCTION.

1. Cet exposé comprendra I’étude de certaines questions posées
par la Physique mathématique, qui conduisent a des équations
linéaires (différentielles ou « intégrales »).

Si l'on connait deux solutions d’une telle équation supposée homo-
géne ('), on en obtient une autre en faisant leur somme.

D’une maniére plus générale, soient u,, us, ..., un, n solutions
particuliéres, I'expression

Ciruy+ Cotta+...+ Cpttn

ou les C sont des constanles, sera encore une solution.
Dans le cas ou 'on connait une infinité de solutions
Uy, U2y, vey Up,

vy

on sera tenté de considérer la somme

Ciug+ Cous+...+ Crupn+...,

(') Autrement dit, suivant I'usage, « sans second membre ».
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2 MAURICE JANET.

ou les C, sont des constantes, comme une solution (a condition bien
entendu qu’elle soit convergente), et il en sera ainsi dans des cas
trés généraux.

On pourra étre conduit a rechercher si les constantes permettent
de satisfaire aux « conditions initiales » et aux « condilions aux
limites », ce qui posera le probléme du développement d’une fonction
arbitraire en série de fonctions données.

Dans certains cas d’ailleurs, la suite des fonctions devant servir a
un tel développement s’imposera d’elle-méme dans la question
traitée. Par exemple, le probléme des cordes vibrantes homogenes
améne naturellement aux développements en séries trigonomé-
triques.

FORMES QUADRATIQUES.

2. On appelle forme quadratique a n variables tout polynome
homogéne du second degré par rapport a lensemble de ces
n variables.

Exemple :

axi+2bxy + cy? (a, b, c constantes).

Nous n’introduirons que des éléments réels.

Etant donné I’équation d’une conique, on sait que ’on peut, par
une rotation des axes (supposés rectangulaires), la simplifier et
ramener 'ensemble des termes du second degré 4 ne contenir que des
termes carrés; on cst d’ailleurs conduit, dans le cas des équations a
coefficients réels, a la distinction algébrique des courbes du genre
ellipse, hyperbole, parabole.

Plus généralement nous allons montrer que 'on peut toujours, par
une substitution orthogonale a coefficients réels, transformer une
forme quadratique a coefficients réels cn une autre ne contenant que
des termes carrés.

Considérons la transformation

Xy =an Y1+ aipyYa+...+ Gin ¥n,
(l) Ty = A2t Y1+ Qg3 Y2-+...+ Q2n Yn,

Zn=An1 Y1+ anz}’z.-i—. o= Q@nnYn,

ou les a,: sont des constantes données.
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Nous supposerons essentiellement que le déterminant

ay Qo ... QAip

asy  QAse e Qap
A=

Qni Qp2 ... Qnp

est différent de zéro et nous écrirons sous forme abrégée

A= apkll #o0;

celle supposition permettra de faire correspondre a tout systéme de
valeurs de x,, #, ..., Z, un systéme de valeurs POUT Y, ¥ay + o vy Vn
(et un seul).

Nous dirons qu’une substitution linéaire (1) est orthogonale si 'on
a l'identité
(2) i+ A+ xA=yi+.. .+ ¥E;

on dit alors que la forme 22 +. ..+ 22 estinvariante par la substitu-
tion. Les transformations de coordonnées rectangulaires donnent lieu
a de telles substitutions.

Cherchons a quelles conditions doivent satisfaire les az: pour qu'il
en soit ainsi. On doit avoir

k=n \ 2 k=n 2 k=n 2
2“”‘"’") + Eazk}’k +.+ Za""yk =y}+yi+...+y3,
k=1 k=1 k=1

quels que soient les y,, et, par suite,
10
af,+af;’,+...+a;-'u=2a§1=1 (i=1,2,..., n).
A
20

aj,,air+ a,,,agr+. ot anpaan E a)\Pa)\,-= [}
A

(P#’;P;"=I, 2, .00y ).

Nous résumerons ces conditions en écrivant

; Za)\PaM‘:O; sip#r,

(3) A
' Ea)‘pa;r=l, si p=r.
[
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Remarque. — Si un systéme de n? nombres satisfait a ces condi-
tions, le déterminant A de la transformation est différent de zéro. En
effet, si I'on forme son carré, on trouve, en tenantcompte des relations
précédentes, 1 comme valeur des éléments de la diagonale principale,
tous les autres étant nuls. On a donc

A2=1, dou A=c1.

Le double signe correspond, dans le cas des changements d’axes, aux
deux sens relatifs possibles des deux « triédres » de coordonnées.

Formons la substitution inverse de la substitution précédente.
Pour cela multiplions les deux membres de chaque équation par a,,,
@31y ..., @ny successivement el ajoutons. En utilisant les conditions
trouvées (3) on obtient

Yi=aurr+anZ+...+ Qni Tn,

Yo =Q12Z 1+ Ao Zo+...~+ Ana2 Tnp,

(4)
Yn=QipnZ1+ QnZ2—+...+ AnnZn,
la « matrice » de la substitution inverse provient de la « matrice »
primitive par échange des lignes et des colonnes.
Autres conséquences. Remplagons les y par leurs expressions

dans I'identité
Yi+yi+. o+ yi=2]+.. .+ 2d,

un calcul analogue au précédent nous donnera

z(ap)\)2=1 (p=1,2,...,n),
A

)
Za,,‘,\ar)‘=o (g#r;q, r=1,2,..., n),

A

les conditions (5) sont donc des conséquences des conditions (3) et
inversement.

Notation abrégée. — Nous représenterons d’unc maniére générale

Ty=anyr1+apyr+...+ aQinyn

par Z any), et dans les questions ou interviennent des sommations
2



EQUATIONS INTEGRALES ET APPLICATIONS. 5

relatives 4 un indice répété deux fois dans un monome, nous convien-
drons de supprimer le signe 2. Nous écrirons donc

Z,= anyi (i=1,2,...,n)
Avec cette convention les conditions (3) s’écriront

ayparr=0 (p#T),
ApAr=1 (p=r)

(indiquer les indices p et r pour éviter les confusions dans le cas ou
p=r).

3. Démontrons maintenant le fait annoncé, a savoir qu’une forme
quadratique a n variables a coefficients réels peut toujours étre
ramenée par une substitution linéaire orthogonale a une forme
quadratique ne contenant pas de termes rectangles.

Soit la forme

K(.’L‘i, Zz) = kul‘?—l— k1o 21 29 + /cnx».z‘1+ kgzxg

a deux variables, ou ks = kq,.

Tragons le cercle de centre o et de rayon 1. Pour tous ses points
on a la relation

eten chacun des points de cette circonférence la forme quadratique a
une valeur bien déterminée qui est une fonction continue du point
(on pourrait prendre, suivant les points, #, ou z, comme variable
indépendante).

Cetle fonctlion, continue sur un ensemble fermé, aiteint sa borne
supérieure S, en un point au moins, soient &, = a,,, Ta= &, les
coordonnées d’un tel point A. Considérons la perpendiculaire au
vecteur OA et choisissons arbitrairement 'un de ses deux points
d’intersection avec le cercle. Soient a,,, @2, les coordonnées d’un tel

point. On a
’ aiy+ajy,=1,
agy+ajs=1
et
A11 Q21+ A1 Q93 = 0.

Nous avons ainsi les coefficients d’une substitution linéaire et ortho-
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gonale
1= any1+ aays,
Zo = Q121+ A2z} 2.

Fig. 1.
Y

Az

a'll 'a'IZ

La fonction K(z,, #,) se transforme en une nouvelle forme qua-

dratique
Cuyi—+2Ciey1y2+ Cary3,

pour laquelle C;; = o comme nous allons le montrer.
La différence

[{(.’th 32) —_— Si(z%+ .’L‘%)
est négative ou nulle quels que soient 2,, z,. En effet, sur la circon-
Jférence de centre o et de rayon 1, nous avons
K(Zl, .Z‘g) —_ S1§0.
Le cas général se raméne a ce cas particulier. Soit z,, 2, un systéme
de valeurs non toutes deux nulles. Déterminons p de maniére que le
point
X1= P, X2= [
appartienne a la circonférence, ce qui est possible puisque
x3+ 23 # o.
Sur le cercle nous avons

k“ X%+ 2/;12X1X2+ kggxg— Sl(X§+ Xg)go,
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en multipliant par é, nous trouvons
K(x1, £2) — Si(23+x3)<o.
Quels que soient y, et y3, on aura donc toujours
Ci1y3—+ 2C1o 1)+ Cooy3— S1(¥3+y3)<o.

D’ailleurs pour yy =1, y3=0, K(2, 2,) =S, ce qui donne C,, = S,
il reste done

2C1‘)y|}’2+ Cou.}’;‘;— Sl‘y:j)g o
ou

}’7[2C1‘1_}’1+(C2°— Sl)_y»]go;

st Gy, était différent de zéro, le premicr membre changerait de signe
quand y. traverserait la valeur zéro ( ¥ élant fixe et différent de

zéro). Par conséquent C;,=o0 et de plus C,,<S,; la forme en y se
réduit a
Siy3+S,y3  avec S$;2S..

Il peut arriver que S, et S, soient égaux, ou que S, soit nul. Dans
le cas ou les deux nombres sont différents de zéro et de méme signe,
on dit que la forme quadratique est définie (positive si S, et S;> o,
négative si S, et S, << 0).-

Considérons maintenant la forme quadratique & trois variables

K(&1, @, 23) = k1123 + Aoo @)+ hyy 23+ 2 kos 25+ . .

et ses valeurs sur la sphére de rayon 1 ayan! pour centre l'origine. On
aura
2]+ 3+ 23=1.

Sur cet ensemble borné el fermé, K (z,, 2,5, x;) atteint sa borne supé-
rieure S, en un ou plusieurs points. Soient a,,, @4, @4 les coordon-
nées d'un tel point A ou K (z,. 2y, ;) =S,.

Considérons maintenant le plan perpendiculaire au vecteur OA et
son intersection I' avec la sphére, qui est un grand cercle. Ce plan a

pour équation
Q111+ A12Z2+ Q1323 = O.

Sur ce grand cercle K(zy, z,, 2;) atleint son maximum S,, en un
point B au moins, de coordonnées

A1, Q22, Q23,
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~ —> =

soit OC un troisiéme vecteur orthogonal a OA et OB, de projections
@sq, G3a, A3y le tableau des a satisfait a toutes les conditions requises
pour un tableau de substitution orthogonale

Z1=anyi1—+ any:+ anys,
Zy= Qo)1+ A2 Y>>+ A32)3,

Z3= A13 )1+ A>3+ A3y )3,

Nous vérifierons que cette transformation fait disparaitre les termes

Fig. a.

rectangles de la forme quadratique K(z,, ., #;), qui prendra la
forme
S1_}/?+ S»_}’%+ S;_}’%, ou szngS:;.

Plus généralement, nous allons étudier le cas de n variables z,,
Zay . ... Z, et suivre une méthode analogue. Les nombres S que nous
allons déterminer ont une signification importante. Ils sont liés trés
simplement dans certains problémes de géométrie aux longueurs des
axes d’une quadrique, dans certains problémes de mécanique aux

« périodes propres » d’'un systéme matériel dépendant de » para-
métres.

Soit une forme quadratique a » variables

K(x,, Toy vuny .Z‘n) = I{'“x?—i- kgoxg-i—-. ..+2k12$1$g+...

et ses valeurs sur la sphére de rayon 1

z?+ 23 +...+2i=1.
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Sur cet ensemble borné, et fermé la fonction K(zy, 22y ..., 2,)
atteint sa borne supérieure S, en un point au moins, A par exemple,
de coordonnées a4, @y, ..., ay,.

La différence

K(@1, @2y ..., n) — S1(2}+ 23 +...+z2)<0

est négative ou nulle sur la sphére. Il en est de méme pour tout
systéme de valeurs, puisque le premier membre de I'inégalité est
homogéne.

Assujettissons le point (2, Za, ..., ) & étre non seulement sur
la sphére, mais aussi dans le plan

A1+ A1 X+ ...+ Q1 Tp = 0.

La multiplicité M, _, sera constituée par les points dont les coor-
données satisfont aux relations

z}+23+.. .+ xi=1,

Q11T+ G12Z2~+ ... .~ A1pTp = 0}

sur ce domaine borné et fermé, K atteinl son maximum S, enfun
point au moins B de coordonnées a,,, s, .. -y @an et l'on sait que
S,28S,.

Une fois ce point fixé, assujettissons le point (z,, z, ..., z,) de
la multiplicité M,_, a la condition

Ao1X1+ Ao Zy—+.. .+ QapZp = 0,

ce qui donne au total une multiplicité a n— 3 dimensions, soitM,_,.
Sur cette multiplicité a M,_, dimensions, K atteint son maximum
S, en un point au moins, soient Q31 A3ay ..., A3, les coordonnées
d’un tel point.
En continuant ainsi nous parvenons & un tableau carré de nombres

air A2 ... Qi
21 Agz ... Qap
dn1 Qpe e Qnn

C’est ce tableau carré que nous utiliserons pour définir la trans-
formation linéaire orthogonale (en échangeant toutefois les lignes et
les colonnes).
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Nous poserons

ry=an Y1+ aanyo+...+ aQn1Yn,

Zo = A1 Y1+ A2 Y2-+...=+ Ano Yn,
Zn= Q1pY1=+ QanY2~+. ..~ Ann}n.

Cette substitution est orthogonale, car
2
DAL
IS
2 apan=0  (g#r).
2

La fonction K(z,, @a, ..., ) se transforme en C()1, y2) - - +) ¥n)
K(zy, 20, ooy Zn)=C(¥1, Yoy« -y ¥n)
ou, en explicitant le second membre,
K(21, 2y .., Zn)=C11yt=+ Cooy3+...4+2Coy1ys+....

Nous allons voir que les termes rectangles disparaissent.
L’inégalité

C(y1 Yoy ooy Yn) — Sy +y3+...+yRh) <o

est vérifiée quels que soient les y,. Au point A de coordonnées
@ity Aoy « - .y Qiny Obtenu pour yy=1,Ye=y3=...=)n=0, la
forme C(¥1, ..., ¥a) se réduit a S,, par conséquent

Ciy=Sy,

le terme en y? disparait alors du premier membre de I'inégalité.
Vérifions que y, ne figure pas dans ce premier membre. Considérons
par exemple le terme en y, y» de la différence

C(y1, ¥oy o ovy ¥n) — S1(y1+...+y3)So.
Posons y3=y;="...=¥n=0, ¥, et y, restant arbitraires, il reste
2Ciy1y2+ Caayi— S1y3<o
que I'on peut écrire

72(2C1o y1+4 Caay2— S1 1) So,
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quels que soient y, et y». Faisons y,=1. Si C,, était 20, ’expression
changerait de signe quand y, traverserait la valeur zéro, De méme
Cis=o, etc.; G(y1y ¥2: .., ¥n) est alors identique a une expres-
sion de la forme

S1y3+ Ca(ye .oy In)
et la différence ’

Cuye - yn)— S+ y3+.. .+ yR)
se réduit a '
Ci(ya «oos ¥n)— S1(¥i+...+yR) Lo,

quels que soient les ya, ...y ¥n.
Considérons maintenant ce qui se passe sur la multiplicité Mn—,
définie par les conditions

2} +23+... +2E=1,
A1+ QT +...+ A1p&pn= 0.
Sur cette multiplicité Mp—,, la forme K(z,, 23, ..., z») atleint sa

borne supérieure S, en un point au moins, de coordonnées

Az, @92y ..., Q2p,
auxquelles correspondent pour les y les valeurs
Y1=0, Y2=1, Y3=Yi=...=)Yn=0;

il en résulte Cya = S,.
D’autre part, on a sur cette multiplicité

Ci(¥2y --vs ¥n)— Sa(¥3+...+yR)So.

En raisonnant comme précédemment on montre que la forme
Ci(¥2y - -+, ¥n) me contient pas de termes rectangles en y;. On
pourra donc écrire

Co=Syy3+ Co(¥3y Yy oo es Yn)

et ainsi de suite.
La forme K (21, s, ..., ) aprés la substitution se réduit donc &

K1, oy eo ey ¥n)=S1y7+ Sayd—+...+ Sry3,

ou les S, vérifient les inégalités

$428,2...28,.
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Si 'un au moins des S est nul, la forme est dite dégénérée. Si tous
les S sont de méme signe, la forme est dite définie (positive si les S
sont tous positifs, négative dans le cas contraire).

Remarque.— Considéroas les demi-dérivées premiéres d’une forme
quadratique. Le déterminant formé par leurs coefficients est appelé
discriminant de la forme. Sil’on fait une substitution z,= a,,%, le
discriminant de la forme quadratique en ()) obtenue est égal au
discriminant primitif multiplié par le carré du déterminant «,, de la
substitution. Admettons ce résultat ('). Il en résulte que si la substi-
tution est orthogonale, le nouveau discriminant est égal a I'ancien.
Appliquons ce résultat a la forme

S(z}+23+...+zp)—K(z1, @5, ..., Zp),
qui, par la substitution z, = a4, y,, devient
S(yi+...+¥2)—(S1y}+...+ Spy?).

On en déduit 'identité

S—K;;, —Kp ... —Ki, S—S; o )

— Ko S—Koee ... —K.p | o S—8S, o
.................... - ° 0 §—8, ’
B S—Knn| | - . il

'

est égal au produit de » facteurs (S — S,), ou tous les S, sont réels.
Nous nous trouvons avoir démontré ce résultat important : « I'équa-
tion en S » formée avec les nombres réels K d’un tableau carré
symétrique a toutes ses racines réelles.
On voit d'autre part que, si par un changement linéaire ortho-
gonal, on a mis K sous la forme T,z2+ T,32+...4+Tr32 ou
T,2Ts2...2Ty, les T sont respectivement égaux auzx S.

(') Qui est dailleurs démontré plus loin (n° 16).
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4. On a vu la définition du premier S, des nombres S. Cest le
maximum de K sur la sphére 23 + 22 + ...+ z; =1. On va donner
la définition de S,, sans avoir & passer par lintermédiaire de S,.

Assujetlissons Zy, Za, . . ., Zn, toujours sur la sphére de rayon 1,4

la relation a,z,+ @&y~ ...+ anx,= o0, ot les a sont des con-
stantes données.

1° Je dis que pour un systéme de valeurs des x au moins satisfai-
sant a cette relation, K est>S,. En passantaux variables y4, y2, .. -,
%n, larelation entre les 2 devient une relation b,y +. ..+ bayn=o.
Pour rendre S, 2+ ..+ Sy 2S,, il suffira de prendre

Ys=)i=...=)Yn=0 et biyi1+ beys=o,

ce qui est sirement compatible avec y} + y; =1; larelation imposée
sera vérifiée et de plus S, y?+Syy3+ ... Sa); se réduira a

S177 + 93 28:(y3 +73) =S,

On peut donc affirmer que sur la muliiplicité a n — 2 dimensions
a Ty +. ..+ anzn=o0 le mazimum de K est 2S,.

2° Il y a un choix particulier des a pour lequel l¢ maximum est
effectivement S,. Il suffit de poser y, = o : la relation correspondante
entre les z répond a la question, puisque
. Sey3+...+ Spyr<Sa.
Ainsi :
Tutorime. — S, est le minimum des mazima de K quand on

assujettit les z & une relation linéaire au plus, et que Uon fait
varier de toutes les maniéres possibles cette relation.

On a une définition analogue pour S;, c’est le minimum des
maxima de K quand on assujettit les # & un systéme de deux rela-
tions linéaires au plus, et que l'on fait varier de toutes les maniéres
possibles ce systéme de relations, etc.

8. Transformation simultanée de deux formes quadratiques. —
Considérons deux formes quadratiques H(z,, s, ..., z,) et
K(z,, s, ..., ) la premiére ¢tant définie positive, ce qui signifie
que H(z,, ..., £,) prend des valeurs toujours positives sauf pour

By=Xy=X3=...=xp= 0.
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Je dis qu’on peut, par une substitution linéaire, faire en sorte que
H et K prennent respectivement les formes

Yi+yi+.. .+ i
S1y3+Sey3+...+ Spyi.

On a traité précédemment le cas oot H=2? +...+ #}. Sil'on n’est
pas dans ce cas, commencons par ramener H(z,, ..., z,) a la forme
Y +y2+...+y, par une substitution linéaire (non nécessaire-
ment orthogonale). C’est possible (voir les cours d’Algébre ou de
Géométrie analytique). Appliquons ensuite la méthode indiquée
plus haut. Le produit des deux substitutions linéaires donne une
substitution répondant a la question.

Supposons, d’une maniére un peu plus générale, que nous ayons
trouvé une substitution linéaire qui transforme H(zy, z,...2n) et
K(z, &3, ..., zz) en expressions sans termes rectangles

ayi+asy3—+...+~anys,
byt + bays+...+ bpyd.

En appliquant a la forme SH —K le résultat indiqué plus haut au
sujet du discriminant des formes quadratiques, on trouve
Sa;— b, o o o

) Sas,— b, o [
o ) Saz— b3

Shiyv— ki Shis—kis ... Shyn— kin
Shnl—kﬂ .......... Cee Sevsesenca

ou A est indépendant de S.
On voil que les nombres b by, |, . b sont indépendants de la
ay a» ap

substitution choisie (a 'ordre prés) et sont les zéros du déterminant

WShpg—kpgll .

OSCILLATIONS LINEAIRES.

6. Les formes quadratiques se rencontrent dans beaucoup de pro-
bléemes de Mécanique et de Physique; nous allons donner une idée
de la maniére dont elles interviennent.

Prosrime 1. — Mouvement d’un point sur une droite, le point
étant attiré par un point O de cette droite proportionnellement &
la distance.
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Soit m sa masse, z 'abscisse OM, l’équation du mouvement s’écrit

mx"+ kx=o (k& const. positive donnée).

L’intégrale générale est la fonclion z = Asin(\/% t+ qa), ou ¢
désigne le temps. La période a pour valeur

2 E
V %

Reprenons l'équation mz’+ kz =o0 et multiplions ses deux
membres par ', une intégration donne

1 1
-mzt+ ka?= C,
2 2

C élant une constante. Le premier membre est constant au cours du
mouvemenl. C’est la somme de V'énergie cinétique el de V'énergie
potentielle, forme quadratique en z, z'.

Prosrime Il. — Décharge d’un condensateur.

Supposons la résistance négligeable et écrivons les équations de la
décharge. Soit L le cofficient de self-induction, ¢ I'intensité du cou-
rant complée positivement si dans le fil le courant va de A vers B, Q
la charge de la face A du condensateur, C sa capacité, V le potentiel

di . d
VA—VB—La—t = o, Q= C(Va—V3y) et t=—_6§;

en éliminant V, — Vg, on obtient

LQ"+ g- =o,
équation analogue a la précédente. On trouvera comme période des
oscillations
2z /LC.

Multiplions par Q' et intégrons; nous obtenons

1
ol Q2= const.

I 1
- 2

2 LQ + 2
Autrement dit la somme de l'énergie électromagnétique et de
Vénergie électrostatique, forme quadratique en Q, Q', est constante.












