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LES PROBLEMES DE TOTALISATION

SE RATTACHANT

AUX LAPLACIENS NON SOMMABLES

Par W. J. TRIJITZINSKY
(Université d’Illinais, U.S.A).

Introduction. — Si Pon considére I'équation
(10.1) VoF(z. y)=—f(%,7)
[(#, ) sur un domaine ouvert, borné, D, dans le plan U,]

dans la supposition que f(z, y) (réel), unique et fini en tout point
de D, soit un laplacien convenable d’une fonction F(z, y) continue
sur D, et si I'on cherche a construire|F(z, ), étant donné f(z, y),
on sera amené a quelques problémes et méthodes du type qui sur-
viennent dans les totalisations de A. Denjoy (1) [le livre (1) sera
désigné par (D)]; en général, f(z, y) ne sera pas sommable sur D.
Dans le présent Ouvrage, il est supposé que les dérivées premieres
bilatérales (uniques)

OF (z, _V), JdF (z. y)

(1v.1@) Y %

existent et sont continues sur D. Nous tirerons parti de quelques

(') A. Dewioy, Legons sur le calcul des coefficients d'une série trigonométrique,
Parties 1, ..., IV, Paris, 1941-1949, p. 1-714, désigné dans le texte par (D).
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résultats dans notre travail (2), par la suite, désigné par (T). De
plus, nous sera utile la Note (*) de M. Brelot, désignée par (B). Le
travail (T') et cette ¢tude ne sont qu'un commencement vers la'réso-
lution du probléme que nous venons d’indiquer; c’est parce qu’il
faut établir tant de résultats préliminaires.

Dans (1.4)-(1.40). (1.5)-(1.5¢), (1.6)-(1.68), (1.8)-(1.80),
(1.9)~(1.9@) nous ¢tudions la dérivation, sous le signe d’intégration,
du potentiel G(x, 3) (1.1) et la continuité des dérivées premiéres:
le role de ces résultats est de préciser-les théorémes 5.6, 9.7, 9.11.
9.13 dans (T), se rattachant aux représentations potentielles. Les
formules (2.1)-(2.6b) donnent une récapitulation de divers lapla-
ciens; le théoreme 6. 10 de (T), [(2.8)-(2.8¢)], signale un rapport
entre la dérivée ordinaire (au sens de fonctions d’intervalle) du flux
®(F|I) (2.7) et le laplacien V° (2.6).

Dans la section 3 se trouvent quelques applications des théoremes
de Denjoy (D; p. 154, 175, 199, 208) aux laplaciens mixtes et a la
fonction o (z, 5 h, k. ', k') (2.1a), de laquelle ils proviennent :
[(3.5)-(3.5b)], [(3.8)-(3.8D)], [(3.10)-(3.11b)], [(3.13)~(3. 14a)].
(3.15)]; il y a des résultats ([(3.16)-(3.16a)], (3.17)~(3.170)])
analogues pour les laplaciens spéciaux (sp ¥V, sp V,sp V) et pour les
laplaciens différentiels.

Dans la section 4, on note que le flux ®(I) (2.7) d’unc fonction
F(z1, 1) sera continu, si F(z,, ) et les dérivées bilatérales D . F,
D, F le sont comme fonctions d’un point (2, .), Avec une fonc-
tion ®(I) additive d’intervalle I (mais pas nécessairement un flux)
nous associons une fonction H(4.2) de point; pour que ®(I) soit
continue comme fonction d’intervalle, il est nécessaire et suffisant
que H le soit, comme fonction de point; de la on déduit qu'on peut
appliquer les théorémes topologiques de Denjoy pour étudier les
dérivés forts (4.4a) de ®(I). Les dérivés @, @, ordinaires peuvent
étre exprimés par (4.8a); si ®@(I) est continu, ils seront de la classe
deuz de Baire.

Nous étudions topologiquement les dérivées ordinaires, particu-

(*) W. J. Trurzinsky, Mized laplacians and potential representations (Annali
di Matematica, série 1V, t. 31, 1930, p. 143-230); désigné par (T).

(*) M. BrerLot, Sur lintégration de Au(on)= ¢(M) (C. R. Acad. Sc., t. 201,
1935, p. 1316-1317); désigné par (B).
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liers, Der™® (1o )®, Der™ (4o )®[A,>> 0, (5.1)]; ceus-ci sont deéfi-
nis (4.7a), comme certaines limites de la fonction G (24, z2; T) (4.3 ¢),
dans '’hypotheése de continuité de ®(I). On note que, si la dérivée
(unique) Der™*® existe et est finie partout sur D, elle aura la
valeur Der™ ™:(2,)® pour Ao >1.

Soit S le segment {ay =2, < By; as L 22 PBa}. La classe (co)
(sur S°, = I'intérieur de S) est formée par les fonctions f(zy, x),
qui e¢n chaque point de S° sont les dérivées ordinaires (uniques),
finies, des fonctions continues, additives, ®, d’intervalle I sur S
[(6.1)-(6.1a)]. A cause de 'exemple (d) de totalisations, donné par
Denjoy dans (D; p. 443) on voit qu’il y a @ priori, une totalisation
(To), dont les opérations, appliquées a f de classe (¢,), devraient
uniquement produire la variation ¥(...) (6.1a) de

H(@1, 22) = (1 (2, a2; 24, 22)),

ot ®(I) est une fonction d’intervalle, telle que Der®™® = f sur S°.

Dans la section 7, on remarque que tout f de (c,) est nécessaire-
ment de la classe un de Baire. Do, pour tout f donné de (¢,)'il
existe un tel ensemble fermé ¥, =S, non dense sur S, que la
propriété (7.2a) est valable. Avec l'aide du théoreme (T; 6.7) de

I'auteur, ¢n écrivant
1
2xG(s; 1, x2) =jf1°g-¢7'ldf=,
r
£

il s’ensuit que
VOG(S; Z1, .Z'g) =—f(xh .’L‘:)

en toul point de continuité approximative de f(zy, Za) sur tout
segment s, << S°, disjoint de F.

Dans la section 8, nous désignons par (C,) la classe formée des
totales (Ty) f de(c,). La classe (K,) est constituée par les fonctions
F (x4, ;) continues, ainsi que D, F, D, F, telles que pour chacune
d’elles Der=J(F:1) = f(zi, x2) existe uniquement ct est fini en
tout point de S» [J(F:I) est le flux (7.1a)]; les f(24, x2) ci-dessus
forment la classe[co], € (co), et les flux J(F:T) constituent la classe
[Co], c(Co). Nous, définissons a priori une opération J-*, comme
'ensemble de procédés (qu'il faut trouver), donnant une solution
F(z, ) de 'équation (7.1a) J(F:I) = ®(I), pour ®(I) donné de
[Co]; pour un @(T) donné, ces solutions ne different entre elles que
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par des fonctions A (zy, x2), harmoniques sur S°; F=J"1Tof+ A
sur S0, si fe[co] (ici on aura T,fe[Co], Fe[Cy]). On
remarque (8.5) que VOF (21, 22) =— f(21, x2) sur lensemble A
de.points de continuité approximative de f(zy, ) sur S0—F et que
JS(®1, xs)=Der*J(F 1) partout sur So (par définition); ici f€ | co],
J(F:I)e[Co], Fe(K,). L'ensemble A ci-dessus contient un rési-
duel R de So—F; A est une plénitude de So—F.
‘Dans le théoreme 9. 12 il est affirmé qu’on aura sur oy :

F(zi, 22) = ;%j‘flog-:-‘dyl dys+ Qy(@1, Z2)
27 g

[o,= somme finie de segments dans S —F; ¢, 4 S —F pour v — o ;
Qu(zy, xs) harmonique sur ¢}, pourvu que f(z(, z2)€[co] et
F (24, x2) de (K,) soit une fonction correspondant a f(zy, #2). De
plus (théoreme 10.7), si f(x1, z2)€[co] et F(2y, 2) € (Ky) (f, F
se correspondant), si f(z,, &2) est sommable sur Uensemble ouvert O,
= S5°—F, on aura sur O :

2nF (2, 22) = ﬁflog;dy,dyﬁ— h(zy, x2),
o

k étant harmonique sur O.

Dans la section 11, en supposant que Q soit un ensemble ouvert,
borné, et que f(x)[z = (21, )], pas nécessairement de la classe [co]
sur £, soit mesurable sur & et uniformément borné sur tout sous-
ensemble borné de Q et que f(x) puisse étre non sommable sur Q,
on conclut qu’il y aura une décomposition (théoreme 11.14) :

f=F+1Y, fosommable sur Q, ¢ de type-B sur Q.

Ci-dessus « type-B » est selon la définition 44.12 et signifie la
elasse de fonetions continues de la sorte considérée par Brelot
fvoir (B)] dans une décomposition analogue, donnée pour le cas de
fonctions f continues.

Dans le théoréme 42.2, nous prouvons que

Vo [[frogrdy =—snf(@) (dy=dyidy)

sur Lensemble A de points de continuité approximative de f sur Q,
si f est sommable sur  et|f| est uniformément borné sur tout sous-
ensemble fermé de Q. Nous dénotons par Lx({, Q) Popération définie
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a la fagon de Brelot, a une fonction harmonique (sur &) prés, pour ¢
de type-B sur @, de sorte que VOL.(...)=—4¢ sur Q. Si f mesu-
rable, uniformément borné sur tout sous-ensemble fermé de Q, est

non sommable sur &, nous ferons la décomposition f = fo + ¢(11.14)
et poserons

(12:5a) Tath 0= 5 [ fotog Ly + Laths );
alors
(12.55) VT.(f, @) =— f(z) (sur A").

Enfin, dans la section 13, se trouve le résultat suivant (th. 13.9).
Dans le cas général de f(x) €[ co] et F(x) e (K,), correspondant a f
(sur le rectangle S° ouvert), sur l'ensemble Q = S°—F on aura

F(2)=T.(f, )+ Q(=),

ou T.(f, ) (12.5a) corrcspond a une décomposition quelconque
(11.14) f=fo+ ¥, et Q(2) est harmonique sur Q.

Pour démontrer cet énoncé on se sert du théoréme 14'.9, ou il est
établi que L, (4, Q) [ =(21, #3) ; Ls(...) donné dans (13.6-6d),

dans ’hypotheése (11.10')] possede les dérivées bilatérales. uniques,

‘)Ll'(q" Q)
dz;

formule

({=1,2), continues sur Q. La preuve de ceci dépend de la

. im b %9 b ¥4
(4.1a) "_/ Gh(fb)dd):'Princ.f G(®)dd
[} []

('intégration au second membre étant au sens de valeurs principales),
valable dans les hypotheéses (14.1°, 2°, 3°), et des lemmes 14.3,
14.3, 14 . 7.

Dans la section 13 nous faisons une revue générale des relations,
valables sur Q = S°*—F, entre les opérations J, J=1, Ty, T, (théo-
réme (18.9), Der®; voir (15.3-3d). On note (18.4-4a) que (lapla-
cien) VoF(x)=— f(z) sur A (= I'ensemble de points de continuité
approximative de f sur Q), si f(z)€{co] et F(z), €(Ko), est une
Sfonction correspondante. Ensuite, en supposant que f(x) soit
une fonction particuliere de la classe[co] (sur S°), nous en
dérivons une suite de conséquences nécessaires; la premiere et la
deuxiéme sont décrites dans [(15.4a)-(15.5¢)]; les conséquences
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3, 4, B se trouvent dans le .texte qui précéde le théoréme 15.12. La
classe [y;] de fonctions satisfaisant ces cimq conditions contient la
elasse [¢q] [voir le texte depuis le théoréme 18.12 jusqu'a (15.1456)].
Nous introduisons certaines oscillations O;, O, ; (15.15a) des fonc-

ions T.(f, Q), 9 Tz (f, ). La sixidme conséquence est que les
oz

limites (18.17) de ces oscillations sont nulles [& comparer avec
Denjoy (D; p. 330-331), & propos de la totalisation simple]. La
signification de cette conséquence est indiquée dans le théoréme 15.21.
La septiéme condition est donnée par (15.21¢). Pour que f soit de
classe [¢o], il est nécessaire et suffisant que les sept conditions indi-
qudes soient valables et que le flux ®@(I) de T, (f, S°) (15.21¢) ait
une dérivée ordinaire, unique et finie (=) en tout point de So;
alors F(z) =T, (f, S°) sera une fonction de (K,) correspondant
af(de[ca]).

Le probleme du rapport entre f, €[c¢y], et F, € (Ky), correspon-
dant, n’est encore résolu effectivement que partiellement; c'est-
a-dire, seulement sur l'ensemble & =S,—TF (théoreme 13.9).
L’analyse présentée dans la section 15 a pour but de contribuer a la
résolution complete et effective du probleme.

1. Les dérivées premiéres d’un potentiel. — Soit & un domaine
(c’est-a-dire, un ensemble ouvert dans le plan Ua) borné; r(z, »;
£, n) = la distance entre les points (z, y), (£, n) dans Us; soient .

3=z + Ly, I=E~+1in

les variables complexes, et introduisons les coordonnées polaires
(p, 9) de pole z, de sorte que { =z + _oeia. Considérons le potentiel

.1 6(2, 3) =jgf<s, n)logr—1(z, y; £, ) da dy,

ou dans tous les cas on suppose que f(&, n) soit une fonction réelle,
mesurable sur Q et telle que I'intégrale (lebesguienne) pour G(z, y)
existe (soit finie) pour tous les (z, y) sur Q.

Hyvorngse 1.2. — L'intégrale

A.2a) (2 y) = ﬂﬂ Lf& ) 7= (2, 33 & ) & dn
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existe (esl finte) pour tous les (z, ) sur Q. La fonction d’ensemble
mesurable e, £ Q,
(1.28)  p(s h;e)= ( ’)If(E, n| (@ +h, y; & ) dEdn

elz,h
[e(z, h)=eS(z+ h, 2h); S(z~+ I, ak) = la région circulaire de
points (£, n), tels que p'=r(x+4h, )38, n) ZLah; o< h; o<<a<<i]
tend vers zéro avec m(e) (la mesure de ¢) uniformément par rapport
ah.

La derniére partie de I'’hypothése ci-dessus peut étre satisfaite en
tous les points z(z, ) de  ou sculement en quelques-uns des
points z; ce qui veut dire que, ¢tant donné &> o, il existe un
d(e)=29(s, ¢) > o indépendant de %, de sorte que

(.20 s, he)<e
pour tous les ensembles mesurables ¢, = Q, tels que m(e) < d(¢);

on pourrait envisager une condition analogue se rattachant a I'inté-
grale
(A.2¢)  q(z kie)= ] k}f(’é, n) [ (@, y + ki &, m) dE dn,
ol S
e(s k)= eS(z ~+ ik, a k), S(z + ik, ak)={r(=z, y+k; "I)é“k}f
(o< ko<a<r).

Hyeornise 1.3. — Considérons un point z(x, y) de Q; W, =1a
partie de Q pour laquelle — ag =< 0 =< o (2o une constante positive).
On suppose qu'en ce point z, f*(z, ¥)(1.2a) soit fini, tandis que
I'intégrale

b
(t-3a) I 17 w1 g gy e
[e=r(z,y;En);i=E+in=z+peld; b>1]

existe; on peut aussi envisager I'existence de l'intégrale
(1.3b) H‘ | f(E n)llloé-—b—— & dn,
N/ JASy P o \lcoso ‘

ot W, est la partic de Q pour laquelle — ap = 6——% < .

Nous allons démontrer le résultat suivant :

(1.4) Silhypothese 1.2 est valable pour (1.2a) partout sur Q
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et pour (1.2b) en ur point particulier z(x, y) de &, en ce point
on aura (1.1)

(1.4a) - G('K7 ») "‘ﬂf(s; n) ’_logr_i(x) yik M) dt dn.

S¢ la condition relativement & (1.2b) est remplacée par celle se
rattachant & q(z, k; e) (1.2¢), on obtiendra

v}
(1.4b) @G(w,y)=ﬂgf<s, n)diylogr%z,y; £, m) dE dn.

Ci-dessus il s'agit vraiment de dérivés droits uniques; on aura
la dérivée unique bilatérale .- G(z, y), représentée par le deuziéme

membre dans (|.4a), si aux conditions déja indiquées on ajoute
une condition ayant rapport a une intégrale (1.25), ou I'on a rem-

placé 2z +h, s+ h par x—h, z—h [nous faisons une remarque
d
semblable pour P G(=, y)].

En écrivant

) Fo=Fe = [ @)~

dEd’I f(c)=f(5a n),

on note que G(z, y) =R{F(5)}, R{...} désignant la partie réelle
de {...{. De plus,

() iFG+n—F@)+ [ L dvan= [ 70 (s, O i,

ou
(3, C)~—% z—izic+z-l—§+°’ avec h.
On obtient
]
(3) 83,85 R) =, ¥; & n; h) =R {w(50)} =g <h>—9°Pi

(—>o avec A), &(h)=log[p2(p2— 2ph cosb + A2)—1].

Or le second membre dans (1.4 a) est identique &

[P aan=—r} f(C)Cd’dn;
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p=r(z,y;E n); donc, en prenant la partie réelle dans (2,), on
déduit que

%[G(z + h, ) — G(x, y)] — le second membre dans (1.4a)
= [[ 7@ 1 b i,

De 1a, le résultat (1.4)-(1.4a) sera établi, si 'on montre que
(o) tim [l 7@ 205,65 By &= [ 1) limes, & mdean (=o)

Pourp=|z—¢|>2h,onah|z—|t<<27" et (20)

h h 2
hth(z,C)=—log[l+Z*cJ+z;c=(zit)28, (8 <1

~donc (3,)
(50) |4z, &5 h)| < | %a(3, c>[<§<3§

pour £(&, n) sur ;= Q —QS(z, 24).
Considérons la région

(6)  Si=S5(z2h)=S(z, ah)=S(s+hah)  (0<a<3);

sur S, on a

a
3
['=10—(z+h)|=r(z+h, y;E )]

ah <pL2h, ah <p' £L3h, <§,<§l

donc (3o) :
(78) 145, T h)| < 7| og,

1 1 3 I ¢ ,
+E<7L‘l°g;+;<; (sur S}3),

ot =142 Iogg- Quant a S(z, a/), on y obtient

(1—a)hLg Z(1+a)k, 1<%é(l+¢)§;
d’apres (3,),
pleca, s )] < SlogE 1 < Elog[ ) ] 15

icip=~hp !> a1(>2), et le second membre ci-dessus ne dépasse
pas ¢"41, on

= max(a—1< v <—|—oo)£log(l+ a)e;
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de la

(80) l2(5, &5 h)| < S

[sur S(z, ah)].
En considérant S(z + %, ak), on trouve que -E- >ret

Psah, (—x)hLpZ(1+a)hy
d'oit (3)
¢'1t(s, % B < £ log

' h
lo ﬁ,l:lo g,élo (L_F,;)
gP gp 4 o ’

P log(x+a)k 4 2

e .
=h 4 1—a’

'0‘—0

- 0
°J§~ '°| -

=

Rl'-'

donc
(90) It(z,t;h)légi, °°=°”+1_ia [sur S(z + & ,a k)],

ou ¢ est le nombre introduit ci-dessus.
La signification de (5¢), (70), (80), (90) est qu'il existe une cons-
lante ¢y, > o, indépendante de 4, telle que

s [t(5, 8 )< —° [sur @ pour p'=r(z+h, y; E,n) >ah],
(100) ’

' [¢(3, §; &) < (pour p'.Zah).

Soit e un ensemble mesurable, quelconque, < €. En nous rappe-
lant la notation dans (1.25), en vertu de (10,), on obtient

(Ilo) ;‘BE

J 10w Gy asan
éﬁm:)l!t(z,:;h>1dwn=j -

e—e(s,h) e(z,h)

P dt dn dEr’n
soff ORI 01

¢(z, h)

éCo.[[f(t)l—P—+coP(z;h; e)
[p=r(z,y;E )]

A.cause de hypothése dans (1.4)-(1.48), on conclut (1.2%') que

13
p(s h;e)< 200

pour tous les ensembles mesurables e, <<, tels que m(e) < 3 (¢),
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do(e) (> o) ¢étant indépendant de . (o << h < /,); d’autre part, en
vue de existence de l'intégrale f*(z, ) (1.2), on aura

JranER<

Co
pour tous les e, <, mesurables, avec m(e)-=<d;(¢)(>o0), on
d1(¢) est indépendant de 4. Par conséquent (11,),
(120) heZ €
pour tous les e, <<, ayant m(e) < d(e), ot le nombre
3(e)=min[do(¢), 8,(e)]; > o,

estindépendant de h. Cest-a-dire, I'absolue continuité de la fonction
additive d’ensemble mesurable e,

J 1o, o wyagan,

est uniforme par rapport a 4. Donc en vue d’un théoréme connu sur
le passage a la limite sous le signe d’intégration on justifie la
formule (40), ce qui démontre le résultat voulu (1.4)-(1.4a); la
preuve de (1.4)-(1.4b) se fait d'une facon toute semblable.

(1.5). S¢lintégrale f*(z, y) (1.2a) existe en tous points de L
et si, pour un point 5=z, y) = x + iy donné sur Q, on a

(1.5a) lim |fEN) | rt(@+hy;En)didi=0 (0<a<1,h>0),
h>0 S(s+h,ah) .

alors en ce point on aura (le dérivé droit. unique)
1.5b J G( )= J logr—t 3 dn;
a.58) «x,n—ﬂgf(s, n) - logr=i(2, ¥: % ) & dn;

ily a un pareil résultat pour (-)—G(T?-L) (le dérivé droit, unique);

G (z
a

de plus, z’ Y) dans (1.5b) sera la dérivée unique, bilatérale,

si a la condition (1.5a) on ajoute

(1.5¢) lim [f(&, )| r(x—k y;En)didn=0 (k>o0);
k>0 g5k 2k .

une remarque semblable est faite pour la dérivée WGz, 7).
oy
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En effet, soit
to(3, s h)y=2(,{; k) [sur @ =Q—S(z+h,ak)], =o, [surS(s+h,ah)];
on aura (10o)

| to(e, &5 )| < 5, T B |0, aveo h,  |ta(a, 85 )| <% (sur )
ou p=|z—Z|; or

Jiroteaance,
vu I'hypothése; donc
tim 11170 L to(s, T 1) = o

d’autre part (10,),

jgf(t)t(z,c: h)dEdnl
=|ﬁ;f<c>to<z,c;h>dsdn+ FQ) 8z, T k) dn

S(z+h,al)

éﬂlﬂc)llto(z,c;h)xdsdw LOIEEES

S(z-+h,a k)
[e'=r(r+h,y; &)

d’ou dans la condition (1.5a) on aura
tim [l A0, 85 )z =o;

c’est-a-dire, (4o) sera valable; d’ou le résultat voulu pour le dérivé

(unique) droit — = G(x’ 7). Le reste de (1.5)-(1.5¢) est établi de la

méme facon.
Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant relativement
a la dérivation du potentiel G(z, y) (1.1).

(1.6). Si Uhypothése (1.3) est valable, soit (1.3 a), en un point
donné z = (z, y) de Q, en ce point on aura

(6a) 5 6(m )= [[ 5w G logri(a, 13, m)

dans le cas ouu la condition relativement & (1.3 a) est remplacée
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par celle en rapport avec (1.3 b), au lieu de (1.5 a), on obtiendra

(1.6 5) %G(z,y)=jgf(s, -

d},logr_j(za Y & n)dE dn.

Nous faisons ici une remarque analogue a celle suivant (1.4)-(1.4 ).
Dans les conditions indiquées, ‘;))E [lﬁl est le dérivé droit unique.
z | dy

g%’ dans (1.6 a) sera la dérivée (unique) bilatérale au point z(z,y)

considéré, si a la condition relative a (1.3 @), on ajoute la condition
1 b
S 17w tog i i < o,

ou W= est la partie de Q pour laquelle — o < 0 —m < (20 > 0)
lu’ne pareille condition suffira pour I’existence de la dérivée (unique)
bilatérale ‘—’E] .

Iy

La relation (1.6 a) s’ensuivra s Uon démontre (4o). Nous avons

encore les inégalités (100); la seconde sera remplacée par une autre.
En vue de (3o), sur S(z+ A, ah),

ple(z, §; h)|=

%hg% — cos é%log-g, +x._/__.(1+a)log§, “+1;
or

o =[(h—pcosh)2+ p2 sinzﬁ]%;p | sin 8 |;
d’ou

a T
|t(z,t;h)|é?°logm (dy = const. > o),

sur S(z+ h, ah) (o<a<%); de plus (100), [2(...)}<<cop™?
hors de S(z + &, ah); donc

b
]t(z,z;h)l<%10gl—sim (d,=const.>o,b>l)

sur W_ (I'hypothése 1.3), pourvu que le nombreiz, employé dans la
définition de W soit tel que W, S(z + 4, ak); on peut prendre
sin @o = a; enfin on conclut que sur Q on a

cop~1 (sur @ —'W3),

(130)  [2(3, &5 h) | < da(E, 1) = dyo—1 log l Sii - (sur W)
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pour toutes les valeurs o << h < hy; ici le second membre §:(Z, n)
est indépendant de /%. Dans I'’hypothése 1.3 [I'intégrale (1.3 a)
supposée existante] la fonction | f(E, n)|y: (&, n), indépendante de
h, est sommable sur @, par rapport a (£, n); d’autre part (13,).

[f(R)e(z, &5 R) | <1S(E )| da(E, m)  (sur Q).

Donc le passage a la limite dans (4o) est permis; ceci démontre
(1.6 @); le reste de (1.6)-(1.6 D) est établi pareillement.
Considérons, par exemple, le second membre dans (1.4 &), (1.6):

(.7) Qa, )= [ 5 ) 2 ogr(a, 73 s )

Nous allons démontrer le résultat suivant :

(1.8) Lintégrale Q(z. ») (1.7) représentera une Jonction
continue en un point s = (x, )= x + iy donné sur Q, pourvu que
" * LS5 ) | .ﬂ L)
/) = 3) = —_—— dn = —__ dt d -+
S (@, 3)=/"(3) Q,.(x’},;g,.q)dﬁ =0, r Tdn <+ o
(E=E-+in)

(1.8a)

en tous les points de Q et, étant donné un g, > o, quelconque, on a

W(Z,a';e)"‘j l/l(z)ldsd <¢
ez’

[e'=r(z', ¥ q)—-lz—.,[, z' _z-+-i_y’, r=|z—2z"|,
e(s,ax)=e8(z,ar), o<a<i]

(1.85)

pour tous les ensembles e, = Q, ayant la mesure m(e) < d(c), oy 8 (¢)
est positif et est indépendant de 3' |0 (&) pourrait dépendre de s).

Les conditions ci-dessus seront.satisfaites, si pour un p> 2,
J? est sommable sur Q.

En vertu de la remarque qui suit (30)on a

Q(x,y)=—ﬂ{ ‘;f(_r’)cd'édn}, Q(w,y)——_Rg {(:)d:dq
de la
(14o) lQ(w,y)—Q(w,y)I—Iﬂf(c)klw____(_c__)}dwnl

= jﬂ!f(»l;;dsdn.
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Pour{=(§,n)=Et+insur Q@ =Q—S(2,ar),onap >aret

r

5 d
(15) 7r <

R |~
O |-

tandis que sur S (2, ar), p> (1—a)ret

1
g
1I—ap

-
.

6 -
(160) 7o <
Donc, avee la notation dans (1.80) :

(170) ﬁlf(t)lﬁdédn

=ﬂ +ﬂ’ ..
e e(z',ar)
1

Qr
' I1I I
élﬂllf(t)lz S dn +j[wm|f(t>l s S dn

1
I1—a

w(z, 3'; e).

I 1
z; 7@ dan

Grice a l'existence de 'intégrale f*(z, »°) (1.8 a) et de la condition
(1.8b), étant donné e > o, il existe des nombres 8, (¢) >0, 8,(¢) > o,
indépendants de z', de sorte que :

iﬂjlf(t)lédEdn< g pour tous les e, < Q, avec m(e) <L 81(¢);
e

1 €
T——aw(z, Zie) > - pour tous les e, < Q, ayant m(e) < 8.(¢);

ainsi (175,)
ﬂ|f(§)|ﬁd§d-q<s pour e, < Q, de mesure < 8,(¢),
e

out Jo(e) = min (6,(e), da(e))>o0 est indépendant de z'. Cela
signifie que la continuité absolue du premier membre ci-dessus,
considéré comme fonction d’ensemble mesurable e, est uniforme par
rapport a z' (pour le point fixe z, donné sur ). Donc pour (14,), on
peut passer a la limite sous le signe d’intégration, obtenant

lim | Q(z, ) — Q= )| =0,

ce qui démontre (1.8) — (1.8 ).

MEMORIAL DES 8C, MATH. — Ne 125, 2
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(1.9) Lintégrale Q(z, y) (Y.7) représentera une fonction
continue en un point z donné sur Q, si Uintégrale f*(z,y) (1.8 a)
existe en tous les points de Q, tandis que

(1.9 @) limﬁ M-(’,l)—'-(lfaﬁq=o (r=lz—3,o<a<r1);
3>z S(z',ar) [

les hypothéses ci-dessus seront valables, par exemple, si f° est
sommable sur Q pour un p > 2.

Pour établir ce résultat, considérons la fonction
9(3,%,8) =7 [pour {=(§ m) sur '=0 — (=, ar)],
= o0 [pour § sur S(z', ar)].

On remargue (154) que

(18) q(z, 7, 0)< ;,% >0 avecr; ¢4 5,0< (sur Q).

11
«p
D’autre part (16,),

-
ag) [l I7@)1 7 A n

’ r
= [[Ir01a 5 o@anr [ 7@ dedn

S (zr,0r}
r’ l I
= [f1r@1g 7 c>d5dn+]_ajs(z’,m|f<c>| 5 i,
Or (180)
zl’i-;nz lf(C)[q(z, 7, L) =o, |f(C)|9(Z: z, §)é§ lf(f)} ;

le dernier membre ici est indépendant de z' et est sommable sur
[Yhypothese dans (1.9}]. De la, en revenant & (1go) et en se servant
de (1.9 @), on obtient

hi r = 0.
LI ALGIFEEEL
Enfin (14), il s’ensuit que

z‘;“;JQ(-% )= Qs )y =0

Ainsi le résultat (1.9)-(1.9 @) a été démontré.






