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LES PROBLÈMES DE TOTALISATION 
SE RATTACHANT 

AUX LAPLACIENS NON SOMMABLES 

P a r W . J. T R J I T Z I N S K Y 

(Université d'Illinois, U.S.A). 

Introduction. — Si l 'on considère l 'équation 

(lo. i ) * O F ( * . J O = - / ( • * , J O 

[(#, y) bur un domaine ouvert, borné, D, dans le plan Us] 

dans la supposit ion q u e / ( # , y) ( r ée l ) , un ique et fini en tout point 

de D, soit un laplacien convenable d 'une fonction F ( x , y) cont inue 

sur D , et si Ton cherche à construire ]F(^r, y), étant donné f(x, y), 

on sera amené à quelques problèmes et méthodes du type qui sur

viennent dans les totalisations de A. Denjoy ( 1 ) [le livre ( 4 ) sera 

désigné par ( D ) ] ; en général , / ( # , y) ne sera pas sommable sur D . 

Dans le présent Ouvrage, il est supposé que les dérivées premières 

bilatérales (un iques ) 

( ! . . ! „ ) àF(x,.y) dF(x.y) 
ôx ày 

existent et sont cont inues sur D. Nous t i rerons part i de quelques 

(1) A. DENJOY, Leçons sur le calcul des coefficients d'une série trigonomètrique, 
Parties I, . . . , IV, Paris, 1941-1949, p. 1-714» désigné dans le texte par (D). 



2 W. J. TRJITZ1NSKY. 

résultats dans notre travail ( 2) , par la suite, désigné par (T ) . De 
plus, nous sera utile la Note (/) de M. Brelot, désignée par (B). Le 
travail (T) et cette étude ne sont qu'un commencement vers la'réso
lution du problème que nous venons d'indiquer; c'est parce qu'il 
faut établir tant de résultats préliminaires. 

Dans (1 .4 ) - (1 .46) , (1 .5 ) - (1 .5c ) , (1 .6 ) - (1 .66) , (1 .8 ) - (1 .86) , 
(1-9)-(1.9a) nous étudions la dérivation, sous le signe d'intégration, 
du potentiel G (y, y) ( 1. 1 ) et la continuité des dérivées premières ; 
le rôle de ces résultats est de préciser-les théorèmes 5.6, 9. 7, 9 .11 , 
9 . i 3 dans (T) , se rattachant aux représentations potentielles. Les 
formules (2 . Ï ) - ( 2 . 6 6 ) donnent une récapitulation de divers lapla-
ciens; le théorème 6.10 de (T) , [ (2 .8 ) - (2 .8c ) ] , signale un rapport 
entre la dérivée ordinaire (au sens de fonctions d'intervalle) du flux 
0 ( F | I ) ( 2 . ; ) et le laplacien V°(2 .6 ) . 

Dans la section 3 se trouvent quelques applications des théorèmes 
de Denjoy (D ; p. 1 ^4- ll^i l99i 208) aux laplaciens mixtes et à la 
fonction w(^r, y; h, A, //', À') ( 2 . i a ) , de laquelle ils proviennent : 
[ ( 3 . 5 ) - ( 3 . 5 6 ) ] , [ ( 3 . 8 ) - ( 3 . 8 6 ) ] , [ ( 3 . I O ) - ( 3 . I I 6 ) ] , [ (3 . i3)-(3.14«)] , 
( 3 . i5 ) ] ; il y a des résultats ( [( 3 . i6 ) - (3 .16a) ] , (3 .17) - (3 .176) ] ) 
analogues pour les laplaciens spéciaux (sp V, sp V, sp V\ et pour les 
laplaciens différentiels. 

Dans la section 4, on note que le flux ¢(1) (2 .7 ) d'une fonction 
F(a?1? #2) sera continu, si F(# d , x2) et les dérivées bilatérales D. ( iF, 
DjF le sont comme fonctions d'un point (x±, # 2 ) , Avec une fonc
tion ¢(1) additive d'intervalle I (mais pas nécessairement un flux) 
nous associons une fonction H ( 4 . 2) de point; pour que ¢(1) soit 
continue comme fonction d'intervalle, il est nécessaire et suffisant 
que H le soit, comme fonction de point; de là on déduit qu'on peut 
appliquer les théorèmes topologiques de Denjoy pour étudier les 
dérivés forts (4 -4«) de ¢(1) . Les dérivés ¢ , ¢ , ordinaires peuvent 
être exprimés par ( 4 . 8 a ) ; si ¢ (1) est continu, ils seront de la classe 
deux de Baire. 

Nous étudions topologiquement les dérivées ordinaires, particu-

(2) W. J. TRJITZINSKY, Mixed laplacians and potential représentations {Annali 
di Matematica, série IV, t. 31, 1900, p. i43-23o); désigné par (T). 

(3) M. BRELOT, Sur l'intégration de bu{Jïl) = ç(JR) ( C. B. Acad. Se, t. 201,' 
KJ35, p. i3i6-i3i7); désigné par (B). 
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liers, Dërr t '-r>(À0)$, D e r r i ' r s ( A 0 ) ^ A 0 > o, (o . i )] ; ceux-ci sont défi
nis (4.7 a) , comme certaines limites de la fonction G(x±, x% ; T)(4.3c), 
dans l'hypothèse de continuité de ¢ (1 ) . On note que, si la dérivée 
(unique) D e r r i , x ^ existe et est finie partout sur D, elle aura la 
valeur Der r " r 9 (A 0 )* pour A 0 > 1. 

Soit S le segment { <xi ^.Xi ^.fii; a a ^ # a ^ P a } - La classe (c0) 
(sur S0, = l'intérieur de S) est formée par les fonctions f(xi, x»), 
qui en chaque point de S0 sont les dérivées ordinaires (uniques), 
finies, des fonctions continues, additives, ¢ , d'intervalle I sur S 
[(6.1 )-(6.1 a)]. A cause de l'exemple (d) de totalisations, donné par 
Denjoy dans (D; p. 443) on voit qu'il y a a priori, une totalisation 
(T 0 ) , dont les opérations, appliquées à / de classe (c0) , devraient 
uniquement produire la variation <V(. . . ) (6 . 1 a) de 

H ( # ! , x^ = $ ( I ( a i , «2; xu x2)), 

où ¢(1) est une fonction d'intervalle, telle que D e r r " r ^ — / s u r S0. 
Dans la section 7, on remarque que tout f de (c0) est nécessaire

ment de la classe un de Baire. D'où, pour tout f donné de (c0)'il 
existe un tel ensemble fermé F, ^ S , non dense sur S, que la 
propriété (7.2a) est valable. Avec l'aide du théorème (T ; 6 .7) de 
Fauteur, en écrivant 

2TZG(S; xh X'-)=jj flogldytdyi, 

il s'ensuit que 
VoG(s; xi, x^_) =—/(xl, x^ 

en tout point de continuité approximative de f(xi, x%) sur tout 
segment s, <C S0, disjoint de F. 

Dans la section 8, nous désignons par (C0) la classe formée des 
totales (To)fde(c0). La classe (K0) est constituée par les fonctions 
F ( ^ i , X2) continues, ainsi que D ^ F , DT aF, telles que pour chacune 
d'elles Der T l ' r 3 J(F: I) = f(xi, x2) existe uniquement et est fini en 
tout point de S" [ J ( F ; I ) est le flux (7.1 a)]; lesf(Xi, x2) ci-dessus 
forment la classe [c 0 ] , C (c0) , et les flux J ( F : I ) constituent la classe 
[C 0 ] , c (Co) . Nous, définissons a priori une opération J - 4 , comme 
l'ensemble de procédés (qu'il faut trouver), donnant une solution 
F ( # i , # 2) de l'équation ( 7 . i a ) J ( F : I ) = * ( I ) , pour ¢(1) donné de 
[ C 0 ] ; pour un ¢(1) donné, ces solutions ne diffèrent entre elles que 
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pai» des fonctions h(xi, x2), harmoniques sur S0 ; F •= J~~lT$f ~\-h 
sur S<V si /€'[-c«]'. (ici on aura T 0 / € [ C 0 ] , F € [ C 0 ] ) . On 
remarque (8.5) que V<> F (#4, x2) ==— f (Xi,x2) sur /5ensemble A 
de points de continuité approximative de f(xirx2) sur S0-—F et que 
/(â?i, ^ ) = Der: r i ' r sJ(F:I) partout sur S° (par définition) ; i e i / € [cç>j, 
J ( F : I ) € [ C o ] j F € (K0) . . L'ensemble A ci-dessus contient un rési
duel R de S0 — F ; A est une plénitude de S0 — F. 

Dans le théorème 9. 12 il est affirmé qu'on aura sur <7V : 

• F(xu xt)= -ï- // flog--dyidyi-hQv(#u x*) 

[CTV= somme finie de segments dans S — F ; <7V f S — F pour v -> 00 ; 
Qv(«r4, x2) harmonique sur v%~\, pourvu que / (#*,• #2) €[co] et" 
F ( # 4 , #2) 'de (K0) soit une fonction correspondant à/(a?{, x2). De 
plus (théorème 10.7) , sif(x±, x2) € [c0] et F (# 4 , #2) € (K0) (/ , F 
se correspondant), s i / ( # i , #2) est sommable sur l'ensemble ouvert O, 
-^ S0 — F, on aura sur O : 

2rcF(a?t, #2) = // / l o g - û ^ i dyz-h h(x±, x*), 

A étant harmonique sur O. 
Dans la section 11, en supposant que SI soit un ensemble ouvert, 

borné, et que f(x)[x = (xil: #2)], pas nécessairement de la classe [c0] 
sur SI, soit mesurable sur £2 et uniformément borné sur tout sous-
ensemble borné de SI et que f(x) puisse être non sommable sur SI, 
on conclut qu'il y aura une décomposition (théorème 1 1 . i4) : 

f = f-\- 4̂5 /0 sommable sur SI, ty de ^K/>^-B sur SI, 

Ci-dessus « type-B » est selon la définition 11.12 et signifie la 
classe de fonctions continues de la sorte considérée par Brelot 
[voir (B)] dans une décomposition analogue, donnée pour le cas de 
fonctions / continues. 

Dans le théorème 12 « 2, nous prouvons que 

V*jjflogjidy=-~2xf(x) (dy = dyidy2) 

sur f ensemble A* de points de continuité approximative de f sur SI, 
s i / e s t sommable sur SI e%\f\ est uniformément borné surtout sous-
ensemble fermé de Q. Nous dénotons par L^(^, û ) l'opération définie 
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à la façon de Brelot, à une fonction harmonique (sur SI) près, pour ^ 
de type-B sur SI, de sorte que V°LX( . . . ) = — ^ s u r ^ . Si / mesu
rable, uniformément borné sur tout sous-ensemble fermé de û , est 
non somnîable.sur&, nous ferons la décomposition/==/0 + ^(11. i4) 
et poserons 

(12.5a) T*(/, Q)= ±jf f.\ogldy + LxW9 Q)-, 

alors 

( 1 2 . 5 6 ) VoTa-C/, Q) = —/(*?) (sur A"). 

Enfin, dans la section 13, se trouve le résultat suivant (th. 13.9). 
Dans le cas général de f(x) € [c0]'et F ( # ) € ( K 0 ) , correspondant à / 
(sur le rectangle S0 ouvert), sur f ensemble SI = S0 — F 0/1 aura 

F(x) = T^(f, û) + Q(*), 

où T x ( / , £2) (12 .5a ) correspond à une décomposition quelconque 
( 1 1 . 1 4 ) / = / 0 + r 5̂ et Q ( # ) est harmonique sur SI. 

Pour démontrer cet énoncé on se sert du théorème 14'. 9, où il est 
établi que L r ( ^ , SI) [x = (xi, x2) ; L^( . . . ) donné dans (13.6-6d), 
dans l'hypothèse (11.10')] possède les dérivées bilatérales, uniques, 

—^-2—-U = 1, 2), continues sur SI. La preuve de ceci dépend de la 

formule 

(14.1 a) T / G/,($)rf$ = Princ. / G($)d<ï> 

(l'intégration au second membre étant au sens de valeurs principales), 
valable dans les hypothèses (14. i°, 20, 3°), et des lemmes 14 .3 , 
14/ .3,14/ .7. 

Dans la section l o nous faisons une revue générale des relations, 
valables sur SI = S 0 —F, entre les opérations J, J - 1 , T0 , T^ (théo
rème (13.9) , Der-r; voir (15 .3-3d) . On note (18.4-4«) <ïue (kpï*-
cien) V<>F(x) =—/{#) sur A { = l'ensemble de points de continuité 
approximative de / sur SI), sif(x)^[c0] et F ( # ) , € ( K 0 ) , est une 
fonction correspondante. Ensuite, en supposant que f (x) soit 
une fonction particulière de la classe [c0] (sur S0), nous en 
dérivons une suite de conséquences nécessaires; la première et la 
deuxième sont décrites dans [ (15 .4«) - (15 . 5 c ) ] ; les conséquences 
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3, i, 5 se trouvent dans le «texte qui précède le théorème 15. 12. La 
classe [y5] de fonctions satisfaisant ces cinq conditions contient la 
classe [c0] [voir le texte depuis le théorème 15.12 jusqu'à (15. i4*)]-
Nous introduisons certaines oscillations O/, Oy>f- ( 15. 10a) des fonc
tions T. r(/ , SI), —Tx(f, SI). La sixième conséquence est que les 

limites (15. 17) de ces oscillations sont nulles [à comparer avec 
Denjoy (D ; p. 33o-33i), à propos de la totalisation simple]. La 
signification de cette conséquence est indiquée dans le théorème 15.21. 
La septième condition est donnée par (15. 21 c). Pour que / soit de 
classe [c 0 ] , il est nécessaire et suffisant que les sept conditions indi
quées soient valables et que le fluxO(I) de T ; r ( / , S0) (15. 21c) ait 
une dérivée ordinaire, unique et finie ( = / ) en tout point de S0; 
alorsF(x) = T.v(f, S0) sera une fonction de (K0) correspondant 
à / ( d e [c0]V 

Le problème du rapport e n t r e / , € [c0], et F, € (K 0 ) , correspon
dant, n'est encore résolu effectivement que partiellement; c'est-
à-dire, seulement sur l'ensemble Si = S0 — F (théorème 13 .9 ) . 
L'analyse présentée dans la section 15 a pour but de contribuer à la 
résolution complète et effective du problème. 

1. Les dérivées premières d'un potentiel. — Soit SI un domaine 
(c'est-à-dire, un ensemble ouvert dans le plan U2) borné; r(x,y] 
£, n) = la distance entre les points (x, y), (£, YJ) dans LU; soient » 

z = x H- iy, ï = £ H- ir\ 

les variables complexes, et introduisons les coordonnées polaires 
(p, 6) de pôle z, de sorte que Ç = z + pc'e. Considérons le potentiel 

(l . i) G(#, ,y)=J/ / ( ? , 7))logr-i(^, y; Ç, t\)dxdy, 

où dans tous les cas on suppose que / ( £ , YJ) soit une fonction réelle, 
mesurable sur SI et telle que l'intégrale (lebesguienne) pour G (x, y) 
existe (soit finie) pour tous les (x, y) sur SI. 

HYPOTHÈSE 1.2. — L'intégrale 

(1.2a) f*(x, y) =jf'\f& *>) I ''-1 (*> y\ S, 'O) <% dA 



PROBLÈMES DE TOTALISATION. 7 

existe (est finie) pour tous les (x, y) sur SI. La fonction d'ensemble 
mesurable e, ^Sl, 

(La*) p(z, h; e)= (f | / ( ç , *)\r-*(x + h,jr; ?, rO^rfr, 

[e(z, A) = eS(z + A, aA); S(z + A, ah) = la région circulaire de 
points (l, f}), tels que p'= r(x-h h, y; £, Y?) Z a / / ; o < A; o < a < i] 
tend vers zéro avec m(e) (la mesure de c) uniformément par rapport 
à A. 

La dernière partie de l'hypothèse ci-dessus peut être satisfaite en 
tous les points z(x, y) de SI ou seulement en quelques-uns des 
points z ; ce qui veut dire que, étant donné s >> o, il existe un 
d(e) = S(z, e) > o indépendant de A, de sorte que 

(I.26') />(s, A; e ) < s 

pour tous les ensembles mesurables e, ^Sl, tels que m(e)^.d(e); 
on pourrait envisager une condition analogue se rattachant à l'inté
grale 
(1.2c) q(z, k;e)==ff | /(Ç, TJ) | r~i(x, y -+- A:; ?, ^ ) ^ ^ , 

OÙ 

e(^? A:) = eS(z -f- i£, a A:), S(z -h ik, ak) = j r(x, y-h k; £, r\)^.0Lk), 
(0<k,0 <*<!). 

HYPOTHÈSE 1.3. — Considérons un point z(x, y) de SI; W s = la 
partie de SI pour laquelle — « o ^ 0 ^ «o (a0 une constante positive). 
On suppose qu'en ce point z,f*(x, y) ( 1 . 2 a ) soit fini, tandis que 
l'intégrale 

(i.3*) X^^^T^M^ 
[? = r(x,y; Ç, r^; £ = Ç + ^ = *-h p*A; &> i ] 

existe; on peut aussi envisager l'existence de l'intégrale 

(1.36) J ^ | / ( ? , , ) | I l o g _ A _ ^ , 

où W l est la partie de Œ pour laquelle — a 0 ^ 0 ^ «o-

Nous allons démontrer le résultat suivant : 

(1-4) Si l'hypothèse 1.2 est valable pour ( 1 . 2 a ) partout sur Q 
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et pour ( 1 . ib) en un point particulier z(x, y) deSl, en ce point 
on aura ( 1. i ) 

(1.4«) ~G(x, y) =jjj/(?, in) ^ Iog r - i (# , y; Ç, TJ) rfg rfij. 

5 / /a condition relativement à (1.2&) etf remplacée par celle se 
rattachant à q(z, k; e) (1 .2c ) , on obtiendra 

(i.46) ^ G(*, r ) =Jff(^ -n)^iogr-i(*, r ; 6, n)«S<*n-

Ci-dessus il s'agit vraiment de dérivés droits uniques; on aura 

la dérivée unique bilatérale — G(x,y), représentée par le deuxième 

membre dans ( 1 . 4 a ) , si aux conditions déjà indiquées on ajoute 

une condition ayant rapport à une intégrale ( I . 2 6 ) , où l'on a rem

placé # + A, z -+- A par x — A, z — A nous faisons une remarque 

semblable pour -r- G(x, y) . 

En écrivant 

(10) F ( ^ r ) = F ( ^ ) = J r / ( Ç ) l o g J ^ ^ ^ / ( £ ) = / ( ? , 'l), 

on note que G(z, y) = ~R{F(z)}, R {. . . } désignant la partie réelle 
de {... (. De plus, 

où 

On obtient 

^ «(*,Ç; *)=.«(*,^;Ç,t»;*)=»R{x*(*,;)} = 4 j ^ ( A ) - ^ ! 

f ( ->o avec A), g(h)~ log|>2(p2 — 2pAcos6 -f- A2)"1]. 

Or le second membre dans ( 1 . 4 a ) est identique à 
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p = r(x, y) \, ri); donc, en prenant la partie réelle dans (20), on 
déduit que 

-r[G(x + h, y) — G(x, y)] — le second membre dans ( 1 . 4 « ) 

= ff(t)t(z,i:;h)dldrï. 

De là, le résultat (1.4)-(1 - 4 a ) s e r a établi, si l'on montre que 

(4o) Hm f[AZ)t(z, l\ h)c%dr\= / 7 / ( Ç) \\mt(z, Ç; Ksd^dr, ( = 0 ) 

Pour p = \z — Ç| > 2A, on a A | z — Ç | _ 1 < a - 1 et (20) 

A x ^ ) 0 = - I o g [ i + J A T J + J A _ = ( - I ^ y 2 8 , [8|<i: 

donc (30) 

(5t) \t{z,^ h)\éÇ\vh(z,l)\<^<?— 
P P 

pour Ç(£, YJ) sur Slh= SI — &S(£, 2A). 
Considérons la région 

(60) S'h= $(z, 2h)—S(z, <zh) — S(z-hh, ah) (o < a < -V, 

sur S'A, on a 

0Lh<?^2h, *h<9'^3h, " < P < 2 
o p a 

[ p ' = | Ç — ( ^ + ^ ) 1 = ^ + ^ , ^ g, 7i)]; 

donc (30) : 

( 7 0 ) \t{z, ^ h ) \ ^ l 
1 P I 1 ^ 1 , 3 1 ^ c' , c , . 

p I p n a p p 

où c ' = 1 ' + 2 log- • Quant à S (z, a A), on y obtient 

(1 — a ) A ^ p ' ^ ( i + a)A, l < - ^ ( i + a ) - ; 

d'après (30) , 

p| *(*,?; A ) | ^ ^ l o g p - + i ^ ? - l o g [ ( i + a ) ^ + i ; 

ici t> = Ap _ l ^ .a~ 1 (^> 2), et le second membre ci-dessus ne dépasse 
pas c "+ i, où 

c" = max(«-' < p < + » ) - log(i + a)p; 
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de là 

( 8 0 ) 
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! ' ( * , ? ; h)\^ c ' + i [sur S(z, <xh)]. 

En considérant S (s + A, a A), on trouve que - > i et 

log^ 1 P ^1 ( i - t - a ) A ^ o g i U l o g i - ^ ; p'^xh, (1—a) A ^ p ^( i -+-a)A; 

d'où (3») 

p M ^ ^ ; A ) , ^ Ï U H r ^ ^ { l o g ( - î Q * + _ î _ . ; 

donc 

(90) \t(z,ï;h)\: 
co 

c o = 0"+ [sur S(z + /t ,«A)], 
p 1 — a 

où c" est le nombre introduit ci-dessus. 
La signification de (50) , (70), (80) , (90) est qu'il existe une cons

tante Co, > o, indépendante de A, telle que 

( 1 0 0 ) 

\t(z,l; h)\< Co 
[sur Q pour p '= r(x + h, y; ^,i\)><xhl 

| |*(.s, Z;h)\<p- (pour p ' ^ a A ) . 

Soit e un ensemble mesurable, quelconque, ^.Sl. En nous rappe
lant la notation dans ( I . 2 6 ) , en vertu de ( io 0 ) , on obtient 

(»o) ^ ^ I j T A 0 ' ( * , 5; *)<$<*!I 

^f[\m)\\t(zr,\h)\dtd^ = ff ...+ ([ ... 

:C0 J |A?)I ̂ 3 + - . / 1/(01¾¾ 
-'e-eU,^) • P 

1 * 
P 

tf(S,A) 

x*^e P 
[p = /'(#, y; ç, rj)]. 

A.cause de l'hypothèse dans (1 -4 ) - (1 .46) , on conclut (1 .26 ' ) que 

/>(*, A; c ) < 
2 C 0 

pour tous les ensembles mesurables e, ^Sl, tels que w ( e ) ^ 5 0 ( e ) , 
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d0(e)(^> o) étant indépendant de A (o <C A ^ A0) ; d'autre part, en 
vue de l'existence de l'intégrale f*(x, y) (1 .2 ) , on aura 

jf\f«)\^<^r P 2C0 

pour tous les e, ^Sl, mesurables, avec m(e) ^. ài(e) ( > o), où 
ài(e) est indépendant de A. Par conséquent ( 110), 

(I20) > ^ E 

pour tous les e, ^Sl, ayant m(e) ̂ ô ( s ), où le nombre 

8(£)=min[S0(s), &I(E)]; > O, 

est indépendant de h. C'est-à-dire, l'absolue continuité de la fonction 
additive d'ensemble mesurable è, 

Jff{Z)t(z,i:ih)dtdn, 

est uniforme par rapport à A. Donc en vue d'un théorème connu sur 
le passage à la limite sous le signe d'intégration on justifie la 
formule (4o)? ce qui démontre le résultat voulu ( 1 . 4 ) - ( 1 - 4 a ) î la 

preuve de (1 .4) - (1-4^) s e ^a^ d'une façon toute semblable. 

(1 .5 ) . *SV lintégrale f* (x, y) ( 1 . 2 a ) existe en tous points de Si 
et si, pour un point z = (x, y) = x -+- iy donné sur SI, on a 

(4.5a) lim (f \f(^-rï)\r-i(x-+-h,y^,'f\)d^drl = o (o<a<ï,A>o '), 

(1.56) ^ 0 ( ^ , 7 ) = = ^ / ( 5 , ^ ) ^ ^ ^ ( ^ ^ ^ , ^ ) ^ ^ 5 

alors en ce point on aura (le dérivé droit, unique) 

. . . . i f . . . 

àG(x y) 
il y a un pareil résultat pour — (le dérivé droit, unique); 

déplus, — A dans (1 .56) sera la dérivée unique, bilatérale, 

si à la condition ( 1 .5a ) on ajoute 

(1.5c) lim (f \M^)\r-^x-k,r,l,rï)dldri = o (*>o); 
k^°*-US(z-k,(Xk) 

une remarque semblable est faite pour la dérivée —^ • -
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En effet, soit 

h(z, Ç; h) = t(z, Ç; A) [sur Q' = û— S(s + h, a h)], = o, [sur S(s + A, ah)]; 

on aura ( io0) 

|*o(*, t; A) | ^ |* (* ,Ç ; A)|->o, avec A, | *„(*, £ ; / * ) ! < - (sur û), 

où p = | * — Ç|; or 

Jf\f<£)\r+di<tn<<», 

vu l'hypothèse ; donc 

lim i f | / ( t )M'o(*, C;A>dÇrfn = o: 

d'autre part ( io 0 ) , 

Jfftt)t(z,l: h)didi\\ 

= I (Ff(K)to(z, ?; A)dgrfn+ /T / « ) * ( * , ?; A)aÇrfn| 

^ (F \ftt)\\h(Z,U h)\dZdT\+ (T | / ( t ) | I # f l Ç r f n 

[p '=sr(r+A, 7 ; Ç, TJ)]; 

d'où dans la condition ( 1 . 5 a ) on aura 

lim (Ff(l)t(z, Ç; A)dÇrfnso; 

c'est-à-dire, (4o) sera valable; d'ow te résultat voulu pour le dérivé 

(unique) droit — J ^ • Le reste de (1.5)-(1.5c) est établi de la 

même façon. 
Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant relativement 

à la dérivation du potentiel G(x, y) ( 1 . i ). 

(1.6). Si Vhypothèse (1.3) est valable, soit (1.3 a ) , en un point 
donné z = (x, y) de Si, en ce point on aura 

(1.6 a) ^G(x)y)^Jf(i,y])^\ogr-^x,y^,yï)d^dfï; 

dans le cas où la condition relativement à (1.3 a ) est remplacée 
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par celle en rapport avec (1 .3 b), au lieu de (1 .5 a ) , on obtiendra 

(1.6 b) ^G(*>y)=Jfftf> ' o ) ^ i o g r - * ( * , y\ ç, ïO^ r fn . 

Nous faisons ici une remarque analogue à celle suivant (1-4)-(1-4 ^)-

Dans les conditions indiquées , -?— -p- est le dérivé droi t un ique . 

-r— dans ( 1 . 6 a ) sera la dérivée ( unique ) bilatérale au point z (x, y ) 

considéré, si à la condit ion relative à ( 1 . 3 a ) , on ajoute la condit ion 

où W 2 est la part ie de SI pour laquelle — « o ^ ô — rc ^ a0 ( a 0 2> o) 

une pareille condit ion suffira pour l 'existence de la dérivée (un ique ) 

bilatérale -j— 1 • 
à y J 

La relation ( 1 . 6 a ) s"*ensuivra si Von démontre (4o)- Nous avons 
encore les inégalités ( i o 0 ) ; la seconde sera remplacée par une aut re . 

E n vue de ( 3 0 ) , sur S(z -H A, a A ) , 

p | * ( * , t ; * ) | = | l 0 g J L _ c o s 6 ^ £ l o g ^ + i ^ ( i + « ) l o g ^ + i ; 

or 

p ' = [(A — p cosO)«+ p2 sin^B]2 ^ p | sin 8 |; 

d 'où 

\t{z, Ç; A J I ^ ^ l o g - r ^ j j ^ j ( ^ o = c o n s t . > o ) , 

sur S(^-f- A, a A) f o < a < ^ j ; de plus ( i o 0 ) , \t(. . .)\ < c e p - * 

hors de S ( ^ + A, a A ) ; donc 

| *(*, Ç; A) | < ^ l o g — ^ (d, = const. >o,b>i) 

sur W - ( l 'hypothèse 1 .3 ) , pourvu que le n o m b r e ^ o employé dans la 
définition de Wz soit tel que Wz ^ S ( s -f- A, a A ) ; on peut p rendre 
sin a0 = <x; enfin on conclut que sur SI on a 

1 cop-1 ( s u r Û - W , ) , 

<is.) | I ( - , C ; A > I < + . « , * ) - L ^ * ( s u r W a ) 
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pour toutes les valeurs o <C A ^ A0; ici le second membre ^ ( £ , ri) 
est indépendant de A. Dans l'hypothèse 1.3 [l'intégrale (1 .3 a ) 
supposée existante] la fonction | / (£ , ^)|+3(Ç» *î), indépendante de 
A, est sommable sur Q, par rapport à (£, rj) ; d'autre part ( i3 0) . 

|/(C)*(*, C; A ) | < !/(?, 71)1+,(5, n) (sur Q). 

Donc le passage à la limite dans (4o) est permis ; ceci démontre 
( 1 . 6 a ) ; le reste de (1 -6)-(1.6 6) est établi pareillement. 

Considérons, par exemple, le second membre dans (i.^a), ( 1 . 6 a ) : 

(1-7) W*,y)^J[ftt,*)fclogr-i(x,y;S,v)dtdii. 

Nous allons démontrer le résultat suivant : 

(1.8) LHntégrale Q(x, y) ( I .7 ) représentera une fonction 
continue en un point z = (x, y) = x -h iy donné sur SI, pourvu que 

( 1 . 8 a ) < d/Qtix^, Ç, rj) J / Q p 

( ( C ^ g + ÎTJ) 

era tous les points de SI et, étant donné un e, > o, quelconque, on a 

( W(z,2';e) = f[ lIlglL <%**<* 

* ' [ ^ = ^ ( ^ / ^ , - 1 ) = 1 ^ - : 1 , *' = * '+*>' , r = | * - s ' f , 
\ e(s', aa;) = eS(«'j ar), o < a < i ] 

pour tous les ensembles e, ^ SI, ayant la mesure m (e) ^ ô(e), 0¾ à (s) 
est positif et est indépendant de z* [à(e) pourrait dépendre de 5] . 

.Les conditions ci-dessus seront satisfaites, si pour un /> >> 2, 
/ P es£ sommable sur SI. 

En vertu de la remarque qui suit (30) on a 

de là 

04.) | Q ( x , r ) - Q ^ , / ) l = | j [ / ( O R { ( ; _ ^ - ; _ g ) } ^ ^ | 
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Pour Ç = (£, r}) = £ + /YÎ sur &' = & — S(s ' , « r ) , on a p' > a r et 

p p a p 

tandis que sur S (z!, a r ) , p ̂  ( i — <x)r et 

(160) ^ - ^ ^ — - ' • 
p p i — a p 

Donc, avec la notation dans (1 .8 6) : 

(170) jf\At)\yj<*<** 

•^eÛ' a P ^ ( 3 ' , « / - ) I — a p 

Grâce à l'existence de l'intégrale f*(x, y) (1 .8 a ) et de la condition 
(1 .86 ) , étant donné s > o , il existe des nombres ô4 (g) > o, <52(e)>o, 
indépendants de *', de sorte que : 

- Il \f(Ç)\-d\-dv\<i - pour tous les e, ^ Q, avec m(e)^. §i(£); 
a « / ' e P 2 

«>(3, s'; e) > - pour tous les e, ^ Q, ayant /ra(e)^ 82(6); 

ainsi (170) 

Jf | / (Ç) | -r- d% dt\ < s pour e, ^ û, de mesure ^ &o(s), 
tf P P 

où ô0(g) = min(ô \ (s ) , ô >
2 ( e ) ) > o est indépendant de *'. Gela 

signifie que la continuité absolue du premier membre ci-dessus, 
considéré comme fonction d'ensemble mesurable e, est uniforme par 
rapport à z' (pour le point fixe z, donné sur û ) . Donc pour ( i4o), on 
peut passer à la limite sous le signe d'intégration, obtenant 

I i m | Q ( * , y ) - - Q ( ^ / ) | = o , 
z'-^z 

ce qui démontre (1.8) — (1.8 6) . 
MEMORIAL DBS SG. MATH. — N* 125. 2 
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( I .9 ) L!intégrale Q(x, y) ( I . 7 ) représentera une fonction 
continue en un point z donné sur SI, si V intégrale f* (x, y) (1.8 a) 
existe en tous les points de SI, tandis que 

( 1 . 9 a ) lim ff \f(*)\ dtdv\ = o ( r = | ^ - V ] , o < a < i ) ; 

les hypothèses ci-dessus seront valables, par exemple, si f? est 
sommable sur SI pour un p >> 2. 

Pour établir ce résultat, considérons la fonction 

q(z, z, O = -£- [pour Ç = (Ç, TQ) sur Q'= Q — S(s ' , a/ ')], 
P P 

= o [pour Ç sur S(*', a/-)]. 

On remarque (i5&) que 

r 
p p a p (180) ?(* , *', 0 ^ 7 7 + 0 avec r ; #(£, s', O < ^ (sur Q). 

D'autre part ( i60), 

(190) (F\Ai)\£-0<*<*i 
•UQ P P 

= /Tl/(OI ?(*,*', C)d?rfn+ /T 1/(01 T r̂fgrfo 

^ j f l / « ) !*(*,*', ç ) ^ ^ + _L- /^ |/(C)| 4 dgrfn. 

O r (180) 

lim |/(Ç) | f ( , , V, Ç) = o, |/(C) | ?(*, *', 0 ^ ^ ^ 7 ^ î 

le dernier membre ici est indépendant de z' et est sommable sur SI 
[l'hypothèse dans ( I . 9 ) ] . De là, en revenant à (190) et en se servant 
de ( 1 . 9 a ) , on obtient 

Km jf|/(C)|£«**»«o. 

Enfin ( r4o), il s'ensuit que 

lim \Q(x,y)-q{x',y)\^^ 
z^-z' 

Ainsi le résultat (1.9)-(1.9 a ) a été démontré. 




