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MONSIEUR VITO VOLTERRA.

Cette thèse est une contribution à l'étude des fonctions permutables, que
M. Volterra a introduites dans la Science. C'est lui qui m'a guidé au début
de mes recherches, qui m'a encouragé ensuite à les poursuivre; auprès de
lui j'ai trouvé à l'Université de Rome l'accueil le plus cordial. Qu'il me soit
permis, en lui dédiant ce Mémoire, de lui exprimer ma respectueuse gratitude
pour l'extrême bonté dont il m'a donné tant de preuves. Je tiens a dire en
outre toute ma reconnaissance âmes anciens maîtres, à M. Vessiotqui a bien
voulu s'intéresser à ce travail, à MM. Borel et Hadamard à qui je dois tant
et qui m'ont constamment témoigné la plus affectueuse bienveillance.





PREMIÈRE THÈSE.

SUR

LES FONCTIONS PERMUTABLES
DE PREMIÈRE ESPÈCE

DE M. YITO YOLÏERRA.

INTRODUCTION.

La théorie des fonctions permutables de première espèce, c'est-
à-dire telles que

l =f
°x

, y)

a été développée par M. Volterra qui en indiquait, dès son premier
Mémoire (*), les applications essentielles à la théorie des équalions
intégrales et intégro-différentielles. Dans deux Mémoires succes-
sifs (2), M. Volterra étudiait le problème fondamental de cette théorie
[détermination des fonctions permutables avec une fonction donnée

(*) Questioni generali sulle equazioni intégrait ed integro-differenziali
{Rend. Lincei, ie r semestre 1910).

(2) Sopra le funzioni permutabili {Rend. Lincei, 1e1' semestre 1910) et
Contributo allo studio délie funzioni permutabili {Rend. Lincei, ier se-
mestre 191 J ).

P. 1
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f(x> y) dans le cas où cette fonction est d'ordre i ou 2 (*)] et
montrait l'intérêt qu'aurait, pour introduire dans la théorie des
fonctions permutables le symbole \J , la détermination des fonctions
permutables avec une fonction d'ordre n. M. Vessiot démontrait (2)
une propriété importante des fonctions permutables avec une fonction
donnée : elles sont permutables entre elles, et étendait aux fonctions
permutables la théorie des groupes. Enfin les équations intégro-
différentielles de la physique héréditaire ont été étudiées grâce à la
théorie des fonctions permutables par M. Volterra, M. Evans et
moi-même (3).

Le but principal de ce travail est la détermination des fonctions
permutables avec une fonction donnée et l'étude de ces fonctions.

Dans le premier Chapitre je rappelle d'abord les éléments de la
théorie des fonctions permutables et son application à la théorie des
équations intégrales d'après M. Volterra; je donne ensuite deux
extensions de cette application (§11), l'une en laissant tomber la
condition de permutabilité, l'autre en ne faisant, sur la série des
compositions qui définit l'équation intégrale, que les hypothèses de
convergence les plus larges possibles. Je n'ai pas indiqué les extensions
analogues qu'on peut faire dans la théorie des équations intégro-
différentielles. La fin de ce Chapitre est consacrée à quelques com-
pléments (§111), nécessaires pour la suite, de la théorie de l'équation
de Volterra de première espèce

C
\

J x

y

?(#> \) / ( ?<y)^ = F ( ^ y) [inconnue 9(̂ 7, r)];

quand les données sont analytiques la solution est une fonction en
général multiforme. Les différentes branches se permutent autour

(*) M. Yolterra dit qu'une fonction est d'ordre n quand elle admet (y — x)n~l

en facteur, ses dérivées (n—i)ièmes étant différentes de zéro pour y — x (cf.
Chap. I, n° 11).

(2) Comptes rendus, ier semestre 1912, p. 5^i et 683.
(3) Pour ces recherches, dont nous ne nous occuperons pas ici, comme pour

les précédentes, nous renverrons au Livre de M. VOLTERRA, Leçons sur les fonç*
Cions de lignes (Gautbier-Villars, JCJIS).
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des points où le noyau ƒ(x*, y) cesse d'être d'un ordre déterminé;
j'ai entièrement étudié dans quelles circonstances un de ces points,
soit x ==y = a, sera un point régulier de la solution : il faut, et
j'indique un procédé pour reconnaître si cette circonstance se présente,
qu'il existe un développement 2cy^(x — a)p(y — a)q satisfaisant
formellement à l'équation; cela suffit pour qu'on puisse affirmer la
convergence de ce développement qui définit donc bien une solution
régulière pour x = y = a.

Dans le Chapitre II, j'ai étudié la méthode donnée par M. Yolterra
pour déterminer les fonctions permutables avec une fonction donnée.
J'expose d'abord, avec de très légers compléments ( ' ) , son raison-
nement pour une fonction donnée du premier ordre. J'en expose
ensuite une généralisation quand la fonction donnée est d'ordre n
quelconque. Une gra\e difficulté se présente dès que ^ > 2 : o n a , dans
la suite des calculs, à résoudre un problème de Cauchy pour une
équation aux dérivées partielles à caractéristiques imaginaires. Ceci
m'a obligé à me restreindre, je l'ai fait presque toujours dans ce
travail, aux fonctions analytiques. La méthode ainsi obtenue me
donne une propriété importante des fonctions permutables avec
f (xi y) : eUes n'ont, sur la multiplicité y = x, pas d'autres singularités
que les points oùf(x,y) cesse d'être d'un ordre déterminé [et bien
entendu les points singuliers de f(x, y)\.

L'étude de la méthode précédente autour d'un de ces points me
fournit (Chap. III, §1) un cas important où les fonctions <p(#, y)
seront régulières autour de ce point.

Dans le même Chapitre j'expose aussi l'application de la recherche
précédente à l'introduction dans la théorie des fonctions permutables
de la racine /zieme, c'est-à-dire à la résolution de l'équation

(E) W ^ y ) =ƒ<>,ƒ)'

Elle admet, à un facteur \/i près, une solution qui est permutable
avec ƒ (x, y) et admet donc en général comme singularités les points

(l) Par exemple la convergence des dérivées premières de op (c/\ p. 35).
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x =y = a où ƒ(#, y) cesse d'être d'un ordre déterminé. J'étudie,
par une méthode analogue à celle qui m'a servi pour l'équation de
Volterra de première espèce (Chap. I), le cas où cp(#, y) est régulier
autour d'un de ces points x —y = a; cette méthode constitue de plus
un procédé direct de résolution de l'équation (E). Une autre méthode
directe, la plus avantageuse lorsqu'elle est applicable, permet de faire
comprendre la difficulté que présente l'étude générale do la singularité
de 9(#5JK) autour dex=y = a : cette étude peut se réduire à celle
des singularités dans tout le plan d'une équation intégrale non linéaire
dont l'inconnue est fonction d'une seule variable (§ III).

La méthode de recherche des fonctions permutables que j'expose
au Chapitre IV permet de pousser plus loin l'étude de ces fonctions :
elle se rapproche de celle que j'ai indiquée (Chap. I) pour étudier
l'équation de Volterra et est limitée par essence à la recherche des
fonctions permutables avec une fonction analytique. Je prouve
d'abord (c'est la réciproque d'un résultat presque immédiat) que
toutes les fonctions analytiques permutables avec une fonction f (x, y)
n'admettant pas y — x en f acteur sont susceptibles d'un dévelop-
pement convergent de la forme

(i) aQf(x,y) + aJ*(a;,y)+... + anf»+l(x,y)+...i

la convergence d'un tel développement s'exprimant par le fait que la
série de puissances

0')
Zn

ni

converge. Il en résulte que ces fonctions permutables avec /(a?, y)
n'ont pas, contrairement à ce que pouvait faire supposer la méthode
du Chapitre II, pour points singuliers les points où f(x, y) cesse
d'être du premier ordre : la méthode du Chapitre II donnerait une
idée très imparfaite de l'allure des fonctions permutables autour d'un
de ces points; on peut en effet se rendre compte qu'elle conduirait à
définir ces fonctions qui sont holomorphes, par des séries de fonctions
présentant des singularités. C'est pour cette raison que je n'ai étudié
que très brièvement, au Chapitre III, la méthode du Chapitre II
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autour d'un point où ƒ(#, y) cesse d'être d'un ordre déterminé, me
contentant de me placer dans le seul cas particulier où l'on puisse
obtenir un résultat précis.

En m'appuyant sur les résultats précédents et sur la méthode du
Chapitre II, je montre ensuite que toutes les fonctions de variables
réelles permutables avec ƒ (#, y) admettent un développement con-
vergent, non en une série de puissances symboliques telle que (i) ;

mais en une série de polynômes symboliques. Une nouvelle analogie
remarquable se développe ainsi entre l'ensemble, dépendant d'une
fonction d'une variable, des fonctions permutables avec f(x, y) et
l'ensemble des fonctions d'une variable : l'ensemble des fonctions d'une
variable n'est d'ailleurs que l'ensemble particulier des fonctions per-
mutables avec l'unité.

Le cas où la fonction ƒ (x, y) admet {y — x)n en facteur se réduit
au précédent après résolution d'une équation

(E) r(*,y)=Ax,y).

Les fonctions analytiques permutables avec ƒ admettent alors en
général comme singularités les points x = y = a où ƒ cesse d'être
d'ordre n—i. Dans l'ordre d'idées qui nous a préoccupé, deux
questions se posaient encore : Dans quel cas le point x = y = a sera-
t-il régulier pour toutes les fonctions permutables avec /(x^y)^
Lorsque cette circonstance ne se produit pas, quelle est la forme de
toutes les fonctions permutables avec ƒ qui soient holomorphes
autour de x —y = a?

J'ai répondu à la première de ces questions. Une étude plus appro-
fondie de la singularité des fonctions permutables avec ƒ autour
de x — y = a me semble nécessaire avant de répondre à la seconde
{cf. n° 19, Chap. IV). Cette étude devra être entreprise, non pas,
pour les raisons indiquées plus haut, par les méthodes du Chapitre II,
mais plutôt en la reliant à celle des singularités de l'équation (E),
équation qu'il faudra s'efforcer {cf. Chap. III, § III) d'étudier
directement.



JOSEPH PÉRÈS,

CHAPITRE I.

COMPOSITION ET PERMUTAB1LITÉ. APPLICATIONS A LA RÉSOLUTION

DES ÉQUATIONS INTÉGRALES.

i. — Les fonctions permutables; premières applications
à la résolution d'équations intégrales.

1. Soient Ft(x, y), F.2(x,y) deux fonctions finies et continues
des variables x et y lorsque (fig* i)

(d) a<x<y<b;

M. Volterra nomme composition ( ' ) de ces deux fonctions
l'opération

Le résultat de cette opération est une nouvelle fonction de x et

y <CL,b) y

Fig. i.

de y, finie et continue dans le même domaine de valeurs pour x et y,
que M. Volterra nomme

F 1 F 2 ( J ? , y) ou simplement F,F2 .

(*) M. Volterra nomme cette opération composition de prentière espèce pour
la distinguer d'une composition de deuxième espèce qu'il étudie aussi. Gomme
dans ce travail nous ne considérons que Ja composition de première espèce,
nous la nommons simplement composition.
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Cette notation est destinée à mettre en évidence l'analogie de la
composition avec un produit, analogie que nous allons maintenant
développer.

2. Tout d'abord l'opération composition est, comme l'opération
produit, associative. Il est en effet aisé de vérifier qu'on a

F3 étant une nouvelle fonction finie et continue dans le domaine (d)
et les parenthèses servant à indiquer, comme dans la théorie de la
multiplication, l'ordre dans lequel on fait les opérations.

L'analogie avec le produit sera complète si la composition est
aussi commutative, si l'on a

Il est évident que ce n'est pas le cas général. Mais c'est un cas très
important : nous dirons alors, avec M. Volterra, que les fonctions F<
et F2 sont permutables (' ).

3 . L'étude des fonctions permutables est le but principal de ce
travail. Nous allons déjà, au cours de ce paragraphe, en montrer
l'intérêt en indiquant l'application qu'en fit M. Volterra à la réso-
lution de certaines équations intégrales.

Soient F n F2, ..., Fn des fonctions de x et de y permutables entre
elles et définies dans le même domaine {d) précédent. Il sera naturel
de noter

la fonction obtenue en composantF, avecF2, le résultat avec F3, etc.,
et de noter

1 r 2 • • • L n

la fonction obtenue en composant p{ fonction F o p2 fonctions F2, etc.
Plus généralement, soit <p(zn z2J ..., zn) un polynôme des

(*) Ou permutables de première espèce [cf. note ( J ) , page précédente].
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variables zn z2, ..., zn n'ayant pas de terme constant ( l ) . Si l'on'y
remplace les variables zn z2, ..-, zn P a r Fn F2, ..., Fn et qu'on y
interprète les produits de F n F2, ..., Fn comme représentant des
compositions, on obtiendra une fonction de x et de y, toujours
définie dans le domaine (d) et qu'il est naturel de noter

< p ( F t , F 2 , . . . , F W ) .

Il est alors aisé de vérifier que :

a. Un polynôme symbolique lel que <p\Fn F2? ..., F,,) dé/inil
une fonction permutable avec F'o F2, ...,FW.

p. O/i pew/ faire les additions et les compositions des polynômes

symboliques <p\FnF2, ...,FWJ comme les additions et les multipli-
cations des polynômes ordinaires <f(zn s2, ..., zn), en interprétant
toujours les produits des f onctions F n F2, ..., Fn comme des compo-
sitions.

Ainsi on aura

On peut aller plus loin; on peut, dans ce qui précède, supposer
que v(zn z2} ..., zn) soit une série quelconque des puissances de ces
variables

holomorphe autour de z< = z2 =.. .= zn = o et privée de terme
constant

#0,0, ...jO— O.

Il ne pourrait y avoir de difficultés que pour la convergence, mais il

(*) On peut éviter cette restriction par une extension, très simple, mais dont
je n'ai nul besoin, de la notion de composition (cf. YOLTERBA, Leçons sur les
fonctions de lignes, p. i38, (5).
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est bien clair que la série

y. 2 . •••2. o'"---'-w--^«
0 0 0

converge absolument et uniformément si les fonctions F n F2, . . . , Fw

sont bornées. On a en effet

iF'/n-• • Fi-1<,. . % — — . — - r j i / - ^ i ' . - ' - - + ' » - '
et

M

4. Un grand intérêt des considérations précédentes est qu'elles
fournissent, comme l'a montré M. Volterra, la solution immédiate
de toute une catégorie d'équations intégrales : en général de toute
relation implicite exprimée par une série telle que (i) et dont on
connaît une solution analytique on déduira une équation intégrale
exprimée par une série telle que (2) dont on connaîtra une solution.

Précisons : soit une relation implicite par rapport à la variable z

(a) z = (ù(zly c2, . . . , cn, z)

o étant une f onction holomorphe des variables z, zn s2, . . . , zn autour
de z = zi=zz2=...=zn = o dont le développement en série

(1) Nous avons supposé dans tout ce qui précède que F t , F2, ..., F„ étaient
définies dans le domaine (d) aSxSySb. Ce domaine est tel, et c'est essentiel,
que toute fonction composée à partir de F t , F2, ..., F„ soit définie dans le même
domaine. Il est clair qu'on pourrait le remplacer par tout domaine du plan
des xy jouissant de cette propriété. Il est d'ailleurs aisé de voir qu'un tel
domaine doit être tel que, s'il contient un point (x, y), il contienne aussi les
parallèles aux axes menées de ce point jusqu'à la première bissectrice : il peut
donc être engendré par des domaines

a SxSySb

et par des domaines tout semblables

a<y<x<b.
P. 2



IO JOSEPH PERES.

n'ait ni terme constant, ni terme en z. Il est classique, et l'on
démontre par la méthode des fonctions majorantes, qu'elle admet
une solution

(b) z = ty{zu zt, .. ., zn)

holomorphe autour de zK = z2 = . . . •= zn = o et noyant pas de
terme constant dans son développement.

Les séries (a) et (b) sontde type (i) ; n° 5. Remplaçons-y zu z2, ...,
znj z par des fonctions permutables F n F2, ..., Fw, F définies dans le
domaine (d) et envisageons les produits de ces fonctions comme des
compositions. Nous aurons :

Une équation intégrale

{a') F = 9(F l fF t, . . , i F)

dont la solution, d] ailleurs unique ( ' ) , sera donnée dans le do-
maine (GT) par la formule

(bf) F ^ )

représentant une fonction permutable avec les fonctions données.

M. Volterra a fait remarquer que l'équation (a') est, en un sens,
plus simple que l'équation implicite ordinaire (a) : la série (b') en
donne la solution quelles que soient les fonctions F i ? F2, . . . ,F B ,
tandis que la série (&) ne convergeait et ne donnait la solution d« (a)
qu'au voisinage de l'origine z{ = z2 = ... = zn = o.

ô. Avant de passer à des extensions du résultat précédent, nous
ferons une remarque : on pourrait songer à résoudre l'équation (a)
par approximations successives en formant la série

(b'r) F

avec

(x) Un lecteur familiarisé avec les méthodes d'approximations successives
n'aura pas de peine à démontrer que l'équation [a') n'a pas d'autre solution
permutable ou non avec les fonctions données F1? F2, . . ., Fn.
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On sera ainsi conduit à définir la solution F(x,y) non plus par
une série de compositions, mais par une série de séries de compo-
sitions. La démonstration directe de la convergence de cette série
dans tout le domaine (d) est plus compliquée que la même démons-
tration pour la série (&') du n° 4. Celte démonstration est d'ailleurs
inutile; la convergence de la série des approximations successives
résulte nécessairement de celle de la série {b'). C'est un fait tout à
fait général dont je donnerai ailleurs la démonstration : toutes les fois
que, pour résoudre un problème de fonctions implicites, pour déter-
miner l'intégrale d'une équation différentielle ou aux dérivées
partielles, on peut employer parallèlement la méthode des fonctions
majorantes et une méthode d'approximations successives, les approxi-
mations successives convergent sûrement dans tout domaine où la
méthode des fonctions majorantes permet de définir la solution ( ' ) .

II. — Extensions du résultat précédent.

6. Nous montrerons dans ce paragraphe comment des équations
intégrales, plus générales encore que les équations (a') traitées par
M. Volterra, peuvent être résolues par des procédés analogues.

Voici une première extension. Supposons que la série

ne soit pas convergente autour de zK = z2 = . . . = zn = z = o, mais
que la série

y «UU...U ,/iflt/f *n9j

(*) C'est un résultat peu surprenant : on sait qu'il est vrai pour les équations
différentielles linéaires.

D^autre part, quand on applique, avec M. Goursat, la méthode des fonctions
majorantes au théorème d'existence de la solution d'une équation différentielle
quelconque, on constate bien que, dans le cercle où l'on démontre ainsi l'existence
de la solution, les approximations successives convergent : c'est une présomption
du résultat ci-dessus, mais non une démonstration, car il n'est pas prouvé que
cela subsisterait si l'on employait de meilleures majorantes.


