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PREMIÈRE THÈSE.

GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE
VECTORIELLE.

INTRODUCTION.

Le calcul vectoriel, qui est employé couramment, sous des formes
variées, dans les recherches relatives à la physique mathématique, a
reçu également des applications dans le domaine delà géométrie diffé-
rentielle. Dans le livre Introduction à la Géométrie différentielle suivant
la méthode de H. Grassmann, M. Burali-Forti a fait une application
étendue du calcul géométrique k l'étude des courbes gauches et des
surfaces réglées. Il a donné aussi quelques indications sur une appli-
cation possible de la même méthode à la théorie des surfaces. S'enga-
geant dans cette voie, M. Fehr a fait un exposé de la théorie des sur-
faces selon la. méthode de Gauss, en faisant usage des notations du
calcul vectoriel ( i ) . Enfin, la plupart des traités de calcul vectoriel
publiés depuis une vingtaine d'années contiennent des exemples de
l'application qui peut être faite de ce calcul à la géométrie. C'est ainsi
que, dans le livre Vector analysis contenant un exposé de la méthode
de Gibbs, M. Wilson a appliqué ce calcul à l'étude de différentes ques-
tions de la théorie des surfaces, notamment à celles des lignes asymp-
totiques et des lignes géodésiques.

Application de la méthode vectorielle de G?*assmann à la Géométrie infinitésimale.
E.



J'ai cherché, dans le présent travail, à appliquer ces méthodes à
l'étude d'un champ vectoriel quelconque. La notion fondamentale dont
j'ai fait un usage systématique est celle de la dérivée d'un vecteur
fonction de point, prise dans les différentes directions d'un plan ou
de l'espace. Comme l'ont montré, entre autres, MM. Burali-Forti et
Marco-Longo, la dérivée est une fonction linéaire du vecteur qui
caractérise la direction de différentiation. On pourrait donc se servir
dans cette étude des méthodes spéciales créées par ces auteurs pour les
recherches concernant les « homographies vectorielles ». Il est cepen-
dant facile — et c'est ce qui a été fait ci-après — de développer une
étude de géométrie différentielIe à l'aide des notions du calcul vecto-
riel élémentaire, les symboles des homographies n'apportant guère de
simplification dans ce genre de questions.

J'ai donné tout d'abord un résumé succinct des notions et des sym-
boles du calcul vectoriel dont je fais usage. Ces symboles sont presque
identiques à ceux adoptés dans l'ouvrage de M. J.-G. Coffin : Calcul
vectoriel, traduction et notations françaises par M. Alex. Véronnet.
Toutefois, il m'a semblé avantageux, du moins pour les applications
géométriques, de conserver parmi les nombreux éléments géomé-
triques introduits par Grassmann un élément superficiel — le « bivec-
teur » — analogue à l'élément linéaire, le vecteur. Le nom de bivecteur
ayant été appliqué par différents auteurs à des éléments tout à fait
dissemblables, j:ai préféré donner k l'élément superficiel un autre
nom, celui de rotateur, qui me semble bien caractériser sa nature.

Dans le calcul différentiel, je fais usage de l'opérateur V (le « nabla »
d'IIamilton). On reproche à ce symbole de ne pouvoir être défini qu'à
l'aide d'un système de coordonnées, auxiliaire dont le calcul vectoriel
a la prétention de se passer. Pourtant la notion de dérivée d'une fonc-
tion de point dans une direction permet de définir cet opérateur a
l'aide de trois directions quelconques, fixes ou variables, de l'espace.
La dépendance d'un système de coordonnées n'est donc pas plus
grande pour cet opérateur que pour les invariants lif I2, I3 introduits
par MM. Burali-Forti et Marco-Longo et dont le premier sert, par
exemple, à la définition de la divergence d'un vecteur. L'opérateur Y
est incontestablement d'un emploi très commode dans le calcul diffé-
rentiel ; il s'adapte étroitement aux propriétés des fonctions de point.
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Avant d'aborder l'étude d'un champ vectoriel proprement dit, j'ai
donné des exemples de l'application du calcul vectoriel à la théorie
des courbes gauches et des surfaces réglées. Quelques-uns de ces
exemples me semblent nouveaux. Cet exposé m'a permis, en- outre,
d'introduire un certain nombre de notations qui trouvent leur emploi
dans la théorie du champ vectoriel.

En ce qui concerne cette théorie, j'ai développé d'abord les pro-
priétés des dérivées d'un vecteur prises dans les différentes directions
d'un plan. Lorsque ces dérivées sont parallèles à ce même plan — plan
tautologue — on détermine très facilement certaines directions qui se
distinguent par des propriétés spéciales et qui sont en rapport étroit
avec les directions particulières envisagées dans la théorie des
surfaces.

Passant ensuite à l'étude des dérivées prises dans les différentes
directions de l'espace, j'ai montré comment les propriétés d'une homo-
graphie établie entre deux gerbes de droites et de plans se rattachent
aux propriétés élémentaires d'un certain ellipsoïde qui caractérise
['.homographie. Ce rapprochement ne me semble pas avoir été fait
jusqu'ici.

Après avoir examiné succinctement les cas de dégénérescence de
l'homographie, j'ai envisagé plus en détail les propriétés d'un champ
vectoriel unitaire, qui est celui qui, au point de vue géométrique, offre
le plus d'intérêt. Les propositions concernant un plan tautologue
s'appliquent immédiatement au plan perpendiculaire à un tel champ.
On peut considérer les courbes dont les tangentes sont contenues dans
ce plan comme des trajectoires orthogonales d'une congruence de
courbes. Les propriétés de ces trajectoires ont fait l'objet d'une étude
approfondie de M. Rogers. J'ai montré, après lui, comment les for-
mules de Meunier, d'Euler et de Bonnet s'appliquent à ces courbes
sous une forme généralisée, et comment on peut définir la courbure
principale et la torsion principale dans un plan tautologue.

En supposant le champ vectoriel constant dans la direction du
champ, j'ai fait une application de l'étude précédente à la théorie des
congruences de droites, et j'ai déterminé notamment la variation de la
courbure et de la torsion principales le long d'une droite de la
congruence.



Envisageant ensuite la courbure tangenlielle des trajectoires ortho-
gonales d'un champ unitaire quelconque, j'ai établi pour ces courbes
des formules qui peuvent être considérées comme une généralisation
des formules de Godazzi. J'ai évalué enfin les dérivées secondes d'un
vecteur perpendiculaire à une famille de surfaces; à l'aide des pro-
jections orthogonales de ce vecteur, on est conduit à la formule
de Laguerre et à une formule analogue, signalée par Darboux, relative
à la dérivée de la torsion géodésique. Dans un dernier paragraphe j'ai
exposé comment un certain nombre de propriétés classiques des
courbes tracées sur une surface peuvent être étendues, avec, parfois,
de légères modifications, aux trajectoires orthogonales d'un champ
vectoriel quelconque.

I. — Algèbre vectorielle.

Je donne ci-après un résumé des éléments du calcul vectoriel dont
il sera fait usage.

Ün vecteur est une grandeur géométrique formée par la réunion des
trois notions élémentaires : longueur (ou module), direction et sens
linéaire. Une direction (ou une ligne droite) affectée d'un sens sera dite
pointée. Des vecteurs, ou des droites pointées, seront dits directement
parallèles s'ils ont même direction et même sens, inversement parallèles
s'ils ont même direction mais des sens opposés.

Les lettres majuscules A, B, etc. désigneront des vecteurs. Le
nombre réel (positif ou négatif) qui détermine la longueur de A et son
sens par rapport à une direction pointée pax^allèle k A sera dit la
mesure algébrique de A relative a cette direction.

Le sens de rotation, dans un faisceau de plans, est concordant avec
le sens linéaire de Taxe du faisceau, lorsqu'un observateur, traversé
par l'axe dans le sens des pieds à la tête, voit les plans tourner, dans
leur rotation positive, de droite à gauche.

Un plan sur lequel a été fixé un sens de rotation positif sera dit
rotatif.

Un rotateur est une grandeur géométrique formée par la réunion des
trois notions élémentaires : aire ou mesure (module), orientation et
sens de rotation. Des rotateurs, ou des plans rotatifs, seront dits direc-



tentent parallèles s'ils ont même orientation et même sens, inverse-
ment parallèles s'ils ont même orientation mais des sens opposés.

Les lettres minuscules a, b, etc. désigneront des rotateurs. Le
nombre qui détermine la mesure du rotateur a et son sens par rapport
à une orientation rotative parallèle à a sera dit la mesure algébrique
de a relative à cette orientation.

Soient a et (3 deux plans rotatifs non parallèles» r la droite inter-
section de ces plans. L'angle (a, jî), formé par ces plans, est l'angle
dont il faut faire tourner le plan a dans le faisceau r pour qu'il coïn-
cide avec [J en orientation et en sens. Cet angle est compris entre
o et TC. L'angle formé par deux rotateurs a et b est égal à l'angle formé
par deux plans rotatifs directement parallèles à a et à b respecti-
vement.

Le sens de rotation fixé sur un plan p détermine un sens de rota-
tion concordant dans tout faisceau de plans dont Taxe est perpendicu-
laire à p, et par conséquent un sens linéaire concordant sur toute
droite perpendiculaire à p. L'angle formé par une droite pointée et un
plan rotatif sera considéré comme positif ou négatif, selon que la droite
forme un angle aigu ou obtus avec la normale du plan affectée d'un
sens linéaire concordant avec le sens de rotation fixé sur le plan.

L'angle formé par un vecteur A et un rotateur u est égal à l'angle

formé par une droite pointée a et un plan rotatif u directement paral-

lèles à A et à u respectivement. Cet angle est compris entre — - et

-+--. A sera dit directement perpendiculaire au quand l'angle (A, u)

est égal k -h -t inversement perpendiculaire à u quand cet angle est

égal à - ~.
Si un vecteur A est directement perpendiculaire a un rotateur u de

même module que A, je dirai que A est Xorthogonal de u, et u Yortho-
gonaldvh, et j'écrirai

A ~ u ; u = A.

L'opération qui permet de déduire A de u, et réciproquement, sera dite
opération orthogonale.

L'addition des vecteurs (qui s'opère comme l'addition géométrique



des segments) est commutative et associative. La somme de deux
rotateurs a et b est définie par la formule

a -t- b = a -+- b .

L'addition des rotateurs suit donc les mêmes règles de calcul que
l'addition des vecteurs. L'opération orthogonale est distiïbutive par
rapport à l'addition, n étant un nombre quelconque, on pose, en
outre,

Soient À et B deux vecteurs parallèles à un certain plan p. Attribuons
à p le sens de la rotation, inférieure à deux angles droits, qui ferait
coïncider, en direction et en sens, une droite pointée OA, directement
parallèle à A, avec une droite pointée OB, directement parallèle à B.
Traçons dans le plan -p un parallélogramme OACB dont cfeux côtés
adjacents OA et OB aient même longueur, même direction et même
sens que les vecteurs A et B respectivement. Le produit AB de ces deux
vecteurs est un rotateur u qui a même orientation et même sens que
le plan p et dont le module est égal à Taire du parallélogramme OACB.
On a donc :

mod u — mod A modBsin (A, B).

La multiplication de deux vecteurs est distributive par rapport à Tad-
dilion; cette opération n'est pas commutative. Si Ton change Tordre
des deux facteurs, le produit change de signe.

Le produit de deux rotateurs a et b est défini par la formule

Ce produit est donc un vecteur P parallèle k la direction commune aux
rotateurs a et b. Son module est donné par l'expression

mod P = mod a mod b sin (a, b).

L'opération orthogonale est distributive par rapport à la multiplication
de deux vecteurs ou de deux rotateurs.

Soient OA, OB, OC trois droite? pointées formant un trièdre. Le
sens de ce trièdre sera considéré comme positif, si la droite OC forme
un angle positif avec le plan rotatif OAB, comme négatif dans le cas
contraire.
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Le produit d'un rotateur u et d'un vecteur A est un nombre k défini
par l'expression

£ — modu motl Asin(u, A).
J'écrirai

h: = uA = Au.
Soient A? B, C trois vecteurs quelconques. Le produit ABC représente

le nombre, produit du rotateur AB et du vecteur G. Ce produit est
positif si les trois vecteurs sont directement parallèles aux arêtes d'un
trièdre de sens positif; il est négatif dans le cas contraire. Enfin le
produit est nul si les trois vecteurs sont coplanaires. Le produit de
trois vecteurs suit les règles exprimées par les formules :

ABC = A(BC) = BCA = CAB = - BAC ̂ — AGB =— CBA.

Le produit abc est défini de la même manière :

= (ab)c,

et ce produit suit les mêmes règles de calcul. L'opération orthogonale
est distributive par rapport à ces produits.

Le produit scalaire de deux vecteurs A et B est le produit de l'un par
l'orthogonale de l'autre. C'est donc un nombre p défini par l'ex-
pression

p = AB~modAraodBcos(A, B)~BA.

Si A = B, l'angle (A, B) est nul et l'on a

AA — mod2A.

On convient d'écrire
AÂ~A2.

Le produit scalaire q de deux rotateurs est défini de la même
manière :

q — ab = ba — mod a mod bcos(a, b)
et Ton pose

aa = a 2 = mod2a.

S'il s'agit de produits de plus de trois vecteurs, il est nécessaire de
préciser comment les facteurs doivent être groupés. Ainsi, les produits

ABCD, AB.CD, A.BCD



désignent trois vecteurs généralement différents. Lamème observation
s'applique aux produits formés, par exemple, de deux vecteurs et
d'un rotateur. Ces produits composés suivent certaines règles decalcul
contenues dans les formules ci-après :

(i) AB.u^Au.B — Bu.A,
(?) u.AB=—uA.B -t-uB.A,

uv.A = uA.v~vA.u,
A.uv = — Au.v -i- Av.u.

Si Ton développe le produit AB.CD d'abord selon la formule ( i ) ,
ensuite selon le formule (2), on trouve les deux expressions

AB.CD =ACD.B— BCD.A,
AB.CD =:— ABC.D-+-ABD.C.

Il en résulte que quatre vecteurs quelconques A, B? C? D sont liés par
la relation

— BCD.A-h CDA.B —DAB.C H-ABC.D = 0 .

Si les vecteurs A, B, G ne sont ni nuls ni coplanaires, on peut donc
exprimer le vecteur D, quel qu'il soit, sous la forme

DBC DCA DAB
D A + B H C

On appelle système réciproque du système A, B, G le système des
trois vecteurs Ào, Bo, Co, défini s" comme suit:

BC. B jÇÂ . c S

A l'aide de ce système, on peut exprimer le vecteur D sous l'une ou
l'autre des formes :

D = A0D. A -h B0D.B + CÖ~D.C ;
(3) D = AD.A, +BD.-B0 + CD.C0.

Le seul système réciproque à lui-même est un système de trois
vecteurs-unité parallèles chacun à Tune des arêtes d'un trièdre trirec-
tangle. Si le trièdre a le sens positif, on désigne souvent ces vecteurs-
unité par les symboles I5 J? K,
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U, V, W étant trois vecteurs-unité directement parallèles aux arêtes
d'un trièdre trirectangle de sens positif, et LL, Lv, Lw étant trois vec-
teurs quelconques satisfaisant aux relations

IVW = LWV; LNVU=:Li:W; LuV=rLvÜ,

on déduit de ce qui précède les formules suivantes :

(4)

(5)
LvÛ.LuV) = VWLc + WULy + UVLW.

II. — Fonctions de point.

Soit <p un nombre, fonction de point dans une certaine région de
l'espace et possédant en tous les points de cette région des dérivées
continues et finies. Ce nombre définit une famille de surfaces de niveau,
et la dérivée de <p a, en tout point P> sa plus grande valeur (positive)
dans la direction de la normale à la surface de niveau, cette normale
étant comptée comme positive dans le sens qui correspond à un
accroissement de <p. Soit N le vecteur-unité directement parallèle à
cette normale. Je désigne par -*-' la dérivée de o dans la direction
pointée de N, le symbole 0 indiquant une différentiation dans une
certaine direction.

La dérivée de o dans la direction V d'un vecteur-unité V quelconque
est alors donnée par l'expression

Le gradient du nombre 9 est un vecteur G directement parallèle à N et
dont le module est égal à -̂ ~ :

oN

Ce vecteur est, en général, une fonction de point ne dépendant que du
E. 2
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nombre o. On le désigne par le symbole

V étant l'opérateur Hamiltonien d'un usage courant dans le calcul
vectoriel. On définit généralement ce symbole par la relation

v = i + J -
doc o

les points de l'espace étant rapportés à un système de coordonnées
rectangulaires. A l'aide de ce symbole, la relation (i) peut s'écrire

Il peut être utile d'exprimer l'opérateur V à l'aide d'un système de
coordonnées obliques. On y parvient comme suit : Soit R un vecteur
de même mesure, direction et sens que le segment OP reliant l'origine
des coordonnées 0 à un point variable P. R est le rayon vecteur du
point P. Si les coordonnées sont rectangulaires, le vecteur R s'exprime
comme suit :

Il est clair, d'après ce qui précède, que, A étant un vecteur quel-
conque, le symbole AVcp désigne la dérivée de <p dans la direction A
de A, multipliée par mod A :

inod A. —• —

On exprime la même quantité sous la forme (AT)<p? le symbole AV
désignant une différentiation dans la direction pointée de A, suivie
d'une multiplication par mod A.

Supposons maintenant le rayon vecteur R défini à l'aide de trois
vecteurs de référence quelconques, non coplanaires, A, B, C :

(2) R = £A-hYîB4-ÇC.

Le nombre <p peut être considéré comme fonction des trois variables
indépendantes Ç, YJ, £. Soient alors Pf et P2 deux points, R, etR2 leurs
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rayons vecteurs définis par les expressions

R2=r£2A-h

Supposons £2 >> £< et désignons par <p, et cp2 les valeurs de ç auxpoints
P̂  et P2. Le vecteur P du segment P< P2 est donné par l'expression

On a donc
modP = (| s —£1) mod A.

L'accroissement moyen de ç par unité de longueur dans la direction
du vecteur A est égal à

£ 2 — - t t n i o d A

II en résulte que la dérivée -^ s'exprime comme suit :

ôcp 1 dcp
3Â~ mod A 5 | '

ce qui donne

On trouve de même

D'après la formule (3, § I), le gradient de ç peut être exprimé sous
la forme suivante :

Ö o H - BV9.B0+ CV9.C0,

ou bien, en vertu des relations précédentes,

_ do K do do „

L'opérateur V prend donc la forme

(3) V = A O | H - B O A + C O | .

Il y à encore intérêt à exprimer V à l'aide des dérivées prises dans
trois directions. Soit donc 0, P, Q un système de trois vecteurs-unité,


