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PREMIÈRE THÈSE.

CONTRIBUTION A L'ÉTUDE

DES

MOUVEMENTS D'UNE MASSE FLUIDE
EN ROTATION

INTRODUCTION.

Le présent Mémoire a pour but l'étude des figures d'équilibre
relatif d'une masse fluide homogène en rotation uniforme autour d'un
axe fixe et assujettie soit aux seules forces capillaires, soit aux seules
forces newtoniennes.

Dans la première Partie, les conditions admises sont celles de
l'expérience de Plateau. La masse fluide est un cylindre liquide,
soumis aux seules forces capillaires.

Nous supposons que ce cylindre a une hauteur finie, et il est limité
par deux disques circulaires horizontaux de même axe et de même
rayon.

Nous faisons tourner ce cylindre et nous trouvons d'abord les con-
ditions de sa stabilité, ensuite ses figures de bifurcation, en tous points
analogues aux figures de bifurcation relatives à une masse fluide sou-
mise aux seules forces newtoniennes. Nous trouvons ies nouvelles
figures, infiniment voisines du cylindre primitif et, en les suivantdans
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'1 B. GLOBA-MIKHAÏLENKO.

leur développement, nous rattachons les résultats ici obtenus à ceux
obtenus dans la troisième Partie de notre première Thèse.

La deuxième Partie est consacrée à l'étude des figures d'équilibre
d'une masse fluide en rotation soumise aux seules forces newtoniennes.
Nous y étudions les figures creuses, limitées par des ellipsoïdes ou
par des cylindres elliptiques, et nous démontrons que seule la couche
cylindrique de révolution présente une figure d'équilibre. Ici, comme
dans le cas des figures ellipsoïdales, nous avons tout le jeu des figures
de bifurcation et des séries de nouvelles figures s'amorçant à chacune
des figures de bifurcation.

Enfin, dans la troisième et dernière Partie, nous étudiçns le pro-
blème des petits mouvements d'une masse fluide en rotation autour de
sa position d'équilibre ellipsoïdale. Ce problème a été traité par
Poincaré au n° 13 de son Mémoire classique des Acia mathematica.
Nous y relevons une erreur de calcul qui a faussé tous les résultats de
Poincaré et nous démontrons l'impossibilité des oscillations simples,
sorte de clapotis sur la surface de l'ellipsoïde, trouvées par Poincaré.

Nous tenons à renouveler ici toute notre gratitude et exprimer toute
notre reconnaissance la plus affectueuse à M. Paul Appell, membre de
l'Institut, qui, par ses précieux conseils, nous a encouragé et guidé
dans nos travaux et nos recherches.

PREMIERE PARTIE.

Equilibre et figures de bifurcation d'un cylindre liquide homo-
gène soumis aux seules forces capillaires et tournant autour
de son axe avec une vitesse angulaire constante.

1. Position du problème. — Considérons un liquide homogène
incompressible non pesant et soumis aux seules forces capillaires. Un
tel liquide peut être réalisé si nous le plaçons dans un autre liquide de
même densité et si nous prenons son volume assez petit pour que nous
puissions négliger les attractions newtoniennes, c'est-à-dire si nous le
plaçons dans les conditions des expériences de Plateau.

Supposons qu'à l'état d'équilibre le liquide affecte la figure d'un
cylindre circulaire de rayon a et de hauteur h soit finie et constante,
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soit indéfinie. Dans le premier cas, les deux bases du cylindre seront
limitées par deux disques solides plans, parallèles entre eux, et de
rayon a égal à celui du cylindre. La distance entre les disques reste
constante et détermine la hauteur du cylindre.

Nous savons que si la hauteur h du cylindre est inférieure au péri-
mètre de la base iiz a, le cylindre est une figure d'équilibre stable.

Imprimons à notre cylindre un mouvement de rotation uniforme
autour de son axe. Evidemment la figure cylindrique sera encore une
figure d'équilibre. Pour quelle vitesse angulaire reste-t-elle stable?

Nous savons qu'il existe des figures d'équilibre de révolution et non
cylindriques (*); pour quelle valeur delà vitesse angulaire le cylindre
se transforme-t-il en une de ces figures?

Existe-t-il encore des figures d'équilibre cylindriques indéfinies
mais non de révolution?

Ce sont ces trois questions que nous nous proposons à résoudre.

2. Formules générales. — Nous savons que l'énergie potentielle des
forces capillaires est (2)

— / S H- const.,

f étant la tension superficielle et S la surface libre du liquide, car la
surface de contact avec les disques solides reste invariable. En effet,
comme l'a montré Poincaré (Capillarité^ p. 102), le raccordement ne
pourra se faire que suivant le bord du disque où, Parête étant toujours
plus ou moins émoussée, l'angle de raccordement peut prendre la
valeur qui lui convient. Dans ces conditions, le rayon des circonférences
des bases, et par suite la surface de contact du liquide avec les disques,
conserve bien une valeur constante.

D'autre part, l'énergie de la force centrifuge est

(x) Voir ma première Thèse, Sur quelques nouvelles figures d'équilibre
d'une masse fluide en rotation {Journat de Mathématiques pures et appli-
quées, 1916, fasc. 1),

(2) POINCARÉ, Capillarité, Paris, i8g5, p. 48.
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J étant le moment d'inertie de la masse liquide par rapport à Taxe de
rotation et co la vitesse angulaire.

L'énergie potentielle totale de la masse liquide est donc

(T) W = ï ! j —/S-t-const.

Pour qu'il y ait équilibre, il faut que la variation première de W
soit nulle pour toute déformation infiniment petite du cylindre liquide.
Nous dirons que la déformation est infiniment petite si le maximum
de distance entre la surface primitive donnée et la surface déformée
reste inférieur à un nombre donné d'avance, si petit qu'il soit. La
distance entre les surfaces est mesurée suivant la perpendiculaire à
l'axe de rotation.

Pour que l'équilibre soit stable, il faut que l'énergie soit maximum,
c'est-à-dire il faut que sa deuxième variation soit négative.

Si la deuxième variation est nulle, nous avons une figure de bifur-
cation. En effet, soit £ le paramètre définissant la figure déformée et Wo

la valeur de W correspondant à la surface primitive (e = o). En déve-
loppant W suivant les puissances de e, nous aurons pour les surfaces
déformées

(2) W — Wo i - e W' -h e2 W ' + . . . .

Si la figure primitive est d'équilibre, nous aurons

Pour que l'équilibre soit stable, il faut que W" soit négatif. Le coef-
ficient W" n'est donc autre chose que le coefficient de stabilité de
Poincaré ( ' ) . En appliquant sa théorie, on voit bien que, lorsque
W / = o, nous sommes en présence d'une figure de bifurcation.

3. Masse liquide finie. — lleprenons notre cylindre de révolution
de hauteur h et de rayon a. En adoptant les coordonnées semi-polaires

( ') H. POINCA-RÉ, Sur Véquilibre d'une masse fluide animée d^un mouve-
ment de rotation (Acta mathematica, t, VII, i885)
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r,ô, 2y nous prendroas pour axe z Taxe du cylindre. L'équation du
cylindre sera alors

/• — a.

Le volume du liquide sera

Sa surface latérale
So~= 2 7: ah

et son moment d'inertie par rapport à Taxe

T Tïhak _r a2

p étant sa densité.
Comme surface infiniment voisine considérons d'abord une surface

de révolution dont la méridienne est donnée par l'équation

/• — a —.[/. -f- ssin kzy

fjt. étant une fonction' de e, ce dernier étant un paramètre très petit
déterminant l'écart entre la figure cylindrique primitive et la figure
nouvelle. La déformation est infiniment petite si £ est infiniment petit.

Nous désignerons par z0 et zA les ordonnées des bases du cylindre.
Comme le diamètre des bases doit rester constant, égal à a, nous

devons avoir
|UL =z e$lnkz0 =

et par conséquent k doit vérifier Tune des conditions :

i° kzx — kzo-= 2 nu ;

2° k(z1-h z0) = (2 n -h i) 7T,

n étant un nombre entier.
Nous aurons ainsi des figures de deux genres différents. Toutes les

deux seront pour ainsi dir-e ondulées suivant leurs longueurs ; mais les
figures du premier genre auront un nombre pair de demi-ondes et
celles du second genre auront un nombre impair de demi-ondes entières.
En donnant à n les valeurs i, 2, 3, . . . , nous obtiendrons toutes les
figures de chaque genre.

En posant
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nous aurons respectivement dans les deux cas

i° /:£(— 2 n 7i -h a ;

2° A-2 := 2 ( n H- i) 7: a.

La hauteur du cylindre sera alors :
oi

d'où

z 2niz
n — zv — z0 — —— y

2 n n

, 2 ( /l + I ) 7T — 2a
2° h=Zi~Zoz= — j ,

d'où

Désignons encore par 2X la longueur d'onde sinusoïdale, nous
aurons dans les deux cas

et nous aurons également :

T° h—2 ni;

2° A = 2/1 + 1 A
7T

Enfin, l'équation de la méridienne sera dans les deux cas

r — a — \L -h e sin y 5.

Considérons séparément chacun des deux cas.

4. PREMIER CAS : Nombre -pair de demi-ondes. — Cherchons
d'abord à déterminer [x, fonction de e, de manière que le volume du
liquide reste constant pendant la déformation.

Le volume de la figure déformée est

( 3 ) V = T T / r * d 3 = T t l l a — i L - h e $ i n j z ) d z .

En effectuant l'intégration et en remplaçant z{ par z0 -+- iniz, nous
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aurons, en remarquant que 2nX — h,

( £ 2 \

et comme le volume primitif est égal à ira2 A, la condition d'invariabi-
lité du volume s'écrira

2

En considérant £ comme infiniment petit du premier ordre, nous
voyons que jx devra être du second ordre et [Jt.2 du quatrième. En le
négligeant, nous aurons

2

et l'équation de la méridienne s'écrira

/ / \ e 2 , . 7T

( 4 ) / . = fl__+eSinr.

Cherchons maintenant la variation de W. D'après la formule (i),
nous aurons

3 W = — 3 J - / . a s .
2 J

Calculons séparément §J et SS. La surface de la figure déformée est

S — 27Z f 'r\/t + r'*d2.

Or
^ 71 71

d'où
/ 7 F — Ê2 '/T2

 2 7T 3 4 TT4
 4 7T

En négligeant les puissances de e supérieures à la deuxième, on
aura

£ 2 7T2
 o 71

( 5 ) S = 27T ƒ \a—— + tSMj

Remarquons que S0=2-n:aA et négligeons le terme en e\ il
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vient

(6) d$d$ —

Remplaçons X par — > on aura finalement

(6') âS

On voit ainsi que SS est d'autant plus grande que n est plus grand,
c'est-à-dire que, h étant constant, la longueur d'onde sinusoïdale est
plus petite.

Par conséquent, si la surface cylindrique n'est pas minimum
(h^> 2Tra), la surface minimum s'obtiendra en faisant /z— i, c'est-
à-dire en prenant une seule onde sur toute la longueur du cylindre.

Passons à §J. Nous avons

ÎT r 1
 ; , n rZiv s2 . 7T i*

J — p— / rkdz — p - I a — T h s s i n r s dz.
2 Jz, 2 JzQ L 4 a * J

En négligeant les termes de degrés supérieurs à s en s, on a

(7) J — p - I (a1*— a2£î-h4asesinyx;-h6a2£2sin^

Effectuons l'intégration et, en tenant compte de ce que

J o = p—-—>

nous aurons

(8) aj=:p7iaVi£2.

L'accroissement de SJ est donc toujours positif.
Nous pouvons maintenant écrire o\V :

ou encore .
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en posant

$i. Stabilité. — Si l'on assujettit la figure d'équilibre à la condition
de rester cylindrique ou ondulée du premier genie (nombre pair de
demi-ondes), la figure cylindrique sera stable si oW est positive ou

a6 kL

quel que soit n.
Or il est clair que la partie droite de cette inégalité croît avec ri.

Nous devons donc avoir pour la stabilité du cylindre la condition sui-
vante :

Si nous n'assujettissons notre fluide à aucune condition, la condi-
tion de stabilité, restant toujours nécessaire, pourra ne pas être suffi-
sante.

En posant w2 = o, nous retrouvons le résultat de Plateau : pour la
stabilité statique du cylindre, il faut avoir

on-

6. Figures de bifurcation. — En remarquant que l'accroisse-
ment SW que nous venons de trouver n'est autre chose que

de la formule (2), nous voyons que le cylindre devient une figure de
bifurcation chaque fois que SW s'annule ou que l'équation suivante
est vérifiée :

(10) <** = f 7FKl

OU

M étant la masse du liquide.
GLOBA-MIKHAÏLEKKO
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En donnant à n les valeurs

« = = 1 , 2 , 3 , . . . ,

nous obtenons une série discontinue de valeurs de co :

Chacune de ces valeurs détermine une figure cylindrique de bifur-
cation qui pourra donner naissance à une figure onduloïdale de lon-
gueur d'onde

i ^

1 A = - •
Il

Ces figures sont dissymétriques par rapport au plan perpendiculaire à
Taxe du cylindre et passant par son milieu. Nous les appellerons
« figures Q ».

La première de ces figures est analogue à la figure piriforme de
Poincaré.

Il est à remarquer que toutes cesfigures seront instables pour ?i^>i.
En effet, comparons une de ces figures a la figure correspondant à la
même valeur de e, mais à n = i. Nous verrons que, pour le passage
de la première de ces figures à la deuxième (n = i), la variation
d'énergie, que nous désignerons par §W?M, sera positive.

En désignant par SW^et §W< les variations de W relatives au passage
de la figure cylindrique à chacune des figures considérées, nous
aurons

qui est toujours positive pour n > i.

7. DEUXIÈME CAS : Nombre impair de demi-ondes. — Considérons
maintenant le deuxième mode de déformation, pour lequel la hauteur
du cylindre contient un nombre impair de demi-ondes entières. Lés
calculs dans ce cas seront identiquement pareils à ceux que nous
venons de faire pour le premier cas, à cela près que, dans toutes les
intégrales, nous devrons prendre pour les limites

a). , , al
ZQ-=Z — • e t z<=. (2 n H- x) A

71 71



ETUDE DES MOUVEMENTS DUNE MASSE FLUIDE EN ROTATION. II

L'intégrale (3) s'écrit alors, en développant le carré,

V C 2 " + l U " F î o / X • n ^ 2 ' > * 1 ^
V =n / I a ' H - u 2 — 2aju. -+- *}£(« — ,a) sin -^ z - h s2 - m 2 y z \ dz.

Jak L A A J

En effectuant l'intégration et en retranchant V0 = 7ia2A, nous obte-
nons pour la variation du volume l'expression suivante :

ÔV == 7i (p.2 — 2 a p.) A -h- 4 (ûr — p.) — cos a -h £2 I sin 2 a 1 .

Nous sommes obligé de considérer ici e et y. comme des infiniment

petits de même ordre de grandeur; en négligeant les infiniment petits

d'ordre supérieur, nous aurons

— pi/H cosoi J.

La condition d'invariabilité de volume s'écrit alors, dans ce cas,

C D ^ * * = ^ - « -
Or, de la condition

nous tirons
fj. / uSl

bin a ~ — j cos a = i / i — -^ •

£ V £"
Portons cette valeur dans (i i), d'où

La comparaison avec (11) donne enfin

( i 3 )

L'équation du méridien s'écrit alors

. - , lit . 7T
( i a ) r= r<7 T-cosec H-£ s in -T

7ï/i >
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Ceci posé, calculons SW. Elle sera calculée à l'aide des mêmes for-
mules que dans le premier cas, à cela près que, dans les intégrales

donnant la surface et le moment d'inertie, les limites z0 et zK seront —'

<*t ( a / i --h i ) A — — •

Ainsi l'intégrale (5) sera remplacée par la suivante, où Ton a négligé
les termes en s3 et £4 :

c C n ( 2A£ . 7T tf £2 7T 9 71 \ ,
S = 271 ƒ \ a — —— cos a + e s i n T « H — cos2 ^ z ) az.

JaX \ Tià X 2 À2 1 J

En effectuant l'intégration, et en tenant compte de ce que

nous aurons comme précédemment

On remarque que, dans ce cas, oS est toujours positive, et que, par
conséquent, les figures d'équilibre statique de ce genre n'existent pas.

Passons au moment d'inertie.
L'intégrale (7) s'écrit maintenant, en négligeant toujours les termes

en £3 et d'ordres supérieurs :

J — p — / a*—l\aA\L -h 6<72fjr-h ( 4 « 8 — I 2 a 8 p ) e sin r--

et comme Jo = ^~—? nous aurons, en effectuant l'intégration,

, r n f , , / . 2À£ \ a , f r 2^£ \
öJ =. p — — fi aà ( un cos a ) -f- 6 a? a a h — cosa 1

12 a1 X / À .

77 \ 7T










