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PREMIÈRE THÈSE

SÜR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL ARSOLU
PAR M. RENÉ LAGR/ÜVGE,

Agrégé préparateur à l'École Normale Supérieure.

INTRODUCTION

Le calcul différentiel absolu, introduit par ChristoffelQ et Riemann, et dont
Ricci et Levi-Givitâ (s) ont fait un instrument remarquable, fut destiné tout d'abord
à déterminer les propriétés, indépendantes du choix des variables, d'un espace dont
le d$* est une forme quadratique donnée des différentielles des coordonnées.

Soit ds2 = 2jglkdxldxk une telle forme quadratique, à n dimensions. Un chan-
té

gement de variables transforme les glk et leurs dérivées; il change également les
dérivées, des différents ordres, d'une fonction f(xt, <c9, . . ., xn) considérée comme
invariante. C'est la recherche, entre les glk% leurs dérivées, et les dérivées de fonc-
tions analogues à ƒ, des relations, indépendantes des variables, et même de toute
déformation de l'espace qui conserve le d$*, qui est à l'origine du calcul différentiel
absolu.

Si, dans une pareille déformation, une fonction ƒ est invariante, il en est de
même de sa différentielle, de sorte que ses dérivées premières subissent une trans-
formation linéaire et homogène. Il n'en est plus de même, en général, des dérivées
secondes; mais on peut retrouver une transformation linéaire, en modifiant la défi-

(') "Voir Christoffel, Journal de Crelle, tome 70.
(*) Voir Math. Annalen, tome 54.
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nition de ces dernières. Pour cela, on ajoute à la dérivée seconde ordinaire une
forme linéaire des dérivées premières, dont les coefficients sont formés à partir des
glk et de leurs dérivées; le choix de cette forme linéaire est tel que la dérivée, ainsi
définie, est encore indépendante de l'ordre des dérivations. Par cette opération, on
doit modifier également les dérivées des ordres successifs, et, dès les dérivées troi-
sièmes, on rencontre l'influence de Tordre des dérivations, de sorte que la difficulté
initiale du changement de variahles est transformée, mais non supprimée. Cette
incompatibilité de l'espace général avec l'espace euclidien d$t — dx* +• . . , 4- dx* se
traduit par les symboles de Riemann.

Le présent travail a pour but de montrer que Ton peut se placer à un point de
vue un peu différent, et d'établir, de cette façon, une méthode de calcul tout à fait
analogue au calcul de Ricci* et Levi-Civita. 11 est partagé en cinq chapitres dont
voici le résumé succinct :

Dans le premier chapitre, j'introduis le calcul différentiel absolu en prenant,
comme variables indépendantes dans l'espace considéré, d'ordre n, n intégrales cur-
vilignes, et non plus, comme dans le calcul ordinaire, n fonctions de point. Dans
ce dernier calcul, les propriétés analytiques résultent de l'invariance, dans tout
changement de variables, de la différentielle d'un invariant, et de l'uniformité des
variables indépendantes xt\ ici, cette dernière propriété ne subsiste plus, de sorte
que les dérivées, d'ordres supérieurs au premier, dépendent de Tordre des dériva-
tions, et c'est ce qui introduit des symboles tout à fait analogues à ceux da Chris-
toffel. On est amené à changer la définition de la différentiation, de manière à con-
server certaines propriétés formelles du calcul ordinaire; dans la « différentiation
absolue », une fonction ne joue plus un rôle isolé, mais fait partie d'un système de
fonctions qui interviennent dans cette opération; la non-eommutativité de cette dif-
férentiation fait apparaître les analogues des symboles de Riemann.

J'établis les règles de différentiation des sommes, produits et « compositions »
des systèmes, et recherche enfin ce que deviennent les résultats généraux, lorsque
les formes diù% ne sont plus uniformes.

Dans le chapitre II, je rattache la covariance, telle qu'on la définit ordinairement,
au groupe des transformations orthogonales; les propriétés de la covariance, et sa
conservation par la différentiation absolue, s'en déduisent immédiatement. La déter-
mination des invariants revient alors à résoudre les transformations infinitésimales
du groupe orthogonal.

Ces considérations générales sont utilisées dans le chapitre III, pour exposer le
problème analytique de l'application, et le problème de la représentation conforme
sur Tespace euclidien, même lorsque le rapport des deux d$ est Texponentielle
d'une intégrale curviligne.

Le chapitre IV a pour but d'exposer succinctement quelques résultats connus de
la théorie du vecteur, qui seront utilisés dans la suite.
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Enfin, dans le dernier chapitre, je me propose d'établir les propriétés métriques
d'une Ypi plongée dans un espace EB, qui apparaîtraient à un observateur incapable
de s'orienter sur la variété eX dans l'espace normal; ce problème permet de généra-
liser un peu certaines définitions du calcul différentiel absolu, et met en évidence
trois séries de rotation, auxquelles correspondent trois séries de courbures. La
recherche des invariante nécessite la détermination des relations entre les courbures
de ]a Yp et celles de l'espace En; j'étudie plus particulièrement les courbures les
plus simples, ce qui conduit à quelques propriétés des Vn_l7 et à la définition de
quelques variétés particulières.



CHAPITRE PREMIER

Principes du Calcul différentiel absolu.

[1] Le calcul différentiel absolu est une généralisation du calcul différentiel

ordinaire, qui paraîtra plus naturelle à l'aide des quelques remarques suivantes.

Étant données «variables indépendantes xit x^ ..., xn1 et une fonction f(xt) . . . , xn),

les dérivées partielles premières de/sont les coefficients des différentielles dxt, ...tdxn>
n

dans l'expression de sa différentielle : df= /} — dxt.

Les dérivées partielles secondes sont les coefficients des mêmes différentielles dxt

dans les expressions des différentielles des dérivées premières; et ainsi de suite pour

les dérivées d'ordres successifs. La propriété fondamentale de ces dérivées est d'être

indépendantes de l'ordre des dérivations. Cette propriété, qui nous paraît intuitive,

découle du fait que les x% sont des fonctions de point; elle ne subsiste plus si le rôle

des dxt est rempli par n formes de Pfaff, linéairement indépendantes, mais non for-

cément différentielles totales exactes.

Conservons l'écriture du calcul différentiel ordinaire, et désignons ces formes de

Pfaff par

(i) do>t = atidxt -H . . . 4 - amdxn.

Ceci revient à prendre comme variables indépendantes les intégrales curvilignes

o > = / dw , prises le long du chemin décrit par l'observateur; mais le seul
Jxf xn°

rôle utile est celui des do>t, et il n'est pas nécessaire de considérer ces intégrales

dans l'exposé du calcul.

Les alk seront considérées, en général, comme des fonctions de point; mais

nous verrons que certains résultats subsistent si les atk contiennent eux-mêmes des

intégrales curvilignes, Leur déterminant (a) est, par hypothèse, différent de o; les

équations peuvent donc être résolues par rapport aux dxk>
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les 0Llk satisfont évidemment aux relations suivantes :

e » = ï > £^ = °' si

et leur déterminant (a) est égal à — .

[2] Étant donnée une forme de Pfaff dü>t, on appelle covariant bilinéaire de cette
forme de Pfaff l'opération S^wt — dS<*>t, que j'écrirai encore (B, d)ü>t. C'est une
forme bilinéaire des dxki oxh :

(2) (0, d)w = y —i£—.—y. )dxkoxl.
* - " l dx, 2xb J

On sait que, pour que w, soit une fonction de point, il faut et il suffît que son
covariant bilinéaire soit nul. Les d(o>(/'= 1,2, . . ., ri) devant remplacer les dxk

dans le calcul différentiel absolu, il est naturel d'exprimer (0, d)o>8 à l'aide de nos
formes de Pfaff, bases de ce calcul. En posant

(3)

nous avons

(4)

II résulte de (3) que tr},w -f ffm = o, et, en étendant la somme (4) aux seules
combinaisons des indices, ce que j'exprimerai en entourant ceux-ci d'une paren-
thèse, il vient

(40 (s, d)o>, =

[3] Étant donnée une fonction f(xif . . , , xn) des variables a^, . . , , a?tt, nous
appellerons dérivée partielle première de ƒ par rapport à <*>t le facteur de dwt dans
l'expression de df.

En exprimant les dxk en fonction des û?a>t, nous avons
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(Test l'opérateur linéaire entre parenthèses qui est la dérivée en question, et nous*
poserons

Inversement, on a

(5')

Plus généralement, si dû est une forme linéaire des dtao non forcément diffé-
rentielle totale exacte, nous appellerons dérivée partielle première de O par rapport

à (o{ le coefficient de do>t dans dQ, On peut encore récrire -^-.
ÔLÛt

La définition des dérivées premières peut se répéter, et conduit aux dérivées des

différents ordres, , les dérivations étant effectuées dans l'ordre « r i,

Il est évident que les dérivées d'une somme ou d'un produit de fonctions s'ob-
tiennent par les mêmes règles qu'en calcul différentiel ordinaire; de même les déri-
vées d'une fonction composée. Mais la propriété des dérivées d'être indépendantes
de l'ordre des dérivations n'apparaît pas avec les dérivées secondes. Remarquons^

par exemple, que les -^- forment un système complet d'opérateurs linéaires, arbi-
dû),

y-f y f
traires au même titre que les do> ; -— n'est autre chose que la paren-
thèse de deux de ces opérateurs, qui n'est pas nulle en général. OÙ obtient, par un

^calcul connu,

Cette formule s'obtient aussi en écrivant que df est une différentielle exacte.

Plus généralement, pour une forme de Pfaff quelconque dQ = > \dmlf on a

(3, d)Q =

et l'on retrouve bien la formule (6) lorsque (o, <l)Ll = o.
Remarquons que l'on peut encore écrire
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[4] II résulte du paragraphe précédent que nous devrons modifier la définition
de la dérivée seconde si nous voulons qu'elle soit indépendante de l'ordre des déri-
vations. Nous verrons plus tard que, consécutivement à cette définition, les formes
de Pfaff prises pour base de notre calcul joueront le rôle de différentielles exactes.

Pour cela, considérons de nouveaux symboles Tikh) que nous définirons au fur et
à mesure des besoins. Étant données n fonctions /4, ƒ„ . . .,fa, considérées simulta-
nément, appelons « dérivée partielle absolue de fi par rapport à wr », l'opération

le trait qui surligne le premier membre indiquant que cette opération est distincte
de la dérivation ordinaire qui s'effectue dans le second membre. Cette définition,
qui s'applique à n fonctions quelconques, s'éclairera par la suite, à l'aide de quel-
ques exemples.

.[5] Considérons alors une fonction ƒ, et l'ensemble de ses n dérivées premières

Ji = -^-. Les dérivées partielles absolues de ces dérivées premières seront, par défi-

nition, les dérivées secondes absolues de ƒ (*). Nous pouvons donc écrire

(9) fik = ^ ^ = ^ " ^ = ^ x ^j Ti«fc 'T î

a.

dans ces conditions,

de sorte que ces dérivées secondes absolues seront indépendantes de Tordre des
inddices, si les iihh sont assujettis à vérifier les relations

(IO) Tikh — Thkl — <shik;

il est clair que ceci ne définit pas complètement les symboles Tikh.
Ce que nous venons de dire s'applique aussi bien à une forme de Pfaff

dQ =

(*) C'est la définition du calcul tensoriel de Ricci et Levi-Civitâ.
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"51"
en posant —- = \h, la formule (9) est encore valable, et (7) s'écrit

(7') O

on retrouve la forme du covariant bilinéaire en calcul ordinaire ; il en résulte que,
pour que dQ soit une différentielle exacte, il faut et il suffît que ses dérivées secondes
absolues soient indépendantes de Tordre des dérivations; on obtient ainsi une ex-
pression simple du théorème de Frobenius. On peut dire, autrement, que les condi-
tions d'intégrabilité d'un système d'équations aux dérivées partielles du premier
ordre, à une fonction inconnue/,

- _ —x. (£= i, 2, . . . t n) ,

sont

cl tu k

[6] Par analogie avec le calcul différentiel ordinaire, la dérivation absolue nous
conduit à considérer la « différentiation absolue ». Étant donné un système de n
expressions différentiables X4, Xa, . .. ,Xn, (fonctions, formes de Pfaff, etc .) , nous
appellerons « différentielles absolue » de X^l'opération

h kh

Dès que Ton passe aux dérivées troisièmes d'une fonction, on est amené à consi-
dérer, d'une manière plus générale, des systèmes de quantités différentiables
Hr±r2...rm, affectées de m indices, riri .. . rm étant les arrangements complets de
i, 2, . . ., il, m h m. Définissons simultanément la différentiation et la dérivation
absolues, dans un tel système; ce sont les opérations

( » 2) dXr, . . . rm = tl\r± . . . rm — ^

et

izf = Xr-r-"k = ~i^~ ~
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le trait qui sépare rm de h indiquant que les indices qui le précèdent n'expriment
pas forcément des dérivations absolues. On a d'ailleurs

[7] Avant d'aborder les propriétés de ces opérations, définissons quelques opéra-
tions algébriques sur les systèmes d'ordre m (ou à m indices), ce qui va nous con-
duire à définir complètement les symboles ilkh.

Étant donnés plusieurs systèmes d'ordre m, Xr4...rm, YPl...Pm . . . ZPl...Pm, leur
somme est, par définition, le système de même ordre

Ur4..,rm = Xri...rm + YPl...rm "h + ZPl...rm.

Appelons produit de deux systèmes, d'ordres m e tp , XPl...Pm et Ys±...Sp, le*sys-
tème, d'ordre m + p7

Avec deux pareils systèmes on peut effectuer une autre opération que nous appel-
lerons « composition »('). Le système composé de X r i . . .W A . , .S p et YsL...Sp> d'ordres
m + p et pt est le système, d'ordre m,

Cette opération s'étend tout naturellement à plus de deux systèmes, ou à des

systèmes XPl...rm*4...Jp et Yt1..jqsL...Sp-
II est facile de voir que la differentiation et la dérivation absolue d'une somme

obéissent aux lois du calcul ordinaire, indépendamment delà nature des Tlkh. Quant
à la composition, sa dérivation, par exemple, donne

sx... sp/i Y 5 a . . . Sp)>

Pour retrouver la simplicité formelle du calcul différentiel ordinaire, on est

(*) C'est le terme employé par Ricci et Levi-Civitâ (cf. ouvrage cité).
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conduit à annuler la dernière somme ; le coefficient de la parenthèse étant XSOJÙ 4-
ce résultat sera obtenu si l'on assujettit xikh à la nouvelle relation

Les propriétés obtenues peuvent être résumées dans le tableau suivant :

{d

la formule (18) se généralise d'ailleurs immédiatement pour la composition de plus
de deux fonctions. On a des relations analogues pour les dérivées absolues.

[8] En résumé, ce qui précède nous a conduits à définir les symboles xlkhi intro-
duits dans le calcul différentiel absolu, par les deux relations

En particulier rlik= o, ilki = — T ^ = — alftl; enfin, l'expression générale
de iikh, en fonction des symboles <Jikh, est

Cette expression rappelle celle des premiers symboles de Christoffel, mais il est
bon de remarquer que, en fait, les Ttkh jouent le rôle des seconds symboles de
Christoffel.

Remarquons également que la différentiation absolue, appliquée aux formes de
Pfaff de base dcô , donne

8 do), — rfBwj = ^(ff/yM — T j ^ + T^Jd^Sœft = o;
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de sorte que, dans le calcul absolu, les cfa. auront les propriétés formelles des diffé-
rentielles exactes dx% du calcul ordinaire.

Les propriétés des coefficients itkh trouvent encore une application immédiate
dans l'opération corrélative du covariant bilinéaire; à savoir, la parenthèse de deux
opérateurs linéaires

les A^ Bi étant des fonctions de xiy oç^, . . ., xn. La parenthèse

(A, B ) / ^ A ( ( B ) / ) - B ( ( A ) / )

s'exprime comme en calcul ordinaire, si Ton considère les opérateurs linéaires air
sens absolu; autrement dit, étant donné un système de n fonctions ft, f%i . . ,, fnT

écrivons

On obtient, par un calcul très simple, compte tenu de (10) et (i5),

(A, B)/ =
i ih

la deuxième somme disparaissant si ƒ est une fonction de point.

[9] Nous allons voir, maintenant, un nouvel exemple de l'analogie formelle de
ces deux calculs différentiels. Auparavant, établissons une formule et rappelons
quelques symboles d'écriture.

En nous reportant aux formules (19) et (3'), nous avons

d'où Ton déduit

(ao)

Étant données, d'autre part, (n — r) fonctions ƒ,, ƒ,, . . . , ƒ,_,, de (n — 1}
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variables indépendantes yit ya, . . . , yn_it rappelons l'écriture symbolique employée
dans la théorie des intégrales multiples

df, df,... dfn_t = D^'f" • • -'/~> dyt... dyv_.

Si fi* ƒ»> • • •> A_4
 s o n t fonctions composées de n fonctions œlf x%, . . . , xn

des y±J . . ., ytt_4, nous pouvons écrire

-^———^—- ax±... da;a_(,

ou encore, d*une manière symbolique,

— fe,

le tableau représentant, par hypothèse, la somme des n déterminants obtenus, en
supprimant successivement chaque colonne, et en donnant aux produits des diffé-
rentielles dx% leur signification symbolique.

Ceci s'applique sans changement à n formes de Pfaff ; en particulier,

diot dco^ . . . do>n = (a) dxx dxt . . . dxn t

et, pour (n — i) fonctions ƒ , ,ƒ , , . . ., fn_L,

Ces définitions établies, considérons une Vn_4 entourant complètement une ré-
gion de l'espace à n dimensions; la formule de Green s'écrit, en calcul différentiel
ordinaire,

dxt„ ... dxn,

P,, P t, . . . , PK étant des fonctions bornées et dérivables du point (xt, xt, . .., œj.




