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PREMIERE THESE

SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU

Par M. René LAGRANGE,

Agrégé préparateur a I’Ecole Normale Supérieure.

INTRODUCTION

Le calcul différentiel absolu, introduit par Christoffel(*) et Riemann, et dont
Ricci et Levi-Civitd (*) ont fait un instrument remarquable, fut destiné tout d’abord
a déterminer les propriétés, indépendantes du choix des variables, d'un espace dont
le ds* est une forme quadratique donnée des différentielles des coordonnées.

Soit ds*—= th,‘dx,dx,, une telle forme quadratique, a n dimensions. Un chan-

k
gement de variables transforme les g, et leurs dérivées; il change également les

dérivées, des différents ordres, d’une fonction f(x,,x,, ..., x,) considérée comme
invariante. C’est la recherche, entre les g,,, leurs dérivées, et les dérivées de fonc-
tions analogues & f, des relations, indépendantes des variables, et méme de toute
déformation de I'espace qui conserve le ds®, qui est a l'origine du calcul différentiel
absolu.

Si, dans une pareille déformation, une fonction f est invariante, il en est de
méme de sa différentielle, de sorte que ses dérivées premiéres subissent une trans-
formation linéaire et homogéne. Il n’en est plus de méme, en général, des dérivées
secondes ; mais on peut retrouver une transformation linéaire, en modifiant la défi-

(*) Voir Christoffel, Journal de Crelle, tome 7o.
(*) Voir Math. Annalen, tome 54.
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nition de ces derniéres. Pour cela, on ajoute & la dérivée seconde ordinaire une
forme linéaire des dérivées premiéres, dont les coefficients sont formés 4 partir des
4. et de leurs dérivées; le choix de cette forme linéaire est tel que la dérivée, ainsi
définie, est encore indépendante de l'ordre des dérivations. Par cette opération, on
doit modifier également ies dérivées des ordres successifs, et, dés les dérivées troi-
siémes, on rencontre l'influence de 'ordre des dérivations, de sorte que la difficulté
initiale du changement de variables est transformée, mais non supprimée. Cette
incompatibilité de 1'espace général avec I'espace euclidien ds* =dx*+ ... + dx,’ se
traduit par les symboles de Riemann.

Le présent travail a pour but de montrer que I'on peut se placer a un point de
vue un peu différent, et d’établir, de cetle fagon, une méthode de calcul tout & fait
analogue au calcul de Ricci'et Levi-Civita. Il est partagé en cing chapitlres dont
voici le résumé succinct :

Dans le premier chapitre, j'introduis le calcul différentiel absolu en prenant,
comme variables indépendantes dans I'espace considéré, d’ordre n, n intégrales cur-
vilignes, et non plus, comme dans le calcul ordinaire, n fonctions de point. Dans
ce dernier calcul, les propriétés analytiques résultent de l'invariance, dans tout
changement de variables, de la différentielle d’'un invariant, et de 1'uniformité des
variables indépendantes x,; ici, cette derniére propriété ne subsiste plus, de sorte
que les dérivées, d’ordres supérieurs au premier, dépendent de l'ordre des dériva-
tions, et c’est ce qui introduit des symboles tout a4 fait analogues & ceux da Chris-
toffel. On est amené a changer la définition de la différentiation, de maniére & con-
server certaines propriétés formelles du calcul ordinaire; dans la « différentiation
absolue », une fonction ne joue plus un réle isolé, mais fait partie d’un systéme de
fonctions qui interviennent dans cette opération; la non-commutativité de cette dif-
férentiation fait apparaitre les analogues des symboles de Riemann.

Jétablis les régles de différentiation des sommes, produits et « compositions »
des systémes, et recherche enfin ce que deviennent les résultats généraux, lorsque
les formes do, ne sont plus uniformes.

Dans le chapitre 11, je rattache la covariance, telle qu’on la définit ordinairement,
au groupe des transformations orthogonales; les propriétés de la covariance, et sa
conservation par la différenliation absolue, s’en déduisent immédiatement. La déter-
mination des invariants revient alors a résoudre les transformations infinitésimales
du groupe orthogonal.

Ces considérations générales sont utilisées dans le chapitre III, pour exposer le
probléme analytique de I'application, et le probléme de la représentation conforme
sur l'espace euclidien, méme lorsque le rapport des deux ds est I'exponentielle
d’une intégrale curviligne.

Le chapitre IV a pour but d’exposer succinctement quelques résultats connus de
la théorie du vecteur, qui seront utilisés dans la suite.
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Enfin, dans le dernier chapitre, je me propose d’établir les propriétés métriques
d’une V, plongée dans un espace E,, qui apparaitraient & un observateur incapable
de s’orienter sur la variété et dans ’espace normal; ce probléme permet de généra-
liser un peu certaines définitions du calcul différentiel absolu, et met en évidence
trois séries de rotation, auxquelles correspondent trois séries de courbures. La
recherche des invariants nécessite la détermination des relations entre les courbures
de la V, et celles de I'espace E,; j'étudie plus particuliérement les courbures les
plus simples, ce qui conduit & quelques propriétés des V et & la définition de

N~—17?

quelques variétés particuliéres.




CHAPITRE PREMIER

Principes du Calcul différentiel absolu.

(1] Le calcul différentiel absolu est une généralisation du calcul différentiel
ordinaire, qui paraitra plus naturelle al'aide des quelques remarques suivantes.

Etant données n variables indépendantes x,, z, ..., z,, et une fonction f(x,, ..., x,),
les dérivées partielles premiéres de f'sont les coefficients des différentielles dx , ..., dx,,
n
, . o of
dans I'expression de sa différentielle : df = Z \—_dm,.
JL,

=1

Les dérivées partielles secondes sont les coefficients des mémes différentielles dx,
dans les expressions des différentielles des dérivées premiéres; et ainsi de suite pour
les dérivées d’ordres successifs. La propriété fondamentale de ces dérivées est d’étre
indépendantes de 1'ordre des dérivations. Cette propriété, qui nous parait intuitive,
découle du fait que les x, sont des fonctions de point; elle ne subsiste plus si le rdle
des dx, est rempli par n formes de Pfaff, linéairement indépendantes, mais non for-
cément différentielles totales exactes.

Conservons 1'écriture du calcul différentiel ordinaire, et désignons ces formes de
Pfaff par

(1) do, = a,dx, + ... + q,dx,.

Ceci revient & prendre comme variables indépendantes les intégrales curvilignes
Ly Tp . . . B 3
w, = f dw,, prises le long du chemin décrit par I'observateur; mais le seul
2,0 x,°

role utile est celui des dw,, et il n’est pas nécessaire de considérer ces intégrales
dans I'exposé du calcul.

Les a,, seront considérées, en général, comme des fonctions de point; mais
nous verrons que certains résultats subsistent si les a, contiennent eux-mémes des
intégrales curvilignes, Leur déterminant (@) est, par hypothése, différent de o; les
équations peuvenl donc étre résolues par rapport aux dx,,

(1) dx, = Ealkdml;

=1
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ot

les «,, satisfont évidemment aux relations suivantes :

Y . P
L ) 2 alk“hk = & (Eu =T g o, S1 1 :‘: k) ’

3 k

et leur délerminant («) est égal &

L
(a)’

[2]) Etant donnée une forme de Pfaff dw, oun appelle covariant bilinéaire de cette
forme de Pfaff V'opération 3dw, —d3w,, que jécrirai encore (3,d)w, C’est une
forme bilinéaire des dx,, 3x, :

_ da,, bau R
() ¢, Do, = (E — ) dm, 5,
k.

On sait que, pour que «, soit une fonction de point, il faut et il suffit que son

covariant bilinéaire soit nul. Les dw (r=1,2,...,n) devant remplacer les dx,

dans le calcul différentiel absolu, il est naturel d’exprimer (3, d)w, 4 'aide de nos
formes de Pfaff, bases de ce calcul. En posant

2 da,, da,

— J

(3) GN‘L < Dm} bwk ark as) b
ke

nous avons

(4) G, dyo, = ¥ 6,,do S0,

rs

11 résulte de (3) que ¢,, + ¢, = 0, et, en étendant la somme (4) aux seules
combinaisons des indices, ce que j'exprimerai en entourant ceux-ci d’une paren-
thése, il vient

%" G, dyo,= Yo, (do,50, — dv,30,).
(r,s)

[3] Etant donnée une fonction f(x,, ..., x,) des variables x,. ..., a,, nous

appellerons dérivée partielle premiére de f par rapport a o, le facteur de dw, dans
Vexpression de df.

En exprimant les dx, en fonction des dw,, nous avons

Q Q Q J
df:E—‘\——x[—k—dxk:Edm;(u“D—'mf%-{—a f++a f),
k

12 bx’
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C’est I'opérateur linéaire entre parenthéses qui est la dérivée en question, et nous’
poserons

‘\ Df Q D_]" Af
) el A, — N —
( ) Dw‘ (13 “‘x‘ + 92 am + + a”l Dm

1) n

Inversement, on a

) o Ya A
o, % dw,

i

Plus généralement, si dQ est une forme linéaire des dw, non forcément diffé-
rentielle totale exacte, nous appellerons dérivée partielle premiére de Q par rapport

5 . ipe 00
a o, le coefficient de dw, dans dQ. On peut encore I’écrire
J
12
La définition des dérivées premiéres peut se répéter, et conduit aux dérivées des

Dm f

, les dérivations étant effectuées dans l'ordre wp,,
dwp, dwp, dwyp,,

différents ordres,

Wryy « v vy Ory,.

Il est évident que les dérivées d’'une somme ou d’un produit de fonctions s’ob-
tiennent par les mémes régles qu’en calcul différentiel ordinaire; de méme les déri-
vées d’une fonction composée. Mais la propriété des dérivées d’étre indépendantes
de Tordre des dérivations n’apparait pas avec les dérivées secondes. Remarquons,

N
par exemple, que les -bff— forment un systéme complet d’opérateurs linéaires, arbi-
wl
VAR
dw,dw, o dwdw,
thése de deux de ces opérateurs, qui n’est pas nulle en général. On obtient, par un

traires au méme titre que les dw,; n'est autre chose que la paren-

.calcul connu,

(6) (o W=l = Yo L

do, D, dodo,  dw dw, o,

i

Cette formule s’obtient aussi en écrivant que df est une différentielle exacte.

Plus généralement, pour une forme de Pfaff quelconque dQ = }: K do,, ona

t

YN

4 ‘\'\\
7 3,d)Q = EQ r L+ Eam)\) (dow_ 3w, — dw 3w ),

S —
dw, dw, -
(r.s) i

et 'on retrouve bien la formule (6) lorsque (3, 7)) = o.
Remarquons gue I'on peut encore écrire

da da de Al
ot Y Ay Ay Y &g CX g
k&) G,v‘l,:: L * —_ - ‘\;Jatk N, - \'

rk doo, ok Yo, dw, dw, /
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[4] 11 résulte du paragraphe précédent que nous devrons modifier la définition
de la dérivée seconde si nous voulons qu’elle soit indépendante de I'ordre des déri-
vations. Nous verrons plus tard que, consécutivement & cette définition, les formes
de Pfaff prises pour base de notre calcul joueront le rdle de différentielles exactes.

Pour cela, considérons de nouveaux symboles r,,,, que nous définirons au fur et

A mesure des besoins. Etant données n fonctions f,, f,, ..., f,, considérées simulta-
nément, appelons « dérivée partielle absolue de f, par rapport &4 w_», I'opération

n

oW,
(8) ’D—L‘l;-——b—w:'—ZTmrfa,

le trait qui surligne le premier membre indiquant que cette opération est distincte
de la dérivation ordinaire qui s’effectue dans le second membre. Cette définition,
qui s’applique & n fonctions quelconques, s’éclairera par la suite, & I'aide de quel-
ques exemples.

{B] Considérons alors une fonction f, et 'ensemble de ses n dérivées premiéres

A
d y o 7 . r e v oy

fi= bf . Les dérivées partielles absolues de ces dérivées premiéres seront, par défi-
w;

1

nition, les dérivées secondes absolues de f(*). Nous pouvons donc écrire

A, dw, dw, o dw, dw,, )

(9) S = &7 = Vi ——an _E’ﬂ'iuk bo{;

dans ces conditions,
. \ ) Q
Jiu—Su= 2_. (— Tiak + Thai + ki) ———‘f ,
dweg

o

de sorte que ces dérivées secondes absolues seront indépendantes de l'ordre des
inddices, si les 7, sont assujettis & vérifier les relations

(IO) Tikh ™ Thke T Okt

il est clair que ceci ne définit pas complétement les symboles =,,,.

Ce que nous venons de dire s’applique aussi bien & une forme de Pfaff

dQ = M\ N do,;

13

(*) Cest la définition du calcul tensoriel de Ricci et Levi-Civita.
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I,
en posant B—’ =12, la formule (g) est encore valable, et (7) s’écrit
@y

(7" G AQ = Y (A, —N\,) [{do,30,— dodo);
(r,s)

on retrouve la forme du covariant bilinéaire en calcul ordinaire; il en résulte que,
pour que dQ soit une différentielle exacte, il faut et il suffit que ses dérivées secondes
absolues soient indépendantes de I’ordre des dérivations; on obtient ainsi une ex-
pression simple du théoréme de Frobenius. On peut dire, autrement, que les condi-
tions d’intégrabilité d'un systéme d’équations aux dérivées partielles du premier
ordre, a une fonction inconnue f,

df .
S =N (i=r1,2,...,n),
LLL)i
sont
N, - Ik,
D(.l)k b(})‘

[6] Par analogie avec le calcul différentiel ordinaire, la dérivation absolue nous.
conduit & considérer la « différentiation absolue ». Etant donné un systéme de n
expressions différentiables X, X,, ..., X,, (fonctions, formes de Pfaff, etc...), nous
appellerons « différentielles absolue » de X,,1’opération

— X
(11) X, = :m= dw, = dX, — ¥ 70X, dw,.
co,
kh

Dés que I'on passe aux dérivées troisiémes d’une fonction, on est amené 4 consi-
dérer, d’'une maniére plus générale, des systémes de quantités différentiables
Xr,ro...rms affectées de m indices, r,r,...r, étant les arrangements complets de
1,2,...,n, mam. Définissons simultanément la différentiation et la dérivation
absolues, dans un tel systéme; ce sont les opérations

g \
(12) d‘\"d""'m - d\"1 ™m }_‘ Trathr, -"u_lk"“+l'--"m d(')hy
wkh
et
. P X ~
(ld) LR I My T - AY
—_— 4 — r Rh \ry ..
c\w, r.oorpih Dmh ,>_J rmch Pyl kr 10 Tmo
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le trait qui sépare r, de h indiquant que les indices qui le précé¢dent n’expriment
pas forcément des dérivations absclues. On a d’ailleurs

(14) K"r”"m == ZX"a'v-rm/hdwh'

h

[7) Avant d’aborder les propriétés de ces opérations, définissons quelques opéra-
tions algébriques sur les systémes d’ordre m (ou 4 m indices), ce qui va nous con-
duire & définir complétement les symboles ,,, .

Etant donnés plusieurs systémes d’ordre m, Xr,...r,, Yr, Zry...rpy, leur

R S

somme est, par définition, le systéme de méme ordre
Un.‘.rm - Xm...rm + Yr,...rm + ... + Zr,...rm-

Appelons produil de deux systémes, d’ordres m et p, X,.. .r
téme, d’ordre m + p,

m

et Ys,...s,, lesys-

Z = X,.

1. PmSq. .. Sp

Ys,...s

"

BRE )

Avec deux pareils systétmes on peut effectuer une autre opération que nous appel-
lerons « composition » (‘). Le systéme composé de Xr,...r,s....s, €t Ys,...s,, d’ordres
m + p et p, estle syst¢tme, d’ordre m,

Zr,...rm - Z Xr.,...rms,...sti.A.sp-
Sy-Sp

Cette opération s’étend tout naturellement a plus de deux syslémes, ou & des
systémes Xr,...rps,...s, € Yo ts,. s,
Il est facile de voir que la différentiation et la dérivation absolue d'une somme
obéissent aux lois du calcul ordinaire, indépendamment de la nature des t,,,. Quant

a la composition, sa dérivation, par exemple, donne

~
r
lri...rm/i == Z (Xrﬁ...rmsi...sst‘...sp/i + Xri.,.rmsi...sp/iYs,l.A.sp)

54.0-Sp

+ 2 Tsaki(er. S TmSa. .- Sp Ys,. . .sv_;xksﬂ_l. ..Sp + Xn..,r,,ﬁ4 ...sa_lks“+x. ..Sp Ysil..sp)-

wkSy...Sp

Pour retrouver la simplicité formelle du calcul différentiel ordinaire, on est

(*) Cest le terme employé par Ricci et Levi-Civita (cf. ouvrage cité).
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conduit & annuler la derniére somme; le coefficient de la parenthése étant = xi + hs,i,
ce résultat sera obtenu si I'on assujettit r,,, 4 la nouvelle relation

(15) Tikn T Thin = 0.

Les propriétés obtenues peuvent étre résumées dans le tableau suivant :

(18) dXryeoop + Yrpoor+ o) =dXop v A, e

(17) a(Xr'iv.J',,LYs,...s,,Zt,...tq)
= ZIXriu.rm- Ys,. . .s,,Zti. . ‘tq-{‘ Xri. . .rm(_}Ys1 . .sp~Zl,...tq + Xr,,. .rmYs, ...spazti...lq

(18> El( 2 er,,_r,,,si...sthi...t,,si...sp>

$4..:5p

~ (_ i . - )
= Z d)&q.,.rmsi.,.sp-Ytﬁ..Atqsi,..sp + Xri...rmxi...sp- dY!,...lqspA.sp),
$4...8,

<SP

la formule (18) se généralise d’ailleurs immeédiatement pour la composition de plus
de deux fonctions. On a des relations analogues pour les dérivées absolues.

[8] En résumé, ce qui précéde nous a conduits & définir les symboles t,,,, intro-
duits dans le calcul différentiel absolu, par les deux relations

(10) Ty — Thki = O

(15)  Typ + T =o0.

En particulier 7, = o0, 1, = —1,= — ¢ enfin, l'expression générale

ikt ?

de t,,,, en fonction des symboles s,,,, est
I
(19) Tikn — ;(Gkki + Guik = Susa)-

Cette expression rappelle celle des premiers symboles de Christoffel, mais il est
bon de remarquer que, en fait, les t,,, jouent le role des seconds symboles de
Christoffel.

Remarquons également que la différentiation absolue, appliquée aux formes de
Pfaff de base dw,, donne

3 Fa S
8dw; — ddw, = E (6 — Tin T Tan) doo B0, = 03
kh
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de sorte que, dans le calcul absolu, les do; auront les propriétés formelles des diffé-
rentielles exactes dx, du calcul ordinaire.

Les propriétés des coefficients 1,,, trouvent encore une application immédiate
dans 'opération corrélative du covariant bilinéaire; & savoir, la parenthése de deux
opérateurs linéaires

df o
A(f)—A‘b_m,+ +A”DTu
2 P
B(f)=B,L+ ... +B,2L,
dw, dw,
les A,, B, étant des fonctions de «,, «,, ..., x,. La parenthése

(A, B)f == A((B)f) — B((A)f)

s’exprime comme en calcul ordinaire, si I'on considére les opérateurs linéaires au

sens absolu; autrement dit, étant donné un systéme de n fonctions f,, f,, ..., f.,
écrivons '
— Y, o,
A(f,)= A, + ...+ A,
dw, dw,

On obtient, par un calcul trés simple, compte tenu de (10) et (15),
s ] A\

A, B)f = Y| K(B)—B@®) |55 — DABw—/u),
i ' ik

la deuxiéme somme disparaissant si f est une fonction de point.

[9] Nous allons voir, maintenant, un nouvel exemple de I'analogie formelle de
ces deux calculs différentiels. Auparavant, établissons une formule et rappelons
quelques symboles d’écriture.

En nous reportant aux formules (19) et (3'), nous avons
da, do
Tk = G = A, | —= — -—’”)
1kk kik 2 ks < b(')k awi ’
S
d’ou 'on déduit

1 ¥a) O 0%,
(20) D=5+ DT
k 3

s

Etant données, d’autre part, (n — 1) fonctions f,, f,, ..., Saeyr de (n — 1)
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variables indépendantes y,, ¥,. ..., y,_,, rappelons I'écriture symbolique employée
dans la théorie des intégrales multiples

_DUnfe o fid g,

af.df, ... df,_, = LAy, .-
) ’ ' D(yl’ ""yn—-l) !
Si f,, fo» .-, fo, sont fonctions composées de n fonctions x,, x,, ..., x,
des y,, ..., ¥,.,, nous pouvons écrire

2 N
D({A’fz’ t .fn—q) dx dl'n—+— . + (fﬂj; ‘fn 4) dw‘d
d (362, ceey Xy ‘\(wu LR ] xll'—‘l)

afdf, ... df,, =

n—q?

ou encore, d’'une maniére symbolique,

d, 2 N
/. d. /. de, ... .. /. dx,
dr, t dw,  ° X,
dfdf, ... df, =1 . . l
d B
fn——l d Y d e ¢ n—4 dwn [
2z, dx, 0z,

le tableau représentant, par hypothése, la somme des n déterminants obtenus, en
supprimant successivement chaque colonne, et en donnant aux produits des diffé-
rentielles dx, leur signification symbolique.

Ceci s’applique sans changement & n formes de Pfaff; en particulier,

dw,do, ... dw, = (a)dx,dx, ... dx,,

et, pour (n — 1) fonctions f,, f,, ..., fu_.

df,df,...df,_, = Eb(w a-(f”f” ~ f"_‘) do, ... dml_‘dmt_! Lo dmn.

. (v)l__‘, (OL_'_” “ .. (v)n

l

Ces définitions établies, considérons une V,_, entourant complétement une reé-

n—i4

gion de l'espace & n dimensions; la formule de Green s’écrit, en calcul différentiel
ordinaire,

P P
ff f(P . )docdac . dz,
dx (1,
_// /2_‘( Y'Pdx, ... dx_,dx,_, ...dx,

P,, ..., P, étant des fonctions bornées et dérivables du point (z,, z,, ..., %,).

1’ 2

P






