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Première Thèse

Sur les solutions discontinues dans le calcul
des variations.

Introduction.
Soit f(x, y, y') une fonction des trois variables qui est continue,

ainsi que ses dérivées partielles jusqu'à celles du troisième ordre, tant
que le point (x, y) reste dans une région connexe du plan R et pour

toutes les valeurs finies de y' = -~-. Soit encore donné l'ensemble Wl des
y dx

courbes continues, joignant les deux points donnés P1(x1,y1) et P2(x2,y2),
qui satisfont aux conditions connues de régularité (continuité, existence
des dérivées, etc) et qui sont situées à l'intérieur de la région R.

Le problème général du calcul des variations peut être formulé ainsi :
Parmi les courbes de Vensemble 9JÎ en trouver une telle que Vintégrale

J = ƒ f(x, y, y')dx
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prise le long de cette courbe ait une valeur plus petite ou plus grande
que le long de toute autre courbe de cet ensemble.

On sait que les extrémales satisfont à l'équation d'Euler

En outre si la courbe continue cherchée est anguleuse, les directions des
tangentes aux points anguleux vérifient les deux relations suivantes:

f(vo> Vo> y'o) — y'o fy' (%o> yo> y'o) = f(%0> y09 y'o) — y'oWixo> y^ yô)

fv'(xo> VQ> y'o) = fv'(xo> 2/o> y'o),

2/o e^ Ho étant les coefficients angulaires des tangentes aux deux arcs
d'extrémale au point (x0, y0) où ces arcs se rejoignent.

Mais il y a des problèmes où aucune courbe continue ne rend l'inté-
grale minimum tandis qu'il existe des courbes discontinues, c'est-à-dire
présentant des sauts brusques, qui fournissent un vrai minimum de l'inté-
grale dans un sens bien déterminé. C'est de ces solutions discontinues
que nous allons nous occuper dans ce travail. Pour bien comprendre le
problème, prenons l'exemple bien connu de Weierstrass:

Soit à trouver la valeur minimum de l'intégrale

prise le long d'une courbe continue, joignant les deux points P1 et P2

de coordonnées ( — l , a ) , (1 ,6 ) ; a étant distinct de 6. Il n'existe aucune
extrémale continue joignant les deux points Px et P 2 . Mais la limite in-
férieure de 3'intégrale J est égale à zéro. En effet, en désignant par £
une constante, envisageons la fonction:

, arctg ~

arctg —

La courbe représentée par cette équation passe par les deux points Px et
P 2 . Quand on met à la place de y la fonction précédente, on obtient le
résultat suivant:

J<
2 arctg —

Donc J sera aussi petit que l'on voudra si | est pris lui-même assez
petit. La limite inférieure de l'intégrale est donc bien nulle. Mais d'autre
part quelle que soit la courbe continue joignant les deux points Px et P 2 ,
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la valeur de l'intégrale J prise suivant cette courbe ne peut être nulle.
On en conclut que le problème proposé n'admet pas de solution continue.

Mais quand f tend vers zéro, on a à la limite

y = a x < 0,
y = b x>0,

C'est cette fonction discontinue qui fournit pour l'intégrale de Weierstrass
la valeur minimum zéro. On voit donc que pour le problème de Weierstrass
l'extrémale est discontinue et présente un point de discontinuité de première
espèce.

En général, quand le problème donné n'admet pas de solution con-
tinue, vu la nature de la fonction ƒ, il y a lieu d'élargir l'énoncé du
problème par l'introduction de courbes discontinues ayant des points de
discontinuité de première espèce. Ces solutions seront dites solutions dis-
continues 1).

Le but de ce travail est de trouver pour le problème donné l'ex-
trémale discontinue ayant un point de discontinuité de première espèce,
qui passe par deux points donnés P1 et P2 et de déterminer les conditions
nécessaires et suffisantes de l'extremum pour ces solutions. Mais pour que
cette généralisation ait un sens et une raison, les extrémales discontinues
doivent être d'une nature spéciale:

La courbe discontinue ayant un point de discontinuité de première
espèce est la limite d'une suite de courbes continues. Appelons courbes
d'approximation les courbes continues qui tendent vers l'extrémale discon-
tinue. Comparons l'intégrale J prise le long de l'extrémale discontinue
à la même intégrale prise le long des courbes d'approximation. Il ne
suffit pas de s'assurer que la première intégrale soit plus petite que les
dernières, il faut encore que parmi celles-ci il y en ait qui s'approchent
autant qu'on veut de la première. Ce n'est que des courbes de ce genre-
là que nous tenons compte comme courbes de comparaison continues.
Nous les appelons courbes d'approximation admissibles. Par exemple pour
le problème de la moindre distance nous verrons (page 11) qu'il n'existe

*) On a l'habitude, dans le calcul des variations, d'appeler discontinues les extré-
males continues à points anguleux. Cette dénomination qui a passé dans presque tous
les traités ne nous semble plus tenable du moment qu'on introduit de vraies courbes
discontinues. C'est pourquoi nous préférons appeler anguleuses ces extrémales en
reservant le nom de solutions discontinues aux nôtres.

1*
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pas de courbes d'approximation admissibles et par conséquent pour ce
problème les solutions discontinues n'ont pas de sens. Pour le problème
de Weierstrass la condition énoncée est satisfaite, c'est pourquoi les
solutions discontinues y ont un sens.

Nous diviserons l'exposé en deux parties. Dans la première partie
nous développerons les conditions nécessaires pour le minimum. La seconde
partie sera consacrée aux conditions suffisantes. A la fin de cet exposé,
nous donnerons deux exemples de ce genre de problèmes. Il ne sera question
dans la suite que du premier des deux extrema, minimum et maximum.

Je dois à M. E. Vessiot quelques remarques très précieuses au point
de vue de la rigueur de certaines notions. Je lui adresse ma reconnais-
sance respectueuse.

Je suis profondément reconnaisant à M. 0. Blumenthal qui a été le
premier à s'intéresser à mes recherches exposées dans ce travail. Il m'a
donné des conseils très précieux pour le travail. Je suis heureux de lui
adresser mes plus affectueux remerciements.

I. Conditions nécessaires.

A. Conditions du premier ordre.
1. Nous prenons l'équation générale des courbes discontinues sous

la forme
y = y(x), x±<x^x2

où la fonction y(x) présente dans l'intervalle (#19 #a) un point de dis-
continuité de première espèce x = xQ. Dans les intervalles

elle est continue, aucune des tangentes n'est parallèle à l'axe des y, et
le coefficient angulaire y'{x) reste toujours borné.

La courbe représentée par l'équation y = y (x) se compose de deux
arcs de courbes continues telles que P1 Ro, Bo P2, qui ne se rejoignent
pas (fig. I) ; la valeur de y qui correspond à l'abscisse x0 du point de
discontinuité peut être quelconque, parce qu'elle n'influe nullement sur la
valeur de l'intégrale prise le long de la courbe correspondante. Nous
appelons les points où a lieu la rupture de ces courbes continues : points
de rupture.

L'intégrale

îf(x,y(x),y'(x))dx
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prise le long d'une courbe discontinue est la somme de deux intégrales

ff(x, y (x), y'{x)) dx + Jf(x} y(x)9 y'(x)) dx.

Dans chaque intervalle partiel y(x) est continue et y'(x) est bornée;
par conséquent l'intégrale a une valeur finie. Nous écrirons cette inté-
grale e/ç en indiquant la courbe (£ le long de laquelle elle est prise.

Dans la théorie figurent en outre des courbes continues dont nous
déterminerons la forme dans le n° suivant.

2» Définissons maintenant le voisinage de l'extrémale discontinue,
dans lequel doivent être situées toute autre courbe discontinue analogue
et toutes les courbes continues de comparaison joignant les deux points
donnés Px (x19 y±), P 9 ( s 2 , y2).

Soit
( xo

¥o(x) xo<x:

l'équation de l'extrémale discontinue du problème; x = x0 le point de
discontinuité; RQ(x0, y0), R0(x0, y0) ses points de rupture. Considérons
le trait brisé P1E0R0P(2 composé
des deux arcs continus P± Ro, Ro P2

de notre extrémale et du segment
vertical R0R0. Formons un do-
maine tel qu'à chacun de ses points
(x9 y) correspond un point (#°5 y0)
du trait brisé dont la distance à
(x, y) soit plus petite qu'une quan-
tité donnée Q. Ainsi nous formons
la région RQ ombrée sur la figure,
dans laquelle doit être située toute
courbe continue de comparaison et
toute courbe discontinue analogue ayant les points de rupture dans les
cercles de rayon Q décrit autour des points Ro, Ro et joignant les points
extrêmes P15 P2.

Nous pouvons maintenant déterminer la forme des courbes continues
de comparaison d'une façon précise.

Soit ^(P±KKP2) une courbe discontinue quelconque de la région RQ

joignant les deux points extrêmes P±, P2. K, K étant ses points de
rupture et x0 leur abscisse commune.

Fig. 1.
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La forme des courbes en question est celle des courbes continues de
la région RQ joignant les mêmes points extrêmes et se rapprochant de
plus en plus de la ligne brisée P±KKP2 de sorte qu'aucune des tangentes
ne soit parallèle à l'axe des x. Nous dirons brièvement que ces courbes
tendent vers (£.

Soit

l'équation d'une courbe pareille Àn, choisissons une succession de nombres
positifs sn décroissant et tendant vers zéro. Il est facile de voir d'après
la définition mentionnée tout à l'heure que la dérivée Wn(x) n'est pas
bornée dans l'intervalle (x0 — en, x0 + en) lorsque n tend vers l'infini.

L'arc de la courbe Xn dans l'intervalle (x0 — en, xo-\- en) joue le rôle
prépondérant pour la détermination des formes possibles de la fonction ƒ
correspondant au problème à résoudre. Nous appellerons cet arc la chute
de la courbe Xn.

2M s . Les méthodes du calcul des variations ne nous permettent d'ad-
mettre comme courbes de comparaison continues que des courbes qui vérifient
la condition analogue à celle mentionnée pour les courbes d'approximation
dans l'Introduction. C'est-à-dire, soit {Xn} un ensemble de courbes continues
de la région RQ tendant vers une courbe discontinue Ë quelconque de la
même région. (En particulier la courbe S est Pextrémale @0 lorsque {Xn}
est un ensemble de courbes d'approximation.) Il s'agit de trouver un mini-
mum dans le champ de tous les ensembles {Xn} et des courbes discontinues
correspondantes K telles que l'intégrale J prise suivant Xn s'approche autant
qu'on veut de la valeur de la même intégrale prise suivant la ligne fë.
Ce ne sont que des courbes Xn de ce genre et des courbes discontinues (S
correspondantes que nous admettons comme courbes de comparaison. Nous
les appelons courbes de comparaison admissibles.

Nous dirons donc que la ligne discontinue (£0 fournit un minimum
relatif de Vintégrale J, si la valeur de cette intégrale, prise suivant la
ligne ©0 est plus petite que pour toute autre courbe discontinue analogue
admissible ou toute courbe continue admissible joignant les deux points
donnés P± et P2 et située tout entière dans la région RQ.

De cette définition on déduit la première condition à laquelle doit
satisfaire la ligne ®0.

Pour que la ligne ©0 donne un minimum relatif de l'intégrale J il
est nécessaire que les arcs P±B0, B0P2 soient des courbes extrémales
(courbes d'Euler) vérifiant toutes les conditions du minimum ordinaire.
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3. Nous allons tout d'abord résoudre la question fondamentale:

Sous quelle condition Vintégrale J prise suivant la courbe d'approxi-
mation peut-elle approcher autant qu'on veut de la valeur de la même
intégrale prise suivant Vextrémale (£0.

Soit {Xn} l'ensemble des courbes d'approximation admissibles et

l'équation de la courbe Xn. Dès lors on a

(1) lim AJn = lim(JXn - J9o) = 0,

ou bien

lim Jf(z, con{x), a>n(z))dz=jf(z9 <po(x), <p'0(x))dz.

Soit en outre (x0—cn, x0 -f- en) l'intervalle de la chute et
K(xo—en, yo + rj), K(xo-{-en, 270+?y) les points de la courbe Xn cor-
respondant aux abscisses x0 — en, xo-\- en. Joignons les points P19 K et
K,P2 par les courbes extrémales voisines PXK, KP2 (fig. 9, n° 26).
Il est évident que la courbe Ln(P±KKP2) formée de ces deux arcs et
ayant la même chute est une courbe d'approximation. Donc à l'ensemble {An}
correspond l'ensemble {Ln} ainsi formé.

Pour que les méthodes du calcul des variations soient applicables
dans le cas du problème à résoudre, nous devons nécessairement admettre
que pour le minimum on doive avoir à la fois

c'est-à-dire, au point de vue de la recherche des conditions nécessaires et
suffisantes il faut que les deux champs {Xn} et {Ln} soient équivalents.

Appelons y = <pn(z) l'équation de la courbe Ln. En tenant compte
des dernières inégalités et de l'équation (1) on en déduit la condition
suivante nécessaire pour que le problème posé soit résoluble

lim (JLn — Jao)

= lim [ƒ f(x, cpn{x), <pn(x))dx — ƒ f(z, <po(z)9 <p£(x))dx] == 0.
n-> oo Xi %x

Donc si {Xn} est un ensemble de courbes d'approximation admissibles,
l'ensemble correspondant {Ln} doit être également admissible.

D'autre part, si rj est un nombre positif arbitrairement petit les
deux courbes Ln et (£0 à partir d'une certaine valeur de n auront entre
elles en dehors de l'intervalle (x0 — en, x0 -f- en) un voisinage d'ordre 1
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défini par ce nombre rj.2) C'est-à-dire à un nombre positif v aussi petit
qu'il soit on peut faire correspondre un autre nombre entier N tel que
pour n > N on ait

pourvu que x appartienne à Vintervalle (x1, x0 — en) ou à (xQ-\-en, x^).

Cela posé, nous allons démontrer que la condition mentionnée ci-dessus
équivaut à la suivante:

L'intégrale J prise suivant la chute de la courbe d'approximation
admissible doit tendre vers zéro.

Il est aisé de voir que cette condition est suffisante. Démontrons
qu'elle est aussi nécessaire.

Considérons l'intégrale J prise suivant la chute de la courbe Xn. Comme
la courbe Ln a la même chute, par suite on peut écrire

X0-sn

Xi Xx

- I [f(x, <Pn(x), <p'n(x)) — f(z,<pQ{x)9<p'o(x))]dx

+ I f(x9<p0(x)9<p^

d'où vient
X0 + en

J f(x, œn(x)9 co'n(z))dx\
X0-en

£ \Jf(x> <Pn(
x)> <p'n{

x))dx —Jf(x, <po(z)9 (p'0(x))dx
Xi XX

X0-en

+ J [f(x, <pn(x), <p'n(x)) — f(x, <po(x)9 <PQ(X))] dx
Xi

X0-en

X0+sn

+ 1 ƒ f(x9 <po(x), <p'0(x))dx

2) Hadamard, Leçons sur le calcul des variations, p. 49.
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D'après les inégalités (rj) et l'équation (2), chaque terme du second
membre sera aussi petit qu'on voudra pour n assez grand. Il en sera de
même du premier membre c'est-à-dire

(A) lim ƒ "f(x, a>n(x), <(*))<** = 0,
n->- ce %0 — £n

et notre proposition est démontrée.

Considérons maintenant l'ensemble {\} des courbes continues tendant
vers une courbe discontinue quelconque fë de la région Re.

D'une façon analogue on peut démontrer que la condition nécessaire
et suffisante pour que les courbes {Àn} et la courbe correspondante (£
soient admissibles est la suivante :

_ Xo + £n

(A) lim ƒ f(x,œn(x),œ'n(x))dx = 0,
n->x x0 — en

où y = cön(%) est l'équation de la courbe Xw et x = x0 le point de dis-
continuité de la courbe ©.

4. On voit donc que la question de l'existence des courbes con-
tinues admissibles se ramène à celle des courbes discontinues admissibles,
c'est-à-dire à l'existence des valeurs de x0 pour, lesquelles la condition
fondamentale (Â) est satisfaite [points de discontinuité admissibles).

Il y a deux cas à distinguer. Ou la condition (Â) peut être satisfaite
pour un ensemble continu de valeurs de x0, ou bien il n'y a que des valeurs
isolées de x0.

3) Par exemple pour le problème que nous donnons à la fin
de notre travail

x2

fsin(yy') dx

l'abscisse x0 du point de discontinuité admissible est absolument arbitraire,
tandis que pour le problème de Weierstrass, il n'y a qu'un seul point de
discontinuité admissible x0 = 0.

Il y a avantage à exprimer ce raisonnement sous forme géométrique.
Les points de rupture des courbes discontinues admissibles doivent se

trouver dans deux cercles de rayon Q décrit autour des points de rupture
Bo, Bo de l'extrémale @0.

Dans le premier cas (cas général), nous allons résoudre le problème
posé lorsque chaque couple de points ayant la même abscisse, situés à

3) On peut s'assurer qu'il n'y a que ces deux cas à distinguer, au moins en
soumettant la fonction ƒ aux conditions connues de régularité.
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l'intérieur de ces cercles peut servir de points de rupture d'une courbe
discontinue admissible4).

Dans le second cas (cas exceptionnel) les points de rupture en restant
toujours dans les mêmes cercles sont tous situés sur la droite x = x0

qui passe par les points de rupture Ro, Ro de ®0.

4Ms. Il est peu probable qu'on puisse trouver une règle générale
permettant de reconnaître dans quels cas la condition (A) pourrait être
vérifiée. On peut indiquer des règles d'une application de plus en plus
étendue mais pas de règle générale.

Voici quelques-unes de ces règles.

La condition (A) est vérifiée pour toutes les valeurs x0 dans les cas
suivants :

1°. Lorsque la valeur absolue de la fonction f pour toutes les va-
leurs de x, y, y' de la région R reste toujours inférieure à un nombre M.
Ainsi par exemple sont les problèmes

)F(x,y)smy'dx,

où G(x, y), F(x,y) sont des fonctions bornées dans la région R; h est
un nombre positif.

2°. Lorsque en chaque point d'une droite de coefficient angulaire —

on a

le étant un nombre positif inférieur à l'unité.
Tel est le cas des problèmes

fF(x,y,y')îlT+y*dx, JF(x, y, y') {y'* - y'*)àx
XX Xi

F(x, y, y') étant une fonction bornée dans la région de régularité R.

4) II y a cependant des cas où les deux points de rupture ne peuvent pas varier
indépendamment l'un de l'autre, mais où ils sont liés par une relation. On peut le
voir par l'exemple du problème

flf(y>y')dx.

f(V>y') étant un polynôme par rapport à y' et une fonction impaire de y,
c'est - à - dire

n-v,v')=-f(»,v')-
Cette remarque s'applique aussi au cas exceptionnel.
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3°. Dans le cas particulier

f=<p{x,y)(ay'*+by' + c),

où a,b,c sont des constantes; <p(x,y) étant borné. Pour x constant
appartenant à un certain intervalle (f15 f2), <p(x,y) change de signe au
moins deux fois.

Tel est le problème

f{Ay* + By + C) (ay'* + by' + c)dx.
Xi

La chute admissible existe lorsque B2 — 4tAC > 0; elle n'existe pas lors-
que B2 — AAc < :o .

On peut enfin donner une condition générale pour que l'existence des
courbes continues admissibles soit impossible. Faisons la transformation

x = Y, y = X.
Alors on aura

dy 1
dx dY_

dX
et

x0 + ?n lo + V

J7(x, y, y') dx = ƒ Y'f ( r , X, ̂ ) dX,
%o - en Vo + V

où y0 -(- r\, yo-{-ri sont les ordonnées des extrémités de la chute d'une
courbe d'approximation.

La différence entre les limites de l'intégrale du second membre tend
vers y0 — y0. Une pareille forme de l'intégrale nous permet très souvent
de constater si l'équation (A) pourra être vérifiée. Par exemple, si la

fonction Y' f(Y, X, —T ) e n gardant un signe constant dépasse une certaine

limite presque partout dans l'intervalle d'intégration, l'équation (A) ne
peut être satisfaite. Ainsi sont les problèmes

JfïTT^ dx, ƒ y«ïT+Y1 dx.

5. Conditions fondamentales. Nous avons dit au n° 2b i s qu'une solution
discontinue du problème à résoudre se compose de deux arcs de courbes
extrémales (courbes d'Euler). Il faut en outre que certaines conditions
soient vérifiées aux points de rupture. Pour les obtenir, nous allons
montrer qu'il suffit de comparer Pextrémale (£0 à toute autre courbe
discontinue admissible de la région RQ.


