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PREMIÈRE THÈSE.

CONTRIBUTION

A

L'ÉTUDE DE LA SÉRIE CONJUGUÉE
D'UNE SÉRIE DE FOURIER.

CHAPITRE I.

INTRODUCTION.

1. 1. L^objet du présent travail est d^étudier quelques questions
relatives à la convergence et à la sommabilité de la série conjuguée
d'une série de Fourier. Avant d'en aborder le détail, nous nous pro-
posons de donner un aperçu bref, mais assez complet, des dévelop-
pements apportés à cette théorie de différents points de vue.

Soit

(t. n) - ao + V (a^cosn^-f- bnûnnx)

n — \

une série trigonométrique; la série

(i. 12)

est appelée la série trigonométrique conjuguée de la série ( i . n ) . S'il
existe une fonction f(x), qui est intégrable au sens de M. Lebesgue
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dans l'intervalle (—r.? r.) et est définie hors de cet intervalle par la
périodicité, de telle sorte qu'on ait

« „ = — i f (a) cos nu du y btl=z— j ƒ(?/) sin nu du

ff0—i ƒ f(u)du,

et

la série ( i . 11) est une série de Lebesgue-Fourier, .et la série ( i . 12)
est la série conjuguée de cette série de Fourier.

La série conjuguée d'une série de Fourier n'est pas nécessairement
elle-même une série de Fourier. Ainsi,

cosnx

est une série de Fourier (1), tandis que sa série conjuguée, comme
Fatou Ta fait remarquer le premier,

bien que convergente pour toute valeur de a?, n'est pas une série de
Fourier puisque sa somme n'est pas une fonction intégrable (L) (2)
dans tout intervalle contenant l'origine (3).

La ƒonction conjuguée associée à la série conjuguée est

(1. i3) A'(«) = 7£ ƒ I ƒ(* + 0 —/(•»- O ! «ni /.//,

qui, à cause de la périodicité de /(a?), est équivalente à

(*) C/. YODNG, 71, 46; HoBsoN, 27, 621.
(2) C'est-à-dire au sens de M. Lebesgue.
(;1) FATOU, 7, 767; LEBESGUE, 31, iâ4- Poir aussi PERRON, 4-0; TITCHMAKSII, 64-.
Pour un type de condition nécessaire et suffisante que les deux séries trigono-

métriques (t. n ) et (1. 12) soient .des séries de Fourier, voir ALBXITGH, 1.
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Dans ces formules, lés intégrales ne sont pas généralement des inté-
grales de Lebesgue^ mais des intégrales généralisées au sens de
Cauchy,définies comme limite d'un des types suivants :

, lim / . lim ƒ

1. 2. La première introduction des séries conjuguées dans l'ana-
lyse mathématique remonte à la discussion des séries de puissances
dont elles constituent, sur le cercle limite, la partie imaginaire. Ainsi,
si U(r, 6) est la partie réelle d'un potentiel dans le cercle unité et
V(r, 6) sa partie imaginaire, et si, d'autre part, / (O) et #(0) sont les
valeurs vers lesquelles tendent ces fonctions lorsque r tend vers i, on
a les relations suivantes dues à M. Hubert (4) :

ƒ(0J = ~ f A'(0 cot 6-^dt-+- ^ f f{t) dt.

Ces formules peuvent d'ailleurs être déduites de résultats antérieu-
rement obtenus par Tauber (5). Cependant, ces recherches supposent
de considérables restrictions imposées aux fonctions, et ainsi la théorie
des séries conjuguées restait insuffisamment développée. Ce ne fut
qu'après la publication du Mémoire de M. Pringsheim (6) et de celui
de Fatou (7), où l'on trouve le premier traitement rigoureux du
sujet, que les séries précédentes commencèrent d'être étudiées d'une
manière satisfaisante de différents points de vue. En même temps que
progressait la rigueur mathématique et qu'on découvrait de nouvelles
ofjéthodes de sommation et d'intégrabilité, les propriétés de ces séries
étaient mises en lumière de plus en plus.

1. 3. On peut se poser la question suivante. Que peut-on dire au

(•) HJLBKRT, 24, 250-255; 26, 7 3 - 7 7 , 81-86; 25, i - 5 .
(5) TAUBER, 62; cf. aussi LITCHTENSTEIN, 35, 223-224.

(6) PRINGSHEIH, 52.

D FATOU, 8.



sujet des propriétés de la série conjuguée ( i . 12), connaissant celle dé
la série (1. 11)? M. Fejér a prouvé que si la série trigonométrique
(1. 11) est uniformément convergente dans (o<a?<2r.), la série con-
juguée (1. 12) est convergente presque partout dans (o,2Tt)(8). Le
résultat de M. Fejér a été étendu par M. Frivalofï qui a montré que si
les sommes partielles de la série (1. 11) sont uniformément bornées
dans (o, 2 71), et si la série elle-même est convergente dans un ensemble E
de mesure positive, la série (1. 12) est convergente presque partout
dans E (9). Ce théorème de M. Privaloff a, à son tour, été généralisé
par M. Zygmund (1 °).

En déterminant le saut d'une fonction ƒ (a?) intégrable (L), en
partant de sa série de Fourier et de sa série conjuguée, M. Ltikàcs a
été conduit à démontrer qu'en un point x où la limite

D,: = lim {ƒ(x -+- h) — ƒ(# — h) \

existe, on a

où on(^œ) est la nième somme partielle de la série conjuguée
M. Young a montré (*2) que

presque partout; le théorème correspondant relatif à la série de Fourier
avait déjà été démontré par M. Hardy ( l3). Si sn(cc) représente la
nième somme partielle de la série de Fourier, M. Hardy démontre que
Ton a

presque partout.
11 existe un système de facteurs |Xrt} qui ont pour propriété de

(8) FEJÉK, 10; cf. aussi 11.
(») PRIVALOFF, 50; aussi 51, 52,
(i0) ZYGMÜND, 81, 289.

(") LUKACS, 37; aussi FJÎJÉR, 9.
(12) YOUNG, 1% 43;.

(« ) HAHDY,15, 365.



changer, par multiplication, toute série de Fourier

N (an cosnx H- bn sin nœ)

en une série
oc

7J Xft(q;l

qui est convergente presque partout. M. Young a montré ('**) que les
facteurs

7^' ( logn)1 + s ' log/i ( log logn)1*8 ' > 0

sont des facteurs de cette espèce tant pour la série de Fourier que
pour la série conjuguée

7 ( bn cos ri x — an sin nx),
i

les deux séries devenant, après multiplication terme à terme par ces
facteurs, des séries de Fourier. Plus tard, M. Hardy a prouvé ( i 5)

que p̂ — est un facteur de convergence de même espèce pour toute

série de Fourier. Le théorème correspondant relatif à la série con-
juguée a été donnée par M. Plessner(1c) qui a montré que la série

00

2 bti
— an sin n x

converge presque partout, mais sans être nécessairement une série de
Fourier ou une série obtenue par dérivation formelle de la série de
Fourier provenant d'une fonction à variation bornée.

1. 4. Récemment, une grande attention a été donnée aux recher-
ches portant sur Fintégrabilité de g(&) et l'existence de Tinté-

( " ) YOÜNG, 74, 77.

(1S) HARDY, 15, 365.

(1C) PLESSNER, 41, 33.

THESE B. N. PHASAD
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grale ( i . 13 ). On sait que g(oo) n'est pas nécessairement intégrable ( *7 ),
bien que M. Kolmogoroff ait démontré que |g'(a?)|1~£ est intégrable
lorsque e ̂ > o ( '8 ). Cependant, si f (cc) est de carré sommable (A 9 ), ou
plus généralement appartient à la classe hp de Lebesgue (/>^>i),
M. Riesz a prouvé (20) que g {ce) aussi appartient à la classe L'% et que
la série ( i . 12) est la série de Fourier de g{&). M. Zygmund (2I) et
M. Titchmarsh (22) ont montré que l'intégrabilité de

est une condition suffisante pour Tintégrabilité de g(oc).
Si f (00) satisfait à une condition de Lipschitz, 'les propriétés corres-

pondantes de g (a?) ont été considérées par nombre de chercheurs (23).
L'existence de l'intégrale

*?) = - i - f \

pour presque toutes les valeurs de x7 dans le cas général, semble
avoir été établie pour la première fois par M. Privaloff(24), mais la
première démonstration qu'il soit aisé de consulter a été donnée par
M. Plessner (25). La démonstration de M. Plessner est indirecte
et dépend de la théorie des fonctions analytiques. Plus tard,
M. Besicowitch a donné une démonstration basée seulement sur la
théorie des ensembles de points (2fi).

Dans la ligne des séries trigonométriques conjuguées, une intéres-

(lT) Exemple : £'(j?) = — 7 *"' « Cf. aussi TITCHMARSCH, 6 k
o

2

(1S) KOLMOGOROFF, 30. Pour d'autres démonstrations du théorème de
M. Kolmogoroff, cf. LITTLEWOOD, 36^; HARDY, 17, 169; TITCBMARSB, 66.

(19) Lusix, 38 ; cf. aussi BESICOWITCH, 2 ; TITCHMARSH, 67.

(20) RIESZ, 57, 58; cf. aussi HARDY et LITTLEWOOD, 22.

(2J) ZYGMUND, 79, 80.

(22) TITCHMARSH, 66, 68, 69.

(2 ;) PRIVALOFF, 54; YOUICG, 76; HARDY et LITTLEWOOD, 19.

(2V) PRIVALOFE, 5 3 ; cf. KOLMOGOROFF, 30.

(--') PLESSNER, kl.

(2U) BESICOWITCH, 3.
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santé théorie ^intégrales trigonométriques conjuguées

(l) o,o$xt~\-W(t) svnxt | dt,

f [W(t)cosa;t— <b(t)sinxt)
*J o

a été développée par M. Titchmarsh qui a aussi considéré la réci-
procité fonctionnelle du type des corrélations de Hubert (27).

1. 50. La première discussion serrée du problème de la convergence
de la série conjuguée est due à M. Pringsheim. Il montre (2S) que la
série conjuguée converge en un point x et y a pour valeur

^ f \
pourvu que cette expression ait un sens précis et, de plus, pourvu que Von
ait

(1.O02) -lim ƒ ^ ^-li-m ƒ ^

Son criterium de convergence est Vabsolue convergence de l'inté-
grale (̂1 .Soi) et cette condition d'absolue convergence rend le théo-
rème de M. Pringsheim vraiment trop restrictif.

Une théorie plus parfaite de la convergence et de la sommabilité
des séries fut donnée par M. Young en deux Mémoires (20). Il prouve
que si Vintégrale (1 .Soi) existe, au moins comme une intégrale non
absolument convergente, la série conjuguée converge en x et a pour
valeur celle de cette intégrale, pourvu que

(0 • ƒ(*) • .

soit une fonction à variat ion bornée dans (— 71, TI) ( 3 0 ) OU

(27) TITCHMARSH, 65.

(28) PRINGSHEIM, 48, 87.

(j20) YOUNG, 75, 70; cf..aussi 73.

(30) YOUNG, 75, 36i . '
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soit une fonction à variation bornée ( 3 i ) , ce qui est un théorème
correspondant à celui de M. de la Vallée Poussin (32) pour les séries
de Fourier. Le théorème de M. Young pour la sommabilité (C, i) de
la série conjuguée est le suivant : .si Vintègrale ( i . 5 o i ) existe, au
moins comme intégrale non absolument convergente, la série conjuguée
est sommable (C, i), pourvu que Von ait

(iü) f \f{x+t)—f(x-t)\dtz=o{u)(™).

Ceci est l'analogue du criterium de M. Lebesgue pour la sommabi-
lité (C, i) de la série de Fourier (34).

1. 51. Nous voyons ainsi qu'en remplaçant la condition d'absolue
convergence de M. Pringsheim relativement à

= ̂  ƒ
par la condition de sa non absolue convergence, M. Young a obtenu
un théorème plus précis pour la convergence et la sommabilité (C, i)
de la série. Mais nous pouvons alors poser la question suivante : Que
peut-on dire touchant la convergence et la sommabilité de la série
conjuguée en un point ce où l'intégrale g {cc) n'existe pas•, pas même
comme une intégrale non absolument convergente ainsi qu'il était
supposé par M. Young? La réponse à cette question est le point de
départ de notre présent travail.

Dans le Chapitre II, je traite de la convergence qui sera très utile
dans la discussion subséquente touchant de plus hauts degrés de somma-
bilité. A la place de g{oc), j'utilise la fonction moins restrictive (y5)

(1.012) G(#) = 7^ f ^

(31) YOUNG, 75, 368.

(32) DE LA VAILLE POUSSIN, 5, et aussi 6, i4g.
(:ï3) YOUNG, 70, 271.

(:{i) LEBESGUE, 32, 274.

(:15) Comme il sera montré dans les lemmes 1 et 2, l'existence de l'inté-
grale g^sc) inclut nécessairement celle de 0{x) mais non vice versa.
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OÙ

t)-f(x-t); W(t)=f <

et je prouve que le théorème fondamental de M. Pringsheim men-
tionné au début du paragraphe 1. 50 demeure vrai si nous y rempla-
çons g(cc) par G(cc). J'obtiens alors un théorème pour la convergence,
à savoir que si l'intégrale ( i . 5ia) existe au moins comme intégrale non
absolument convergente, la série conjuguée converge et a pour valeur G (ce)
pourvu que

4/(0 = 7 f h(t)dt,

OÙ

f'
Il résulte du travail de M. Plessner que g(oc) existe comme inté-

grale convergente presque partout et aussi que la série conjuguée est
sommable (C? \) presque partout. Mais j 'ai construit un exemple (36)
montrant que l'existence de g(po) comme intégrale non absolument
convergente en un point, bien que suffisante par elle-même pour
assurer la sommabilité d'Abel, n'est pas une condition suffisante pour
la sommabilité (C, i) de la série en ce point.

1. 52. Dans un Mémoire (37), se rattachant à leurs recherches sur
les séries de Fourier (^8), MM. Hardy et Littlewood prouvent que
dans l'ensemble L( 3 9 ) la série conjuguée est soit sommable par un
procédé de Cesàro d'ordre positif quelconque, soit impossible à
sommer par quelque procédé de Cesàro que ce soit (40). Ceci joint

(3C) B. N. PRASAD, 45. Des détails seront publiés sous peu.
(37) HARDY et LITTLEWOOD, 20; cf. aussi ZYGMUND, 82.
(3S) HARDY et LITTLEWOOD, 18.

(39) L'ensemble des points où \f(œ) — c\ est la dérivée de son intégrale,
quel que soit c, est appelé l'ensemble de M. Lebesgue ou ensemble L. L'ensemble
complémentaire de l'ensemble L a pour mesure zéro.

(40) M. IZÜMI a publié une Note (Tôhokou Math. Jour., 31, 1929, 109-113)
dans laquelle il prétend avoir généralisé quelques-uns des résultats de MM. Hardy,
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aux résultats de M. Plessner montre que la série conjuguée est som-
raable (C, o), pour toute valeur positive de S, presque partout (4 I). Ils
prouvent, de plus, que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'en un pointxla série conjuguée soit sommable (C, a ) p o u r u n a ^ o ,
est que

tende vers une limite pour une certaine valeur de p. Il manquait à ce
théorème une précision, à savoir d'établir une relation entre a et p, et
ceci a été fait par M. Paley (*2) dont les résultats servent de très bons
théorèmes d'existence. Ce qu'il reste à faire, maintenant, pour com-
pléter cette théorie est de considérer formellement le cas où l'inté-
grale g {ai) diverge proprement; dans ce but, j 'ai prouvé (*3) que si
g{oc) diverge et tend vers +oc ou vers —QO, la limite d'Abel divergera
elle aussi en tendant de môme vers + QO ou — oo.

Dans le Chapitre IV, j'obtiens des théorèmes pour la sommabi-
lité (C, r) de la série conjuguée. Si

7r ( t ) = / - s — I -. / • • • I -. ƒ e> ( tr ) dtr,

Zi(O = f
•Ai

je prouve que si l'intégrale

Littlewood et Plessner. Mais aucun des théorèmes de M. Izumi n'est correct. Pour
un travail de type différent relatif à la série conjuguée, cf. GKIMSHÀW, 13.

(41) Voir le premier paragraphe du paragraphe 1.6. Le même résultat a été
démontré indépendamment par M. Zygmund, presque en même temps, 82.

C'2) PALEY, 39.

(*3) B. N. PRASAD, 43, 46.
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existe, au moins comme intégrale non absolument convergente, la
série conjuguée sera sommable (C, /*) et aura pour somme Gr+, (a?),
pourvu que

j M O cos?u .
—±J- ~—— dt ~ o,

où o < 8 <̂  7i. De ceci, je déduis plusieurs criteriums pour la somma-
bilité (C, r) en un point. Par exemple, la série conjuguée sera som-
mable (C, r) en un point et aura pour somme Gr+i (a?), si

existe, ou si

est à variation bornée, ou si l'on a

0 M O dt

(i/V)
r'

t = O(t)

lorsque t tend vers zéro. Il y a une symétrie remarquable en tout cela
et la forme pratique de la fonction conjuguée correspondante est mise
en évidence à chaque pas.

En particulier, si nous faisons r== î, il en résulte trois critères pour
la sommabilité (C, î) qui seront valides tous, même si g(cc) n'existe
pas.

1. 6. J'ai prouvé (A*) que sif(t) est borné, la série conjuguée est
sommable (C, o) pour chaque valeur de o > o, et a pour somme g(œ)
en chaque point ccy pourvu que l'intégrale

(1.61) £>(*)=-L ƒ

converge en ce point. MM. Hardy et Littlewood (*B) ont montré que

( " ) B. N. PRASAD, 4-9.

(45) HARDY et LITTLEWOOD, 26 t 279 ; cf. leur autre Note, 24.
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cela est aussi une condition nécessaire. En combinant quelques résul-
tats connus de M. Plessner et de MM. Hardy et Littlewood, on peut
établir qiCau point x ou

ƒ ( v|/(O \dt=o(t)

(c'est-à-dire presque partout), la condition nécessaire et suf fisante pour
que la série conjuguée soit sommable (G, S) pour tout §^>JO, est que
Vintégrale ( i . 61) converge.

D'un théorème de M. Paley (4G), il suit que la série conjuguée est
sommable (G, o) pour tout o ̂ > i, si l'intégrale (i .61) existe. Dans le
Chapitre III, je montre que même si l'intégrale (1.61) n'existe pas,
mais si l'intégrale

— I W{t) cosèc*-dt

existe, la série est sommable (G, 0) pour tout S ̂ > 1, pourvu que

ou que

1 !rr f = o(0.

1. 7. Si

I / , du j — — 7 \ U fi t U S fi> JU Ct/^ o l l l i l JU j I

et
£ = arc sin(i — r)}

Fatou a prouvé que pour la sommation de Poisson de la série conju-
guée o n a ( u )

(T. 71) lim V(r. j?) — — / à(t) cot -dt = o,

pourvu que f(t) soit une fonction bornée et continue. M. Lichtens-

(VG) pAtEY ^2 (théorème 2 pour a = 1).
(*7) FATOU, 8, 36o.
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tein (48) a montré que (i .71) demeure exact même si x est un. point
de continuité de ƒ(*), mais f{t) n'étant pas nécessairement bornée.
Plus tard, M. Plessner (/l9) a démontré que (1.71) est encore vraie
pourvu que

lim- f ty(t)dt — ö.

Dans le paragraphe 2. 3, je prouve un théorème plus général, à
savoir que Ton a

lim

pourvu que
lim

V(r,a?)— ^- f W(t)cosèc

m - I —— dt = o,

ce qui inclut comme cas particulier tous les théorèmes précédents de
MM. Fatou, Lichtenstein et Plessner que nous venons de mentionner
plus haut.

1. 8. J'ai essayé de donner une bibliographie assez complète de la
littérature relative aux séries conjuguées et à la fonction conjuguée.

Qu'il me soit permis de remercier ici M. A. Denjoy qui a bien
voulu s'intéresser à mon travail avec une bienveillance dont je lui suis
profondément reconnaissant.

Je voudrais aussi exprimer mes remerciements à mon ami,
M. Ch. Racine qui m'a affectueusement apporté une aide considé-
rable pour la rédaction française de ce travail.

(/"s) LICHTENSTEIN, 34. 27.

(*9) PLESSNEK, 41, 4 ; théorème I.
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