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Sur les équations diophantiennes liées aux unités
d’un corps de nombres algébriques fini.

Par Craupe CrABAUTY (3 Paris).

Introduction.

Soit & résoudre en entiers rationnels X; I’ équation

1) Norme (X0, + ..+ X, 0,)==1

n-n

ol les w, forment une base des enfiers & un corps de nombres algébriques K
de degré n (*). A une telle solution correspond une unité ¢ = X, 0, + ... + X, 0,
de K, et réciproquement les composantes d’une unité de K, par rapport a la
base considérée, fournissent une solution de (1) en entiers rationnels. L/ exi-
stence et la structure des solutions nous sont donc données par le théoréme
de DiricHLET: Les unités de K forment, par rapport a la multiplication, un
grbupe abélien I' admettant une base minima formée de r éléments d’ordre
infini et d’un élément d’ordre fini, et 'on a r=» +r, — 1, r, désignant
le nombre de corps réels, 2r, le nombre de corps complexes, parmi les »n
corps conjugués de K. Nous appellerons » le nombre de DIRICHLET de K.

Le résultat classique de THUE (*) sur les solutions en enfiers rationnels
d’une équation F(X, Y)=1 ou F est une forme homogéne & coefficients
rationnels, peut s’interpréter comme suit: S’il y a une infinité d’ unités dans
un module de dimension 2 de nombres de K, les unités contenues dans ce
module sont toutes les unités d’un sous-corps quadratique réel de K, multi-
pliées par une unité fixe de K.

Plus généralement, on peut se proposer d’étudier des conditions de pos-
sibilité & Y existence d’une infinité de solutions en entiers rationnels a
P équation (1) & laquelle on adjoint un certain nombre d’ équations algébriques

2) FyX,,u, X,)=0 j=1,2,u.,h
(Y) Aprés les expressions: «degré, ou corps conjugués d’un corps de nombres algé-
briques », « module », nous supposons toujours qu’'il est sous-entendu <« par rapport au

corps K des nombres rationnels ».
(3 A. Taug, « Journ. fiir Math. », Bd. 135 (1909).
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dont nous pouvons, sans restreindre la généralité du probléme, supposer les
coefficients rationnels. (Le cas envisagé par THUE correspond & un systéme
(2) formé de n — 2 équations linéaires, homogénes, indépendantes, sur les X ).

On obtient facilement des conditions suffisantes assez larges, que doit
remplir le systéme d’équations (1), (2), pour qu’il ait une infinité de solutions
en entiers rationnels X,. Alors I’ensemble des unités de K qui correspondent
a ces solution, a une structure assez simple: A condition de négliger peut-
étre un nombre fini d’entre elles, il est constitué par la réunion des
6léments d’un nombre fini de sous-groupes de I' ou de classes de I' par
rapport & des sous-groupes. On peut conjecturer que ces conditions suffi-
santes sont aussi nécessaires, et que les solutions du systéme ont toujours
cette structure. C’est ce que confirme le résultat de THUE qui donne une
condition nécessaire et suffisante & 1’existence d’une infinité d’unités dans
un module de dimension 2, et le résultat analogue que nous établirons dans
ce travail pour certains modules de dimension 3. Mais rien de pareil n’est
démontré dans des cas plus généraux, et 1’on obtient des conditions néces-
saires qui ne sont pas suffisantes,

Les résultats antérieurs a ce travail, autres que ceux de THUE, con-
cernent encore le cas ou (2) est un systéme d’équations linéaires et homo-
génes. En approfondissant les méthodes d’approximation diophantiennes de
THUE, C. SIEGEL a montré (*) que dans un module de base 1, v, 0’,..., "
du corps K = E[w] de degré =, il n’y a qu'un nombre fini d’unités quand s
ést suffisamment petit par rapport & wn (n>4s* — 28° 4-1). En se servant
d’une métrique p-adique convenable, T. SKoLEM (‘) a montré que pour un
corps de degré 5 ayant 4 corps conjugués imaginaires, il n’y a qu’ un nombre
fini @&’ unités dans un module de dimension 3.

Les résultats de ce travail concernent le cas suivant: les équations du
systeme (2) sont en général de degré quelconque, mais la variété algé-
brique W définie dans 1 espace de X ,.., X, par les équations (1)
et (2) est supposée formée de composantes irréductibles de dimension
s<<n-—r—1, r étant toujours le nombre de DiricHLET de K. Le résultat
central est le suivant:

A tout ensemble & A’ une infinité & unités de K appartenant & une variété
algébrique W de dimension s correspond au moins un sous-groupe y de I'
ayant les propriétés suivantes:

(}) C. SiBGEL, « Math. Zeit. », Bd. 10 (1921).
(*) T. SkoLEM, « Math. Annal », Bd. 111 (1936).
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7 aun  Mmotn. ne class ' ut contient un sous-ensemble
1l y o s w lasse de T contient un sou bl
infini de 8.
Fntre 6 —1 4+ 8 — uelconques des conjugues une unilé ¢ ap-
20) Ent -+ 1 lcong d jug a ! P
partenant & vy, soient e ..., %) il y a une relation

(3) E(ql)mq' E(qc)mqg =1

les exposants my,,..., my_ élant des entiers rationnels non tous nuls, ne dépen-
dant que du choix des conjugués, mais non du choic de ¢ dans y.

Nous donnons deux types d’applications de ce théoréme, en examinant
la compatibilité des équations (3) avec la nature du groupe de GALOIS G
de K, ou avec la nature de la variété W. Nous obtenons ainsi les résultats
suivants:

1.0 Pour toute une catégorie de corps de nombres algébriques finis, qui
contient en particulier tous les corps de degré premier, et tous les corps dont
le groupe de (alois est le groupe symétrique, il ne peut y avoir une infinité
I’ unités appartenant & une variété algébrigue de dimension <<n - r — 1.

2.0 L’existence & une infinité d’ unités dans un module de nombres algé-
briques de base (1, o, B), on le corps K = Rlo, 8] a au moins 4 corps conjugués
complexes, admet une condition nécessaire et suffisante analogue & celle trouvée
par THUE pour les modules de dimension 2, & savoir que le module considéré
contienne le module des nombres d’'un certain sous-corps de K.

Nous en déduisons que I’ éinégalité
c

DI T D ——
| =i x|+ (YT 2

o n est le degré de K = Rla, 8], toujours assujetti & avoir aw moins 4 conju-
gués imaginaires. W a qu un nombre fini de solutions en entiers rationnels X,
Y, Z, quelle que soit la constante réelle positive c.

Le chapitre 1 est consacré a 1’étude des variétés algébroides dans un
espace ol les points sont des systémes de » nombres pris dans un corps
p-adique algébriquement fermé. Nous démontrons principalement que ces
variétés sont localement décomposables en variétés irréductibles, et que chaque
élément irréductible est susceptible d’une représentation paramétrique locale
de « WEIERSTRASS », le nombre de parameétres indépendants définissant la
dimension de I’ élément.

Dans le chapitre I1, nous considérons un « groupe abélien multiplicatif
de points » de X", I', de « rang » r, r<<n — 1, dont les points de base ont
pour coordonnées des nombres algébriques. Nous supposons qu’une variété
algébrique W de X" de dimension s << n —# contienne un ensemble
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infini & d’¢léments de I'. Nous étudions les relations entre W et I' par I'in-
termédiaire de sous-variétés algébriques de W et de sous-groupes de T'
« minimaux » par rapport a 1’ensemble &. Nous utilisons des transformations
de T'espace X" (congruences) et des procédés de composition de variété (pro-
duits de variétés). Ils nous permettent de construire dans X" une variété
algébrique W de dimension =< s+-# — 1 contenant tous les éléments d’ un
sous-groupe convenablement choisi de I'. 11 en résulte un théoréme analogue
au théoréme (3.1).

Dans le chapitre III, nous supposons que le groupe I' est le groupe des
points ayant pour coordonnées une unité de K et ses conjuguées, le théoréme
précédent donne alors le théoréme (3.1). Nous en faisons ensuite les appli-
cations mentionnées plus haut a des équations diophantiennes particuliéres.

Une partie de ces résultats a été résumée dans trois notes aux « Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences de Paris » (°).

Monsieur GARNIER m’a donné de précieux conseils durant la rédaction
de ce fravail. Je suis heurex de I’en remercier.

CaapriTRE L. - Séries entieres a coefficients p-adiques.

Corps p-adiques. — Rappelons quelques définitions et propriétés des
corps p-adiques qui nous seront utiles par la suite (°).

Soit B le corps des nombres rationnels, p un nombre naturel premier.
Tout nombre g de R peut se mettre sous la forme ¢ ==p*¢, ot 1 est un
entier rationnel, ¢ un nombre de R égal au quotient de deux entiers de R
premiers entre eux, dont aucun n’est multiple de p; Jy appelle la partici-
pation de p & ¢, A ordre de ¢ (pour p). On appelle valeur absolue p-adique

de q, que Von notera {q|,, le nombre réel (%)lquand g=0.On pose |0],=0.

On a:

1) Vo tlb=lel %l 9y | Ma - g) =g +Rg.)
Vg + a1y =Max (| q |y, |41, L (g, + .) = Min (A(g,), Xq.))-

Si I'on prend comme distance de deux éléments ¢q,, ¢, de R, |q,—q, |,,
R devient un espace métrique. Sa fermeture topologique B, s’appelle le corps

() «C. R.», t. 202, p. 2117, Juin 1936; t. 204, p. 942, Mars 1937; t. 205, p. 943, No-
vembre 1937.

(6) Pour leur démonstration, Cf. CHEVALLEY, « These «, Paris, 1933, Sur la théorie du
corps de classe, chap. V, p. 407-423, et « Journ. of the faculty of sciences », Tokyo, 1933.
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des nombres rationnels p-adiques. La valeur absolue p-adique définie dans R
induit nne valeur absolue p-adique dans E,.

On sait () que pour tout corps on peut former des extensions algébri-
quement fermées (c. a. d. dans laquelle tout polynome d’une variable a coef-
ficients dans le premier corps se décompose en un produit de facteurs
linéaires) qui soient algébriques sur ce corps, et de telles extensions sont
équivalentes. Soit H, I’une d’elle. Soit ¢ un élément de H,, "+ a,x" " + ...
.+ @, = 0 I’équation irréductible & coefficients dans R, a laquelle satisfait
¢, ¢ Vordre de la norme a, de ¢, on démontre que la valeur absolue

I3

lq], = (219> est un prolongement de la valeur absolue définie dans R, et elle

satisfait encore aux relations (1). Nous appelleroas 7\:—_1% Pordre de g, il
satisfait aux relations (2).

Les nombres de H, d’ordre =0 sont dits entiers p-adiques. Ils forment
un anneau F, dans H,. Ceux d’ordre nul ont aussi leurs inverses dans K ;
ils sont dits wunités p-adiques. Ils forment un groupe abélien multiplicatif.
Les entiers et les unités algébriques sont des entiers et unités p-adiques.

La valeur absolue p-adique fait du corps H, un espace métrique, mais
il n’est plus complet, comme 1 était B, (ane suite de nombres de H,, con-
Vergénte au sens de CAvcHY, n’a pas nécessairement une limite dans H,).
Les relations (1) entrainent:

TaROREME 1.1. — La condition mnécessaire et suffisante pour qu’une
suite a, d éléments de H, soit convergente au sens de Cauchy, est que

lim (ay41 — a,) =0.
n—qoo

Soit K, un sous-corps de H, qui soit une extension algébrique finie
de F,. 11 y a (°) dans K, un nombre 'm, entier p-adique, qui n’est pas une
unité p-adique et dont 1’ordre est minimal. L’ordre de tout nombre de K,
est un multiple de celui de =, de sorte que tout nombre de K, peut se
mettre sous la forme =ntu, p entier rationnel, % une unité p-adique de K,,.
Les seuls idéaux de I’anneau des entiers de K, sont les idéaux (m)”, le seul
idéal premier est (w). En particulier (p) est un idéal de la forme (n)¢. Le
nombre de classes de restes de l’anneau des entiers de K, par rapport &
Iidéal (n), est un nombre fini p”. Cela permet de démontrer que K, est
localement compact (de toute suite infinie d’éléments bornés de K, on peut
extraire une suite convergente au sens de CAUCHY).

(") Cf. Van der WAERDEN, Moderne Algebra, Bd. 1, § 60.
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On démontre aussi (°) que K, peut étre obtenu en adjoignant & R, un
nombre 6, algébrique sur R, et que K, est la fermeture topologique de
K = Rif] pour la valeur absolue p-adique. Donc K, est complet et les suites
convergentes qu’on peut extraire d’une suite infinie d’éléments bornés de K,
convergent vers un élément de K,. (’est la propriété de compacité en soi.
Tout sous-corps de Hy qui est une extension algébrique finie de R, est loca-
lement compact en soi.

Séries & coefficients p-adiques. — Dans la suite, nous considérerons des
systéemes de #» valeurs %,,.., @,, Prises dans H, comme un point d’un
espace X", produit direct de w espaces H,. La métrique p-adique definie
dans H,, induit dans X" une topologie qu’on peut engendrer par la métrique

n
0ist (4, 4,f = 2 (@, — @,;{,, par exemple. Nous appellerons wvoisinage d’un
2

point @ de X" un domaine de X" contenant pour certaines valeurs des
nombres réels positifs m, tous les poinis tels que

!wi_xiQ|p£1m (=1, 2,.., n).

Nous considérerons des séries de puissances entidres rationnelles positives
de n variables x,,..., x,

A= E n. pM .. 2,
Ry hy,

o nous supposerons que les coefficients appartiennent,i une méme extension
algébrique finie Ky de Ry, de sorte que si la série converge quand on substitue
aux x, des valeurs x,° de H,, elle converge vers un nombre du corps topo-
logiquement complet K,Jx,° ..., x,°). Par définition, une fonction analytigue
de 7 variables «,,.., «, est la somme d une telle série dans son domaine
de convergence.

Appelons hauteur A’ un terme de la série le nombre naturel h="5h, + ...+ h,,.
D’apres le théoréme (1.1), on a:

THEOREME 1.2. — La condition nécessaire et suffisante pour qu une série
wmultiple 2 by,,.n, thy,.o; hn=0, 1, 2/ . o) converge, est que la valeur
h‘ seeey On

absolue du terme général tende vers zéro quand h croit indéfiniment.

Ce théoréme donne pour la convergence des séries une condition beaucoup
plus large qu’en analyse ordinaire. Aussi dés qu’une série & coefficients
p-adiques est convergente, elle aura des propriétés qui en analyse ordinaire,
caractérisent les séries absolument convergentes. En effet, du théoréme (1.2)






