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Sur les équations diophantiennes liées aux unités
d'un corps de nombres algébriques fini

Par CLAUDE CHABAUTY (à Paris).

Introduction.

Soit à résoudre en entiers rationnels Xt V équation

(1) Forme (X^ + ... + Xnton) = ± 1

où les tùt forment une base des entiers d 'un corps de nombres algébriques K
de degré n (â). À une telle solution correspond une unité e == Xlmi ~h ... -+- Xnmn

de iT, et réciproquement les composantes d 'une unité de K, par rapport à la
base considérée, fournissent une solution de (1) en entiers rationnels. L' exi-
stence et la structure des solutions nous sont donc données par le théorème
de D I E I C H L E T : Les unités de K forment, par rapport à la multiplication, un
groupe abélien T admettant une base minima formée de r éléments d 'ordre
infini et d 'un élément d'ordre fini, et l 'on a r = rL -+- r2 — 1, r{ désignant
le nombre de corps réels, 2r2 le nombre de corps complexes, parmi les n
corps coDJugués de K. Nous appellerons r le nombre de DIRIOHLBT de K.

Le résultat classique de T H U E (2) sur les solutions en entiers rationnels
d 'une équation F(X, Y) = 1 où F est une forme homogène à coefficients
rationnels, peut s? interpréter comme suit : S7 il y a une infinité d? unités dans
un module de dimension 2 de nombres de K, les unités contenues dans ce
module sont toutes les unités d 'un sous-corps quadratique réel de if, multi-
pliées par une unité fixe de K.

Plus généralement, on peut se proposer d 'étudier des conditions de pos-
sibilité à F existence d ?une infinité de solutions en entiers rationnels à
V équation (1) à laquelle on adjoint un certain nombre d} équations algébriqties

(2)

(1) Après les express ions: « degré, ou corps conjugués d ' u n corps de nombres algé-
briques », « module », nous supposons toujours qu ' i l est sous-entendu « pa r rappor t au
corps R des nombres rat ionnels ».

(2) A, T H U E , « Jou rn . flir Math. », Bd. 135 (1909).
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dont nous pouvons, sans restreindre la généralité du problème, supposer les
coefficients rationnels, (Le cas envisagé par THUE correspond à un système
(2) formé de n — 2 équations linéaires, homogènes, indépendantes, sur les Xt).

On obtient facilement des conditions suffisantes assez larges, que doit
remplir le système d' équations (1), (2), pour qu' il ait une infinité de solutions
en entiers rationnels X1. Alors 1' ensemble des unités de K qui correspondent
à ces solution, a une structure assez simple: A condition de négliger peut-
être un nombre fini d'entre elles, il est constitué par la réunion des
éléments d'un nombre fini de sous-groupes de P ou de classes de T par
rapport à des sous-groupes. On peut conjecturer que ces conditions suffi-
santes sont aussi nécessaires, et que les solutions du système ont toujours
cette structure. C' est ce que confirme le résultat de THUE qui donne une
condition nécessaire et suffisante à l5 existence d'une infinité d' unités dans
un module de dimension 2, et le résultat analogue que nous établirons dans
ce travail pour certains modules de dimension 3. Mais rien de pareil n? est
démontré dans des cas plus généraux, et Pon obtient des conditions néces-
saires qui ne sont pas suffisantes,

Les résultats antérieurs à ce travail, autres que ceux de THUE, con-
cernent encore le cas où (2) est un système d'équations linéaires et homo-
gènes. En approfondissant les méthodes d'approximation diophantiennes de
THUE, C. SIE&EL a montré (3) que dans un module de base 1, w, œ\..., co*"1

du corps K = .R[o)] de degré n, il n?y a qu'un nombre fini d'unités quand s
est suffisamment petit par rapport à n (n > 4s4 — 2sl -h 1). En se servant
d'une métrique jp-adiqne convenable, T. SKOLEÜ (4) a montré que pour un
corps de degré 5 ayant 4 corps conjugués imaginaires, il n 'y a qu'un nombre
fini d'unités dans un module de dimension 3.

Les résultats de ce travail concernent le cas suivant: les équations du
système (2) sont en général de degré quelconque, mais la variété algé-
brique W définie dans F espace de X{,..., Xn par les équations (1)
et (2) est supposée formée de composantes irréductibles de dimension
s <n — r —t, r étant toujours le nombre de DIKICHLET de K. Le résultat
central est le suivant:

A tout ensemble & d7 une infinité d7 unités de K appartenant à une variété
algébrique W de dimension s correspond au moins un sous-groupe y de T
ayant les propriétés suivantes:

C. SÎBGEL, « Math. Zeit. », Bd. 10 (1921).
T. SICOLEM, « Math. Annal », Bd. 111 (1936).
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1°) II y a au moins une classe de F/y qui contient un sous-ensemble
infini de <§.

2°) Entre o = r + s - l quelconques des conjugués d'une unité s ap-

partenant à y, soient £(qh),..., e(tlfj), il y a une relation

(3)

les exposants m(ll,..., m^ étant des entiers rationnels non tous nuls, ne dépen-
dant que du choix des conjugués, mais non du choix de s dans y.

Nous donnons deux types d'applications de ce théorème, en examinant
la compatibilité des équations (3) avec la nature du groupe de GALOIS G
de K, ou avec la nature de la variété W. Nous obtenons ainsi les résultats
suivants:

1.° Pour toute une catégorie de corps de nombres algébriques finis, qui
contient en particulier tous les corps de degré premier, et tous les corps dont
le groupe de Galois est le groupe symétrique, il ne peut y avoir une infinité
d'unités appartenant à une variété algébrique de dimension < n - r — 1.

2.° L'existence d'une infinité d'unités dans un module de nombres algé-
briques de base (1, a, (î), où le corps K = U[a, p] a au moins 4 corps conjugués
complexes, admet une condition nécessaire et suffisante analogue à celle trouvée
par THTJB pour les modules de dimension 2, à savoir que le module considéré
contienne le module des nombres d'un certain sous-corps de K.

Nous en déduisons que V inégalité
# P

\X+ Ya +

où n est le degré de K = K[a, ($], toujours assujetti à avoir au moins 4 conju-
gués imaginaires, n'a qu'un nombre fini de solutions en entiers rationnels X,
Y, Z, quelle que soit la constante réelle positive c.

Le chapitre I est consacré k l'étude des variétés algébroïdes dans un
espace où les points sont des systèmes de n nombres pris dans un corps
jo-adique algébriquement fermé. Nous démontrons principalement que ces
variétés sont localement décomposables en variétés irréductibles^ efc que chaque
élément irréductible est susceptible d'une représentation paramétrique locale
de « WEXEKSTRASS », le nombre de paramètres indépendants définissant la
dimension de l'élément.

Dans le chapitre II, nous considérons un « groupe abélien multiplicatif
de points » de Xn, Y, de « rang » r, r <; n — 1, dont les points de base ont
pour coordonnées des nombres algébriques. Nous supposons qu'une variété
algébrique W de Xn de dimension s < n — r contienne un ensemble
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infini & d? éléments de F. JS"OIIS étudions les relations entre W et F par F in-
termédiaire de sous-variétés algébriques de W et de sous-groupes de F
« minimaux » par rapport à F ensemble ê. Nous utilisons des transformations
de F espace Xn (congruences) et des procédés de composition de variété (pro-
duits de variétés). Ils nous permettent de construire dans X" une variété
algébrique W de dimension <; s -i- r — 1 contenant tous les éléments dJ un
sous-groupe convenablement choisi de F. Il en résulte un théorème analogue
au théorème (3.1).

Dans le chapitre III, nous supposons que le groupe F est le groupe des
points ayant pour coordonnées une unité de K et ses conjuguées, le théorème
précédent donne alors le théorème (3.1). Nous en faisons ensuite les appli-
cations mentionnées plus haut à des équations diophantiennes particulières.

Une partie de ces résultats a été résumée dans trois notes aux « Comptes
Rendus de FAcadémie des Sciences de Paris » (5).

Monsieur GTAKNTEB m'a donné de précieux conseils durant la rédaction
de ce travail. Je suis heurex de F en remercier.

CHAPITBB I. - Séries entières à coefficients ^-adiqnes.

Corps p~adiques. — Rappelons quelques définitions et propriétés des
corps p~adiqu.es qui nous seront utiles par la suite (B).

Soit R le corps des nombres rationnels, p un nombre naturel premier.
Tout nombre q de R peut se mettre sous la forme q = plq', où X est un
entier i*ationnel, q' un nombre de R égal au quotient de deux entiers de R
premiers entre eux, dont aucun n'est multiple de p] pl s5 appelle la partici-
pation de _p à g, X F ordre de q (pour jp). On appelle valeur absolue ^p-adiqim

de q, que l'on notera \q\p} le nombre réel I-J quand g =(=0- On P o s e |0|j> = 0.

On a:

1 a * U = Lad* • I & IP /2j j x(2t • 2.) = Hüi) + Mg,)
q2 \p) \ A(2l 4- qs) = Min

Si l'on prend comme distance de deux éléments g t , q,> de R} |g, •—g, \p,
R devient un espace métrique. Sa fermeture topologique Rp s'appelle le corps

(5) « C. R. », t. 202, p. 2117, Juin 19B6; t. 204, p. 942, Mars 1037; t. 205, p. 94% No-
vembre 1937.

(s) Pour leur démonstration, Cf. OHBVALLEY, « Thèse «, Paris, 1033, Sur la théorie du
corps de classe^ chap. V, p. 407-423, et « Journ. of the faoulty ot' sciences », Tokyo. 1933.



cV un corps de nombres algébriques fini

des nombres rationnels p-adiques. La valeur absolue p-adique définie dans R
induit une valeur absolue p-adique dans Rp.

On sait (7) que pour tout corps on peut former des extensions algébri-
quement fermées (c. à, d. dans laquelle tout polynôme dJ une variable à coef-
ficients dans le premier corps se décompose en un produit de facteurs
linéaires) qui soient algébriques sur ce corps, et de telles extensions sont;
équivalentes. Soit Hp F une d'elle. Soit q un élément de Hp, xn~h a^""1 + . . .
... -h an — 0 T équation irréductible à coefficients dans Rp à laquelle satisfait
q, \i Tordre de la norme an de g, on démontre que la valeur absolue

fl\n

p = l —j est un prolongement de la valeur absolue définie dans Rp et elle

satisfait encore aux relations (1). Nous appellerons X = - l'ordre de q, il

satisfait aux relations (2).
Les nombres de Hp d'ordre > 0 sont dits entiers ^-adiques. Us forment

un anneau Ep dans Hp. Ceux d7 ordre nul ont aussi leurs inverses dans Eft ;
ils sont dits unités ip-adiques. Us forment un groupe abélien multiplicatif.
Les entiers et les unités algébriqaes sont des entiers et unités p-adiques.

La valeur absolue p-adique fait du corps Hp un espace métrique, mais
il n? est plus complet, comme l'était Rp (une suite de nombres de Hp, con-
vergente au sens de CAUCHY, n 'a pas nécessairement une limite dans Hp).
Les relations (1) entraînent:

THÉORÈME 1.1. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une
suite an d1 éléments de Hp soit convergente au sens de Cauchy, est que

an) = 0 .

Soit Kp un sous-corps de Hp qui soit une extension algébrique finie
de Rp. Il y a (ö) dans Kp un nombre 'n, entier p-adique, qui n'est pas une
unité p-adique et dont V ordre est minimal. L'ordre de tout nombre de Kp

est un multiple de celui de TE, de sorte que tout nombre de Kp peut se
mettre sous la forme izv-u, \i entier rationnel, u une unité p-adique de Kp.
Les seuls idéaux de l'anneau des entiers de Ep sont les idéaux (n)m, le seul
idéal premier est (TT). En particulier (p) est un idéal de la forme (n)e. Le
nombre de classes de restes de l'anneau des entiers de Kp par rapport à
l'idéal (n), est un nombre fini pr. Cela permet de démontrer que Kp est
localement compact (de toute suite infinie d'éléments bornés de Kp on peut
extraire une suite convergente au sens de CAUCHT).

(">) Ci'. Van der WAERDEN, Moderne Algebra, Bd. 1, § 60.
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On démontre aussi (6) que Kp peut être obtenu en adjoignant à Rp un
nombre 6, algébrique sur R, et que Kp est la fermeture topologique de
K=R[$] pour la valeur absolue p-adiqUe. Donc Kp est complet et les suites
convergentes qu'on peut extraire d'une suite infinie d'éléments bornés de Kp

convergent vers un élément de Kp. 0'est la propriété de compacité en soi.
Tout sous-corps de Hp qui est tins extension algébrique finie de Bp est loca-
lement compact en soi.

Séries à coefficients i?-adiques. — Dans la suite, nous considérerons des
systèmes de n valeurs xi9..., xn, prises dans Hp comme un point d'un
espace Xn, produit direct de n espaces HP. La métrique p-adique définie
dans Hp) induit dans Xn une topologie qu'on peut engendrer par la métrique

Dist (AlAi) = 2(ati — a{i (p, par exenipie. Fous appellerons voisinage d ' un

point Q de Xn un domaine, de XH contenant pour certaines valeurs des
nombres réels positifs *m% tous les points tels que

Nous considérerons des séries de puissances entières rationnelles positives
de n variables a5t,...3 xn

où nous supposerons que les coefficients appartiennent^à une même extension

algébrique finie Kp de E p , de sorte que si la série converge quand on substitue
aux Xi des valeurs x? de Hp, elle converge vers un nombre du corps topo-
lo^giguement complet KJx,0,..., xj}. Par définition, une fonction analytique

de n variables xl9..., xn est la somme d'une telle série dans son domaine
de convergence.

Appelons hauteur d'un terme de la série le nombre naturel h — hi --h ... + /*„.
Ö' après le théorème (1.1), on a:

THÉORÈME 1.2. -^ La condition nécessaire et suffisante pour qu'une série

multiple S bh,,...,^ (h4 , . . . , hn — 0, 1? 2, . . . , -f oo) converge, est que la valeur

absolue du terme général tende vers zéro quand h croit indéfiniment.

Ce théorème donne pour la convergence des séries une condition beaucoup
plus large qu'en analyse ordinaire. Aussi dès qu?une série à coefficients
p-adiques est convergente, elle aura des propriétés qui en analyse ordinaire,
caractérisent les séries absolument convergentes. En effet, du théorème (1.2)
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résulte que: toute série extraite d'une série p-adique convergente A, est
elle-même convergente. Soit une suite de telles séries partielles An. Soit hn

la plus petite hauteur des termes de A figurant dans An, si hn croit indéfi-
niment avec n alors \An \p tend vers zéro. Donc:

THÉORÈME 1.3. — Si on somme les termes d'une série convergents par un
procédé quelconque qui épuise tous les termes de la série, on obtient la même
limite qu'avec le procédé qui définit la séfie (s).

Du théorème (1.2) résulte aussi que si une série entière à n variables est
convergente pour xi — bi elle converge uniformément pour tout le domaine
| x i | p < | b i | p . Si tous les bL sont =(= 0? nous appellerons un tel domaine un
cube de convergence.

Si une suite de points Q de Xn tend vers le point QQ de coordonnées xi(),
on finit par avoir | x* |p = | xi0 |p pour les valeurs de l'indice i telles que
x , 0 ^ 0 ; il eu résulte que si une série entière converge pour une suite de
points de l'espace des variables, elle converge pour tous les points limites
de la suite,

On démontre aisément eue si la somme d' une série entière est nulle dans
tout un voisinage de l'origine, la série est identiquement nulle, c. a. d. tous
ses coefficients sont nuls.

THÉORÈME 1.4. - - Si tine série entière f(x t,..., xn) converge au voisinage
de l'origine, si Von fait le changement de coordonnées (xi—*aA-h yi), ai étant
un point où i converge, et si V on ordonne la série obtenue par rapport aux
puissances des yi? on obtient une série entière <pa(j{,..., yn) qui a même domaine
de convergence que f, et même somme que f aux mêmes points. (Il n' y a donc
pas de prolongement analytique).

En effet, considérons la série entière à 2n variables F{xi,..., xn, y{,..., yn),
obtenue en substituant dans f, xi -h yt à x£. Si f admet le cube de conver-
gence [ Xi \p = | pmi \p, faisons le changement de variables x/ = Xi/pmi,
yl = yi/p

mi. Appelons f, cp'? F', les fonctions correspondantes. Comme f
converge pour | x/ \ p = 1, le valeur absolue p-adique de ses coefficients tend
vers 0 quand la hauteur de leur indice croit indéfiniment. Comme chacun
des coefficients de F' est égal à un coefficient de f multiplié par un entier
rationnel, ils ont aussi cette propriété, et F' admet le cube

(*) Le théorème (1.3) est valable plus généralement pour toute série d'éléments d'un
espace vectoriel norme quelconque lorsque la série est commutativement convergente c. a. d.
qu'elle reste convergente après un changement quelconque de l'ordre de ses termes (cf.
BÀNACH, Opérations linéaires, p. 240), Les séries p-adiques sont un exemple de séries qui
peuvent être commutativement convergentes sans être absolument convergentes.


