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SUR LA STRUCTURE DES GROUPES SEMI-SIMPLES REELS.

PAarR W. BARRETT,

INTRODUCTION.

Bien quw’on ait beaucoup étudié la structure infinitésimale des groupes
de Lie complexes?, on s’est borné pour les groupes réels & établir quel-
ques théorémes trés généraux, ainsi que des propriétés globales de ces groupes.
On connait Vexistence des différentes catégories fondamentales de groupes
réels qui correspondent aux mémes catégories de groupes complexes — les
groupes intégrables, les groupes non-intégrables, etc.?, et M. Whitehead a
publié récemment® une démonstration valable pour les groupes réels du
théoréme d’Eugenio-Elia Levi sur la décomposition des groupes non-inté-
grables®. M. Cartan a trouvé en 19143 les structures des groupes simples
réels en partant des formules de structure des groupes simples complexes
qu’il avait déja calculées dans sa thése. Cette détermination exige, cependant,
des calculs trés lourds pour chaque classe de groupes simples, et surtout
pour certains des cinq groupes exceptionnels. Plus tard, les belles recherches
de M. Cartan sur les espaces symétriques I’ont amené® au théoréme intéressant
que toute automorphie involutive du groupe réel clos associé a un groupe
simple complexe définit un groupe simple réel. M. Carfar a fait lui-méme
Papplication de ce théoréme aux quatre grandes classes de groupes simples,
mais c’est M. Pierre Lardy™ qui a compiété ces résultats par le calcul des
involutions des groupes exceptionnels.

La méme différence se présente pour les représentations linéaires des
groupes semi-simples. La structure des représentations des groupes semi-
simples complexes a été étudiée par M. Carfan dans sa thése® et dans

1y E. Cartan, Sur la structure des groupes de transformations finis et continus
(These), Paris, Nony, 1894, et des recherches antérieures de Lie, de Killing et de Engel.
11 y aura dans le cours de ce mémoire des renvois fréquents a la thése de M. Cartan,
Je Pindiquerai par la lettre C.

H. Weyl, Darstellung kontinuerlicher halbeinfacher Gruppen, Math, Zeit., 23 (1925)
p 271—309 et 24 (1926) p. 328—395

) N. Jacobson, Rational methods in the theory of Lie algebras, Annals of Mathe-
matics, 36 (1935) p. 875 —881. .

8) J. H. C. Whitehead, On the decomposition of an infinitesimal group, Proc. Camb.
Phil Soc., 32 (1936) p. 229-—-237.

4) Eugenio-Elia Levi, Atti. Acc. Torino, 40 (1905) p. 551—565.

5) E. Cartan, Les groupes réels simples, finis et continus, Ann. Ecole Normale, 31
(1914) p. 263 —-355.

¢) E Cartan, Groupes simples clos et ouverts et géometrie riemannienne, Journal
de Math., 8 (1929) p 1--33.

7) Pierre Lardy, Sur la détermination des structures réelles des groupes simples....,
Comm. Math Helv,, 8 (1935--36) p. 189—-234,

8) C., chap. VIII
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plusieurs mémoires?V, et puis en particulier par M. Wey/ dans le mémoire déja
cité?, tandis que la structure des représentations des groupes semi-simples
réels n’a pas encore fait Pobjet d’une étude détaillée. M. Carfan® a demontré
la possibilité d’associer a toute représentation irréductible réelle d’un groupe
semi-simple réel, une représentation irréductible du groupe complexe correspon-
dant, et de déterminer, au moyen d’une classification des représeniations du
groupe complexe selon certaines propriétés relatives au groupe réel, toutes
les représentations irréductibles réelles de ce dernier. Sa méthode peut s’appli-
quer facilement a2 une représentation globale d’un groupe complexe, mais ne
donne pas immédiatement de résultats si ’on considére un groupe de trans-
formations linéaires infinitésimales caracterisé par son poids dominant. M
Whitehead a donné une démonstration élégante de la réductibilité compléte
d’une représentation réelle d’un groupe réel semi-simple.

La premiere partie de ce présent mémoire est consacrée a la démonstra-
tion de plusieurs théorémes sur la structure infinitésimale des groupes semi-
simples réels et a leur application a la détermination de ces groupes. Je dé-
mobotre qu’a tout groupe semi-simple 1éel correspond une involution du groupe
réel normal associé au groupe donné. Cette involution est essentiellement la
méme que celle du groupe clos qui définit le méme groupe réel, car chacune
des deux involutions détermine une antiinvolution du groupe complexe, et
c’est la méme antiinvolution. 11 est cependant 2 remarquer que ma démon-
stration est entierement algébrique, tandis que celle de M. Cartan repose sur
une propriété globale de certains espaces symétriques. L’involution que je

3 Sei 4 eem deeidan Boo oo 1o
trouve, se présente sous une forme spéciale de sorte que toutes les involu-

tions qui définissent le méme groupe réel sont manifestement équivalentes.
C’est justement ia détermination des involutions équivalentes qui alourdit les
calculs de M. Lardy, et c’est la question analogue qui a présenté le plus de
difficultés dans le travail original de M. Cartan.

Les théoremes auxquels je suis amené me permettent de caractériser tout
groupe réel simple associé a un groupe simple complexe par une involution
bien déterminée du systtme de racines caractéristiques du groupe complexe.
La détermination des ces involutions repose, d’ailleurs, sur certaines relations
linéaires qui lient les racines et me fait pas intervenir les constantes de struc-
ture du groupe.

Dans la seconde partie je retrouve d’abord sous une forme un peu dif-
férente le théoréme fondamental de M. Carfan sur les représentations réelles
des groupes semi-simples réels, en regardant la représentation réelle comme
invariante par une antiinvolution de la représentation du groupe complexe au

1) E. Cartan, Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune multiplicité
plane, Bull. Soc. Math., 41 (1913) p. 83—96; La géometrie des groupes simples, Ann. di
Matematica, 4 (1927) p. 209—256 ; etc.

1) Weyl, loc. cit.

3y E. Cartan, Les groupes projectifs réels qui ne laissent invariante aucune multi-
piicité plane, Journal de Math., 10 (1914) p. 149—186.

) J. H. C, Whitehead, Certain equations in the algebra of a semi-simple group,
Quarterly Journal of Math., 8 (1937) p, 220—237.
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lieu de regarder cette antiinvolution comme invariante par le groupe réel. Je
trouve ensuite des propriétés des poids d’une représentation d’un groupe com-
plexe analogues a celles des racines caractéristiques d’un groupe complexe
obtenues dans la premiére partie. Ces propriétés me conduisent & une déter-
mination, trés simple en général, des représentations d’un groupe complexe
qui appartiennent aux diverses classes relatives & un groupe réel associé.

Bien des résultats antérieurs que je cite dans ce mémoire se rapportent
aux groupes globaux, mais on verra que la démonstration de toutes ces pro-
priétés serait la méme pour les groupes intinitésimaux.

Il me reste maintenant a exprimer ma profonde reconnaissance 3 Mon-
sieur le professeur E. Cartan pour ’aide qu’il m’a apportée en acceptant de
diriger personnellement mes recherches, complétant ainsi ’enseignement de ses
admirables travaux. Je remercie aussi trés vivement Monsieur P. Sergescu
et Monsieur V. Alaci qui ont bien voulu faciliter 'impression de ce mémoire.






PREMIERE PARTIE

La siructure des groupes infinitésimaux semi-simples réels.

CHAPITRE 1.

1. GénéralitésV: Une algébre de Lie ou groupe infinitésimal d’ordre r

est un espace vectoriel & 7 dimensions dans lequel il est défini une opération
appelée crochet.

Soient X,Y deux vecteurs de ’espace. Le crochet de X et Y s’écrit
[X,Y]. Il satisfait aux conditions suivantes:

(i) il est linéaire:
alX,Y]=1[aX,Y]
ot ¢ est un facteur numérique ;

X+Y,Z]=I[X,Z]+1Y,Z].
(ii) il et anticommutatif :

X, Y]+ [Y,X]=0.
(iii) il satisfait aux identités de Jacodi:

[x,1v,zl+[v,iz,x1+1[z,x, v]]=o.

Dans la suite, groupe signifiera groupe infinitésimal, avec une seule
exception, facile 4 reconnaitre. Tout sous-espace linéaire &, d’un groupe ®&
tel que [X,Y]C ®, si X, YT G, est dit sous-groupe de &. Tout sous-groupe
®, de ® tel que [X,Z]C @, si XCT ®, et ZC ® est dit sous-groupe invariant
de ®. Une base {X,,X,,...,X,} de P’espace dans lequel est défini un groupe
® constitue une base du groupe, et les vecteurs de ’espace s’appellent é/é-
ments générateurs du groupe. Tout élément générateur peut s’exprimer sous
la forme e*X;. Si Pon écrit [X;, X,) == c?,-Xk(i,j, k=1,2,...,7), on aura
Y, Z]=cijef/Xs, oi Y =¢'X,;,Z =f/X,;. Les constantes ¢}; sont les
constantes de structure du groupe. Elles le déterminent complétement, et elles
satisfont aux équations

k k
i+ =0

J, l /1 z 7, 4 - . .
ciicnn+ iueni + ciich, =0 (équations de Jacobi).

1) C., premitre partie.
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Par une transformation linéaire des parameétres ¢', les éléments de base
X; se transforment comme les composants d’'un vecteur covariant, et les con-

stantes de structure cf-’j- se transforment comme les composants d’un tenseur

a deux indices covariants et un indice contravariant Les racines 4 de I’équation
l e'. C{ik - ;»(S;jl =0,

qui s’appellent racines caractéristiques du groupe relatives a Uélément

e'X;, sont invariantes, ainsi que la forme quadratique @ (¢) = cfsc’is ' &7,

somme des cariés des racines caractéristiques.

Les paramétres ¢’ peuvent étre ou bien des nombres complexes arbi-
traires ou bien des nombres réels arbitraires. Dans le premier cas le groupe
est dit compiexe, et dans le second il est dit réel. Si ’on convient de donner
aux parametres d’un groupe réel G des valeurs complexes au lieu de valeurs
réelles, on obtiendra un groupe complexe &, que Pon appelle groupe com-
plexe que définit G par le passage du réel au complexe. G est un sous-
groupe de &, et par rapport a la base de & ainsi définie les constantes de
structure de & sont celles de G; elles sont par suite toutes réelles. Tout
systéme de paramétres réels dans G définit un systeme de parametres dans @,

et le conjugué complexe Z d’un élément générateur Z quelconque de & est
le méme par rapport a tous les systémes de paramétres ainsi définis dans & ;

Z sera appelé le conjugué complexe de Z par rapport é G.

Revenons maintenant aux groupes semi-simples. Nous ne nous occupe-
rons pas d’une définition fondamentale. Remarquons simplement que les grou-
pes semi-simples, réels ou complexes, sont complétement caractérisés par la
propriété que le discriminant de la forme quadratique @ (¢) ne s’annule pas.
Si ® est le groupe complexe défini par un groupe réel G par le passage du
réel au complexe, les formes ¢ (¢) des deux groupes sont les mémes. Donc,
G et ® sont semi-simples en méme temps.

Il a été demontré par M. Cartan? que tout groupe semi-simple com-
plexe ® admet une base {X;,X.} (/=0,1,.../—1) ol {X;} est une base
d’un sous groupe abélien maximum g, de & contenant un élément général?
de &, et ot

(X, Xo] = €/e Xo == @; Xq.

Une telle base s’appelle base réduite de & relative a g,. L’entier I est
un invariant dit rarzg du groupe.

X, est dit élément générateur de poids ¢ = «,¢’. Tout élément généra-
teur ayant un poids est de la forme %, X., qui est de poids «. Les bases de
® réduites relatives a-g, sont celles de la forme

{X;:X;} == {ktjxj’kaxa}
oi [&f|. Ik, 0.

1) C., deuxieme partie.
) 7) C’est a dire un élément pour lequel le nombre minimum de racines caractéris-
tiques s’annule.
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Les racines caractéristiques relatives a ' X; sont la racine zéro multiple
d’ordre /, et les quantités a; e’. Ces formes linéaires sont toutes distinctes et
aucune d’elles ne s’annule identiquement. Elles ne s’annulent pas toutes en
méme temps si les ¢ ne sont pas tous nuls, et si a=a; & est racine,
o' = — a; e’ Vest aussi. La somme des carrés des racines caractéristiques re-
latives a (¢* X, + ¢“X,) est une forme quadratique

@ (ei, ea) =g e’ el — E Lo e eu',
o
la somme étant étendue- a toutes les racines «.
Les constantes de structure satisfont aux équations
£ .
Cz'jzc?;':da:()
{ 3" .
Ces=Ca=0 si a+B£0
f
Cz["u “l"‘ c:'xu’ =0
che#=0 si at+pB=y
chg=0 si at+pBz£y

U R p—

et a2
“) Cé;’a gi;, = C?a Lo o Y

2. Soient G et & respectivement un groupe semi-simple réel et le groupe
semi-simple complexe qu’il définit par le passage du réel au complexe. Si X
est un élément générateur général de &, < G2, il existera | éléments
Xos Xypo- .y Xi—1 de G linéairement indépendants et échangeables entre
eux, ot [ est le rang du groupe &. Supposons en effet qu’il en existe seu-
lement [/ </, soit X;, X,,..., Xy_1. Il existera un éiément Z de & indé-

pendant de ces [/ éléments de G et échangeable avec eux?d. Le conjugué_z
de Z aura nécessairement les mémes propriétés, les deux éléments (Z 1+ Z)

et i (Z—Z) de G seront échangeables avec X, X,,...,Xys_; et au moins
P'un d’eux sera indépendant de X, Xi,....Xr 1. Clest-a-dire qu’il existe /-1
éléments de G indépendants et échangeables entre eux, contrairement 2
Phypothese.

Les élémeats générateurs { X;} (1=0,1,...,/-— 1) engendrent un sous-
groupe abélien maximum g, de ®&, et un sous-groupe abélien g, de G, sous-
groupe de g,. Le sous-groupe g, contient un élément général de @.

Soit X, un élément générateur de & de poids a = «; e’ par rapport a
Pélément générateur e X;.

%) Van der Waerden, Die_Klassifikation der hualbeinfachen Lieschen Gruppen, Math,
Zeit.,, 37 (1933) p 446—462 (5).
%) 1l existe un élément général de & contenu dans G, car la condition pour quwun
€élément soit général est que ses paramétres ne satisfassent pas i certaines équations algé-
briques, condition qui peut toujours étre satisfaite par des valeurs réelles.

i %) C,p.-33et54 | Xy} (#=0,1..., I — 1) engendrent un sous-groupe de ® de rang
zéro. 1l existe alors un sous-groupe abélien de @ d’ordre ! qui contient ce sous-groupe,
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[Yu ’ Xx] = [)_(—a; Yl] = [Xa, X:] == E;’) Ya 5

X. est donc un élément générateur de poids @ = a;ei. On voit alors que les
racines caractéristiques relatives a un élément générateur de g, sont conju-
guées deux 2 deux, et que l'on peut choisir un élément X, de chacun des
poids @ de sorte que X.= X%, ¢ étant la conjuguée de la racine a.

Les éléments générateurs {X;, X.} constituent une base réduite de ®
pour laguelle

Xi == X;
(2)
Xe= X% s
et par suite
i C?z
(3) { ?a o = C%—,
l ?}[], g = [7:_‘ 7

Soit la forme quadratique ¢ (e) relative a cette base
' (E) =g e'ef— Z oo €9 e

Les coefficients de cette forme sont donnés par
g‘.jz Z cff“ C]C“(x — 2 a;. aj.
o «

-l a+g 8 2 «! @ {
_‘gaa':‘}_‘cacg Ca',a«rﬁ‘*"C:za'ca'x“l_ctzidt’a,
et on voit que g;; sont réels et que goow = 2% w’. En particulier, si & est
réelle ou purement imaginaire, a=«a ou ¢’ ¢t les deux paires de racines
(e, &'} et (@, @) sont confondues; g, est alors réel.

3. Toutes les racines caractéristiques relatives aux éléments du sous-
groupe g, de @ sont des combinaisons linéaires a coefficients réels de [ d’en-
tre elles, soient «,, @,,..., @;-1, qui sont indépendantes?. Parmi les 2/
quantités (a; 4 ;) ((=0,1,..., £{—1) il y en a [/ qui sont indépendantes,
soit ¢ de la forme (a;+ ;) et o de la forme (a;— a;) ot ¢ + 0 =1, et
toute racine est une combinaison linéaire A coefficients réels de ces { quanti-
tés. Nous pourrons toujours choisir une base réelle du sous-groupe g, de G
de sorte que les ¢ premiéres expressions, qui sont réelles pour tout €élément
générateur de g,, soient égalesaed, e',...e0 1 et que les o derniéres, qui
sont purement imaginaires, soient égales a i¢/ ie/t!, ..., ie’ "\ Toute racine
caractéristique sera alors de la forme

1) C. p. 55, Théoréme V.
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@) a=ape diame” (#=0,1,...0—1; " =9,0+1...,0F 0—1),
les coefficients ayr,amn étant réels.

Toutes les racines caractéristiques relatives 2 e X,» sont alors des formes
réelles des e”. Elles ne s’annulent pas toutes en méme temps si les e ne
sont pas tous nuls. La forme quadratique @ (e) = gy e e’, qui est la
somme des carrés de ces racines, est donc définie positive. De la méme maniére,
les racines relatives & ¢*” X;» sont purement imaginaires et la forme quadratique
girjme’ e/ est définie négative. Enfin, g -—zEa:a,u et, girjn, ey, e
étant tous réels, gy v =0.

Il en résulte que g:;e’e/ est de la forme

girj i+ e’ ol +g,n AN
oit la premiére de ces deux formes et définie positive et la seconde est définie
négative.
Nous verrons maintenant qu’il existe toujours une base réduite { X;, X.}
satisfaisant aux relations (2) telle que gq« est positif si & est purement ima-

ginaire. Soit en effet A=A ¢" une racine purement imaginaire pour la-
quelle g,» est négatif. En effectuant en méme temps une substitution linéaire
réelle des ¢’ et une substitution linéaire réelle des ¢ on pourra réduire Ia
racine 4 a la forme 4* ¢/~1 et en méme temps g,; ¢’ ¢/ & la forme X (&')2 — X (e™')2.
Le caractere de cette forme quadratique est égal a (¢ — o).

(X2, Xi]l=—[X7,X;]=0 si i#{—1, et les!
éléments générateurs {(X; + X7,X:), Xo» Xis+-., X;—2} de G engendrent un

sous-groupe abélien maximum g3 de ®. La forme @ (¢) relative 3 élément
{EX,-FX7)+ e Xy+... + 72X, »} de ce sous-groupe est égal a

o—1 l=2
—2gmEr 4 D (¢ — Y (")
=0 =9

g étant négatif, cette forme quadratique est de caractére (9 — o-+2). 1l
y a (I 4 2) racines caractéristiques de ® qui s’annulent pour tout élément
générateur de la forme e'X; (i=0,1,..., { —2): ce sont les / racines qui
s’annulent pour tout élément de g, et les deux racines + 4. Mais on vérifie

immédiatement au moyen de I’équation cirag,-j=c]”-‘a g o (1,81) que

1 1
X, (Xa—X7+2%2¢g%,.X0)]=0(@(=0,1,..., [—2)

b

1 1 1 1 1

7, . 1 1)]——-lg;2,z22 Ii*(ZQb/,;Xz 1+X;—X;)

1

(X2 +X7), (X2 X7+24¢g
1 1

Il y a alors deux racines caractéristiques qui sont égales a4 igj, 22 2*§

pour un élément générateur quelconque de go. Celles-ci s’annulent identique-
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ment pour tout élément de la forme ¢’ X; (i=0,1,...,/ —2) et on voit
qu’il y a simplement [ racines qui s’annulent pour tout élément de 0. Le
sous-groupe g; contient donc un élément général de ®.

Si alors il existe une racine 4 purement imaginaire pour laquelle g; » est
négatif, il existera une base réduite {X;, X.} de ® satisfaisant aux équations
(2), pour laquelle le caractére de la forme quadratique g;;e’ ¢/ est augmenté
de deux. Or, la valeur de ce caractére ne peut pas dépasser /. Il en résulte
que Pon peut choisir la base {X:, X.} de sorte que gow soit positif si
est purement imaginaire.

Cela étant, soit {X;, Xu} = {X:, k«Xq} une nouvelle base réduite de &
Nous pouvons choisir 4, de sorte que kokw=1/guo et kg = k.. Cela ne
présente en effet aucune difficulté si la racine @ n’est ni réelle ni purement
imaginaire. Si « est reelle, g, est réel et on peut supposer également que
ke, ko soient réels. Si « est purement imaginaire, &’ =« et nous aurons a

choisir k. de sorte que %y ko =1/gow. Or cela est possible, car g, est
réel et positif. Pour la nouvelle base nous aurons gu» =1 et X, = Xx.

Nous avons alors démontré [existence a’une base réduite {X;, Xu.}
de & satisfaisant aux conditions suivantes:

. X=X,
) -
Xe=X7.
(i) toute racine « est de la forme ay e’ ++iau e, o
i'=0,1,...,0—1; i"=9, 0-+1,...,0F0—1=1—1

et les a;, a;n sont tous réels.
(iii) Ple)=gi, e &/ — ) e e
«

Une telle base sera appelée base de & réduite par rapport @ G.
Comme conséquence de la déuxiéme condition nous avons
gij é ej=gi' 7' e’ e +gt'” J" e el )
oit la premiere des deux formes quadratiques du second membre de cette
équation est définie positive et la seconde est définie négative.

4. M. Weyl a démontré® qu’il existe une base réduite {Y;, Y.} d’un
groupe semi-simple complexe & ayant les propriétés suivantes :
(i) toutes les racines caractéristiques relatives aux éléments générateurs

€' Y: du sous-groupe abélien maximum g, engendré par les {Y,} sont des
formes linéaires a coefficients réels des parametres &',

1) H. Weyl, loc, cit., p. 367—375.
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(ii) 1la forme quadratique ¢ (e) est
g, 6 e — ) e et
oli g:; ¢ ¢ est une forme quadratique définie positive.
(iii) e=chg.
Une telle base s’appelle base normale réduite de ®. Rappelons la méthode

employée par M. Wey! pour en démontrer Pexistence.

Soit { X7, X, } une base réduite de ®. On démontre d’abord qu’il existe
une base {Y,} du sous-groupe abélien g, engendié par les {X }, telle que
toute racine caractéristique relative a4 ¢' Y, est une combinaison linéaire a
coefficients réels des ef. La forme quadratique g;; e' e/ est la scmme des
carrés de ces racines. De plus, si les ¢’ ne sont pas tous nuls, les racines ne
s’annulent pas toutes a la fois. La forme g.; ¢’ e/ est donc définie positive.

Remplacons maintenant tout élément générateur X, par X = ko Xo ol
les coefficients k, satisfont 2 la relation k. ko g = 1. NOUS aUrONS Zoer =1,
et la forme quadratique @ (e) relative a la base {Y.,, X:} sera

p(e)=g ;€ e — Z e« e
[
ot g,; e e/ est définie positive.
Cela étant, écrivons
(5) e=a,e>=p¢;a

si
e, = B ('=0,1,...,p—1)

ap > f3,

pour une valeur convenablement choisie de p < /. Cette définition a un sens,
parce que les a;, 8, sont tous réels.

On vérifie immédiatement que

a>y si a>p>y
et que

et+B>y+0 st a>y; f>9.

Oa fait ensuite Phypothése qu’il existe une base réduite {X:,Y.} de ®
pour laquelle

P()=gi, ¢ ¢/ — )] eatu
[
et
(6) Cz'rgIICZg si w'<“,ﬁ,)’<ws

o étant une racine donnée, et on démontre que cette hypothése entraine I’e-
xistence d’une base réduite de &, se déduisant de la précédente en multi-






