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Abstract We study the asymptotic (as— oo) zéro distribution of(1 — A)s, (z) — At,4+1(z), Where
, € C, s, isnth sectiony, is nth tail of the power series of Mittag-Leffler functidty /, of
orderp > 1. Our results generalize the results by Edrei, Saff and Varga for the.case
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Distribution asymptotique des zéros pour les sections et les restes des
fonctions de Mittag—Leffler

Résumé On étudie la distribution asymptotique (quand— oo) des zéros degl — A)s,(z) —
At,4+1(2), oua € C, s, est lanéme sections, est lenéme reste du developpement de la
fonction de Mittag-LefflerEy,, d'ordre p > 1. On généralise les résultats obtenus par
Edrei, Saff et Varga dans le cas= 0. Pour citer cet article: N. Zheltukhina, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 133-138. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Version francaise abrégée

Etant donné une fonction entiére transcendente (1.1), on definie par (1.2) ses sgctofis et ses
restest,, (z, f). On noteRy, R2, R3, ..., lim,_. R, = o0, les points de discontinuité de I'indice central
de (1.1).

Soit M, (A, 1), A € C, 'ensemble des zéros de I'équatifriR,z; A, f) =0, oul,(R,z; A, f) est defini
(2.3). En particulier,M, (0, f) (resp.M,—_1(1, f)) coincide avec I'ensemble des zéros i€R, z, f)
(tn(Ry—12, f)). Soit M (1, f) 'ensemble des points d’accumulation|dg> ; M, (%, f).

En 1924, Szeg6 [10] a etudié I'asymptotique (quane oo) de distribution des zéros dg(nz; A, €°)
pour € C arbitraire. Notons, qu&,, = n pour f(z) = €. Szegd a découvert que I'ensemble de tous les
zéros ddl, (nz; 1, €) est fortement lié & la courtfe= {z : |ze!~?| = 1} dite la courbe de Szegé. Ce lien est
donné par le théoréme suivant.

THEOREME S ([10]). —On a les égalités (i) M(0,€) =S N{z:|z] <1}, (i) ML, ) =5Sn{z:
lz| > 1}, (iii)) M(, €) =S, pouri #0,1.

Dieudonné [3] a redécouvertles résultats de [10] en 1935 en utilisant une méthode différente. Les travaux
de Szegd’s et Dieudonné’s [10], [3] ont suscité un grand intérét aux distributions des zéros des sections et
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des restes des fonctions entiéres (e.g., [6] et les références de loc.cit.). En particulier, les domaines sans
Zéros des sections et des restesdent été etudié dans [1,2].

En 1983, Edrei, Saff et Varga [5] ont etudié la distribution asymptotiques des zéros des sections de la
fonction de Mittag—Leffler (1.4) d’ordre > 1. A la différence de la fonction exponentiellg & fonction
de Mittag—LefflerE1,,(z), p > 1, admet des zéros, qui donne lieu a une partie des z&Q$Rgz, E1/))
par le théoréme de Hurwitz. Dans [5], il a été démontré Gu&,z, E1/,) accumulent pres de la courbe
S1(p) = S'(p) U S”(p), ou les courbes’(p) et S”(p) sont définies par (1.5) et (1.6) et appartiennent au
disque unité. Plus précisement, on a le résultat suivant.

THEOREMEESYV ([5]). = Mo(0, E1/,) = S1(p), 0UMo(hr, E1yp) est defini pa1.7).

Ce théoréeme est une consequence des résultats beaucoup plus precis et compliques de [5], qui sont
liées a la description des domaines sans zéros,dR,z, E1/,). La similitude entreEy,,(z) (donné par
le Théoréme ESV) et*e(donné par Théoréme S(i)) suggere la question suivante. Est-ce que I'analogue
du résultat de Szegd pouy(nz; 1, €) est vrai pourl,(R.z; A, E1/,) ? Quel est 'analogue de la partie
de la courbe de Szeg®qui se trouve a I'exterieur du disque unité ? Comment decrire les domaines sans
zéros poutl, (R,z; A, E1/,) et € C arbitraire ? Pout, (R,z; A, E1/,) quels sont des analogues d'autres
résultats de [5] liés aux propriétés asymptotiques,d®, z, E1/,) = I, (R, 2; 0, E1/,) ? Notre objectif dans
ce travail est de répondré a ces questions.

Notre premier résultat est 'analogue direct du Théoréme S de Szeg0. On definit I&§pgrbpar (2.1)
eton poses(p) = S1(p) U S2(p).

THEOREME 1.-0On a les egalités suivant (i) Mo(0, E1/,) = S1(p), (i) Mo(1, E1/p) = S2(p),
(iify Mo(x, E1/,) = S(p), pourx #0,1.

Le Théoreme 1 repond a la question de prolongation de la cdiklpe a I'exterieur du disque unité. Il
implique aussi que tous les zérosigéRr, z; A, E1/,) Se trouve a l'aproximité de la courlsgp) et de deux
rayon arg = +m/(2p). Notons que la courb&(p) admet des asymptotes arg +7/(2p) (tandis que la
courbe de Szegh n’a pas d’asymptotes).

Le théoréme suivant est concerné par des domaines sans zékaRgle A, E1/,). Il a été démontré
dans [5] dans le cas= 0 ([5], Théoréme 5).

THEOREME 2. —Soientdy, 82 et & des constantes positives. Alors, pour tausuffisament grand,
I.(R,z; A, E1/p) Wannule pas dansJ?:1 Q;, oulesdomaine®;,i =1, ..., 5, sont definies paf2.2).

Les deux théoremes suivants donnent des informations sur la distribution des zéroB,dex, E1/))
au voisinage des points de la coutig).

THEOREME 3. —Quandn — oo, (2.3)est verifié uniformement sur tout ensemble compact dugqlan

THEOREME 4. —I. Soit &€ = £(¢p), 0 < ¢ < 7/(2p) un point fixe surS’ (p) U S2(p). Soit T =
1£]* sin(¢p) — pg. On definit les suitesr, }° ; et{e,}°°, par (2.4). Alors, quand: — oo, (2.5)est verifié
uniformement sur tout ensemble compact du glan

Il. Soiteé = e YPe? 7/(2p) < ¢ < m, un point fixe sur la portion circulaires”(p) de S(p). On
definit les suiteqz,}°2; et {¢,}°°; par (2.6). Alors, quandn — oo, (2.7) est verifié uniformement sur

tout ensemble compact du plan complexe.

Le Théoréme 3 décrit la distribution des zérosIgér,z; 1, E1/,) dans le voisinage du point=1
et est démontré dans [5] (Théoreme 1, p. 10) dans leicas0. Les résultats correspondant pour
I,(nz;0,€) = s,(nz, €) et I,(nz; 1, €) = —t,11(nz, €) sont obtenus dans [9] et [11]. Le Théoréeme 4
peut étre consideré comme une generalisation des Théorémes 2 and 3 de [5]. Ce qui est surprenant, c'est
que si on prolonge la courl# (o) a I'exterieur du disque unité par la courBg p) qui a la méme équation
dans les coordonées polaires diig), le comportement dé, (R, z; A, E1/,) dans un voisinage d€(p)
et S»(p) est aussi similair.
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Pour étudier le comportement asymptotiquelgéR,z; A, E1/,), on I'écrit sous la formd, (R,z; A,
E1/p) = (1 =X Eyp(Ryz) — tar1(Rnz, E1/p). Le comportement asymptotique du premier terme est bien
connu. Poulz| < 1, le comportement asymptotique du second terme a été étudié dans [5]zPeur,
on utilise la représentation, 1(Rz, E1/p) = (Ru2)" 1 E1/, (Rpz, 1+ ’%1) ol E1/,(z, ) est la fonction
généralisée de Mittag—Leffler définie (3.4). Cette fonctin, (z, ©) admet une représentation integrale
commode ([4], p- 127). En appliquant la méthode de Laplace pour I'integral correspondant, on détermine
le comportement asymptotique (quane> oc) det,11(R,z, E1/,) al'exterieur du disque unité.

1. Introduction

For a transcendental entire function

o
f@=> @z, a>0, (1.1)
k=0
denote by
n o
su(z )= az* and w( =) ad (1.2)
k=0 k=n

its nth section andith tail respectively. Denote bR1, R2, R3, ... the discontinuity points of the central
index of f. One has lim_, - R, = co (see [8, pp. 5-6]). LeM,, (%, f), » € C, be the set of all roots of the
equationl,,(R,z; A, f) =0, where
Li(Ryzi My /)= A — M)sp(Ruz, f) — Mp+1(Ruz, f). (1.3)
In particular,M,, (0, f) coincides with the set of zeros &f(R,z, f) and M, _1(1, f) coincides with the
set of zeros of, (R,—1z, f). DefineM (1, f) to be the set of all accumulation points\df ; M, (%, f).
In 1924, Szegd [10] proved a remarkable theorem on the asymptotic behavior of the roots of the equation
I, (nz; 1, €) = 0 (note thatk,, = n for f(z) = €), wherein the so-called Szegé cuve= {z : |zel~%| = 1}
played a key role.

THEOREM S ([10]). —One has(i) M(0,e) = SN {z:|z] < 1}, (i) ML, &) =SN{z:|z| > 1},
(i) M\, €)= Sfor A #0,1.

In [5], Edrei, Saff and Varga studied the distribution of the zeros of sectjgi®,z, E1/,) of the Mittag—

Leffler function of orderp > 1,
(0.¢]

7/
E1/,(2) = ———, 1l<p<oo. 1.4
1 ;mﬂ/m p (1.4)
For the functionEy,,(z) (se€[7, p. 26]), we haver, =T'(1+n/p)/ T (1 + (n — 1)/p). Consider the main
result of [5]. Edrei, Saff and Varga [5] discovered that the zerog @, z, E1/,) are related with the curve
S1(p) = S'(p) U S”(p), where

S'(p) = {Z =rd?:r <1, |¢| < ;T—p r? cog¢p) —1— plogr = O}, (1.5)
S/’(p):{z:rei¢:l<¢<2n—l,r:e_l/p}. (1.6)
20 2p

The arguments of the zeros B, (z) for 1 < p < oo tend to£x /(2p) as|z| — oco. Hence, there are zeros
of s, (R,z, E1/p) Whose arguments are closedar /(2p). Denote

b/
Mo(k,El/p)=M()L,E1/p)\{z:argz=:l:5}. a.7)
Edrei, Saff and Varga proved the following theorem which is an analogue of part (i) of Theorem S.
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THEOREMESV ([5]). —Mo(0, E1/,) = S1(p).

This theorem is a corollary of much more precise and complicated results of [5] related to the description

of zero-free regions fot, (R,z, E1/,). The similarity between the zero distribution of section£ef,(z)
(given by Theorem ESV) and the zero distribution of sections ¢fjwen by Theorem S, part (i)) provokes
the following questions. Does an analogue of Szeg6's result holg (&, z; A, E1/,)? What is the analogue

of the part of Szegd's curvg lying in the exterior of the unit disc? What is the description of zero-free
regions forl, (R,z; A, E1/,) for arbitrarys € C? Can analogues of other results of [5] related to asymptotic
properties ok, (R,z, E1/p) = I,(R,2; 0, E1/,) be developed fof, (R, z; A, E1/,)? The aim of our work is

to answer these questions.

2. Results
Denote by

S(p) =81(p) U S2(0), p>1,
where

So(p) = {z =r€?:r>1, |p| < 2£ r? cogp¢) —1— plogr = o}. (2.1)
0
The first result of our work can be considered as a complete analogue of Szeg®’s Theorem S.

THEOREM 1. -0ne has(i) Mo(0, E1/,) = S1(p), (i) Mo(1, E1/,) = S2(p), (i) Mo(r, E1/p) =
S(p), forxr £0,1.

Theorem 1 answers the question how to continue the cS(w¢ into the exterior of the unit disc.
It also implies that zeros of,(R,z; A, E1/,) may lie only in the vicinity of curveS(p) and two rays
argz = +m/(2p). Note that the curveS(p) has asymptotes arg= +/(2p), while the original Szeg6
curveS does not have any linear asymptote.

For givens1 > 0,82 > 0 andh > 0, let us introduce the following regions.

Q={z=re®:61<r <1 [z2—1> 51 I$| < & — b, r” Coslpg) — 1— plogr >0},
Qo={c=ré’:|p| < £ — b2, 1 cotpp) — L— plogr < —h},

Qa={z=ré:r>e "+, ¢ > L +5}, 2.2)
Q4={Z:rei¢:81<r<e_1/p—h, |¢|>g_p+32}’

Qs={z=ré?:r>1, |61 < &5 — 2, rP coslpg) — 1 — plogr > h}.

The next theorem deals with the zero-free regions,0R,.z; A, E1/,).

THEOREM 2. —Let 81, 62 and i be given positive constants. Then, for all sufficiently large
I,(Ryz; &, E1/p) has no zeros ilule Q;.

Theorem 2 can be viewed as an extension of Theorem 5 of [5].

The next two theorems give information on the zero distributiof, 0R,, z; 1, E1/,) in the neighborhood
of points on the curvé(p). The distribution in the neighborhood of the point 1 is characterized by the
use of the complementary error function,

2 ¢
erfc(;):l——/ e dv.
7 Jo

THEOREM 3. —Asn — 00, we have

2 \Y2 \" - 2 \Y2 erfa(¢)
(e () o)t (i (5 e)onmun) = {555 ) e
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uniformly on every compact set of theplane.

Theorem 3 can be viewed as an extension of Theorem 1 of [5]. The proof of Theorem 3 is based on the
well-known asymptotic expression for Mittag—Leffler function of order 1 and Theorem 1 from [5].

THEOREM 4. —|.Leté =£(¢),0 < ¢ < 7, be afixed pointoss’ () US2(p). Letr = [¢ |* sin(gp) — po,
and let the sequencgs, }°° ; and{s,}°° ; be defined by the conditions

logn ¢ —ity
21—¢MHn  (1—¢€n’

T, = En(mod 2r), —nm<t<n, and g = (2.4)
0
Then, as1 — oo,

_ 12 44D/ E - of _ 5
I(Ru(L+ e0); 0 Eyp)T(A4n/p) | FH@0T0€ o~ M=t

RIET (LT £0)" A2np) V2P DEE D 15_5 if £] > 1,
(2.5)

uniformly on every compact set of theplane.
Il. Lete = e /g, 35 <¢ <, be afixed point 08" (p), and let the sequencés, };° ; and {e; 1>,
be defined by the conditions

1 1\l —it/
=+ Dpmod2r), —m <t <m and e =(z—=)29_ L7 o
2 p n n+1
Then
I'(1+n/p) (A — 1) (2r e=r/ml/2 £
I (R.EA+¢€): A E QR 2.7
(s Qe b Bo) jrgaty ey oV Ur @1y 18 O

uniformly on every compact set of theplane.
It is worth mentioning that the argumentsgfin Theorem 4 are the same as in Theorems 2 and 3 of [5].
3. Method of proof

The basis of our study is the following theorem that deals with the asymptotic expressions for
I (Ruz; A, E1yp) in different domains ofC.

THEOREMA. — Let 1, 62 be given positive constants, apd> 1. Then, asi — oo,

In(RnZ;)»,E]_/p)F(l—‘rn/p) . eR'/’)ZpF(l—{—n/p) z
Riz" =g (L+0M) — g (1+0), (3.1)

if ze{z:rei¢:r>1, |¢|<2£, |z—1|>81},
0

In(RnZ;)\,E]_/p)F(l—‘,—n/p) _ eR’/‘)ZpF(l—i—n/p) Z
Rnzn =1-Mp iz (14 0(2)) T (14+0(1), (3.2
if ze{z:rei¢:81<r<1, |¢|<2£, |Z_1|>51}7
0

Z
Rz TTA-1/p) R+ (1+0@) - 7 (1+o@).  (33)

if ze {zzré¢ >80, ] > £+52}.
2p
In all expressions above(1) is uniform with respect te.

We remark that, in the special cage= 1, |z] < 1, one can find the asymptotic expression for
I.(Ryz; 1, E1/,) in [5, Lemma 9.2].
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Theorems 1, 2 and 4 can be derived from Theorem A. The proof of Theorem A consists of three steps.
Stepl. We rewritel, (R,z; A, E1/,) as follows

In(Ruz; A, E1yp) = (L= AN E1/5(Ry2) — tar1(Rnz, E1yp)

n+1
=1 -MEy,(Ryz) — (an)”+lE1/p (an; 1+ P )

where

o0 -1
k
El/p(z,u)ZZ{r<u+;)} X, p>0 peC, (3.4)
k=0
is a generalized Mittag—Leffler function studied by Djrbashian in [4, p. 117].

Step2. Using a well-known asymptotic expression foi), (R, z) and an integral representaticseg[4])
for E1/p(Raz, 14+ (n+1)/p), we get the following expressions f@y (R, z, A, E1/,):

o p ,O(RnZ)n+1 e{'ﬂé——(n—l—l)
Ii(Ryz; A, E1/p) = —Apefn? (14 0(2) —7./ - de,
e & ( ) 2mi L(x/2p)+82/2,Ry)  § — RnZ
if |z| >1and|argz| </(2p),
*-=1 (Rpz)"t1 " ¢—(n+1)
Ln(Rpz; . E1p) = ——————(1+0(1)) — ""7_/ Cidg,
RyzI'(1—1/p) 2ri L(t/(20)+82/2.Ry)  § — RnZ
if |z| > 0 and|argz| > 7/(2p) + 82/(2p),
R n+1 e{p —(n+1)
Li(Ryz: A, Evyp) = (1— 1)p e (14 0(1)) — PR / £
27 Lt/(20)+82/2.R) & — Ruz

if 0 < |z| <1landlargz| < 7/(2p),

whereL(«, H) (H > 0, 0< o < 7) is a contour following nondecreasing direction of argnd consisting
of two rays{arg¢ = +«, |¢| > H}and an ard—«a < arg¢ < o} ofacircle|¢|=H.
Step3. We show that the main contribution to

e{pé-—(n-i-l)

Ky (z) == / ——d
L(x/@2p)+52/2.Ry) & = Rnz
comes from the neighborhood of the poine= R,,, and we find an asymptotic expression 4 (z) by

using Laplace’s method.
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