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Résumé On donne une expression de la valeur optimalefc(y) du programme entier max{c′x | x ∈
�(y) ∩ Nn} où �(y) est le polyèdre convexe{x ∈ Rn | Ax = y, x � 0}. Elle est une
conséquence de la formule de Brion et Vergne qui évalue la somme

∑
x∈�(y)∩Nn ec

′x . On
montre que comme en programmation linéaire,fc(y) peut être obtenue par inspection des
coûts réduits aux sommets du polyèdre. On donne aussi un résultat explicite qui reliefc(ty)
à la valeur optimale du programme linéaire associé, pour des valeurs det ∈ N suffisamment
grandes.Pour citer cet article : J.B. Lasserre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002)
863–866.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

The optimal value of integer programs

Abstract We present a formula for the optimal valuefc(y) of the integer program max{c′x | x ∈
�(y) ∩ Nn} where�(y) is the convex polyhedron{x ∈ Rn | Ax = y, x � 0}. It is a
consequence of Brion and Vergne’s formula which evaluates the sum

∑
x∈�(y)∩Nn ec

′x .
As in linear programming,fc(y) can be obtained by inspection of the reduced-costs at the
vertices of the polyhedron. We also provide an explicit result that relatesfc(ty) and the
optimal value of the associated continous linear program, for large values oft ∈ N. To cite
this article: J.B. Lasserre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 863–866.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Etant donnéA ∈ Zm×n, y ∈ Zm, c ∈ Rn, et le polyèdre convexe�(y) := {x ∈ Rn | Ax = y, x � 0}, on
considère la fonctionfc : Zm → R

y �→ fc(y) := max
{
c′x | x ∈�(y)∩ Nn

}
(1)

dont la versionsommef̂c : Zm → R

y �→ f̂c(y) :=
∑{

ec
′x | x ∈�(y)∩ Nn

}
(2)

a été étudiée par plusieurs auteurs ces dernières années, notamment par Barvinok et Pommersheim [2],
Brion et Vergne [3], Pukhlikov et Khovanskii [4]. En particulier, Brion et Vergne [3] donnent une formule
explicite def̂c(y) comme une somme pondérée sur les sommets de�(y), valide pour touty dans une
chambreγ . Dans cette note on donne une version «max» de la formulesommede Brion et Vergne, c’est-
à-dire, une formule explicite defc(y) pour touty dans une chambreγ . On établit aussi un lien direct entre
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fc(ty) et la valeur optimale du programme linéaire associép∗
c (ty) := maxx∈Rn{c′x | Ax = ty; x � 0},

poury fixé et des valeurs det ∈ N suffisamment grandes. Cette approche est une alternative aux approches
algébriquesdécrites dans Thomas [6] et ses références.

2. Résultat principal

On introduit tout d’abord quelques définitions utilisées dans [3]. SoitA ∈ Zm×n, c ∈ Rn, y ∈ Zm avec
n >m, et�(y)⊂ Rn le polyèdre convexe

�(y) := {
x ∈ Rn |Ax = y; x � 0

}
. (3)

Par la suite,c′ et c′x dénotent respectivement le transposé du vecteurc et le produit scalaire habituel de
deux vecteursc etx.

On noteA = [A1| . . . |An] où Aj ∈ Zm est la colonnej de A, pour toutj = 1, . . . , n. Avec � :=
(A1, . . . ,An) soit C(�) ⊂ Rm le cône convexe fermé généré par la famille�. Un sous ensembleσ de
{1, . . . , n} est unebasede � si la suite{Aj }j∈σ est une base deRm, et l’ensemble des bases de�
est notéB(�). Pour σ ∈ B(�) soit C(σ) le cône convexe généré par{Aj }j∈σ . A tout y ∈ C(�) on
associe l’intersection de tous les cônesC(σ) qui contiennenty, ce qui définit une subdivision deC(�)

en cônes polyédraux. Les interieurs des cônesmaximauxde cette subdivision sont appeléschambres(cf.
Alekseevskaya, Gel’fand et Zelevinsky [1]) avec fermeture notéeγ . Pour touty ∈ γ , le polyèdre convexe
�(y) en (3) estsimple. Pour une chambreγ , soitB(�,γ ) l’ensemble des basesσ telles queC(σ) contienne
γ , et soitµ(σ) le volume du polytope{∑j∈σ tjAj |0 � tj � 1}. Pour toutb ∈ γ et σ ∈ B(�,γ ) on a
b = ∑

j∈σ xj (σ )Aj pour des scalairesxj (σ ) � 0. Le vecteurx(σ) ∈ Rn+ avecxj (σ ) = 0 pour toutj /∈ σ ,
est unsommetdu polytope�(b). On noteV le sous espace{x ∈ Rn |Ax = 0}. Finalement, étant donné
σ ∈ B(�), soitπσ ∈ Rm le vecteur ligne, solution unique deπσAj = cj pour toutj ∈ σ . Le vecteurc ∈ Rn

est ditrégulier si cj − πσAj �= 0 pour toutσ ∈ B(�) et toutj /∈ σ .

2.1. La formule « somme » discrète de Brion et Vergne

Soit f̂c : Zm → R+ la fonction définie en (2) où l’on suppose quec ∈ Rn est régulier et −c est à
l’intérieur du cône dual(Rn+ ∩ V )∗. Soit � := (AZn) ⊂ Zm. En utilisant la fonction génératrice dêfc ,
Brion et Vergne [3] (cf. extensions dans Szenes et Vergne [5]) montrent que pour touty ∈ γ ∩�

f̂c(y)=
∑

x(σ ):sommet de�(y)

ec
′x(σ )

µ(σ)
Uσ (y, c), (4)

où

Uσ (y, c) :=
∑

g∈G(σ)

e2iπy(g)

Vσ (g, c)
avecVσ (g, c) :=

∏
k/∈σ

(
1− e−2iπAk (g)eck−πσAk

)
, (5)

et oùG(σ) := (
⊕

j∈σ ZAj)
∗/�∗ (où ∗ dénote la dualité) est un groupe abélien fini d’ordreµ(σ), avec

un nombre fini de caractères e2iπy , y ∈ � ; en particulier, en écrivantAk = ∑
j∈σ ujkAj pour toutk /∈ σ ,

e2iπAk(g) = e
2iπ

∑
j∈σ ujkgj . On remarque le rôle particulier deck −πσAk , k /∈ σ , qui est en programmation

linéaire, lecoût réduitde la variablehors basexk par rapport à la baseσ .

2.2. La version « max » de la formule de Brion et Vergne

On donne ici la version « max » de la formule discrète (oupériodique) (4) de Brion et Vergne [3]. On
suppose d’abord quec ∈ Qn et donc, après multiplication par un entier suffisamement grand,c ∈ Zn.

THÉORÈME 2.1. – SoientA ∈ Zm×n, b ∈ Zm, c ∈ Zn, avecc régulier et −c à l’intérieur du cone
(Rn+ ∩V )∗. Soity ∈ γ ∩� et soitq le plus petit commun multiple(p.p.c.m.) de{µ(σ)}σ∈B(�,γ ). SiAx = y
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n’a pas de solutionx ∈ Nn, alors on posefc(y)= −∞. Sinon, supposons que

max
σ∈B(�,γ )

[
c′x(σ)+ lim

r→∞
1

r
lnUσ (y, rc)

]
,

est atteint à unσ ∈ B(�,γ ) unique. Alors

fc(y)= max
x(σ ):sommet de�(y)

[
c′x(σ)+ lim

r→∞
1

r
lnUσ (y, rc)

]
(6)

= max
x(σ ):sommet de�(y)

[
c′x(σ)+ 1

q

(
deg(Pσy)− deg(Qσy)

)]
(7)

pour certains polynômes réelsPσy,Qσy d’une variable. Le termelimr→∞ lnUσ (y, rc)/r en (6) ou
(deg(Pσy)− deg(Qσy))/q en(7), est la somme de certains coût-réduitsck − πσAk, k /∈ σ .

Démonstration. –On utilise la formule efc(y) = limr→∞ (f̂rc(y))
1/r , ce qui donne

efc(y) = lim
r→∞

(
f̂rc(y)

)1/r = lim
r→∞

[ ∑
x(σ ):sommet de�(y)

erc
′x(σ )

µ(σ)

∑
g∈G(σ)

e2iπy(g)

Vσ (g, rc)

]1/r

= lim
r→∞

[ ∑
x(σ ):sommet de�(y)

Hσ (y, rc)

]1/r

. (8)

Avec rc au lieu dec en (5), on voit queVσ (g, rc) est une fonction de la variablev := er et donc, à son tour,
Hσ(y, rc) est une fonction dev de la forme

Hσ (y, rc)= (
er

)c′x(σ ) ∑
g∈G(σ)

e2iπy(g)∑
j (δj (σ, g,A)× (er)αj (σ,c))

, (9)

pour certains coefficients{δj (σ, g,A),αj (σ, c)}. Les coefficientsαj (σ, c) sont des sommes de coûts réduits
ck −πσAk, k /∈ σ , qui nedépendent pasdey, comme d’ailleurs les coefficients (complexes){δj (σ, g,A)}.

Soitv := er/q oùq est le p.p.c.m. de{µ(σ)}σ∈B(�,γ ). Commeq(ck − πσAk) ∈ Z pour toutk /∈ σ ,

Hσ (y, rc)= vqc
′x(σ ) × Pσy(v)

Qσy(v)
, (10)

pour des polynômes réelsPσy,Qσy ∈ R[v]. Donc quandr → ∞,

Hσ (y, rc)≈ (
er/q

)qc′x(σ )+deg(Pσy)−deg(Qσy)
, (11)

de telle sorte que la limite en (8) est donnée par

max
x(σ ):sommet de�(y)

ec
′x(σ )+(deg(Pσy)−deg(Qσy))/q,

ce qui donne (6), (7). ✷
Comme pour le programme linéaire associép∗

c (y) := maxx∈Rn{c′x |Ax = y, x � 0}, la valeur optimale
fc(y) peut être obtenue par inspection (mais plus compliquée, via (7)) descoûts réduitsaux sommets.

En considérant maintenant le polytope dilaté�(ty), t ∈ N, on obtient le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.2. – SoientA ∈ Zm×n, b ∈ Zm, c ∈ Zn, avecc régulier et−c à l’intérieur du cone
(Rn+ ∩ V )∗. Soit y ∈ γ ∩ � et soit x(σ ∗) ∈ �(y) un sommet optimal du programme linéairep∗

c(y) :=
maxx∈Rn{c′x |Ax = y, x � 0}, i.e.,p∗

c (y)= c′x(σ ∗), σ ∗ ∈ B(�,γ ). Alors, pourt ∈ N suffisamment grand

fc(ty)−p∗
c (ty)= lim

r→∞

[
1

r
lnUσ ∗(ty, rc)

]
. (12)
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En particulier, pourt ∈ N suffisamment grand, la fonctiont �→ fc(ty)− p∗
c (ty) est périodique(constante)

de périodeµ(σ ∗), et est une somme de coûts réduits par rapport à la base optimaleσ ∗ ∈ B(�,γ ).

Démonstration. –Soit t ∈ N et notons quep∗
rc(ty) = trp∗

c (y) = tr c′x(σ ∗). Comme dans la preuve du
Théorème 2.1, et avecty au lieu dey, on a

f̂rc(ty)
1/r = etc

′x(σ ∗)
[
Uσ ∗(ty, rc)

µ(σ ∗)
+

∑
sommetx(σ ) �=x(σ ∗)

(
erc

′x(σ )

erc′x(σ ∗)

)t
Uσ (ty, rc)

µ(σ)

]1/r

et au vu de (9), (10), posantδσ := c′x(σ ∗)− c′x(σ)� 0 etv := er/q ,

f̂rc(ty)
1/r = etc

′x(σ ∗)
[
Uσ ∗(ty, rc)

µ(σ ∗)
+

∑
sommetx(σ ) �=x(σ ∗)

v−tqδσ
Pσ ty(v)

Qσty(v)

]1/r

.

En fait,δσ > 0 siσ �= σ ∗ parce que�(y) est simple siy ∈ γ , etc est régulier. Donc, six(σ ∗) est un sommet
optimal du programme linéaire associé, les coûts réduitsck −πσ ∗

Ak, k /∈ σ ∗, par rapport à la base optimale
σ ∗, sont alors tous non positifs, et en fait, strictement négatifs sic est régulier. Alors,c′x(σ ∗) > c′x(σ) si
σ �= σ ∗. Donc, au vu du coefficient e−tqδσ et du nombre fini de sommets, quandr → ∞, le terme∑

sommetx(σ ) �=x∗
v−tqδσ

Pσ ty(v)

Qσty(v)

est négligeable devantUσ ∗(ty, rc) pour t suffisamment grand, parce que les degrés et coefficients dePσty

andQσty qui dépendent dety, mais pas de la grandeur dety (cf. (9), (10)) sont tous bornés enty. Le
passage à la limite quandr → ∞, donne

efc(ty) = etc
′x(σ ∗) lim

r→∞Uσ ∗(ty, rc)1/r,

d’où l’on déduit (12). Finalement, la périodicité vient du terme e2iπty(g) en (5) pourg ∈G(σ ∗). La période
est donc l’ordre deG(σ ∗), i.e., le volume du polytope{∑j∈σ ∗ tjAj |0 � tj � 1} (ou le déterminant de la
matrice[Aj ]j∈σ ∗). ✷

Théoriquement, on peut obtenir les polynômesPσy,Qσy par le calcul symbolique. Finalement sic ∈ Rn

les formules (6), (7) et (12) sont aussi valides mais les fonctionsPσy, Qσy ne sont plus des polynômes.

Références bibliographiques

[1] T.V. Alekseevskaya, I.M. Gel’fand, A.V. Zelevinskij, An arrangement of real hyperplanes and the partition function
connected with it, Soviet Math. Dokl. 36 (1988) 589–593.

[2] A.I. Barvinok, J.E. Pommersheim, An algorithmic theory of lattice points in polyhedra, in: New Perspectives in
Algebraic Combinatorics, in: MSRI Publications, Vol. 38, 1999, pp. 91–147.

[3] M. Brion, M. Vergne, Residue formulae, vector partition functions and lattice points in rational polytopes, J. Amer.
Math. Soc. 10 (1997) 797–833.

[4] A.V. Pukhlikov, A.G. Khovanskii, A Riemann–Roch theorem for integrals and sums of quasipolynomials over
virtual polytopes, St. Petersburg Math. J. 4 (1993) 789–812.

[5] A. Szenes, M. Vergne, Residue formulae for vector partitions and Euler–Maclaurin sums, Adv. Appl. Math.,
à paraître.

[6] R. Thomas, Algebraic methods in integer programming, in: C. Floudas, P. Pardalos (Eds.), Encyclopedia of
Optimization, Kluwer Academic, Dordrecht, 2001.

866


