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Résumé On donne une expression de la valeur optiméley) du programme entier méxx | x €
Q(y) N N"} ot Q(y) est le polyédre convexgr € R” | Ax =y, x > 0}. Elle est une
conséquence de la formule de Brion et Vergne qui évalue la soE)j\ng?(y)m L, €€%.0n
montre que comme en programmation linéajfg,y) peut étre obtenue par inspection des
co(ts réduits aux sommets du polyedre. On donne aussi un résultat explicite qgi sle
a la valeur optimale du programme linéaire associé, pour des valeussNesuffisamment
grandesPour citer cet article: J.B. Lasserre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002)
863-866.
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The optimal value of integer programs

Abstract We present a formula for the optimal valye(y) of the integer program mgxx | x €
Q(y) N N"} where Q(y) is the convex polyhedrofix € R” | Ax =y, x > 0}. It is a
consequence of Brion and Vergne's formula which evaluates the x
As in linear programmingf.(y) can be obtained by inspection of the reduced costs at the
vertices of the polyhedron. We also provide an explicit result that relates) and the
optimal value of the associated continous linear program, for large values I§f To cite
thisarticle: J.B. Lasserre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 863-866.
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1. Introduction
Etant donnéd € Z"*",y € 7™, c € R", et le polyedre convex®(y) :={x e R" | Ax =y, x >0}, on
considéere la fonctiorf, : Z™ — R
vy fo(y) = max{c/x Ier(y)ﬂN”} (1)
dont la versiorsommef, : Z" — R

v ()= {&F |xeQy) NN} (2)

a été étudiée par plusieurs auteurs ces dernieres années, notamment par Barvinok et Pommersheim [2],
Brion et Vergne [3], Pukhlikov et Khovanskii [4]. En particulier, Brion et Vergne [3] donnent une formule
explicite de f.(y) comme une somme pondérée sur les sommeR @g, valide pour touty dans une
chambrey . Dans cette note on donne une versignax» de la formulesommede Brion et Vergne, c’est-

a-dire, une formule explicite dé.(y) pour touty dans une chambne. On établit aussi un lien direct entre

Adresse e-maillasserre@laas.fr (J.B. Lasserre).
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fe(ty) et la valeur optimale du programme linéaire assqgiéy) := max.cre{c'x | Ax =ty; x > 0},
poury fixé et des valeurs dec N suffisamment grandes. Cette approche est une alternative aux approches
algébriquesiécrites dans Thomas [6] et ses références.

2. Résultat principal

On introduit tout d’abord quelques définitions utilisées dans [3]. 8aitZ"*", ¢ € R", y € Z™ avec
n>m,etQ(y) C R" le polyédre convexe

Q(y) ::{xeR"le:y;x}O}. 3)

Par la suitec’ et ¢’x dénotent respectivement le transposé du veatairle produit scalaire habituel de
deux vecteurs et x.

On note A = [Ay]...|A,] ol A; € Z™ est la colonnej de A, pour toutj =1,...,n. Avec A =
(A1,..., Ay) soit C(A) C R™ le cdbne convexe fermé généré par la famile Un sous ensemble de
{1,...,n} est unebasede A si la suite{A;};c, est une base dR™, et 'ensemble des bases de
est notéB(A). Pouro € B(A) soit C(o) le cone convexe généré pA;}ic,. A tout y € C(A) on
associe l'intersection de tous les cor@g ) qui contiennenty, ce qui définit une subdivision dé(A)
en cOnes polyédraux. Les interieurs des canagimauxde cette subdivision sont appeldsambreqcf.
Alekseevskaya, Gel'fand et Zelevinsky [1]) avec fermeture ngtéeour touty € y, le polyédre convexe
Q(y) en (3) essimple Pour une chambre, soitB(A, y) 'ensemble des basestelles queC (o) contienne
y, et soitu(o) le volume du polytope{zjar t;A;10<t; < 1). Pour touth € Y eto € B(A,y) on a
b= Zjea xj(0)A; pour des scalaires;(o) > 0. Le vecteur (o) € R’} avecx;(o) =0 pour toutj ¢ o,
est unsommetdu polytope2(b). On noteV le sous espacge € R” | Ax = 0}. Finalement, étant donné
o € B(A),soitwr? € R™ le vecteur ligne, solution unique o€ A ; = c; pour toutj € o. Le vecteur € R”
est ditréguliersic; — 77 A; # 0 pour touto € B(A) ettoutj ¢ o.

2.1. Laformule «somme» discrétede Brion et Vergne

Soit fc : Z" — R4 la fonction définie en (2) ou I'on suppose ques R" estrégulier et —c est a
lintérieur du cone dualR’} N V)*. Soit A := (AZ") C Z™. En utilisant la fonction genératrice dg,
Brion et Vergne [3] (cf. extensions dans Szenes et Vergne [5]) montrent que powrdgun A

N 'x(0)
Fy) = 3 e Us(,0), (4)
x(o):sommet de(y) n
ou
& (g) dinAr gy = A
Us(y,c) = Z avecVs, (g, ¢) ;:H(l—e Tk (g) kT A, (®)
2¢G o) Vs (g, c) kéo

etolG(o) := (@jea ZA;)*/A* (ou* dénote la dualité) est un groupe abélien fini d'ordie), avec
un nombre fini de caractére$™®, y € A ; en particulier, en écrivam = > jeo UjkAj pour toutk ¢ o,
Ak (g) = €27 2jes“*8i O remarque le réle particulier dg— % Ax, k ¢ o, qui est en programmation
linéaire, lecodt réduitde la variabléhors basex; par rapport a la base.

2.2. Laversion «max» delaformuledeBrion et Vergne

On donne ici la version «max» de la formule discrete f§@édodiqud (4) de Brion et Vergne [3]. On
suppose d'abord quec Q" et donc, apres multiplication par un entier suffisamement graad,”.

THEOREME 2.1. — SoientA € Z"*", b e Z™, ¢ € 7", avecc régulier et —c¢ a l'intérieur du cone
(RN V)*. Soity e y N A et soitg le plus petit commun multiplg.p.c.m) de{w(0)}seB(a.y)- SiAx =y
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n’a pas de solutionr € N”, alors on posef.(y) = —oo. Sinon, supposons que

1
max {c’x @)+ lim =InU,(y, rc)} ,
oeB(A,y) r—>oor

est atteint a unr € B(A, y) unique. Alors

fe(y) = x(0)+ Jim % InU, (y, rC)} (6)

max
x(o):sommet de(y) |:

= max {c/x(o) + g(dengy) — degQay))] 7

x(o):sommet de(y)

pour certains polynémes réelB,,, Q,, d’une variable. Le termdim,_.InU,(y,rc)/r en (6) ou
(deg Pyy) —ded Qqy))/q en(7), est la somme de certains colt-réduits- 77 Ag, k ¢ 0.

Démonstration. -On utilise la formule &™) = lim,_, o0 (frc(y))Y/", ce qui donne

Z erc’x(zr) e2iny(g) :| 1/r

u(o) Vs (g, rc)

e/ = lim (f,c(y))l/rz lim [
r—00 r—0o0
x(o):sommet deQ (y) g€G(o)

r—00
x(o):sommet de(y)

1/r
= lim { > Hg(y,rc)} . (8)

Avecrc au lieu dec en (5), on voit qué/, (g, rc) est une fonction de la variable= € et donc, a son tour,
H, (v, rc) est une fonction de de la forme

'x(0) e (g)
Hy(y,re)= () _ ,
’ ) ge%(:a) 22 (85(0, 8, A) x (€N (@)
pour certains coefficients ; (o, g, A), «; (0, ¢)}. Les coefficients ; (o, ¢) sont des sommes de colts réduits
ck — 17 A, k ¢ o, qui nedépendent pade y, comme d’ailleurs les coefficients (complexés)(o, g, A)}.
Soitv := €74 oliq est le p.p.c.m. déu(o)}seB(a,y)- COmMmeg (cy — % Ag) € Z pour toutk ¢ o,

Pyy (v)

9)

H,(y,rc) = €' x @) o , (10)
’ Qoy(v)
pour des polynémes réely;,, Q. € R[v]. Donc quand — oo,
H (y rc) ~ (er/q)qC'x(0)+dean,\-)—de§IQn,\-) (11)
[e2 ) )
de telle sorte que la limite en (8) est donnée par
max ec/x(U)+(degpay)_deQQay))/q’

x(o):sommet de(y)

ce qui donne (6), (7). O

Comme pour le programme linéaire assqeié€y) := max.cr:{c’x | Ax =y, x > 0}, la valeur optimale
fe(y) peut étre obtenue par inspection (mais plus compliquée, via (7pades réduitaux sommets.
En considérant maintenant le polytope dil&t&y), ¢ € N, on obtient le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.2.— SoientA € Z™*", b e Z", ¢ € Z", avecc régulier et—c a l'intérieur du cone
(RT. N V)*. Soity e y N A et soitx(c*) € 2(y) un sommet optimal du programme linéapg(y) :=
max.cre{c'x | Ax =y, x > 0},i.e.,pX(y) =c'x(c%),0* € B(A, y). Alors, pourt € N suffisamment grand

fe@y) = pcty) = lim. E InUo=(1y, rc)]. (12)
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En particulier, pourr € N suffisamment grand, la fonctien— f.(try) — p¥(ty) est périodiqueconstantg
de périodeu(c™), et est une somme de colts réduits par rapport a la base optiriate3 (A, ).

Démonstration. -Soit ¢ € N et notons que},(ry) = tr pX(y) = tr¢/x(c*). Comme dans la preuve du
Théoreme 2.1, et aveg au lieu dey, on a
Ug*(ty, rc) N Z erc/x(tf) tUg(ty, re) 1/r
p(o*) ¢'x(@™) n(o)

Freltn)/r =g [

sommetx (o)#x(o*)

etau vu de (9), (10), posaby := c'x(c*) — ¢'x(c) >0 etv :=€/4,
1/r
Frolty)lr = ex@™ [M > s Paty(v):| / |

*
(o) sommetx (o) #x (%) Qory(v)

Enfait,§, > 0 sio # o* parce que2 (y) est simple sy € y, etc estrégulier. Donc, si(c*) est un sommet
optimal du programme linéaire associé, les colits réduitst® Ay, k ¢ o*, par rapport a la base optimale
o*, sont alors tous non positifs, et en fait, strictement négatifsesi régulier. Alors¢’x (0 *) > ¢’x (o) Si

o # o*. Donc, au vu du coefficient@?%> et du nombre fini de sommets, quanéd> oo, le terme

Z v_,qgn Paty(v)
sommetx (o) £x* Qory(v)

est négligeable devabi,«(ty, rc) pourt suffisamment grand, parce que les degrés et coefficien®s ge
and Q,;y qui dépendent dey, mais pas de la grandeur dg (cf. (9), (10)) sont tous bornés en. Le
passage a la limite quamd— oo, donne

el = &) lim U« (ty, re)”,
r—0o0
d’oti 'on déduit (12). Finalement, la périodicité vient du term&%&(g) en (5) pourg € G(c*). La période

est donc l'ordre d&5 (0 ™), i.e., le volume du polytopé&> A;10<t; <1} (ou le déterminant de la
matrice[A]jes+). O

jeo* tj

Théoriguement, on peut obtenir les polynonigs, Q. par le calcul symbolique. Finalementse R”
les formules (6), (7) et (12) sont aussi valides mais les fonctRyns Q,, ne sont plus des polynémes.
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