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Résumé

Nous décrivons un nouvelle famille d’exemples d’hypersurfaces de la sphère satisfaisant le cas d’égalité de la m
extrinsèque de C. Bär de la plus petite valeur propre de l’opérateur de Dirac.Pour citer cet article : N. Ginoux, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Remarks on the spectrum of the Dirac operator. We describe a new family of examples of hypersurfaces in the sp
satisfying the limiting-case in C. Bär’s extrinsic upper bound for the smallest eigenvalue of the Dirac operator.To cite this
article: N. Ginoux, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Soit (Mm,g) une hypersurface riemannienne compacte orientée (de dimensionm) de l’espace-modèl
(M̃m+1(c), g), où M̃m+1(0) := R

m+1 (l’espace euclidien),M̃m+1(1) := Sm+1 (la sphère ronde à courbu
sectionnelle 1), et̃Mm+1(−1) := H

m+1 (l’espace hyperbolique à courbure sectionnelle−1). Soitλ1 la plus petite
valeur propre de l’opérateur de Dirac surM associé àg et à la structure spinorielle induite. Il est en géné
impossible de donner une expression explicite pour cette valeur propre. Il a cependant été démontré que la
moyenneH ainsi que la courbure ambiante la majorent de manière naturelle ; plus précisément, C. Bär a
dans [2] que
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si M̃ = H
m+1. (3)

Si (1) et (2) (resp. (3)) montrent une forte analogie avec les majorations de R.C. Reilly [16] (re
E. Heintze [12]) pour la première valeur propre non nulle du laplacien scalaire, on peut se demander jus
cette ressemblance, et si en particulier l’égalité dans (1), (2) ou (3) n’est atteinte que lorsqueM estminimalement
immergée dans une sphère géodésique, comme c’est le cas pour le laplacien [16,12,6]. Il a été démontr
(resp. dans [11]) que, si (1) ou (2) (resp. (3)) est une égalité, alors la courbure moyenneH est constante, et qu
l’égalité a lieu siM est une sphère géodésique ; néanmoins, le problème de savoir si cette hypersurface esla seule
à jouir de cette propriété est à ce jour demeuré ouvert.

Nous montrons dans cette Note que l’égalité dans (2) lorsqueM n’est pas une sphère géodésique n’entraine
la minimalité deM dansSm+1. Nous exhibons une famille d’exemples à cet effet.

1. Structures spinorielles sur les sous-variétés

Pour les préliminaires sur la géométrie spinorielle, on se reportera par exemple à [13,5,4,8].
Nous commençons par rappeler quelques éléments de base sur la restriction de structures spinorielles

[2,15,10]). Tout d’abord, siE et F sont deux fibrés vectoriels riemanniens sur une variété donnée, la pré
d’une structure spinorielle sur deux des fibrésE, F , E ⊕ F , induit une structure spinorielle sur le troisième ([1
et [13], Proposition 2.15, p. 90). Cela a deux conséquences importantes dans les exemples que nous allo

D’une part, tout produit riemannien de deux variétés spinorielles porte une structure spinorielle naturelle
structure spinorielle produit. On peut même montrer que toute structure spinorielle sur un produit riemanni
en fait une structure spinorielle produit.

D’autre part, toute sous-variété riemannienne à fibré normaltrivial d’une variété riemannienne spinorie
porte une structure spinorielle induite. Nous insistons ici sur le fait que cette structure spinorielle dépen
trivialisation du fibré normal choisie [3]. C’est pourquoi nous préciserons toujours ce choix.

Nous aurons également besoin de l’observation suivante. SoientE1 → M ′ et E2 → M ′ deux fibrés vectoriels
réels triviaux sur une variétéM ′, de rangs respectifsn1 etn2. Soit (X1, . . . ,Xn1) (resp.(Xn1+1, . . . ,Xn1+n2)) une
trivialisation deE1 (resp. deE2) et supposons la variétéM ′ spinorielle. Toute trivialisation d’un fibré vectori
munissant celui-ci de la structure spinorielle triviale,(X1, . . . ,Xn1) (resp.(Xn1+1, . . . ,Xn1+n2)) induit d’après
ce qui précède une structure spinorielle sur le fibréT M ′ ⊕ E1 (resp. surT M ′ ⊕ E2). De même, la trivialisation
(X1, . . . ,Xn1+n2) deE1 ⊕ E2 induit une structure spinorielle surT M ′ ⊕ (E1 ⊕ E2). Mais T M ′ ⊕ (E1 ⊕ E2) =
(T M ′ ⊕ E1) ⊕ E2, doncT M ′ ⊕ (E1 ⊕ E2) porte aussi la structure spinorielle induite par celle deT M ′ ⊕ E1 et
par (Xn1+1, . . . ,Xn1+n2). La remarque est que ces deux structurescoïncident. Cela s’applique en particulier à
restriction de structures spinorielles à une sous-variété à fibré normal trivial (voir ci-dessous).

2. Une famille d’exemples d’hypersurfaces non minimales satisfaisant l’égalité dans (2)

Nous décrivons maintenant les exemples cités en introduction. Soientp, q deux entiers naturels non nuls, etr,
r ′ deux réels strictement positifs. Considérons la variétéM := Sp(r) × Sq(r ′), oùSk(R) désigne la sphère rond
de dimensionk et de rayonR. Notonsg la métrique produit surM, et munissonsM de la structure spinoriell
produit. Rappelons que, lorsquek > 1, il n’existe qu’une seule structure spinorielle surSk(R), alors que sik = 1,
la variétéSk(R) porte deux structures spinorielles non équivalentes, une triviale et une non triviale. Cette d
est celle qui est induite par le plongement standardS1(R) ⊂ R

2. Nous choisirons toujours lorsquek = 1 la structure
spinoriellenon triviale surSk(R).
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Pour la structure spinorielle produit que l’on a fixée surM, le spectre du carré de l’opérateur de DiracDM de
(M,g) est l’ensemble desµ2

k + µ′2
l , oùµk (resp.µ′

l ) décrit le spectre de l’opérateur de Dirac surSp(r) (resp. sur
Sq(r ′)) (cela est une propriété générale des produits riemanniens, cf. [1]). En utilisant [17], le spectre deD2

M est
donc {

1

r2

(
p

2
+ n

)2

+ 1

r ′2

(
q

2
+ n′

)2

, n,n′ ∈ N

}
.

En particulier, la plus petite valeur propre deD2
M estλ2

1 = p2/(4r2) + q2/(4r ′2).
Pour un réelu dans]0, π

2 [, posonsr := cos(u), r ′ := sin(u), et renotonsMu := Sp(cos(u)) × Sq(sin(u)). La
variété(Mu,g) se plonge alors canoniquement et isométriquement dansSp+q+1(1). De plus, la structure spinoriell
induite par ce plongement coïncide avec la structure spinorielle produit que l’on a fixée surMu. Pour montrer cela
distinguons deux cas.

(a) Sip > 1 etq > 1, la structure spinorielle deMu est unique carMu est simplement connexe.
(b) Si p = 1 (le raisonnement sera identique siq = 1), la situation est un peu plus compliquée puisqueMu

porte plusieurs structures spinorielles. Considérons le diagramme commutatif suivant dans lequel les flè
les inclusions standard :

Sp+q+1(1)

S1(r) R
p+q+2

R
2

Nous devons déterminer si la structure spinorielle induite parSp+q+1(1) surMu se restreint à son tour surS1(r)

en une structure spinorielle triviale ou non, cette dernière restriction étant réalisée au moyen de la trivia
naturelle (compatible avec les orientations) du fibré normal deS1(r) dansMu. Par définition, la structure spinoriel
induite parSp+q+1(1) surMu est donnée par la trivialisation du fibré normal deMu dansSp+q+1(1) ; par suite
(cf. paragraphe 1), celle induite parMu surS1(r) est également induite parSp+q+1(1) surS1(r) au moyen de la
trivialisation de son fibré normal dansSp+q+1(1). Or la structure spinorielle deSp+q+1(1) provient elle-même de
la structure spinorielle deRp+q+2 par l’inclusion canoniqueSp+q+1(1) ⊂ R

p+q+2 ; la structure spinorielle induit
parMu surS1(r) est donc aussi celle induite surS1(r) par l’inclusion canoniqueS1(r) ⊂ R

p+q+2 au moyen de la
trivialisation naturelle du fibré normal de ce plongement.

Mais cette dernière trivialisation est également obtenue en juxtaposant les trivialisations des fibrés n
respectifs deS1(r) dansR2 et deR

2 dansRp+q+2 (où R
2 = R

2 × {0} ⊂ R
p+q+2) ; commeR

2 porte évidemmen
la structure spinorielle induite par la trivialisation canonique de son fibré normal dansR

p+q+2, et que le plongemen
naturelS1(r) ⊂ R

2 induit une structure spinoriellenon triviale sur S1(r), la structure spinorielle induite surMu

induit donc à son tour une structure spinorielle non triviale sur chacun des facteurs de dimension 1.
Par conséquent, la première valeur propreλ1 de l’opérateur de Dirac deMu pour la structure spinorielle induit

satisfait

λ2
1 = p2

4 cos(u)2
+ q2

4 sin(u)2
.

Or un calcul élémentaire du carré de la courbure moyenne deMu dansSp+q+1(1) donne

H 2 = 1

(p + q)2

(
p tan(u) − q

tan(u)

)2

,
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ce qui n’est rien d’autre que l’égalité dans (2).
Nous obtenons donc une situation radicalement différente de celle du laplacien scalaire, puisqu’il

qu’un seulu dans]0, π
2 [ pour lequel la première valeur propre non nulle du laplacien scalaire de(Mu,g) satisfait

l’égalité dans la majoration de R.C. Reilly [16], à savoir celui pour lequelMu estminimale dansSp+q+1(1). Cette
dissemblance, qui vient s’ajouter à celle déjà observée par l’auteur [11] sur la question d’une possible amé
de (3) en une majorationL2 optimale (cf. aussi [9]), semblerait indiquer une plus grande diversité de rés
pour l’opérateur de Dirac dans les problèmes d’estimations extrinsèques des petites valeurs propres. C
point rejoint par ailleurs la différence observée pour l’étude du cas d’égalité dans la minoration (intrinsè
T. Friedrich [7] de la plus petite valeur propre de l’opérateur de Dirac en fonction de la courbure scalaire (vo
pour ces questions).
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