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Résumé
Nous décrivons un nouvelle famille d’exemples d’hypersurfaces de la sphere satisfaisant le cas d’égalité de la majoration
extrinseque de C. Bar de la plus petite valeur propre de I'opérateur de Bixacciter cet article: N. Ginoux, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Remarks on the spectrum of the Dirac operator. We describe a new family of examples of hypersurfaces in the sphere
satisfying the limiting-case in C. Bar’'s extrinsic upper bound for the smallest eigenvalue of the Dirac ofieratte.this
article: N. Ginoux, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).

O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Soit (M™, g) une hypersurface riemannienne compacte orientée (de dimensiote I'espace-modele
(M™1(c), g), ot M™+1(0) := R (lespace euclidien)”1(1) := $"™*+! (la sphére ronde & courbure
sectionnelle 1), eV ti(—1) .= Hm 1 (I'espace hyperbolique a courbure sectionnell®. Soit)1 la plus petite
valeur propre de l'opérateur de Dirac suf associé & et a la structure spinorielle induite. Il est en général
impossible de donner une expression explicite pour cette valeur propre. Il a cependant été démontré que la courbui
moyenneH ainsi que la courbure ambiante la majorent de maniére naturelle ; plus précisément, C. Bar a montré
dans [2] que
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et 'auteur a prouvé dans [11,10] que

2
A2 < m—(supH2 - 1) siM =H"+1, (3)
4 \y

Si (1) et (2) (resp. (3)) montrent une forte analogie avec les majorations de R.C. Reilly [16] (resp. de
E. Heintze [12]) pour la premiére valeur propre non nulle du laplacien scalaire, on peut se demander jusqu’ou va
cette ressemblance, et si en particulier I'égalité dans (1), (2) ou (3) n’est atteinte que Ik gt nimal ement
immergée dans une sphére géodésique, comme c’est le cas pour le laplacien [16,12,6]. Il a été démontré dans [:
(resp. dans [11]) que, si (1) ou (2) (resp. (3)) est une égalité, alors la courbure mdyessieconstante, et que
I'égalité a lieu siM est une sphére géodésique ; néanmoins, le probleme de savoir si cette hypersuidaealest
a jouir de cette propriété est a ce jour demeuré ouvert.

Nous montrons dans cette Note que I'égalité dans (2) lorafjméest pas une sphére géodésique n’entraine pas
la minimalité deM danss™+*1. Nous exhibons une famille d’exemples a cet effet.

1. Structuresspinorielles sur les sous-variétés

Pour les préliminaires sur la géométrie spinorielle, on se reportera par exemple a [13,5,4,8].

Nous commencons par rappeler quelques éléments de base sur la restriction de structures spinorielles (cf. aus
[2,15,10]). Tout d’'abord, SE et F sont deux fibrés vectoriels riemanniens sur une variété donnée, la présence
d’'une structure spinorielle sur deux des fibEesF, E @ F, induit une structure spinorielle sur le troisiéme ([14]
et [13], Proposition 2.15, p. 90). Cela a deux conséquences importantes dans les exemples que nous allons étudi

D’une part, tout produit riemannien de deux variétés spinorielles porte une structure spinorielle naturelle appelée
structure spinorielle produit. On peut méme montrer que toute structure spinorielle sur un produit riemannien est
en fait une structure spinorielle produit.

D’autre part, toute sous-variété riemannienne a fibré notnindbl d'une variété riemannienne spinorielle
porte une structure spinorielle induite. Nous insistons ici sur le fait que cette structure spinorielle dépend de la
trivialisation du fibré normal choisie [3]. C’est pourquoi nous préciserons toujours ce choix.

Nous aurons également besoin de I'observation suivante. SBiert M’ et E2 — M’ deux fibrés vectoriels
réels triviaux sur une variét®’, de rangs respectifs, etno. Soit (X1, ..., X,;) (resp.(Xn,+1. - . -, Xny4n,)) UNE
trivialisation deE; (resp. deE>) et supposons la variét’ spinorielle. Toute trivialisation d’un fibré vectoriel
munissant celui-ci de la structure spinorielle trivial&, ..., X,,) (resp.(Xu,+1, - - -, Xn;+n,)) induit d’aprés
ce qui précéde une structure spinorielle sur le fibMd’ @ E; (resp. surr M’ @ E»). De méme, la trivialisation
(X1, ..., Xny4n,) de E1 @ E> induit une structure spinorielle sitM’ & (E1 @ E2). MaisTM' @ (E1 @ E2) =
(TM' ® E1) @ E2, doncTM’ & (E1 @ E>) porte aussi la structure spinorielle induite par cellefdd’ @ E; et
par (Xn,+1, .- ., Xn;+4n,). La remarque est que ces deux structwaiacident. Cela s’applique en particulier a la
restriction de structures spinorielles a une sous-variété a fibré normal trivial (voir ci-dessous).

2. Unefamille d’ exemples d’ hyper surfaces non minimales satisfaisant I’ égalité dans (2)

Nous décrivons maintenant les exemples cités en introduction. Saigrdeux entiers naturels non nuls et
r’ deux réels strictement positifs. Considérons la varété= S”(r) x $9(r'), ot S¥(R) désigne la sphére ronde
de dimensiork et de rayonR. Notonsg la métrique produit suM, et munissond/ de la structure spinorielle
produit. Rappelons que, lorsqie- 1, il n’existe qu’une seule structure spinorielle sti(R), alors que sk =1,
la variétés* (R) porte deux structures spinorielles non équivalentes, une triviale et une non triviale. Cette derniére
est celle qui est induite par le plongement standa(@®) c R2. Nous choisirons toujours lorsqie= 1 la structure
spinoriellenon triviale sur S¥(R).
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Pour la structure spinorielle produit que I'on a fixée #irle spectre du carré de I'opérateur de Difag de
(M, g) est'ensemble de/s,f + u;2, ol (resp.u;) décrit le spectre de I'opérateur de Dirac $Ui(r) (resp. sur
S9(r")) (cela est une propriété générale des produits riemanniens, cf. [1]). En utilisant [17], le spebﬁge&iae
donc

1/p 2 1 /g 2
{r—2<§+n> +ﬁ<§+ﬂ/> ,n,n eNt.

En particulier, la plus petite valeur propre B8, esti2 = p2/(4r?) + q2/(4r'?).

Pour un réek dans]0, Z[, posons- := coqu), " := sin(u), et renotonsV,, := S”(cogu)) x S?(sin(u)). La
variété(M,,, g) se plonge alors canoniquement et isométriquementsfars(1). De plus, la structure spinorielle
induite par ce plongement coincide avec la structure spinorielle produit que I'on a fix®g sBour montrer cela,
distinguons deux cas.

(@) Sip > 1 etg > 1, la structure spinorielle d&, est unique caM, est simplement connexe.

(b) Si p =1 (le raisonnement sera identiquegsi= 1), la situation est un peu plus compliquée puisge
porte plusieurs structures spinorielles. Considérons le diagramme commutatif suivant dans lequel les fleches sor
les inclusions standard :

S[J+q+l(1)

™

/ RPH+2
~.

Nous devons déterminer si la structure spinorielle induiteSar 1(1) sur M, se restreint & son tour st (r)
en une structure spinorielle triviale ou non, cette derniére restriction étant réalisée au moyen de la trivialisation
naturelle (compatible avec les orientations) du fibré normafide) dansM, . Par définition, la structure spinorielle
induite pars?t9+1(1) sur M, est donnée par la trivialisation du fibré normal e dansS?*+4+1(1); par suite
(cf. paragraphe 1), celle induite paf, surS(r) est également induite pa?*+7+1(1) surS1(r) au moyen de la
trivialisation de son fibré normal dasgt9+1(1). Or la structure spinorielle d&’t4+1(1) provient elle-méme de
la structure spinorielle dB?+4+2 par I'inclusion canoniqué?t?+1(1) c R?*+4+2; |a structure spinorielle induite
par M, surS1(r) est donc aussi celle induite s8#(r) par I'inclusion canoniqué®(r) c R?+4+2 au moyen de la
trivialisation naturelle du fibré normal de ce plongement.

Mais cette derniere trivialisation est également obtenue en juxtaposant les trivialisations des fibrés normaux
respectifs des1(r) dansR? et deR? dansR?+7+2 (ot R? = R? x {0} ¢ RPT4+2): commeR? porte évidemment
la structure spinorielle induite par la trivialisation canonique de son fibré normaRddigd 2, et que le plongement
naturelS1(r) c R? induit une structure spinorielieon triviale sur S1(r), la structure spinorielle induite su,
induit donc a son tour une structure spinorielle non triviale sur chacun des facteurs de dimension 1.

Par conséquent, la premiere valeur proprele I'opérateur de Dirac d&,, pour la structure spinorielle induite
satisfait

St

2 p? q°

AT = + - .
17 4cosu)? ' 4sinu)?
Or un calcul élémentaire du carré de la courbure moyenrié,deanss?t4+1(1) donne

H2=;<ptar(u)— el )2
(p+49)? tan(u) )
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d'ou
+ )2
)»%: (p 4‘]) (H2+1),

ce qui n'est rien d’autre que I'égalité dans (2).

Nous obtenons donc une situation radicalement différente de celle du laplacien scalaire, puisqu’il n’existe
qu'un seulu dans]0, %[ pour lequel la premiere valeur propre non nulle du laplacien scalai(éfgleg) satisfait
I'égalité dans la majoration de R.C. Reilly [16], & savoir celui pour leddigkstminimale danss?+4+1(1). Cette
dissemblance, qui vient s'ajouter a celle déja observée par I'auteur [11] sur la question d’une possible amélioration
de (3) en une majoratioh? optimale (cf. aussi [9]), semblerait indiquer une plus grande diversité de résultats
pour I'opérateur de Dirac dans les problemes d’estimations extrinseéques des petites valeurs propres. Ce dernie
point rejoint par ailleurs la différence observée pour I'étude du cas d'égalité dans la minoration (intrinséque) de
T. Friedrich [7] de la plus petite valeur propre de I'opérateur de Dirac en fonction de la courbure scalaire (voir [5,8]
pour ces questions).
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