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Résumé

Nous développons la théorie de la diffusion pour I'équation de Klein—~Gordon charg@ suR, en présence d'un po-
tentiel électrostatiquel (x) admettant des limites distinctes quandx — +o0. Dans ce cas, 'énergie conservée n'est pas
définie positive (paradoxe de Klein). Nous faisons I'analyse spectrale de I'équation harmonique, et établissons I'existence d'un
opérateur de diffusion dont la norme du symbole est strictement supérieur a 1 pour les fréquenees,dans Ces résultats
s’appliquent a la métrique de DeSitter-gmer—Nordstrgm, pour justifier la natiodle superradiance des trous noirs chargés.
Pour citer cet article: A. Bachelot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Klein paradox for the charged Klein—Gordon equation: superradiance and scattering. We develop the scattering theory
for the charged Klein—Gordon equation & x R,, when the electrostatic potentidl(x) has different asymptotics® as
x — to00. In this case, the conserved energy is not positive definite (Klein Paradox). We construct the spectral representation
for the harmonic equation, and we establish the existence of a Scattering Operator the symbol of which has a norm strictly larger
than 1, for the frequencies i@ —, a1). These results can be applied to the DeSitter—Reissner—Nordstram metric, to justify the
notion of superradiance of the charged black-hdle<tite thisarticle: A. Bachelot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version
We consider the charged Klein—Gordon equation
(8 —iA@) u—02u+V(u=0, teR, xeR, (1)

whereA, V € L*°(R; R) satisfy the main hypotheses
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A(x) — ax, x—> Fo0, a_#ay, (2)
V(x)— 0, |x|— ooc. )

Fundamental examples of such an equation arise in @ERelativity for the propagation of waves on space—times

of Black-Hole type with an electrostatic charge. Other oimeeshsional field equations with step-like perturbations
have been studied: the existence of a Scattering Operator that is unitary, was established for the Dirac system il
[8], and for the Schrédinger equation in [3]. The key point for both these equations is the conservationf the
norm. The situation drastically differs for the Kbe-Gordon equation (1) since the conserved energy

E(u,1) :=/ |02, )|+ |Bcu(, )|+ [V (x) — A20)][uz, 0| dx 4)

is not always positive. In particular, whet satisfies the steplike hypothesis (2), the set of modes is finite di-
mensional, but there exists no finite codimensional gabs of Cauchy data, on which this energy is positive.
This is the root of the so calleidlein paradox Then there can exist exponentially increasing solutions (the usual
modes). Furthermore, in some situations, there exist solupiolymomiallyincreasing in time. To overcome these
difficulties, we develop the spectral analysis of the time-harmonic Klein—Gordon equation

W+ [k— A u—V@Eu=0, xcR, (5)

wherek € C is the spectral parameter. We use the Jost functions which are the somﬁgnus(k; x) of (5), sat-
iSfying M. o0 fin oy (k; X) — €EF1E=a0¥ = 0. The WronskiaWiniouy (k) = [ fimouy» finioun] K)» TE(K) =
—2i(k — ax)/ Wout(k), RE(k) := [ fou fix]/ Wourk), where[ £, g] := f'(x)g(x) — f(x)g'(x), plays an important
role. The roots oWj, (k) = 0 satisfying3k > 0, are the usual modes, but due to the different asymptotids.of
asx — +oo, it can exist a finite sety, of real roots, thédnyperradiantmodes, that lead to the solutions of finite
energy, polynomially increasing in time. Moreover, the phenomensupérradianceppears:

ke(a—,ay)\ oy = |RE (k)| > L.

We construct the distorted Fourier transforms that are defined on the weighted/gRge(1 + k2)* dk), and
because of the critical frequencie$, it is necessary to take> % The main result of this harmonic analysis is

the resolution of the iddity for (5), but because of the hyperradiant modes, the usual spectral measiRreon
replaced by a distribution, that is singular at these frequentaking advantage of thipsctral representation, we
establish the existence of the wave operators, without using the conservation of the non positive energy (4), where
the asymptotic dynamics are

0 —ias)’u — Bfu =0, x— too, |t|—> co.

When there exists neither usual mode, nor hyperradiant mode, we develop a complete scattering theory. We estat
lish the existence of the scattering operator, of which the symbol is the scattering matrix

Sy . [ RY() TH(k)

S0=(700 k)
which is superradiant for the frequencies (a—, a+). These results can be applied to the scalar field theory in the
De Sitter—Reissner—Nordstrgm universe, hence our analysis explains the phenomenon of superradiance of charge
black-holes [8], of which the corresponding effect for the classical particles is the Penrose process.

1. Introduction

La théorie de la diffusion pour I'équation de Klein—Gordon chargée a été développée pour des potentiels élec-
trostatiques de courte portée [5,9]. Dans ce cas, le paradoxe de Klein est exclus : I'énergie conservée est défini
positive sur un sous-espace de données initiales Hans L2, de codimension finie. L'existence de I'opérateur de
diffusion en présence de ce paradoxe est obl@me ouvert que nous résolvons pour I'équation :



A. Bachelot / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 345-350 347

(8 —1A))u —0%u+V(x)u=0, 1eR, xeR. 6)
A etV appartiennent 4°° (R, ; R), et on suppose qu'il existe > 0, a+ € R tels que
0.¢]
/ (JAG) = a-Lj—00,00(x) — a4 1j0,00{ ()| + [V (x)]) € dx < 00, (7)
—00
[ IAG+R) —A
sup / ‘M el dy < oo, (8)
0<|h<1 h
—0o0
Sous I'hypothése fondamentale
ay #a_, 9)

I'énergie conservée des solutiang CO(R,; H1(R,)) N COR,; L3(R,)),
E(u,1) :=/ |02, )|+ [Bcu (e, >+ [V (x) — A2(0)]|ue, x)[* dx, (10)

n'est pas définie positive, et on n'a pas toujours
supl|du (1) HLz(]RX) + [[3xu() ||L2(]Rx) < 00. (11)
t

Toutefois nous montrons que (11) est vraie sur un sous-espace de codimension fiﬂé debé ou
L2(Ry):= L%(R,, (1 +x?)°dx), HMR,):={uel? u'eL?}, seR.

La valeur des > 1 est liée a I'éventuelle présence de solutions d’énergie finie de (6), a croissance polynomiale en
temps :|u(t, x)| ~ *~1, - +o00. Cela nous permet d’établir 'existence de I'opérateur de diffusion qusiLgser-
radiant: le coefficient de réflection est strictement supérieur a 1 pour les fréquenc¢es,de ). Les hypothéses

sur A etV étant satisfaites pour I'équation de Klein—Gordomegtrique de De Sitter—R&sner—Nordstragm, notre
analyse justifie I'explication des sursaytspar la superradiance des trous noirs chargés [7], qui est I'analogue
pour les champs de spin entier, du processus de Pepoasaune particule ponctuelle. L'énergie indéfinie (10)
n'interviendra pas dans les démonstrations qui s’appsi@run étude assez détaillée de I'équation harmonique.

2. Analyse spectrale

Pourtoutk € C, +(—)3Jk > —3, il existe d’uniques fonctionﬁlﬁ(oub (k; x), Ct enx, analytiques e#, solutions
de I'équation harmonique

Y +[k—A®]Py-V@)y=0 xecR, (12)

satisfaisant : lim_ +o0 fiﬁ(ouo (k; x) — e=Pik=an)x — 0 On introduit les Wronskienin oup (k) := [fi:(ouo,
fi;(out)](k), [f, gl := f'(x)g(x) — f(x)g'(x). Les solutions de I'équatiof¥i,(k) = O sont appelées respective-
ment, valeurs propres, résonances, modes hyperradiatifs>s0, 3k < 0, Ik = 0, et leurs ensembles sont notés
op, R, 05s. ONnmontre que, etogs sontfinis ebys C (a—, ay). Contrairementau cas de I'équation de Schrodinger

(A = 0), leur multiplicitém (k) € N* donnée pala% Win(k) =0, < m(k), %Wm(k) # 0, peut étre supérieure

a 1. Par exemple pour(x) = 1;_, oz 2r,(x), V(x) =0, 0n aoy, = {3}, m(3)=2.0n pose :
Jss#(/):v::{naxm(k), ogs =0 =v:=0. (13)
E0gg

Pourk € R \ oy, On introduit les coefficients de transmissidi () := —2i(k — a+)/ Wout(x) et de réflection
RE(k) = [ forts fif]/ Wout(x). Ces fonctions analytiques sBy, \ o, satisfont
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%Ui(mf +REW [P =TT~ () — RY6OR™ ()| =1,
—az
ce qui entraine la superradiance :

Ke(a_,a+)\am:>|Ri(/<)| > 1. (14)

La transformee de Fourier distordue est définie pbarCs°(R,), en posant :

Fiff(out)( k) = / fif(out)(k; x)fx)dx, keC, +(—)Jk>0.

Proposition 2.1. Fiﬁ(out) qui est défini de”§° (R,) dans(),[H" N Lﬁ](]RK), admet une extension continue

() deL?, ;(R,)dansH Y25 (R) NE'(Ry) + HY2T(R,), pour touts, s > 0;
(i) deL2(R,) dansL?(R,);
(i) de H'N L3(R,) dansL3(R,).

Fi

inouy N"admet aucune extension continuelc%z(}Rx) dansD’'(R,), nideL? (R,),§ > 0, dansL?(R,).

La transformee réciproque définie paque C3°(R,) par
1 o
@ ) 1= 5 / fE ok Vg A, x e R,
—00

est un opérateur borné d&R, ) dansHZ (R,), et deH* (R,) dansL2(RY).
Le résultat principal de cette analyss k& résolution de l'identité pour (12).

Théoréme 2.2. Il existe une famille de nombres compleX@gl)kegp, o<i<m(2.), tels que pour toulf LE(RX),
s>max3,v—3), p=0,1,0na:

B L e N O LS )
pf =P <Win(/< 1i0) Fiy (f)> gzjout( Woutlk — 10) Fout(f)
m(A)—1
+ 30> (kP fi e x) FECH) k= 2) + G (kP fortks x) Fo(f)) (k = A).
reop 1=0

Cette formule était établie dans [2] quat@st de courte portée. Sous notre hypothése (9), la présence éventuelle
des modes hyperradiants qui sont des singularitg3¥igouy (« + (—)i0)]~ L, transforme les usuelles intégrales
spectrales suR, en parties finies d’'Hadamard.

3. Comportements asymptotiques en temps

Pour toutug € HX(R,), u1 € L2(R,), s € R, I'Eq. (6) admet une unique solutiane CO(R,; HX(R,)) N
CY(R,; LE(}RX)), satisfaisant/ (0, x) = ug(x), d;u(0, x) = u1(x). Si les données de Cauchy appartiennent a I'es-
pace

X = HiaryRe) X Loy 1) (Ry), (15)

la résolution de l'identité permet d’obtenir une représentation gar des transformées de Fourier distordues, et
d’en déduire des estimations d'énergie.
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Théoreme 3.1. Il existeC > 0 tel que pour toutuog, u1) € X,r € R,ona
+1/2 —1 il o o x
[ (@), 3 ®) [ 1,2 < Cl[ o, un) | (14wl 2 M), = maxm(), y = Max3(A).

P

On note que sb, =05, =¥, la normeL2(R,) deu(r) est uniformément bornée, en contraste avec le cas de
I'équation des ondes? — 83. Une autre conséquence de I'hypothése )’ apparition éventuelle de solutions a
croissance polynomiale, construites en microlocalisant la donnée de Cauchy pres des modes hyperradiants.

Théoreme 3.2. Pour toutk € oy, [ < m(k), il existeug, uy € C3°(R,) tels que pour tout :
u(t,x)= t’"(’()_[_lei’“f(;tn(/c; x)+ O(Im(K)_[_l), t — +00,
u(t,x)= O(tm(")_l_l), t > —o0.

En écartant I'espace de dimension finie des solutioossantes associées aux valeurs propres et aux modes
hyperradiants, on définit les opérateurs d’onde.

Théoréme 3.3. Il existe un sous-espacéscaitde X, de codimension finie, tel que pour taui, 11) € Xscatt il
existe, de maniere uniqu&ﬁ(oun € H1(R) tels que

HE%O@ [, x) = (€7 i g (1 = (F)x) + € Pt (14 () | e,

+ {3, x) = (€5 i ou) (¢ = ()2 + € Pt O (4 (x)) |2, =0

Les opérateurs d'ondinouy : (1o, u1) - (-

in(out’ ”i?](out))’ sont des injections continues AgcaiSUr des sous-
espaceinouy de H1(R) x HL(R).

La caracterisation d&nouy €t la continuité dé?\Vi;(lout) sont questions délicates. Pour inverser les opérateurs
d'ondes, il est naturel de supposer qu'il n’y a pas de solution évanescente.

Proposition 3.4. Sio, = §, il existe un entiev > 1, dépendant dey,, tel que
_ 2
[Hr%lax(u,l)(R) N Hy(R™)]” C Yincou-

Quandoy, est aussi vide, on peut prendke= 1, et obtenir une description de I'opérateur de diffusior=
Wout(Win)~L. On introduit des espaces de Hilb&¥, compris entref et H® :

2

+ . 1 Lo 2 2 . 2 [
K*:={ue H Ry); iu' +axu € L{([Ry)}, Il == Nullfa g ) + llu +aiu||L%(Rx).

Theéoréme 3.5. Siog, =0, =9, On a:
HER) x HER) C Yinouy C KT x K7, (16)

et Win(ouy sont des isomorphismes définisXisur Yinouy Munis de la norme d&€ ™ x K . L'opérateur de diffu-
sionS est un isomorphisme d&, sur Yout. En notant? la transformée de Fourier suR, on a la représentation

~ P + +
S=F15w)F, Sk) :=<§_Eg ;_E’S) (17)

La matrice de diffusiors (k) est meromorphe sus := {k € C; |Jk| < 5} etk € w estun pole deS si et seulement
si k est une résonance. La diffusion est superradiante pour les fréquences.de.) :

kel a)=1<[RE@)|. [56)] e (§(K))‘1}|£(Cz). (18)
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Le détail des démonstrations est a paraitre dans [1], ot I'on applique ces résultats a la diffusion par les trous noir:
sphériques chargés dans un univers en expansion ; stelmeremier pas vers la compréhension de la superra-
diance des trous noirs en rotation [4,6]. Enfin nous évoquongaegquestions non résolues, concernant 'Eq. (6),
pourtant bien élémentaire. (i) On montre que les inclusions (16) sont strictes guand a. = V(x) = 0 pour
X > xp, OUA(x) —a— = V(x) =0 pourx < xo. Une caractérisation simple d&ouy en terme d’espaces de Sobo-
lev & poids parait difficile. (i) Puisque les dynamiques asymptotiqueg&ontia.)? — 83 quandx — o0, il est
tentant d’étudier la théorie de la diffusion dans les espdeédilbert associés a I'énergie des solutions de ces équa-
tions. On introduit donc les espaces de Beppo B (R) définis comme la fermeture def° (R) pour la norme
I £+ := llif' + ax fll 2. On montre quéWinouy admet un prolongement contiitlinouy de H1(R) x L2(R)
dansf := BLi(R) x BLL (R) et queS se prolonge en un automorphlsmeleg qui vérifie

- Hc(e)'

Toutefois, il n'est pas clair que I'image d@’in(ouf) Soit &, ni que(Win(out))—l qui est défini de¥inouy dansX,

admette un prolongement continu 8elansH1(R) x L2(R). (iii) Un autre probléme ouvert est I'étude de la ré-
partition des résonances, et I'établissement d’une représentation de type Lax—Phillips de la solution. (iv) Les seuls
exemples connus de modes hyperradiants sont associés a des potentiels discontinus. En revanche, c’est en ay
recours & MAPLE pour maitriser de colossales combimasle fonctions hypergéométriques, que I'on « montre »

que oy est vide dans le cas simpld,(x) = tanh(x), V(x) = 0. Il serait souhaitable pour les applications, de
disposer d’un critére sut et V, assurant I'absence de mode hyperradiant.
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