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Abstract

In this Note, using the periodic unfolding method (see D. Cioranescu et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (1) (2002)
99-104), we study reiterated homogenization for equations of the falin(a¢ (x, Du¢)) = f, wherea, is Carathéodory and
satisfies some monotone and growth conditions. We show that if we assurﬂ'g(l;t)wﬂ’6 (ae))(x, y, z, &) converges, for almost
all (x,y,z) € 2 xY x Z, to a Carathéodory operator, then the sequengc@sndDu,. converge in a certain sense to the solution
(ug, i, i) of a limit variational problem, as — 0. In particular this contains the case(x,£) = a(x, £, {)g/(gy ,£), where
a is periodic in the second and third arguments, and continuous in each argUimeite this article: N. Meunier, J. Van
Schaftingen, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Résumé

Homogénéisation réitérée pour desopérateursdliptiques. Dans cette note, on étudie, eilisant la méthode d’éclatement
périodigue (voir D. Cioranescu et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |1 335 (1) (2002) 99-104), 'homogénéisation réitérée pour des
équations de la forme div(ac (x, Du¢)) = f, olac est de Carathéodory et satisfaisdmnditions de monotonie et de crois-
sance. On montre que si I'on suppose la convergen(:s‘é:{g:ei?(Te (ae))(x,y,z,€), pour presque toutr, y,z) € 2 x Y x Z,
vers un opérateur de Carathéodory, alors les suitext Du. convergent dans un certain sens vers la solutign, ii) d’'un
probleme variationnel limite, quand— 0. Ce résultat s’applique en particulier au easx, &) = a(x, £, {xa/(gy,g), ola
est periodique par rapport aux deuxieme et troisieme variables, et continue par rapport a chaque Rauirabier cet ar-
ticle: N. Meunier, J. Van Schaftingen, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Version francaise abr égée

La notion d’homogénéisation réitérée a été introduite dans Bensoussan, Lions et Papanicolaou [2] et Sanchez
Palencia [8] pour les opérateurs linéaires et pégoes. Le cas non linéaire convexe a été traité en utilisant la
I'-convergence [3]. Le cas des opérateurs monotones périodiques non linéaires a été étudié par Lions, Lukkasse
Persson et Wall [6] en utilisant une méthode d’énergimetconvergence multi-échelle, voir [1] pour cette théorie.

Des applications de ces résultats pour des matériaux nonrkisgmuvent étre trouvées dans [3]. La généralisation
de ’homogénéisation au cas linéaire non périodique elliptique a été faite par Tartar [9] et Murat et Tartar [7] en
utilisant la H -convergence.

Dans cette Note, nous étudions 'homogénéisationnéat@our des opérateunsn-linéaires monotones ellip-
tiques en utilisant la méthode d’éclatent périodique introduite par Ciarascu, Damlamian et Griso [4].

Nous considérons la classe d’équations aux dérivées partielles de la forme :

{—div(ae(x, Duo))=f surs,

ue € WP (92), @)

ol £2 est un ouvert borné lipschitzien &, 1< p <oo, p 1 +g 1 =1 et f € W14(£2). On suppose que
ac(x, &) est de Carathéodory et satisfait des condgide monotonie (3) et de croissance (4).

Le Théoréme 3.1 assure que si pour presqueigut) € 2 x Y, la suite(Z¢ (ac) (x, v, £))e converge simplement
vers un opérateur de Carathéoderymn(x, v, £), alors la suitqu. ). converge faiblement dar‘l&’ol”’(ﬂ) Versug
ou (uo, %) est I'unique solution du probleme variationnel (7)%gtu)(x, y) = u(e[£]y + €y). On obtient en outre
la convergence forte dars’ (£2 x Y) de la suite(7c (Du.))e vers Dxug + Dy ainsi que la convergence forte des
correcteurs dans le Théoréme 3.2.

Remarque 1. Le Théoreme 3.1 contient en particulier le casip(x, £) = a(x, ’e—‘ £),a(x,y, &) étant une fonction
Y-périodique dans la seconde variable et continue par rapport a chacune des variables.

Dans le Théoréme 4.1 nous étudions I’homogénéisatiibérée. Nous introduisons I'opérateur d’éclatement
réitéré, voir [4], pour toute fonctiom, étendue par O en dehors @& u € LP($2) : Q/(e)(ﬂ(u))(x,y,z) =
u(e[Zly + 65(6)[%6)12 +€8(€)z), ol lime08(e) =0.

Si la suite (Zs() (Ze(ac))(x, y, z, £))e converge vers un opérateur de Carathéod®gmrelx, y, z, &), pour
presque toutx, y,z) € 2 x Y x Z, alors la suitqu.). converge faiblement darW&”’(.Q) versug ou (uo, i, i)
est 'unique solution du probléme variationnel (9). On a aussi la convergence fortd.dafsx ¥ x Z; RY)
de la suite(Zs() (7c (Due)))e vers Dyug + Dyit + D ii. La convergence forte des correcteurs est assurée par le
Théoréme 4.2.

Remarque 2. Le Théoreme 4.1 contient le cas ai(x,§) = a(x, ¢, {);/(3”,5), a(x,y,z, &) étant une fonction

Y-périodique dans la seconde varialtepériodique dans la troisieme variable et continue par rapport & chacune
des variables. De plus, § = Z et z=5 € N* alors on aac(x, &) = a(x, ¥, {)f;/(gy,%“) =a(x, %, 5.4). Cela
généralise ainsi les résultats obtenus dans [6] otait @écessaire de supposer une hypothése plus forte sur la

fonctiona(x, -, z, £).

Remarque 3. On peut généraliser le Théoreme 4.1 au edsis réitéré, si on suppose que pour presque tout
(x,’yl, .oy Yn) € 82 x,Yl X -+ x Y, la suite((?:;’n(e) 0---0 7;’1(6) o T)ac(x, y1,...,yn, E))e CONVErge vers un
opérateur de Carathéodafyomrei(X, ¥1, - - -, Yn, &).

Remarque4. Le Théoréme 4.1 contient en particulier le cas®e= 21 U 25, £21 et 2, étant des ouverts disjoints

de frontiére lipschitzienne e (x, &) est tel querc(x, &) = al(x, &) six € 21, ac(x.§) =a?(x, 2, BdL &) si
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x € £22, olia® eta? sont continues par rapport a chacune des variables et satisfont (3) et (4). Cela recouvre des
situations plus générales que ce qui a été envisage dans [6].

Remarque 5. Comme dans le cas linéaire, [4,5], le Théoréme 4Lt e étendu a I'étude de domaines perforés.

1. Introduction

The reiterated homogenization was first introduced indeissan, Lions and Papanicolaou [2] and in Sanchez-
Palencia [8] for linear and periodic operators. The nonlinear case was studied for elliptic and convex problems
in [3]. The non-linear case for periodic monotone operators was obtained in [6], using a method of energy and
multiscales convergence, see Allaire and Briane [1] fis thethod. Applications of these results for nonlinear
materials can be found in [3]. The non periodic case in homogenization was first studied in the linear case by Tartar
[9] and Murat and Tartar [7], using th&-convergence theory.

In this Note, we study reiterated homogenization farotone operators by using the periodic unfolding method
introduced in Cioranescu,dnlamian and Griso [4].

We consider equations of the form:

{—div(ae(x, Duo))=f surs,

e € WP (92), @)

whereg? is a Lipschitz open bounded setRf’, 1< p <00, p 1 +g1=1andf e W-19(02).

2. Unfolding reiterated oper ator

Let Y andZ be two reference cells (sets having the paving property with respect to basis, defining the periods,
(b1,...,by) and(cy, ..., cy), respectively) associated with the scateanded(e), with lime_oé(¢) = 0. For
z € RN, we denotdz]y the unique integer combinatioﬁ?’:1 k;b; of the periods such that— [z]y belongs toy,
and we sefz}y =z — [z]y. Then, for eaclr € RV, we immediately see that= e([zly +{gly).
We define similarly for ally € RV, [y]z and{y}z.
Foru e LP(£2), p € [1, oo], extended by zero outside &f, we define the unfolding operat@g : L7 (£2) —
LP(2 xY) by

Z(u)(x,y):u( [£:| —i—ey), forx € 2 andy e Y.
€ly

Now we apply tai € LP(£2 x Y), p € [1, oo], extended by zero outside &f x Y, a similar unfolding operation
for the variabley, x being seen merely as a parameter. Adding a new variahle, we obtain the unfolding

operaton’];’(e) (LP(2xY)— LP(£2 x Y x Z) given by
Ts0) @) (x, ¥, 2) =ﬁ<x,8(e)[8(y—6)} +8(e)z>, for (x,y,2) € (2 x Y x Z).
Z

Therefore, fou € LP(£2), we can define the reiterated unfolding operator by

%’(e)(ﬂ(u))(x,y,z)=u<e|:£:| +ea(e)[i} +68(6)z>, for (x,y,2) € (2 x ¥ x 2).
€ly 8(e) 1,

We immediately see that for everye £2, we haveTy, (T () (x, {x/e}y, {{"8/(3Y V7)) = u(x).
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3. Homogenization results

Theorem 3.1. Letl < p <oo0, p 1+ g 1=1anda.: 2 x RY - RN, with a. (-, £) measurable for alt € RV
andac (x, -) continuous for almost alt € 2, be such that

e there existg > 0 such that for allx € £2, &1, & € RV,

€1 — &2|” < c(ae(x, £1) — ac(x, £2)[€1 — &2), Q)
e there exists" > 0 such that for allx € £2 and¢ e RY,
lac (x, &) < C(1+[5]77Y). 4)

Furthermore, we assume that for almost everyy) € 2 x Y,
z(aé)(xa yas) - Clhom(xv yvéj)v ase goes to Zero, (5)
whereanom(x, v, £) is Carathéodory. Lef, € W~149(£2) be such thaif, — f strongly inw—14(£2).
Letu, Wol’p(s?) be the solution of the following problem
{ Ja(ac(x, Due)| Do) dx = [, fepdx,
Vo e Whr(92),
then we have,

(6)

ue —ug weakly inWy”(£2),
whereug is the first term of the unique solutigno, &) of the following variational problem
uo € Wy (2), it € LP(2; Wpel (Y)), with [, ii(x, y)dy =0,
VW € Wy P (2), V0 € LP(2; Wpel (Y)), (7
% Jo v (anom(x, y, Dxuo + Dyit)|[Dx¥ (x) + Dy @ (x, y)) dx dy = [, f¥ dx.
Moreover, the following strong convergence holds
T.(Duc) — Dyuo+ Dyt in LP(2 x Y x Z; RY), whene goes to zero.

The proof of Theorem 3.1 is very simple with the urfislg method. We proceed in four steps, we shall give
it in details in a forthcoming publication. First, we prove the weak convergences of the unfolding sequences of
(7c (ue))e and(Zc (Due))e, then we establish an equation satisfied by the limit. In the third step, we show that the
unfolding sequence of the gradigfff (Du.))e converges strongly and at the emd proceed to the identification
of the homogenized equation.

Moreover, if we introduce the averaging operatr. L (2 x Y) — LP(2 x Y x Z) defined byl (v) =
ﬁ fy v(e[Z]y + €y, {Z}y) dy, we obtain the following result for correctors:

Theorem 3.2. We have the following strong convergernces

Dyue — Dyug — Ue(Dyit) — 0 in LP(£2).
Remark 1. Condition (3) used in Theorem 3.1 piies the following condition, whiz was used in [6]: there exists
¢ > 0such that for alk € £, &1, & e RV,

(ae(x, 1) — ac(x, £2)|&1 — &2) = c(1+ &1l + |£2])" |61 — &21°,
with maxX{p, 2} < a < +o0.
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Remark 2. In particular, Theorem 3.1 applies to the case whete, §) = a(x, £, §), a(x, y, ) beingY -periodic
in the second argument and continuous with respect to every argument.

4. Reiterated homogenization
We can now give the reiterated result.

Theorem 4.1. Let us assume that, ¢, ac, fe, ue are as in Theoren8.1 and that for almost everyx, y, z) €
2 xYxZ,
T3y (Te(ae)) (x, y. 2, §) = anomrei(x, ¥, 2, §), (8)
ase goes to zero, withim_, ¢ 8(¢) = 0 andanomrei(x, ¥, z, &) is Carathéodory. We have
ue —ug weakly inWOl”’(.Q), ase — 0,
whereug is the first term of the unique solutigno, i, i) of the variational problem
o € Wy (), it € LP(2; Wael (Y)), with [, ii(x, y)dy =0,
ieLP(2 xY; Wk (2)), with [, ii(x,y,z)dz=0,
VW € WyP (2),¥® € LP(2; Wk (V)),VO € LP (2 x Y; Wpek (Z)) 9)
Wlm Sy« 7 (@nomreix, v, z, Dxuo + Dyit + D;ii)|
D ¥ (x) 4+ Dy®(x,y)+ DO (x,y,z))dxdydz = [, f¥dx.

Moreover, the following strong convergence holds, wheoes to zero,
T3, (Te(Due)) — Dyuo+ Dyii + Doii in LP(2 x ¥ x Z; RY).
Furthermore, if we define the averaging reiterated opewgg(re) forallwe LP(2 x Y x Z):

X {x/ely

, 1 (x/ely
“fﬁ@(“’)—myfz R e e LS

we deduce the following result for the correctors:

Theorem 4.2. We have the following strong convergences

Dyute — Dyug — Ue(Dyit) — U, 5 (D) — 0 in LP(£2).

Remark 3. In particular, Theorem 4.1 applies to the case whefe, £) = a(x, X %,é), a(x,y,z, &) be-

s
ing Y-periodic in the second argume#;periodic in the third and continuous with respect to every argument.
Furthermore, ifY = Z and ;1 is an integer, thea (x, £) = a(x, £, {"8/(3Y &) also equalsi(x, £, 755, ). This
generalizes the results of [6] in whichvilas necessary to assume a stronger conditian(en., z, ).

Remark 4. Theorem 4.1 can easily be generalized to the cagetiofies reiteration if we assume that for almost
all (x, V1, oY) ER x Yy x---xY,, the sequenceﬂ;’n(e) o--- 07:3/1(5) oT)ac(x, y1,..., yu, £))e CONvVerges to
a Carathéodory operatokomrei X, y1, .- -, Yn, ).



214 N. Meunier, J. Van Schaftingen / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 209-214

Remark 5. As a particular case, Theorem 4.1 applies to the following situat@n:= £2; U 25, with

21, 2, disjoint Lipschitzian open sets and(x, £) is such that (x, £) = al(x, &) if x € 21 andac(x, &) =
a?(x, {hy, {{)g/(gy}z, £) if x € £22, wherea® anda? are continuous with respect to every argument and satisfy
(3), (4). This is more general than what was treated in [6].

Remark 6. As in the linear case, see [4,5], Theorem 4.1 can be generalized to perforated domains.
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