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Résumé

Dans cette Note, nous montrons qu’un test d’uniformité pour un échantillon de points d'un espace 2-point homogene peut étre
basé sur la fonction de Green du laplacien. Nous retrouvons les célébres statistiques de Watson, Cramér—von Mises et Andersol
Darling comme des cas particuliers de cette classe de statistRpuesiter cet article: J.-R. Pycke, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
Abstract

Statisticsrelated to Green’s function of the Laplacian. In this Note, we show that an invariant test of uniformity for a sample
from a compact 2-point homogeneous space can be based on the Green function of the Laplacian. The three celebrated Watsc
Cramér-von-Mises and Anderson—Darling statistics are shown to be particular cases of this family of sTatistethis article:
J.-R. Pycke, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

1. Introduction

Soit M un espace 2-point homogéne connexe, compact, muni de sa mesure canonique de Hezsiec M,
induisant une densité également naféair toute sous variété (voir [3], Chapitrg Sil'on souhaite tester I'hypothése

Hp : I'échantillon Py, ..., P, provient d’'une population uniformément distribuée sfir

il est naturel de chercher a construire une statistique qui soit, tout comme la distribution testée, invariante par le group
des isométries d&f (voir par exemple [7]). Dans cette Note, nous montrons que/desu V -statistiques de ce type
peuvent étre obtenues a partir de la fonction de Green du laplacie¥ .shios principaux résultats sont basés sur

le développement orthogonal du noyau de ces statistiques, qui implique les propriétés asymptotiques bien connue
exposées dans [10], 84.3. Le développement bilinéaire donné dans le Théoreme 2.2 généralise celui connu pour
statistique de Watson (ca@s= 1). Sa composante radiale permet de construire un test introduit au Théoréme 2.3 qui
peut étre interprété comme la composante principale radiale d'un test d’uniformité, généralisant les statistiques de
Cramér—von Mises (cag = 1) et d’Anderson—Darlingd = 2), dont nous donnons ainsi une interprétation géomeé-
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Tableau 1

Notation

Notation Espace dimp M

M(d,d —1,k)=S%R) spheére euclidienne dafi¢’+1, de rayonr = (2,/x) 1 d e N*
M(,0,k)= P,f (R) projectif réel de courbure constante d e N*

M, 1,k)= P,f’((C) projectif complexe de courbure sectionnelle holomorphe 4 d=4,6,8,...
M, 3,k)= P,f (H) projectif sur les quaternions de courbure sectionnelle maximale 4 d=8,1216,...
M(16,7,x) = P,}G(Cay) plan projectif sur les octaves de Cayley de courbure sectionnelle maximale 4 d=16

trique, respectivement sur le cercle et sur la sphére. Led ea2 et 3, qui donnent de nouvelles statistiques, sont
étudiés dans les exemples 2 et 3. En particulier, on y définit par (8) une statistique trés simple pour un test d’unifor
mité sur la sphéré?, qui généralise celle que Watson avait introduite pour le cetl€lle est basée sur la moyenne
géomeétrique des espacements entre les points de I'échantillon.

Rappelons tout d’abord (voir [5] p. 78, [8] exemples 1 a 4 p. 340-341, [9] Chapiilg. 202) qu’un tel espace, est
caractérisé par untriplét, ¢, «) tel qued € N*, (¢,x) € {0,1,3,7,d — 1} x (0, co) oud est la dimension d& surR
etk une courbure. En nota (d, ¢, «) I'espace correspondant, les cas possibles sont donnés dans le Tableau 1. Nous
omettrons les indiceé:, d, k) lorsqu’ils sont déterminés sans ambiguité. Le diam&fyade M (d, g, ), la surface
A(r) d’'une boule de centre quelconque et de raya0, §,,] sont donnés par

dJ2
Sy = max d(P, = —,
M P,QeM(d,q,k) (P.Q) 2/ rd/2 “
avecS, (r) := (1//x) sin(y/kr), C, (r) := cox/kr) et nous noterons, = S, /C,. Le volume de cette boule est donc

r d/2 1/2) [d g+1
V(r)=V[d,q,K](r)=/A[d,q,K](p>dp= (%) M,[ a+2 smz(fr)]
0

et A(r)=Ald,q,«1(r) = S4Lmed ), O<r<ém)

F(g+1+d)/2) |2’

ol estla fonction Béta incompléte définie gdu, b; x]:=TI'(a +b) /[T (@)T(B)] [ t*~ (L —1)>"1dr poura, b > 0

et x € [0, 1]. Fixons un pdleN € M, et soitP — r := d(N, P) la fonction distance associée a ce pble. 20jf

le laplacien suM, avec la convention de signe telle que toutes ses valeurs propres soient négatives (donc I'oppos
de l'opérateur introduit dans [3], Chapitre § Giil p. 126). Les valeurs propres de Ay,) sont les réels,, =

Ald, q, k1= 2ck(2k +d +q — 1), (k € N). MunissonsL?(M) de la norme induite par le produit scalairg|g) :=

fM f(P)g(P)dP, f,ge L2(M). Pour toutk € N, I espace propré; associé a; est de dimension finie et contient

une unique fonctiolC* ne s’annulant pas eN, de norme 1 et qui soit sphérique zonale relativemeMt a'est-a-

dire ne dépende que de=d(P, N) (voir [7]). NotéesP +— fko(r), ces fonctions sont liées aux polynémes de Jacobi

PP (x) = <k,;,{ (1—x)"%(1+x)PY k[(l Ok (14 x)*+B), (o, B> —1, k € N) par la relation, pouk € N,

d/4 1
£20) = (g) BT 2m)

d/4 ' d-‘rl]—l 2 r 4 T d-‘rl]—l 1/2 -1
— <£> {k(—+ K)I(5) (—+k)} Pk( )[CK(Zr)]
T4+ (5 +k)

T

(voir [1] p. 65). Pourk > 1, I’orthogonaIE,EJ defk (r) dansEy est constitué de fonctions dont la moyenne est nulle sur
toute spheére de centié. Une base orthonormale d&{ formée de fonction§™ sera notég¢f;: 1<i < dimEy —1}.

Il existe une unigque fonctiois 4 (P, Q), dite fonction de Green centrée du laplacien, solution de(—Ap)Gy =
Sp—1/Vy, avech Gy (P, 0)dQ =0 ouép estla distribution de Dirac e et Vy, := V (§) le volume total devf

(voir [2], Chapitre 4, § 2.3 p. 108).

2. Résultats généraux

Théoreme 2.1. La fonction de Green centrée du Laplacien sur M est
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1)
Vi =V() i/ V() Va = V()]
V2

Gu(P1, P2) = gu[d(P1, Po)] = L / dr
Vi A(r) A(r)
d(P1,P)
T /8 1l ”,g’,cosZ(fr)] /81[% 4icosRLg, B st /Rn
- 2n? 1) Ce(r) G (r)
d(P1,P)
3 S i Sin T Py P W
k=1 Ak k=1 M

La série (1) converge au sens des distributions quel que soit d = dimM € N*, dans L2(M) s dim M < 3, ponctuel-
lement s dimM =1. S d(N, P;) =r;, (i =1, 2), lavaleur moyennede P — Gy (P1, P) lorsgue P parcourt sur la
sphére S(r2) de centre N, contenant Py, est donnée par

1 0 0
Gt = g [ Gutr, pap =37 I, @)

8(r2) k
Notonsy2(m) une v.a. de lojx2 am degrés de liberté.

Théoreme2.2. S dimM e {2, 3} (resp. dimM = 1), alors sous Hp, la U-statistique (resp. la V -statistique)
2
(n—1)

n

1 n
> Gu(p. P, (resp. Via(Pr, .., Pa)i= > Gup, Pj)> ©)

1<i<j<n i=1j=1

Um(P1,..., Py) =

o .
. xF(dimEy)—dimE, x2(dimEy) N R
tend en loi verslava. > 2, WM‘, (resp. 3024 kaZk) ol les x2, k > 1, sont indépendantes.
Le test suivant revient a se limiter a tester la répartition «radiale» de I'échantillon, putggest clairement
impliquée parHp si on a posé; = d(N, P;). Remarquons que les fonctioAs V, G et gy, sont définies pour des
valeurs non entiéres deet g, méme si la variété correspondaid, ¢, k) n'existe pas. On pourrait tenir compte
de cette extension dans le théoréme suivant. En particulier 'ideédjigénéraliserait2) a des valeurs non entiéres.

Théoréme 2.3. Pour tout d € N*, ona

d—2 d—2 (42 d-
00 ’P?(T’ =% Coifrl)]P T T [COX\/—FZ)] T
GM ) = k ) 0< ) < ~ —
m (L r2) }; dck(k+d — 1) ( W )

_ Jem@—r1)+gm(ra) — gm () S? rL<rg,
gM(rl) +gm(@ —r2) —gm(8) Sirp=ro.

N PG [ 114, % cof (VRN L smanr— rr rz)}+1r>max(r1 ) = 115, 53 SIP(/RD1}

iy R Gle () “
Sous |” hypothése
Hp @ L' échantillon ry, ..., r, provient d' une distribution de densité A[d, d — 1, «] sur (0, ﬁ;),
la V-statistique
villen, ... )'—EZH:XH:GM(P rj)=-n (8)+32n:(2'—1)[ 6 —rq ~ 5
o, ._nizljzl v (ri,rj)=—ngum " i gm (S —ri) +gm(riy] (5)

2
tend en distribution verslava. Y 22, W oU (&x)k>1 est une suite de variables A/(0, 1) indépendantes.



518 J.-R. Pycke/ C. R. Acad. ci. Paris, Ser. | 341 (2005) 515-518

Exemple 1. Pour le cercles1(R) = M (1, 0, 1/(4R?)) de rayonR, on obtient
[xR—d(P, Q)] 7R

G P, = t
10,74, (F- @) 4R 1 °©
2 2
M i+ @R —r2) 7R
GlO (”1,"2) T—ﬁ, O<r,r2<R). (6)

Si pouri = 1, ...,n, l'argument deP; est 2rx; avecx; € [0, 1], notonsxy) < --- < x(y) cet échantillon ordonné et
X:=n"13"" | x;. On obtient alors

I @R —d(P, P)*> =R _27R
Vl’O’MJQ-Z(Pl’”.,Pn)ZZZZ{ 47TR }

i=1j=1 i=1j=1
=27 RU? ()
ot U2 =" 1(xp) — TH2)2 4 A — n@@ — 3)? est la statistique de Watson (voir [6], (4.17) p. 27). Si en-
smte on posei(P;, N) = my; (doncy; € [0, 1) en notantyy < --- < y@) cet échantillon ordonné, on obtient
Vlf‘g 1 (P1,...,P) = Wz(yl, v ) =2ty — ”nl/z)2 + ﬁ ou an n'est autre que la statistique de

Cramer—von Mises (voir [6], (4.18) p. 27).

24

{ (lxi — x]|—1/2) 1}

log 2—1—log[1—cosd(P1, P>)]

Exemple 2. M (2, 1, %) est la sphére unité d&3. Les calculs donnent, | 1(P1, Po) = =

Gé‘/{ L (r1,72) = — 2= log €0 1-C082) " En remarquant que2[1 — cosd(P 0)])¥2 =: §(P, Q) est la distance
%

entreP et Q dansR3, on obtient
Uy 1 3(Pr..... Py) = —(n/(4m)) log(e/4- g7) (8)

2
ou g, :=[[1<i<j<n 0(Pi, Pj))"@-D est la moyenne géométrique des distances fdnsntre les points distincts de

00 Xk 2(2k+1)— (2k+1)

I’échantillon. Elle tend en loi vers la variable aléato ou les varlables{xk 2k +1): k> 1}

k(k+1)
sont indépendantes. En posant (1 — cosr;)/2, (1<i < n) on obtient
1 .
A7 Vﬁ%(rl, e Tp) =—n — - 2(21 -1 |Og[x(,-)(l — x(,,_,-+1))] = Aﬁ(xl, e Xn) (9)
1=

ou AE est la statistique d’Anderson—Darling (voir [6], (5.4.2) p. 36).
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