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Résumé

Le but de cette Note est de présenter des inégalités de type Hardy «précisé ». Elles généralisent les inégalités de Hardy
habituelles, et leur caractéristique est d’étre invariantes par oscillations : appliqués a des fonctions trés oscillantes, les deux
membres de 'inégalité précisée sont du méme ordre de grandeur. La démonstration repose sur le calcul paradifférentiel et les
espaces de Besdwour citer cet article: H. Bahouri et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

Precised Hardy inequalities.The aim of this Note is to present ‘precised’ Hardy-type inequalities. Those inequalities are
generalisations of the usual Hardy inequalities, their feature being that they are invariant under oscillations: when applied to
highly oscillatory functions, both sides of the precised inequality are of the same order of magnitude. The proof relies on
paradifferential calculus and Besov spadescite thisarticle: H. Bahouri et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).

0 2005 Publié par Elsevier SAS pour I’Académie des sciences.

1. Introduction

Nous nous proposons dans ce texte de démontrer une version précisée des inégalités de Hardy [4,5]. Ces in
égalités sont d'importance fondamentale en Analyse (parmi d’autres exemples citons les problemes d’éclatement
autour d’'un point, ou encore I'étude d’opérateurs pseudodifférentiels a coefficients singuliers) et ont fait I'objet
d’'un trés grand nombre de travaux. Notre objectif ici est d’abord de donner une nouvelle preuve de ces inégalités,
et d’en obtenir en outre une version «précisée ». On trouvera dans ce texte des éléments de preuve, et le lecteu
intéressé pourra consulter [1] pour plus de détails (ainsi qu'un énoncé plus général de l'inégalité principale de ce
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texte, I'inégalité (2)). On trouvera aussi dans [1] la démonstration d'un résultat analogue dans le cadre du groupe
de Heisenberg.
Rappellons tout d’abord I'inégalité classique s« 10, d/2[, il existe une constant€ telle que

Ju(x)[?
Vu € HS(RY), /MZS dx < Cllul%, g @)

R4

On a notéH* (RY) I'espace de Sobolev homogéne formé des élémedtssS’(R?) dont la tranformée de Fourier

i estdand i (R?) et dont la norme suivante est finie,

12, d=éf/ 617 ]a) | d.
R4

Remarque 1.Comme pour les injections de Sobolev, I'inégalité de Hardy est invariante par changement d’échelle
mais pas par oscillation. Le théoréme précisé ci-dessous est la version « Hardy » du résultat [3] pour les injections
de Sobolev.

Pour énoncer le théoreme précisé, introduisons les espaces de Besov d'indice négatif.

Définition 1.1. Soits un nombre réel strictement positif et soignet r deux réels dangl, +oo]. L'espace de
BesovB;}(Rd) est I'espace des distributions tempérées telles que

el s ety & 720 2l o

Lr(R+,dejn < 100

Remarque 2.1l existe une définition équivalente de ces espaces en termes de découpage dyadique de Littlewood—
Paley, qui en particulier permet d'étendre cette définition au cas d'indices positifs. Nous renvoyons a la Défini-
tion 2.3 ci-dessous. De plus, pour taut 10, d/2[, H* (RY) < B‘;;‘zl/z(Rd).

Le résultat que nous nous proposons de démontrer est le suivant :

Théoréme 1.2.Soits €10, d/2[ . Il existe une constant€ telle que

Ju(x)|? dx>l/2 Cllu ||2v/d 1-2s/d

i ST L s )

g d
Yu e H'(RY), < i)

R4

2. Autour des espaces de Besov

Donnons ici sans démonstration le résultat suivant (voir [1]), qui indique en quoi le Théoréme 1.2 fournit une
inégalité invariante par oscillations.

Proposition 2.1. Soito un réel dans I’intervaIIe]O d[, et soit f une fonction dansS(R?). Alors il existe une
constanteC telle que la fonction oscillante; (x) f(x) gx /e olw est un élément d&d—1, vérifie

p—0 < CEU.
I fell oo, <



H. Bahouri et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005) 89-92 91

Appliquons l'inégalité (2) af. ainsi construite. On remarque que le membre de gauche ne dépend évidem-
ment pas de, alors que dans le membre de droite I'explosioreefil=2/9 due & la norme* est exactement

compensée par la petitessesgf{¢(@/2=5) due a la normed WZ“(R") et a la Proposition 2.1.

Les oscillations ne sont pas les seules responsables de la petitesse de la norme Besov d'une fonction. On peL
en effet construire des fonctions positives (en particulier non oscillantes) de norme de Besov arbitrairement petite,
alors que ses normes de Lebesgue sont minorées. Plus précisément on montre le résultat suivant :

Proposition 2.2. Soitd > 2 et soitp € [1, oo]. Il existe une suite de fonctionig;,),en positives et de classg™
telles quel| fu |l . (re) = 1 €t Vérifiant

lim [l full ;a0 =O.
n—>oo 00,1

La démonstration de ce résultat est liée a une transformation fractale des fonctions régulieres et a support
compact du cub® =[—3 —]d SiT est'application deD(Q) dans lui méme, définie par

déf 3
TFE20 Y fax—x)). avecx; = (/1. Ja)
Je{-1,1)d

alors on peut montrer que pour taut< d,

ITf e =292 Flips,
ITf e, < 2072 f o, + CIS 2.

Ces estimations donnent la Proposition 2.2 en preﬁa%ng”f/||T”f||Lp(Rd).

Afin de redémontrer I'inégalité de Hardy (et d’obtenir ensuite le Théoréme 1.2) nous aurons besoin de caracté-
riser les espaces de Besov d'indice positif. La définition suivante fournit cette caractérisation, et nous admettrons
la coincidence avec la Définition 1.1 ci-dessus pour les indices strictement négatifs.

Définition 2. 3 Soitgo une fonction deS(R?) telle queg(£) =1 si|é| < 1 etg(g) =0si|g| > 2. Pourj € Z, on
définite; (x) e o ¢(2/x), et les opérateurs de Littlewood—Paley

S L. et A L5

Soit f dansS'(R). Sis < d/p, alors f appartient & I'espace de BesBY, , (R) si et seulement si

— La somme partiell@"", A; f converge verg en tant que distribution tempérée ;
— La suites; d=6f2js||Ajf||Ll’ appartient ¥4 (7).

3. Démonstration de I'inégalité de Hardy classique (1)

Pour démontrer I'inégalité de Hardy (1) nous allons utiliser le fait (classique) que la fonationt|~% est un
élémentde I espacB (Rd) d/z (RY). Il suffit maintenant de montrer quesiest dans{* (R%), alors
le produitu? est damsB2 1 d/z(Rd). Le calcul paradifférentiel de Bony [2] permet de multiplier entre elles des

fonctions appartenant a deux espaces de Besov, pourvu que certaines conditions sur les indices soient respectée
et en particulier de démontrer le résultat classique suivant :
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Proposition 3.1. Soientf et g deux éléments d&* (R?), avecO < s < d/2. Alors le produit /g est un élément
de I'espace de Besoﬂ/ZY d/z(Rd), et il existeC (ne dépendant que deet ded) telle que

1781 252 g, < S sy 18 s ey

4. Démonstration du Théoréme 1.2

Elle consiste a utiliser I'algorithme de paraproduit

déf
u?=2T,u+ R(u,u), avecT,u=» S; 1uAju.
JEZ
On commence par remarguer que

I Tutl g2y < il

Commex — |x|~% est un élément de I espa«‘#C><> (RY), il suit directement que
| T, u]
|x|2v

R4
Pour estimer le terme de resRéu, 1), notons tout d’abord que pour toutes fonctighst g,

fg
X I f s
R4
L'inégalité de Holder fournit alors, par définition d&u, u),

R(u,u) 2 1=25/d 2j(s—d/2 20
/ O S CZ(szAuannA euuLz) (22“5/>||A,-u||Loc||A,-_zu||Loo>

dx < C|lu|? .
<C| ”B;;Z/Z(Rd)

1-25/d 1-25/d 2s/d 2s/d

dx < CIIfIl2 lgllye

gl 2

Rd <1 jeZ JEZL
et donc
R(u,u) 4s/d 2(1-2s/d)
[ S e < Ol I
R4

Le Théoréme 1.2 est démontré.
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