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Résumé

On étudie le probléme de stabilisation frontiere des équations de Maxwell a I’extérieur d’un obstacle borné avec condition de
Silver-Miiller au bord en dimension deux. En étudiant 1’équation des ondes amorties de type Neumann au bord et sous la condition
de contrdle géométrique extérieur, on déduit le comportement des solutions en temps grand. Pour citer cet article : A. Moulahi,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Stabilization of electromagnetics waves on an exterior bounded obstacle 2D. We consider the stabilization of Maxwell
equations in two dimensional on the exterior of an arbitrary bounded obstacle. Using some results concerning of wave equations
with Neumann boundary condition in the exterior domain. We deduce under the ‘exterior geometric control condition’ the behavior
of the solution for large time. To cite this article: A. Moulahi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In this Note, our objective is to study the stabilization of Maxwell equations using the results recently established
in [1,3,4,7] and [6], concerning the wave equations. For that purpose, we apply certain technics inspired from those
developed in [7]. These technics are closely linked to the propagation defect measure theorem [5].

Let £2 C R? be the complement of the closure of a bounded domain with smooth boundary 8£2. If we assume that
({a(x) > 0} N 082, T) satisfies the ‘exterior geometric control’, see [7], then for all (eg, /¢) in a suitable space having
compact support, there exists ¢ > 0 such that the solution (e, ) of the following problem:

{ ore = Rot(uh), 9:h=—rot(ce), dive=0 on 2 x (0,400),

vAe—a(x)h=0 ind2 x (0,400) =0, e(-,0)=ep, h(-,0)=ho on £, M

verifies the energy estimation
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Erle. (1) < §8<e, 1)(0),

where Eg(e, h) (1) = [o, €ldrel” + 13;h|> and E(e, h)(1) = [, eldre -, DI + wldh(-, 1) dx.
Moreover, we study the interior stabilization for the Maxwell equations and prove a similar result for the boundary
stabilization problem.

1. Présentation du probléme

Soient O un ouvert borné de R?, a bord régulier 3O et a(x) € C*® (30, R,.). Soit 2 =R?\ O, est occupé par un
champ électromagnétique (e, i) avec une permittivité éléctrique ¢ et une perméabilité p. On considere le systeme de
Maxwell suivant :

ore = Rot(uh), 0h=—rot(ce), dive=0 dans 2 x (0,+4+00),

vAe—a(x)h=0 surdf2 x (0,+00)=0, e(-,0)=¢e9, h(-,0)=hy dansS2,
ol v(x) le vecteur normal unitaire sortant de 052, e Av = e.7, T est le vecteur tangentiel unitaire, rote = dyex — dyey,
Rot/ = (9yh, —0xh), u et & sont des fonctions a valeurs dans R . Soit M, (u, v) = (Rot wv, —roteu) I’opérateur non
borné sur ’espace de Hilbert £(£2) = (L*(£2))? x L?(£2) muni de lanorme || (f, g)|I> = ||\/§f||iz(m + IIﬁglliz(Q)
de domaine D(M,), défini comme suit

D(My) ={(f.8) | (Rotpug, —rotef) € L(2);v A f(x) +a(x)g(x) =0surd2}.

On rappelle que 1’opérateur M,, est dissipatif ainsi que son adjoint M. Alors, I’opérateur M, engendre un semi
groupe de contraction de classe C°, unitaire pour o = 0. Soit M = {v € D(M,); M}v =0}, et soit M| = Mé Le
noyau de M est non vide, puisque il contient (67 'V, 0) tel que v A ¢ =0. On a le résultat de régularité suivant :

Y(eo, fo) e M1 ND(My) ; e, h) € CO(]O, +oo[, M1 N D(Ma)) N (]0, +o0[, E) solution de (2).

(@)

Soit R > 0 tel que O C Br={xeR?||x| <R}, on pose §2gr = 2 N Bg. Pour u = (e, h) solution de (2), en posant
Er(u)(¢) I’énergie locale concentrée dans le domaine §2g a I’instant ¢ donnée par

1
Exw® =3 / 1oyl + o[ dx.
£2r

On suppose que w1 = {a(x) > 0} vérifie la condition de contrdle géométrique extérieur (C.G.E.) au-dessus de Bg, i.e.
il existe T > O tel que pour tout rayon bicaractéristique généralisé y issu d’un point de T*(2g x R;) vérifie I'une
des deux conditions suivantes :

— y quitte 2g x R4 avant I'instant 7',
— y rencontre la zone w; x R4 en un point non diffractif entre les instants 0 et 7.

De plus on suppose que 952 n’a pas de contact d’ordre infini avec ses tangentes. Par un argument de propagation des
mesures de défaut microlocales, on démontre le résultat suivant :

Théoreme 1.1. Supposons que 0 < c; < e(x), u(x) <c, &, u € CZ(SZ) et e = u =1 pour ||x| suffisamment grand.
Alors il existe C > 0 tel que pour tout (e, ho) € {roteeg € L*(82); Rot whg € (L?(§2))? diveg = 0 dans §2 et v Aey —
o (x)ho =0 sur 082}, a support dans Bp, la solution du probleme (2) de donnée initiale (eg, hg) vérifie I’inégalité

C
Er) (1) < 75(14)(0).

Le second probléme de stabilisation étudié est :

ore = Rot(uh), 0:h=—rot(ce) —o(x)h, dive=0 dans 2 x (0,+00),
vAe=0 surdf2 x (0,4+00)=0, e(-,0)=¢y, h(,0)=hy dansS$2,

ou o € C(£2;Ry) a support compact. On montre a I’aide de la propagation des mesures de défaut microlocales, le
résultat suivant :

3)
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Théoréme 1.2. Supposons que 0 < ¢ < e(x), w(x) < 2, €, i € C*(2) et e = = 1 pour ||x|| suffisamment grand,
wr = {o > 0} vérifie la condition de (C.G.E.) au-dessus de Bg. Alors il existe C > 0 tel que pour tout (eg, hg) €
{roteeg € LZ(Q); Rot uhg € (Lz(.Q))2 diveg =0 dans §2 et v A eg =0 sur 082}, a support dans Bg, la solution du
probléeme (3) de donnée initiale (eg, hg) vérifie I’inégalité

C
Er() () < 75(M)(0)-
2. Schéma de la preuve du Théoreme 1.1

Soit (e, h) solution du systeme (2), on obtient ainsi que le champ magnétique £ est solution du systeme hyperbo-
lique

Blzh+r0t8R0t,u,h=O dans £2 x (0, 400), dyuh+a(x),h=0 surdsf2 x (0,400), (D
h(-,0)=hg, 0:h(-,0) =—roteey dans 2

et, le champ éléctrique e est solution du systéme
32¢ + Rotpurotee =0, dive=0 dans 2 x (0, +00), 0
ore ANv+a(x)rotee=0 surdf2 x (0,+00), e(-,0)=eg, 09e(-,0)=Rotuhy dans 2. ¢

Soit & solution du systeéme (1); dont les conditions initiales vérifiant diveg =0 et v A eg — a(x)ho = 0, on considere
e solution du probleme de Cauchy suivant :

dre =Rotuh, e(-,0)=ep.

On obtient que e et i sont respectivement solutions de (1), et (1);. Avec des outils classiques d’équations différen-
tielles ordinaires, on prouve que (e, i) est une solution de (2). Donc, I’étude du comportement asymptotique en temps
grand de I’énergie locale de (2) se déduit de celle du probleme (1)y,.

Pour simplifier, on prend ¢ = p = 1. On considere donc le probleme suivant :

(@ —Au=0 dans 2 xRy, du+a(x)du=0 surdf xRy,
u(-,0)= f1, ou(,0=f> dansg2,

ot 2 =R?\ O, d étant un entier pairet (fi, o) =f e H= H! (2) x L2(£2) le complété de C8°(§)2 pour la norme

I£17= [ IV fi(x)> + | f2(x)|* dx. Pour u(x, t) solution de (4), on note

“

1 2 2
E)(t) = 3 /(|8tu(-, D"+ | Veu(, 0)|7) dx.
Q
Soit Ay (u, v) = (v, Au) défini sur I’espace de Hilbert H, de domaine

D(Ag) ={f = (f1, f») € H tel que (f2, Af1) € H et d, fi +a(x) f>=0sur 32}
Le probleme se réecrit donc sous la forme 0; U, (¢) f = AUy () f ot Uy (¢) f = (u, d;u) et qui est équivalent au pro-
bleme (4).
L’ opérateur A, est maximal dissipatif, voir par exemple [1]. Pour Uy € D(Ay), on note U(t, x) = (u, d;u) =
e'4« . Soit U solution du probleme d’évolution suivant :
(0 —Ax)U =0 dans 2 xR, Up=o=Up € D(Ay).

Soit u(t) f le propagateur des ondes c’est a dire ug (¢) f est égale a la premiere composante de e’4« (0, f) ol f est
telle que (0, f) € D(Ay). Alors uy(¢) f vérifie I’équation suivante

i (02 — A)ug(t)f =0 dans 2 xRy,  dyug(t)f +a(x)dua(t)f =0 surd2 x Ry, 5)
ug(0)f =0, du,0)f=fe {f € C8°(§), f=0 surodf2 ﬂsuppot}.
L’ opérateur Ry (X) est défini par la relation
+00
Ro(L) f = f e Mug(t) fdt pour € {ieC; Im(r) <0}. (6)

0
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Comme A, est maximal dissipatif, alors d’apres le Théoreme de Hille Yosida, il engendre sur H un semi groupe de
contraction (Uy(1));>0. Donc, il est clair que la relation (6) définit une famille d’opérateurs bornés de

V(R)=|feH"(2), f=0sur{a>0}Nde}
dans
H(2) = {ue H*(2), dyu +ira(x)u=0sur 32},

holomorphe dans {Im A < 0}.
Soit x € C{° (R?), x =1 sur Bg. La résolvante sortante tronquée

Ra,x A= X Ry ()‘)X

considérée comme un opérateur de V (£2) dans H (£2) holomorphe dans {1 € C; ImA < 0}, s’étend en un opérateur
méromorphe dans le revétement simplement connexe de C*. On a le résultat suivant

Théoreme 2.1. Iis existent 5o > 0 et Ao > O tel que la résolvante sortante tronquée R (1) se prolonge d’une maniere
holomorphe dans la région

{r€C, Im(1) <8, |ReA| = Ao} 7

Plus précisement, il existe ¢ > 0 tel que pour toute f € V(§2), supp f C Bg et pour tout A appartenant a la région
précédente, on a

2 2
[V Rax W [ 12+ [2-Rax R f 12 < €l f1172. ®)
On déduit que la décroissance de 1’énergie esten 1/7 :

Théoreme 2.2. Sous I’hypothése de (C.G.E.) au dessus de Bg, la solution u du probleme (4) de donnée initiale
fefue H(R), u=0sur{a>0}NdR}asupport dans By, vérifie I'inégalité

Er(u)(t) < §E(u)(0).

La preuve du Théoreme 1.1 se déduit du Théoreme 2.2. La démonstration du Théoreme 2.1 se décompose en trois
étapes :

Etape 1. En utilisant la résolvante libre, on montre que la résolvante tronquée s’étend en un opérateur méromorphe
sur la surface de Riemann du logarithme.

Etape 2. On montre que la résolvante est bornée pour A proche de 0 dans le secteur A, ={xreC; Re(yr) >
[Im(yA)[}. On recouvre un voisinage de demi-plan supérieur privé de O par un nombre fini A, ce qui permet de
conclure que la résolvante est bornée au voisinage de 0 voir par exemple [2].

Etape 3. Par un raisonnement par I’absurde, on suppose qu’il existe A, vérifiant Im A, — 0 et Re(A,,) > n tel que

|V R full 72 + 20 Ra ) fu 2. = 1l £l

On note u, = Ry (Ay) f, on normalise par || Vu, IIiz + [ Anuty ||i2 < 00. On obtient ainsi
R R

—Aup —Nuy = f, dans 2, du, +irya(x)u, =0 surds2,
u, satisfait la condition de radiation sortante,

190 s + nttallyy =1 fullz =0 et llunllz 0 ©)

(2), Ay — 0 dans L2 et

loc

et 1/Re(A,) — 0, Im(%,,) — 0. On peut voir que u,, — 0 dans H!

loc

fxﬁa(x)mnﬁda(x) — 0.
082
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On pose

O (t, x) = e, (x).
La suite v,, vérifie I’équation des ondes

32v, — Av, =€ f,  dans 2 x Ry, 3pn + a(x)dvn(t,x) =0 surdf2 x Ry (10
HL(@ x B)

(voir [7]). On peut ainsi lui associer une mesure de défaut microlocale u dans H, OC(.Q x R) (voir [4,7]). On a que
suppi est un sous-ensemble de la variété caractéristique. Donc, en appliquant le théoréme de propagation des me-
sures de défaut, dans [5] et [7], sous I’hypothese de contrdle géométrique extérieur (C G.E.), on aurait le lemme de
relevement [1] ce qui implique que u =0 sur By ot R’ > R et donc v, — 0 dans H +(Br x [0, T]). Ainsi u;, > 0

avec [le’®) £, || 2.~ 0 quand n — +o0. Puisque Im A, est bornée, on déduit que v, — 0 dans
ocC

dans HR,, et A,u, — 0 dans L%, ce qui est absurde car

IVunlizs + IAnunllys =1.
Ceci acheve la démonstration du Théoréme 2.1. La démonstration du Théoréme 2.2 repose sur le Théoreme 2.1 (pour
plus des détails voir [6]).

3. Schéma de la preuve du Théoreme 1.2

Soit v, () f est le propagateur d’onde du probleme
(E)tz - A+ 20(x)8t)v(t)f =0 dans £2 x R4, v()f=0 surdf2 xRy,
v(0)f=0, ov()f=f dansS$2.

Soient I’opérateur S, (1) f = f 00 g ikt vy (¢) f dt et Sy, larésolvante tronquée. On pose D(0) =inf{Im A, A pdle de
Ss (M)}, soit

- _ o(x) sixe€ Bg,
o(x)= +o00 six € By.

On définit x(x) = 1an0 ; fo o (x(s, pp))ds, est une fonction positive, sous additive et bornée, on pose k(c0) =
lim;_, 40 K (x) avec s > x(s, po) I'unique géodésique généralisée issue de pg € T*(£2) \ 0. On a les résultats sui-
vants :

Théoréme 3.1. Pour tout § < k(00), il existe g > 0 tel que la résolvante sortante tronquée S, , (1) se prolonge
d’une maniére holomorphe dans la région

{reC, Imr <8, |Rer| = Ao}

Plus précisement, il existe ¢ > 0 tel que pour toute f € L?, supp f C Bg et pour tout % appartenant & la région
précédente, on a

[V Sox W F P+ | 2Sox W £ < el £112
On déduit donc la décroissance de I’énergie locale en 1/1.

Théoreme 3.2. Sous [’ hypothese de (C.G.E.) au dessus de Bg, pour tout § < 8 = min(D(0), k(00)), il existe c >0
tel que pour tout f € H (£2), 0ona

Er(v(Df) < (U(O)f)
ou v est la premiére composante de la solution du
(0 — Bs)V(t)=0 dans 2 x Ry, V(©0)=VW=(0, f) e D(By),
ot By (u,v) = (v, Au —ov) et D(By) = {(u,v) € H; Aue L*(82), d,v=0sur d82}.
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Pour montrer les Théoremes 3.1 et 3.2 il suffit d’adapter convenablement les travaux [7] et [6]. La preuve du
Théoreme 1.2 se déduit du Théoreme 3.2.
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