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Résumé

Cette Note a pour objet de présenter une technique générique de démonstration de la convergence d’une large classe d’estimateurs
récursifs, par l’usage de techniques d’approximation stochastique. À titre d’illustration de cette méthode, on donne une preuve
alternative de convergence de l’estimateur de densité introduit par Wagner et Wolverton. La preuve proposée part de résultats
généraux sur les algorithmes stochastiques à valeurs dans un espace de Hilbert. Puis, on montre comment cette nouvelle preuve
peut être facilement réutilisée pour montrer la convergence d’estimateurs récursifs de la densité ou de fonctions de régression y
compris en présence de contraintes. Pour citer cet article : K. Barty et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the use of stochastic approximation in recursive estimation. We propose in this Note a way to study the convergence of
statistical recursive estimates. As an illustration, we provide a convergence proof for the well-known recursive density estimate in-
troduced by Wagner and Wolverton. This alternative proof is based on results on Hilbert-valued stochastic approximation schemes,
and provides an insight on recursive density estimation seen as minimization problems. Indeed, recursive statistical estimates such
as Wagner–Wolverton’s estimate can be seen as stochastic algorithms with values in a functional space which turns out to be here
an Hilbert space. Hence, we can embed the field of recursive statistical estimation into the field of Hilbert-valued stochastic ap-
proximation and propose a systematic approach to prove the convergence of statistical recursive estimates, like density estimates or
regression function estimates. Moreover, this systematic approach enables to take into account various constraints on the estimates
like bounds or measurability. To cite this article: K. Barty et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
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In 1969, Wagner and Wolverton (cf. [15]) introduce for the first time a recursive density estimator. Contrarily to
the related Parzen–Rosenblatt estimator (cf. [13,9]), whose sample size must be set in advance, it has the advantage
to converge along the iterations as additional samples are available. In this Note, we follow the works of Révész
(cf. [10–12]), and study the convergence of such statistical recursive estimates using new results on Hilbert-valued
stochastic approximation schemes.

Indeed, recursive statistical estimates such as Wagner–Wolverton’s estimate can be seen as stochastic algorithms
with values in a functional space which turns out to be here an Hilbert space. Hence, we can embed the field of recur-
sive statistical estimation into the field of Hilbert-valued stochastic approximation and propose a systematic approach
to prove the convergence of statistical recursive estimates, like density estimates or regression function estimates.
Moreover, this systematic approach enables to take into account various constraints on the estimates like bounds or
measurability. We briefly describe below our general convergence result on Hilbert-valued stochastic approximation
and provide an application to Wagner–Wolverton’s estimate.

We consider a general minimization problem with constraints

min
x∈X

J (x)

s.t. x ∈ Xf ,

where X is supposed to be an Hilbert space, the feasible set Xf is assumed to be non-empty, closed and convex, and
J :X → R is a convex, lower semi-continuous and coercive mapping.

We introduce the following stochastic perturbed gradient algorithm in order to approximate the solution of the
problem. Let x0 ∈ Xf , then

∀t ∈ N, xt+1 = ΠXf

(
xt + γt (st + wt)

)
,

where ΠXf is the projection operator into Xf , (st ) and (wt ) are sequences of realizations of random variables on X,
st is supposed to be a descent direction, wt is a perturbation of the descent direction, and γt is a nonincreasing
sequence of nonnegative real stepsizes.

Assuming st is indeed a descent direction, if the perturbation wt is asymptotically unbiased and its variance does
not increase too fast, and assuming the stepsize γt , the bias and the variance of wt follow some relations usual
for stochastic algorithms, we are able to prove the weak convergence of xt to its optimum value, and the strong
convergence when J is strongly convex (cf. [1]).

This theorem appears generic enough to provide a systematic way to prove the convergence of, e.g., Wagner–
Wolverton’s estimate or Deheuvels’s estimate (cf. [3,4]). For example, Wagner–Wolverton’s estimate of a density f

is given by

∀x ∈ R
m, ft+1(x) = 1

t + 1

t+1∑
i=1

1

hm
i

K

(
x − Xi

hi

)
= ft (x) − 1

t + 1

(
ft (x) − 1

hm
t+1

K

(
x − Xt+1

ht+1

))
,

where (Xt ) is a sequence of i.i.d. random variables of density f , (ht ) is a sequence of positive reals, and K a proba-
bility density on R

m.
To apply the previous theorem, we consider J (g) = 1

2‖g − f ‖2, with g ∈ L2(Rm,R, f ), and the algorithm gt+1 =
gt + γt (st + wt), with st = f − gt , wt(·) = Kt+1(·,Xt+1) − f (·), Kt(x, y) = 1

hm
t
K(

x−y
ht

), and γt = 1/(t + 1). In
this case, gt and ft as defined by Wagner–Wolverton’s estimate are equal. Moreover, the hypotheses of the previous
theorem are easily verified which lead to the convergence of the estimate.

Similarly, this theorem can also be used to prove the convergence of the recursive regression estimates introduced
by Révész, and extend their convergence to the case of the constrained regression.
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1. Introduction

1.1. Contexte

En 1969, Wagner et Wolverton (cf. [15]) introduisent pour la première fois un estimateur de densité récursif. Cet
estimateur comporte quelques similitudes avec l’estimateur antérieur de Parzen–Rosenblatt (cf. [13,9]), notamment de
par l’utilisation dans les deux cas de noyaux. Cependant, là où l’estimateur de Parzen–Rosenblatt est un estimateur à
nombre de tirages (ou taille d’échantillon) fixé, l’estimateur de Wagner–Wolverton permet quant à lui de tenir compte
des tirages au fur et à mesure de leur arrivée, sans en avoir fixé le nombre à l’avance, et d’obtenir ainsi une propriété
de convergence d’un estimateur enrichi autant qu’on le souhaite.

De nombreux travaux ont exploré de manière assez exhaustive l’estimation de densité non-paramétrique du type
Parzen–Rosenblatt, affinant les propriétés de convergence de cet estimateur en fonction de la régularité de la densité à
estimer, et donnant de nombreux résultats tant asymptotiques (grandes déviations, théorèmes centraux limites, lois du
logarithme itéré) que de convergence (en norme Lp , presque partout, etc.). On peut consulter au sujet de l’estimation
non-paramétrique par exemple les ouvrages de Devroye [7] ou Tsybakov [14].

En revanche, les travaux autour de la convergence de la version non-paramétrique récursive de l’estimation de
densité évoquée plus haut sont plus rares. Outre le travail initial de Wagner et Wolverton, on peut principalement citer
Révész (cf. [10–12]), Deheuvels (cf. [2,5]), et Devroye (cf. [6]). De plus, chacune de ces contributions propose une
analyse de la convergence et un raffinement des hypothèses dédiées à l’estimateur particulier considéré. Comme l’a
souligné Révész [10–12] l’estimation récursive, tant pour les fonctions de régression que pour les densités, peut être
plongée dans le cadre de l’approximation stochastique.

Nous proposons dans cette Note un prolongement des travaux de Révész, grâce à un résultat général d’approxima-
tion stochastique hilbertienne donné en Section 2, et donnons à titre d’illustration en Section 3 une preuve alternative
de convergence de l’estimateur de Wagner et Wolverton. Cette technique de preuve donne une manière systématique
de prouver la convergence d’estimateurs récursifs, comme en témoigne l’application en Section 4 à un autre estima-
teur introduit par Deheuvels. Au delà de ces cas particuliers, le théorème général que nous utilisons permet d’étudier
la convergence de tout estimateur fonctionnel récursif, avec ou sans contraintes, ce qui est intéressant par exemple
dans le cas d’estimateurs d’espérances conditionnelles ou de fonctions de régression contraintes.

1.2. Estimation récursive de la densité

Le but est d’estimer la densité f sur R
m d’une variable aléatoire, sur la base de tirages successifs i.i.d. de cette

variable aléatoire. L’estimateur proposé par Wagner et Wolverton s’écrit :

∀x ∈ R
m, ft+1(x) = 1

t + 1

t+1∑
i=1

1

hm
i

K

(
x − Xi

hi

)
, (1)

avec (Xi)1�i�t+1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de densité f , (hi)1�i�t+1 une suite de réels positifs et K une
densité de probabilité sur R

m. La formule (1) peut se réinterpréter comme l’algorithme suivant :

Tirer Xt+1 indépendamment de (X1, . . . ,Xt ) de densité f ,

∀x ∈ R
m, ft+1(x) = ft (x) − 1

t + 1

(
ft (x) − 1

hm
t+1

K

(
x − Xt+1

ht+1

))
. (2)

Wagner et Wolverton ont prouvé le théorème de convergence suivant :

Théorème 1.1. (Wagner et Wolverton, 1969) Supposons que :

(i) La suite de réels positifs (ht ) est telle que :

1 � h1 � · · · � 0,
∑
t∈N

ht

t
< +∞,

∑
t∈N

1

t2hm
t

< +∞. (3)
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(ii) L’application K : Rm → R est une densité de probabilité satisfaisant

∀x ∈ R
m, K(x) � A < +∞,

∫
‖x‖mK(x)dx = B < +∞. (4a)

(iii) La densité de probabilité f est lipschitzienne de constante L.
(iv) Alors,∫

Rm

(
ft (x) − f (x)

)2
f (x)dx → 0, p.s. quand t → +∞.

2. Gradient perturbé dans un espace de Hilbert

Avant de passer à la preuve proprement dite du Théorème 1.1, nous introduisons dans cette section un résultat
général de convergence d’algorithmes d’approximation stochastique dans le contexte hilbertien. Ce résultat, prouvé
dans [1], a fait l’objet de récents travaux des auteurs sur l’approximation stochastique, dont les sources historiques
sont principalement les articles [8,10,16].

Nous allons ici nous placer dans le cadre général suivant. Le problème est de résoudre :

min
x∈X

J (x)

s.c. x ∈ Xf (5)

avec X un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire et d’une norme notés 〈·, ·〉 et ‖ · ‖, J :X → R une application
convexe, Xf un convexe fermé de X, et ΠXf la projection sur Xf . On se donne également (Ω,A,P) un espace de
probabilité, et (Ft ) une suite de filtrations sur cet espace. On propose alors l’algorithme de gradient perturbé suivant
pour résoudre le problème (5). On se donne x0 ∈ X.

Algorithme 2.1. Étape t ∈ N :

Calculer st et wt variables aléatoires à valeurs dans X,

xt+1 = ΠXf

(
xt + γt (st + wt)

)
,

avec st une direction de descente, wt une perturbation sur la direction de descente, et γt une suite décroissante de réels
positifs.

On dispose du résultat de convergence suivant :

Théorème 2.2.

(i) Supposons que x 	→ J (x) soit convexe, et semi-continue inférieurement. Si de plus J (x) → +∞ quand
‖x‖ → +∞, et si Xf est un convexe fermé non vide de X, alors le problème (5) admet un ensemble de so-
lutions non vide qu’on notera S.

Supposons de plus que

(ii) (Ft ) soit une suite de filtrations sur (Ω,A,P), et que pour tout t ∈ N, xt et st soient Ft -mesurables ;
(iii) J soit différentiable et que ∇J (·) soit lipschitzienne de module L ;
(iv) il existe κ, c > 0 tels que pour tout x∗ ∈ S, pour tout t ∈ N,

〈st , xt − x∗〉 � κ
(
J (x∗) − J (xt )

)
, ‖st‖ � c

(
1 + ∥∥∇J (xt )

∥∥) ; (6a)

(v) il existe b � 0, A > 0 et deux suites de réels positifs (εt , ηt ), tels que pour tout t ∈ N,
∥∥E(wt |Ft )

∥∥ � bηt , E
(‖wt‖2|Ft

)
� A

(
1 + 1

εt

)
; (7a)

(vi) les suites (γt ), (εt ) and (ηt ) décroissent vers 0 et soient telles que :

∀t ∈ N, γt , εt > 0,
∑
t∈N

γt = +∞,
∑
t∈N

(γt )
2

εt

< +∞,
∑
t∈N

bγtηt < +∞. (8)
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Alors J (xt ) → J (x∗) p.s., et (xt ) converge faiblement vers x∗ p.s., quand t → ∞. De plus, si J est fortement convexe,
(xt ) converge fortement vers l’unique solution x∗ de (5).

3. Preuve alternative pour l’estimateur de Wagner et Wolverton

Remarquons tout d’abord que comme f est une densité lipschitzienne, f est de carré et de cube intégrables.
Soit L2(Rm,R, f ) := {g: R

m → R:
∫

Rm g(x)2f (x)dx < +∞}, on note alors L2(Rm,R, f ) l’espace quotient de
L2(Rm,R, f ) par la relation d’égalité f (x)dx-presque sûre. Par simplicité, on notera 〈·, ·〉 et ‖ · ‖ le produit scalaire
et la norme dans L2(Rm,R, f ), qu’on notera dans cette preuve L2. Regardons le problème d’optimisation fonctionnel
suivant :

min
g∈L2

J (g) := 1

2
‖g − f ‖2. (9)

Comme f est dans L2, il est clair que l’unique solution de (9) est f . Un algorithme de gradient perturbé sur le
problème (9) peut s’écrire : gt+1 = gt + γt (st + wt), avec st = f − gt , wt(·) = Kt+1(·,Xt+1) − f (·), et Kt(x, y) =

1
hm

t
K(

x−y
ht

). On retrouve donc en posant γt = 1/(t + 1) que ft défini par l’algorithme (2) et gt défini par l’algorithme
de gradient coïncident. En utilisant le Théorème 2.2, nous allons montrer la convergence de l’algorithme de gradient
vers la solution du problème (9), ce qui prouvera le théorème. L’application J est fortement convexe, et f est la
solution du problème (9) ; En définissant pour tout t ∈ N, Ft la tribu engendrée par (X1, . . . ,Xt ), st et ft sont bien
Ft -mesurables. Le gradient de J est donné par ∇J (g) = g−f pour tout g ∈ L2. Il est donc lipschitzien. Par définition,
〈st , gt − f 〉 = −‖gt − f ‖2 et ‖st‖ = ‖∇J (gt )‖. En d’autres termes, st est bien une direction de descente.

Il ne reste plus qu’à vérifier les hypothèses sur les bruits wt :

E(wt |Ft )(x) =
∫

Rm

Kt+1(x, y)f (y)dy − f (x) =
∫

Rm

1

hm
t+1

K

(
x − y

ht+1

)
f (y)dy − f (x)

=
∫

Rm

K(z)f (x − zht+1)dz − f (x) =
∫

Rm

K(z)
(
f (x − zht+1) − f (x)

)
dz.

D’où, par le caractère lipschitzien de f , et grâce à l’hypothèse (4a), ‖E(wt |Ft )‖ � ht+1LB , ce qui permet de vérifier
la première partie de l’hypothèse (7a) avec ηt = ht+1. Par ailleurs :

E
(‖wt‖2|Ft

) =
∫

Rm×Rm

(
1

hm
t+1

K

(
x − y

ht+1

)
− f (x)

)2

f (x)f (y)dx dy

=
∫

Rm×Rm

1

h2m
t+1

K

(
x − y

ht+1

)2

f (x)f (y)dx dy +
∫

Rm

f (x)3 dx

− 2

hm
t+1

∫
Rm×Rm

K

(
x − y

ht+1

)
f (x)2f (y)dx dy

�
∫

Rm

f (x)3 dx + A

hm
t+1

∫
Rm×Rm

K(z)f (x)f (x − zht+1)dx dz.

Dès lors, comme f est une densité de carré et cube intégrables, et grâce aux hypothèses (4a), il existe deux constantes
C,C′ > 0 telles que : E(‖wt‖2|Ft ) � C + C′/hm

t+1, ce qui donne la deuxième partie de l’hypothèse (7a) du Théo-
rème 2.2. Enfin, les hypothèses sur les suites (3) impliquent dans notre cas les hypothèses (8). On peut donc appliquer
le Théorème 2.2, ce qui prouve le théorème de Wagner et Wolverton.

4. Généricité de l’approche

Nous donnons ici à travers deux autres exemples d’estimateurs récursifs une idée du caractère générique de notre
approche par gradient stochastique généralisé de l’estimation récursive.
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4.1. Autre estimateur récursif de la densité

Dans les articles [3,4], Deheuvels a proposé et montré la convergence d’un estimateur récursif de la densité d’une
autre forme, donné par la formule suivante :

∀x ∈ R
m, f̂t+1(x) = 1∑t+1

i=1 hm
i

t+1∑
i=1

K

(
x − Xi

hi

)
. (10)

Cette formule s’écrit aisément sous forme récursive :

∀x ∈ R
m, f̂t+1(x) = f̂t (x) − hm

t+1∑t+1
i=1 hm

i

(
f̂t (x) − 1

hm
t+1

K

(
x − Xt+1

ht+1

))
. (11)

Par comparaison avec l’algorithme de Wagner–Wolverton (2), la seule différence est donc que l’on a remplacé le pas
de moyennisation en 1

t+1 par le pas dépendant des fenêtres en hm
t+1/

∑t+1
i=1 hm

i . En faisant les mêmes hypothèses que
celles du Théorème 1.1 sur la densité à estimer et le noyau K , et en modifiant les hypothèses sur les pas (3), afin de
correspondre au cadre générique du Théorème 2.2, on obtient donc facilement une preuve de convergence forte de
l’estimateur de Deheuvels. De plus, en prenant par exemple pour la fenêtre ht = 1/tα , on prouve facilement que les
hypothèses nécessaires à la convergence sont vérifiées pour tout α ∈ (0,1/m).

4.2. Fonctions de régression

Dans l’article [12], Révész introduit un estimateur récursif de la fonction de régression r(x) = E(Y |X = x), avec
X,Y deux variables aléatoires à valeurs respectivement dans R

m, et R
p . Le Théorème 2.2 permet facilement de

montrer la convergence de l’algorithme suivant, trés proche de celui de Révész :

∀x ∈ R
m, rt+1(x) = rt (x) + γt

(
Yt+1 − rt (Xt+1)

) 1

hm
t+1

K

(
Xt+1 − x

ht+1

)
. (12)

Le Théorème 2.2 permettrait de plus de tenir compte de contraintes de bornes sur les coefficients d’un problème
de régression.

Pour conclure, l’approche présentée ici a pour intérêt majeur de pouvoir être utilisée facilement afin de prouver la
convergence d’estimateurs fonctionnels récursifs.
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