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B. Host et B. Kra (2005) [5] introduisent des facteurs caractéristiques pour l’étude de
« moyennes ergodiques cubiques ». Ces facteurs permettent en particulier de résoudre des
problèmes de récurrence multiple introduits par H. Furstenberg (1977) [4]. Nous allons
montrer que la continuité de la projection du système dans ses facteurs caractéristiques
caractérisent la convergence des moyennes cubiques.

© 2012 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

B. Host and B. Kra (2005) [5] have introduced the characteristic factors for studying “cubic
ergodic means”. These factors allow one to resolve, in particular, multiple recurrence
problems introduced by H. Furstenberg (1977) [4]. We show here that the continuity of
the projection of the system in its characteristic factors characterises cubic means.

© 2012 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et résultat

Soient � � 1 un entier et X = (X,X ,μ, T ) un système dynamique ergodique. Nous notons V ∗
� = {0,1}� \ {(0, . . . ,0)} et

pour tous les �-uplets ε = (ε1, . . . , ε�) et n = (n1, . . . ,n�), nous notons ε · n = ε1n1 + · · · + ε�n� . Nous nous intéressons à la
convergence des moyennes cubiques

1

N�

N−1∑
n1,...,n�=0

∏
ε∈V ∗

�

fε
(
T n·εx

)
, (1)

pour toutes les fonctions ( fε)ε∈V ∗
�

mesurables et bornées.
Pour tout entier � � 2, B. Host et B. Kra associent dans [5] au système ergodique X un facteur Z� = (Z�,Z�,μ�, T�). Ce

facteur est une limite projective (topologique et en mesure) de nilsystèmes d’ordre inférieur à �. Nous renvoyons à [6,7]
pour la définition des nilsystèmes. Pour toute fonction f ∈ L1(μ), nous notons E( f |Z�) l’espérance conditionnelle de la
fonction f par rapport à la tribu image réciproque de Z� par l’application facteur de X dans Z� . Ils montrent le résultat
suivant :
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Théorème 1 (B. Host et B. Kra [5]). Soient (X,X ,μ, T ) un système dynamique ergodique et � � 2 un entier. Le facteur Z�−1 est ca-
ractéristique pour la convergence L2 des moyennes cubiques, dans le sens où pour toutes les fonctions mesurables et bornées ( fε)ε∈V ∗

�
,

les moyennes

1

N�

N−1∑
n1,...,n�=0

∏
ε∈V ∗

�

fε
(
T n·εx

)
et

1

N�

N−1∑
n1,...,n�=0

∏
ε∈V ∗

�

E( fε|Z�−1)
(
T n·εx

)

convergent pour la norme L2(μ) lorsque N tend vers l’infini, et ont la même limite.

De nombreux travaux concernent l’étude de la convergence des moyennes (1). Citons deux résultats que nous réutilise-
rons par la suite :

Théorème 2 (B. Host et B. Kra [6]). Soient (X,X ,μ, T ) une limite projective topologique de nilsystèmes minimaux d’ordre fini et
� � 2 un entier. Pour toutes les fonctions continues ( fε)ε∈V ∗

�
, la suite de fonctions

1

N�

N−1∑
n1,...,n�=0

∏
ε∈V ∗

�

fε ◦ T n·ε converge uniformément lorsque N tend vers l’infini.

Théorème 3 (I. Assani [2]). Soient (X,X ,μ, T ) un système dynamique mesuré, � � 2 un entier et ( fε)ε∈V ∗
�

des fonctions mesurables
et bornées sur X. Alors, les moyennes cubiques (1) convergent presque sûrement. Nous noterons D�( fε : ε ∈ V ∗

� ) la fonction limite.

Si toutes les fonctions fε sont égales à la même fonction f , nous désignons par D�( f ) la �-ième fonction duale de f .
Contrairement aux moyennes ergodiques « de Furstenberg » (de la forme (1/N)

∑N−1
0 f ◦ T n · · · f ◦ T kn), I. Assani remarqua

dans [1] que la convergence des moyennes cubiques se généralisait au cas de transformations qui ne commutent pas (voir
par exemple [3] pour une généralisation du Théorème 3).

Soient X un espace compact et μ une mesure borélienne sur X . Alors une fonction f sur X est dite essentiellement
continue s’il existe une fonction continue f ′ sur X égale à f pour μ-presque tout point.

Soient (X, T ) et (Y , S) des systèmes topologiques, et μ et ν des mesures invariantes respectivement sur X et Y . Une
application facteur au sens mesurable π : X �→ Y est dite essentiellement continue s’il existe une application facteur au sens
topologique π ′ telle que π et π ′ coïncident μ-presque partout.

On remarque que dans ces définitions, on suppose seulement que f et π sont définies presque partout. Si le support
topologique de la mesure μ est égal à X , alors f (resp. π ) détermine f ′ (resp. π ′) de façon unique.

Nous montrons le résultat suivant.

Théorème 4. Soient X = (X,d, T ) un système dynamique topologique et � un entier. Soit μ une mesure ergodique invariante de
support topologique dense dans X.

Alors la projection dans le (� − 1)-ième facteur de Host–Kra est essentiellement continue si et seulement si pour toutes les fonc-
tions mesurables et bornées ( fε)ε∈V ∗

�
, les moyennes cubiques (1) convergent presque partout vers une fonction limite essentiellement

continue.

Il y a de nombreuses raisons pour lesquelles il est intéressant de considérer des systèmes topologiques pour lesquels la
projection dans ces facteurs sont continues. Que ce soit pour des questions de convergence de moyennes ergodiques pondé-
rées [6], pour l’étude de systèmes pour lesquels les applications duales de toutes les fonctions continues sont continues [7],
ou pour l’étude de suites universellement bonnes pour la convergence en moyenne de moyennes ergodiques multiples [8].

Notons que pour tout entier �, nous pouvons déduire directement du travail de B. Weiss [9,10] que tout système ergo-
dique est conjugué en mesure à un système minimal et uniquement ergodique tel que la projection dans son �-ième facteur
de Host–Kra est continue.

Nous ne savons pas à l’heure actuelle si les moyennes (1) convergent partout (et uniformément) lorsque le système est
minimal et uniquement ergodique et que la projection dans le (� − 1)-ième facteur de Host–Kra est continue.

2. Preuve du Théorème 4

2.1. Supposons que la projection π�−1 de X dans Z�−1 est continue

Fixons dans toute cette preuve 2� − 1 fonctions mesurables et bornées ( fε)ε∈V ∗
�

. Nous notons également f̃ε la fonc-
tion mesurable définie presque partout sur Z�−1, telle que pour tout ε ∈ V ∗ et pour μ-presque tout point x de X ,
�
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f̃ε ◦π�−1(x) = E( fε|Z�−1)(x). Quitte à redéfinir ces fonctions sur des sous-ensembles dont la mesure est nulle, nous pouvons
supposer qu’elles sont définies partout et qu’elles vérifient :

sup
{∣∣E( fε|Z�−1)(x)

∣∣; x ∈ X
} = sup

{∣∣ f̃ε(ζ )
∣∣; ζ ∈ Z�−1

} = sup
{∣∣ fε(x)

∣∣; x ∈ X
}
.

Comme l’a déjà observé I. Assani dans [2], on déduit directement des Théorèmes 1 et 3 que le facteur Z�−1 est caracté-
ristique pour la convergence presque sûre des moyennes cubiques de taille �, c’est-à-dire :

D�

(
fε: ε ∈ V ∗

�

) = D�

(
f̃ε; ε ∈ V ∗

�

) ◦ π�−1 pour μ-presque tout point. (2)

L’application π�−1 est continue par hypothèse, il ne reste plus qu’à montrer que la fonction D�( f̃ε; ε ∈ V ∗
� ) est essen-

tiellement continue.
Pour tout entier n et ε ∈ V ∗

� , on fixe une fonction continue f̃ (n)
ε sur Z�−1, bornée par ‖ f̃ε‖∞ et égale à f̃ (n)

ε à part

peut-être sur un ensemble Ã(n)
ε de mesure inférieur à 1/2n+1. Soit Z 0

�−1 l’ensemble des points génériques pour les fonctions

1( Ã(k)
ε ), et n et m deux entiers.

Pour tous les points de Z 0
�−1, puisque les fonctions f̃ (n)

ε et f̃ (n+m)
ε diffèrent sur un ensemble de taille au plus 2/2n+1, on

trouve :∣∣D�

(
f̃ (n+m)
ε : ε ∈ V ∗

�

)
(x) −D�

(
f̃ (n)
ε : ε ∈ V ∗

�

)
(x)

∣∣ � 1

2n

∏
ε∈V ∗

�

‖ fε‖∞.

Mais puisque les fonctions D�( f̃ (n)
ε : ε ∈ V ∗

� ) sont continues par le Théorème 2 et puisque la mesure μ a un support
dense, la relation précédente se réécrit∥∥D�

(
f̃ (n+m)
ε : ε ∈ V ∗

�

) −D�

(
f̃ (n)
ε : ε ∈ V ∗

�

)∥∥∞ � 1

2n

∏
ε∈V ∗

�

‖ fε‖∞.

Il est alors clair que la fonction D�( f̃ε: ε ∈ V ∗
� ) est égale presque partout à la limite uniforme de la suite de fonctions

D�( f̃ (n)
ε : ε ∈ V ∗

� ). C’est donc en particulier une fonction essentiellement continue.

2.2. Supposons que pour toutes les fonctions mesurables et bornées ( fε)ε∈V ∗
�

, les fonctions limites D�( fε: ε ∈ V ∗
� ) sont

essentiellement continues

Afin de simplifier les notations, nous supposons que l’application facteur π�−1 de X dans Z�−1 est définie partout.
Choisissons une famille dénombrable de fonctions continues (gn)n dense dans l’ensemble des fonctions continues

C(Z�−1) pour la norme uniforme. Par hypothèse, chacune des fonctions D�(gn ◦ π�−1) est essentiellement continue sur X .
Par l’équation (2), cette fonction est égale μ-presque partout à D�(gn) ◦ π�−1 .

Il existe donc un sous-ensemble mesurable X0 de mesure nulle pour μ tel que pour tout entier n, il existe donc une
fonction continue hn sur X telle que pour tout x ∈ X \ X0, D�(gn) ◦ π�−1(x) = hn(x).

Mais la sous-algèbre engendrée par les fonctions D�(g), où g est une fonction continue sur Z�−1 est dense dans C(Z�−1)

pour la norme uniforme [6,7]. Donc pour toute fonction continue g sur Z�−1, il existe une fonction continue h sur X telle
que

pour tout point x ∈ X \ X0, g ◦ π�−1(x) = h(x). (3)

Puisque la mesure μ a un support dense dans X , l’ensemble X0 est d’intérieur vide. En particuliers, deux fonctions
continues qui coïncident sur l’ensemble X0 sont égales. Plus précisemment si f et g sont deux fonctions continues sur X ,
sup{| f (x) − g(x)|; x ∈ X \ X0} = ‖ f − g‖∞ . La fonction h associée à g en (3) est unique, nous la notons Φ(g).

Par unicité, l’application Φ ainsi définie est compatible avec l’addition et la multiplication des fonctions. De plus, elle
préserve la norme. On en déduit qu’il existe une application continue π ′

�−1 de X dans Z�−1 telle que pour toute fonction
continue g sur Z�−1, Φ(g) = g ◦ π ′

�−1. On déduit de (2) que π�−1 = π ′
�−1 presque partout.

Il ne suffit alors plus qu’à vérifier que par unicité Φ(g ◦ T ) = Φ(g) ◦ T�−1 pour s’assurer que π ′
�−1 est une application

facteur topologique.

3. Généralisation du théorème de Wiener–Wintner

Dans [6], B. Host et B. Kra généralisent le théorème de Wiener–Wintner de la manière suivante :

Théorème 5 (B. Host et B. Kra [6]). Soient � un entier et X = (X,d, T ) un système topologique minimal et uniquement ergodique tel
que la projection dans son �-ième facteur de Host–Kra est essentiellement continue.

Soient f0 une fonction continue sur X, G un groupe de Lie nilpotent d’ordre inférieur à �, Γ un sous-groupe co-compact de G,
g0 : G/Γ →C une fonction continue et y0 un point de G.
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Alors, la fonction x �→ lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

f0
(
T nx

) · g0
(

yn
0Γ

)
est définie partout. (4)

Nous proposons de préciser ce résultat de la manière suivante :

Proposition 1. Sous les hypothèses du Théorème 5, la fonction définie en (4) est continue.

Nous ne savons pas si la continuité des fonctions limites (4) caractérise la continuité de la projection dans les facteurs
de Host–Kra.

Preuve de la Proposition 1. Nous nous plaçons sous les hypothèses du Théorème 5. Nous fixons une fonction continue f0
définie sur X ainsi qu’une fonction continue g0 : G/Γ → C, ou G/Γ est une nilvariété d’ordre inférieur à �. Nous fixons de
plus y0 ∈ G .

Nous définissons les fonctions F∞ et F N pour tout entier N , de X dans (�∞
C

, ‖ · ‖∞) par :

F N(x) =
(

1

N

N−1∑
n=0

f0
(
T nx

) · g0
(

yn+m
0 Γ

))
m∈Z

et F∞(x) =
(

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

f0
(
T nx

) · g0
(

yn+m
0 Γ

))
m∈Z

.

Si la fonction définie en (4) n’est pas continue en un certain point x∞ , alors il existe ε0 > 0 et une suite (xk)k d’éléments
de X convergeant vers x∞ tels que pour tout entier k, ‖F∞(xk) − F∞(x∞)‖∞ � ε0.

Nous pouvons alors remarquer que pour tout couple de points (x, x′) de X2, la fonction F∞ vérifie ‖F∞(T x) −
F∞(T x′)‖∞ = ‖F∞(x) − F∞(x′)‖∞ . Mais puisque le point x∞ est transitif, alors la fonction limite F∞ n’est continue en
aucun point.

D’autre part, puisque chaque fonction F N est continue, la fonction limite F∞ admet par le théorème de la limite simple
de Baire au moins un point de continuité ; ce qui est absurde. �
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