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Historique de l'article : Dans cette Note, nous étudions I'existence locale des solutions pour I'équation du
Requ le 2 avril 2014 scalaire actif 30 + u - V0 =0 ol u = —VL(—A)"1+P/29, Cette équation correspond a
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Disponible sur Internet le 28 janvier 2015 montrons I existence locale dans I'espace H'*#*€ oil € > 0, pour 1 < 8 < 2. Un résultat
Présenté par le comité de rédaction récent de Chae, Constantin, Cérdoba, Gancedo et Wu montre I'existence locale dans H4.

L'amélioration est due a des nouvelles estimations plus précises du commutateur, et
I'exposant fractionnaire est obtenu par un traitement different de la non-linéarité en
utilisant une inégalité double du commutateur.
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ABSTRACT

We address the local well-posedness for the active scalar equation 9;0 + u - VO = 0 where
u = —VLt(—A)~1*P/2¢  This equation reduces to the Euler equation if =0 and to the
quasi-geostrophic equation for 8 = 1. In this note, we prove the local existence for the
equation in the space H'tA+€ where € > 0, for 1 < 8 < 2. An earlier result by Chae,
Constantin, Cérdoba, Gancedo, and Wu shows the local existence in H4. The improvement
is due to a sharper commutator estimate, while the fractional exponent is obtained through
a different treatment of the nonlinearity using a double commutator inequality.

© 2015 Publié par Elsevier Masson SAS pour I'’Académie des sciences.

1. Introduction

Dans cette Note, nous abordons le probléme d’existence locale pour une famille d’équations de scalaires actifs

o0 +u-ve=0 (1.1)
ol le champ de vitesse u est obtenu a partir de la fonction scalaire & comme une intégrale singuliére 6 = T (u). Récemment,
des équations de cette forme ont été intensivement étudiées. Ces études sont motivées par de nombreux contextes physiques
dans lesquels ces équations se posent [4,5,8]. Dans [3] (voir aussi [1] et [2]), les auteurs ont introduit 'équation (1.1) avec
la relation

u=vty
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Ay = APo (12)

oit A= (—A)/2 est 'opérateur de Zygmund et V- = (—d,v, d1%). L'équation se réduit & I'équation d’Euler [7] quand
B =0, alors que, si B =1, elle devient I'équation quasi géostrophique non visqueuse [4]. Dans cette note, nous étudions
I'existence locale pour cette équation quand 1 < 8 < 2.

Dans [3], les auteurs ont établi que le probléme est localement bien posé dans H™, oli m > 4 est un entier. La démonstra-
tion repose sur l'utilisation de la propriété d’antisymmeétrie du produit apparaissant dans la non-linéarité et en établissant
une nouvelle estimation du commutateur dans des espaces de Sobolev d’exposant négatif. Lorsque I'on cherche un espace
optimal pour montrer que le probléme est localement bien posé, il est raisonnable de s’attendre a ce que la vitesse u soit
Lipschitz uniformément dans le temps. Par un comptage de dérivées ainsi que par I'inégalité de Sobolev, on trouve que cela
nécessite que @ appartienne a I'espace de Sobolev H!*A+€ oil € > 0 est arbitraire. Comme I'équation ne régularise pas les
données initiales, nous nous attendons a ce que les données initiales doivent appartenir au moins a I'espace H!tA+€ avec
€ > 0. Le but principale de la Note est d’établir que le probléme est bien posé dans cet espace (voir théoréme 1). L'existence
locale dans I'espace H!*# reste encore un probléme ouvert. La démonstration est basée sur des estimations plus précises
du commutateur qui améliorent les estimations dans [3]; nos estimations du commutateur sont données dans le lemme 2,
que nous pensons étre intéressant en soi.

Nous tenons a remercier le rapporteur de cette Note pour ses corrections et ses remarques pertinentes.

2. Le résultat principal et I'estimation du commutateur

Soit B € (1, 2) un parameétre fixé. Nous considérons I'équation du scalaire actif (1.1), ol u est déterminé a partir de 6 par
la relation (1.2). La condition initiale est donnée par

0(x,0) =0p(x). (2.1)

Notre résultat principal est donné par le théoréme 1.

Théoréme 1. Supposons que 0y € H® (R?) oil

o>1+8. (2.2)

Alors il existe une unique solution u € C([0, T]; H® (R?)) de (1.1), (1.2) ot T > 0 dépend de 1601l o (r2)-
La preuve est basée sur I'estimation du commutateur suivante :

Lemme 2. Soient s € (0, 1) et j € {1, 2}. Alors, pour tout § > 0, nous avons

I[a~*9;. g]f“L2(R2) <C(IA™° Fllzge) + I1f li2r2)) I &1l g2-s+s g2y (2.3)

ot C est une constante qui dépend de s et §.

Rappelons d’abord que

[AT%0,8]f=A"%0j(gf) —gA~%0;f, j=1,2. (2.4)

Notons que [3, Proposition 2.1] donne une inégalité plus faible

I[A=%05. ] | 2z < Cos (1A Flli2 gl zes + UF 2 gl posss).  §=1.2 (2.5)

pour tout § > 0. La démonstration donne C = C(s)/8!/? & condition que § < 1.

Preuve du lemme 2. En utilisant [3, p. 1043], nous avons

([A™%9;. €] FJ(&) = Hy + Hy (2.6)
ol
1
Hy = / / Ap.&. )| *n; 7€ — maan dndp (2.7)
0

et
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1
Hz=s//yA(p,s,n)!*”(A-n)Ams —maandndp
0

avec

A(p, &, =p&§+ 1 —p)& —n).

Comme dans [3, p. 1044], nous pouvons écrire

1
|H1l 5/(1 +P)7571/I-§ —nI7*|F & —m)||ng@m|dndp
0 R?

1
+/p(1 +p)~s7! dpflf(s —m||n|""*|&0n| dn = Hi1 + Hia.
0 R2

Sans perte de généralité :

O0<dé<s.
Soient
4
P=9v25—s
et
4

T A 212

Notons que comme 0 < § < s, nous avons 1 < p,r <2 et
l~|—l=1~|-1.
p T 2

L'utilisation de I'inégalité de Young donne

IH11llz < CllIn = F | 1o [n& @] -

Maintenant, en utilisant I'inégalité de Ho6lder, nous obtenons

lm=sFanl < 10+ 102) 7 apramn | (14 102207 F )] 2
< +1mP) 2 ST RAT f e + 1 F 1)

Comme [(1+ |n/%)~+9dn < C/e pour € € (0, 1), il s'ensuit :

—s/2

- C
== fon], < W(”A_sf”ﬂ +1fll2),

la constante C dépend de s. Pour le deuxiéme facteur dans (2.15) ||[ng(n)||r, nous utilisons :

Ingam |, < [(1+mP)~ 2202+ ) 2P e
<+ |’7|2)_(]_S+6)/2 | 2sa—ses | (1 + |’7|2)1_S/2+8/2§(’7) 2

et alors

—(1-s+8)/(1-s+8/2) ” (11—s+5/2)/2 H (1 )1—s/z+5/zg
L

Ingm|, < (1+m? + Inl? M| 2

C - N
< —6(1_5)/2 H (1 + |,7|2)1 s/2+6/2g

(r]) ||L2 .

Nous obtenons alors

C - N
IH 1l < 557 (17 Flliz 1 12) | (14 1P) 80

Pour le terme Hypy, une simple utilisation des inégalités de Minkowski et de Holder donne :
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(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(217)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



244 W. Hu et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 353 (2015) 241-245

[H1zll2 < Cllfllgz [Inl =* &0 | 1 (221)

Pour le second facteur, nous pouvons procéder comme ci-dessus et écrire :

I =g | < | +mP) 2722 L |+ 1) 22 m =g | 2
<C”(l+|n| —1— 5’1/2H 1+5/2 S/2 A

C
SW”U‘HW

Maintenant, pour Hy, nous observons comme dans [3], que

1+ Inl
)1 $/248/2 A

(77) ||L2

g2 (2.22)

1
|Hz|s|s|//|A|—5|f(s—n>||m:r<n)|dndp (223)
0 R2

et alors la borne de H; est la méme que celle de H;. O

Preuve du théoréme 1. Soit o tel que

1+8<0 <3. (2.24)

Il existe § > 0 tel que

1+B+8<0 <3. (2.25)

Nous appliquons I'opérateur A% a (1.1) et nous multiplions par A°6 pour obtenir aprés intégration

2

1d

S 147012 =—Z/A“(uj8j6)A“9
j=1

2 2
=—Z/A“ujajome—Z/u,-ajA”eA“e
j=1 j=1

2
- Z/(A”(u,-aje) — A%U;jdi0 — ujd;A°0) A6

=h+1Lh+Is. (2.26)

Nous reportons le traitement de I, et nous notons d’abord que grace a la condition de divergence nulle Z?zl dju; =0,
nous avons I, = 0. Pour I3, nous écrivons :

I3 < | A% (uj0;0) — A%u;dj0 —u;d;jA°6| 5| AT0] .. (2.27)

Introduisons maintenant I'inégalité du commutateur double :

1A% (fg) — A% fg = fA7g| 2 <C(Ifllwo-r2ze-n lIglwrze-s + [ fllwrcllglwe2), f.geS (2.28)
qui est valable car o > 2 et qui peut se justifier comme suit. D’abord, on écrit :
ol Tj=—(—A)°/2719; for j=1,2. En utilisant la régle de Leibnitz pour d;, nous obtenons :

A7 (fg) — A% fg— fA°g=(T;j(3;fg) — Tj(3;f)g) + (Ti(f3;jg) — fT;d;g). (2.30)
Pour établir (2.28), nous utilisons I'inégalité du commutateur de Kato et Ponce [6] (voir aussi [9]) pour écrire

IT;®@ife) —Ti@iNg| 2 < CIfllwor2e-nlglwrzep + | Fllwielglwo-12) (2.31)
et

[(F0;8) — fT;dig|| 2 < CI Flwrec Igllwo-12 + | fllwo-r.2/6-1 I gl wrzre-p).- (2.32)

Grace a (2.27) et (2.28), nous obtenons
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(lullwo-1.2/6-0IVO w2105 + Ul w100 I VOl wo-1.2) A7l 2

I3<C
< C(1A2Pull o1 101l st + llull g2+s 10111o ) 1A O]l 2
<C

(10111 101l gs+1 + CllON gr+p+5 1011 1o ) I A ]| 2 (2.33)
oll nous avons aussi utilisé
u=-vit(=a)"14P0 (2.34)
et (2.25). Nous considérons maintenant Iy = — [ A°u;3;0 A°6. Comme dans [3, p. 1045], nous utilisons I'identité
1
/fAfgz —5/f[A,g]f (2.35)

qui est valable pour tout opérateur antisymmétrique A sous des conditions de continuité. En utilisant (2.35) avec A =
AP=29; pour j=1,2, nous obtenons :

Ih =%/(( oHh=2yLg) . ve) A7 e
= _%/( F=23,(A°0))810 A7 0 + % f(A*Hal (A76))3204%60
:%/A”O[Aﬂ’zaz,&@]A”Q— %/A“@[Aﬂ*Zaz,aze]Aao. (2.36)
Le lemme 2 et le fait que 0 < #—2+ 0 < o donnent alors :
I < XZZH [4P728;. 0161470 211476112 < C(IAPT2¥90] 2 + [ 7611 12) 1916 | s [ 476 2
j=1
< C(I0112 + 1ATO12) 1316 | o3 | A6 12 (237)

En utilisant (2.25), nous obtenons :

d
3 1A70IE = ClIoI. (2.38)
Combinant ceci avec I'identité d’énergie dans L?

d
&nouiz =0 (2.39)

nous obtenons

3/2

d
3 (1476115 + 161172) < C(IATOI + 101172) (2.40)

qui implique I'existence locale des solutions. O
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