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ABSTRACT

Let I" be a connected Lie group, X be I'-space and Ef = EI" x X the associated homotopy
quotient. In this short note, we explain how rational homotopy theory provides explicit
computations of the loop product on E; and we construct an example where this product
is trivial or not depending on the given action.

© 2015 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

A tout espace topologique X est associé son espace des lacets libres LX. Lorsque M est une variété connexe compacte
sans bord de dimension m, Chas et Sullivan [1] ont défini un produit de degré —m sur 'homologie de LM a coefficients
dans un anneau commutatif k,

Hi(LM; k) ® Ho(LM; k) = Hy—m(LM, k), X®@yr>xeoy

de telle maniére que H, (LM; k) := H,4+m(LM; k) soit une algébre commutative graduée. Le point de départ de cette note est
I'extension de ce produit de Chas-Sullivan aux espaces de Gorenstein [5] dans le cas ol k est un corps. Parmi les exemples
d’espaces de Gorentein de dimension formelle n € Z, on trouve les espaces a dualité de Poincaré de dimension n rel. k, les
espaces classifiants BG des groupes de Lie compacts connexes G, qui sont de dimension formelle -rang G et 'espace total
E d’une fibration de base un espace de Gorenstein B et de fibre un espace a dualité de Poincaré F. Dans ce dernier cas, la
dimension formelle de E est la somme de la dimension formelle de B et la dimension de F (cf. [3] pour plus de détails).
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En particulier, si I" est un groupe de Lie compact connexe qui opére topologiquement sur une variété connexe compacte
sans bord de dimension m, alors nous obtenons la fibration de Borel

M — Epr — BI'

olt Er est un espace de Gorenstein de dimension formelle m— rang I". Dans un premier temps (section 2), nous établirons
une description du dual du loop produit pour un espace de Gorenstein de dimension formelle n en termes de modéles
de Sullivan (cf. [5,2,6]). Ensuite (section 3), nous donnerons le modéle minimal de Sullivan de I'espace Ej lorsque M est
un espace homogeéne G/H via une action de I" sur le groupe de Lie compacte connexe G et finalement (section 3), nous
indiquerons un exemple avec une action de I = S! sur G = U(n + 1) dépendant d’un paramétre A =0, 1.

2. Produit de Chas-Sullivan pour un espace de Gorenstein

Soit X un espace topologique. Désignons par C,(X;k) (respectivement H,(X,k)) le complexe de chaines singuliéres
(respectivement I'homologie singuliére) de I'espace X. Nous avons le produit fibré

LX xxLXC— > IXxLX

evbl \Levo xevg

X 4 X x X

ot evo(y) = y(0) (respectivement evy(y1, y2) = ¥1(0) = ¥2(0)) pour tout y € LX (respectivement (y1,y2) € LX xx LX);
A: X — X x X I'application diagonale et ¢ : LX xx LX — LX x LX, I'inclusion. Si X est un espace de Gorenstein de dimension
formelle d simplement connexe, alors d’aprés |5, Théoréeme C|, I'application linéaire DIp := H*(i!) o H*(Comp), de degré d
H*(C H* (1!

HALX: 0 P B (LX xx LX) 8 HA(LX ) @ H* (LX; k)
coincide avec le dual linéaire du produit de Chas-Sullivan. Ici, Comp : LX xx LX — LX désigne la composition des lacets
libres et ¢! I'application de Gysin associée a l'inclusion ¢ qui est définie de la maniére suivante. L'application de Gysin
associée a A est I'unique élément, a multiplication par un scalaire pres,
d . 2. ~
H(A € EXte. 0., (C*(X: k), CF (X% K)) =k
oll C*(X; k) est considéré comme un C*(X?%; k)-module via A et ol Extex(x2)(C*(X), C*(X?)) désigne le ext-différentiel, au
sens d’Eilenberg-Moore [3]. Un représentant de cette application de Gysin est une application, notée A!, qui est définie dans
la catégorie dérivée des C*(X?)-modules. Dans cette catégorie dérivée, A! se reléve en une application

t:CHLX xx LX; k) — C*(LX x LX; k),

qui est définie de facon unique, a la multiplication par un scalaire pres.

Dans la suite, [k désigne un corps de caractéristique O qui sera sous entendu afin d’alléger les notations. Le point clé pour
notre propos est que nous pouvons remplacer I'algébre graduée C*(X) par le modéle minimal de X. Considérons le produit
fibré

IXx— % oxl

\LEVO \LEV[)_]

X—A4 > XxX

ou I =10,1] et la fléche evg 1 désigne la fibration des chemins. En effet, la composition des lacets libres se déduit de la
multiliplication des chemins et le modéle minimal de X!, qui se calcule facilement a partir de celui de X, permet 3 la
fois de d’obtenir un représentant de Sullivan de la composition des chemins et donc de celle des lacets libres, et fournit
une résolution semi-libre du modéle minimal My de X, en tant que M?Z—module différentiel gradué, permettant ainsi
le calcul de I'application de Gysin t!. Nous renvoyons le lecteur au [4, chapitre 12] pour les notations, la terminologie et
résultats concernant les modéles de Sullivan. Toutefois, précisons que si V = {Vi};»; est un espace vectoriel gradué alors
AV désigne l'algébre graduée commutative libre sur V et V I'espace vectoriel gradué défini par (V) = Vi*1, Tout espace
connexe par arcs X admet un modeéle de Sullivan

px 1 Mx = (AV,d) —> ApL(X)

ou App est le foncteur contravariant des formes PL sur X et px un quasi-isomorphisme. Si X et Y sont deux espaces
connexes par arcs, alors toute application admet un représentant de Sullivan My : My — M. Nous faisons ainsi les
identifications suivantes :

H*(X) = H(ApL(X)) = H(Myx) et H*(f)=H(Ap(f)) = H(Mp).

Notre premier résultat s’énonce comme suit.
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Proposition 2.1. Si X est un espace de Gorenstein de dimension formelle d simplement connexe alors le dual du loop produit, Dlp, est
la composée
H(g) o H(My)"" o H(Comp),

ott les applications intervenant dans ces relations sont décrites a I'aide du diagramme ci-dessous.

M)U@M%ZMX (/\V®/\\_/,d):MLx

MComp’ ®Mpr1_3 Id Mcomp

1R

(AV ®@ (AV)®2 d) = Mx xx Lx

Myt oy xi ®M§3 Mx

~| 7 Qrgpueid Id

M§%®M§4Mx = (AV @ (AV)®2 d) = Mrx xx X
~|1d ®g Mg ~| Mg
MGF ® 00 M = (AV)®2 @ (AV)®3,d) = Mg
ld@q g g
M} 8 00 MF? = (A)®2 @ (AV)®%,d) = MR

Dans ce diagramme,

(1) X'xx X'={(a, B) € X x X": (1) = B(0)}; et I'application Comp’ : X' xx X! — X! est la composition des chemins ;

(2) My = (AV)®2 @ AV,d) est une MF?-résolution semi-libre de My et My oy xI = M1 @y Myt = (A @
A(V)®2 d) est une M3-résolution semi-libre de My ;

(3) o : X — X! désigne la section canonique de la fibration des chemins;

(4) p désigne le produit de My et pry 3 la projection sur la premiére et la derniére coordonnée ;

(5) l'application Mg2-linéaire g est telle que H(g) € Ext‘/’\/l%2 (Mx, M$?) =L

3. Un exemple de calcul du loop produit de E

Soit G un groupe de Lie connexe compact et BG son espace classifiant. Il est bien connu que H*(G; Q) = AP¢ et
H*(BG; Q) = AQg, ou P¢ désigne un espace vectoriel gradué de dimension finie concentré en degré impair et s: Pc — Q¢
un isomorphisme linéaire de degré 1. Si K est un sous-groupe fermé de G connexe et si

st ! G j K

désigne respectivement un homomorphisme de groupe et I'inclusion naturelle, alors nous obtenons les diagrammes com-
mutatifs

G/K—=>EK xjG——>EG et ES'x;G/K——>(EG)/K——=BK

N,k L

BK—1 ~BG Bs' B _pc

EK x;G:={(e, ) | (ek,g) = (e, jk)g)}
ES' x; G/K :={(x, gK) | (xe*™, gK) = (x, (f(e*™")g)K)}

et ol les carrés sont des produits fibrés. Un modéle relatif de Sullivan (non nécessairement minimal) de ’homomorphisme
G/K — BK est de la forme, [4, Proposition 15.16]

(AQk, 00— (AQk ® APG,d) ——— (AP, 0)

ot d(y'®1)=0 et d(1®x)=H(Bj; Q)(sx) ® 1 avec y’ € Qg et x € P¢.
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Par ailleurs [4, Proposition 15.8], un modéle relatif de Sullivan de E := BS! x5 G/K est de la forme

(AU, C——  (AURAQK @ APc,d)— = (AQk ® APG, d)

tel que, pour tout x € Pg,

d1®1®x)=H"Bf;Q(sx)®1®1—1Q H(Bj; Q)(sx) ® 1. (1)
Considérons le cas particulier ot G =Un+ 1) et K =U(n) x U(1), (n > 1). Alors, d’apres |7, llI-Theorem 5.8] H(Bj) :
A1, Y1) = AL+, yp) @ AYY et pour des raisons de degrés, H(Bf) : A(Y1, -+, Yn1) = AlL, Y1 = Au, o A=0, 1.

Un modéle de Sullivan relatif de E est obtenu en appliquant (1). L'espace E est un espace de Gorenstein simplement
connexe, de dimension formelle 2n — 1.

Remarquons que G/K = CP" et que I'action de S' sur CP" est définie via cette identification par : 2™ (x, gG/K) =
(x, (f(€*™%)g)G/K). A chaque valeur de A (correspondant i I'action triviale ou une action réguliére sur un espace projectif
projectif complexe), nous associons le type d’homotopie rationelle de 'espace de Borel. Cest le produit BS' x CP" lorsque
A =0. Ces deux types d’homotopie rationnelle seront distingués par le loop produit. Pour des raisons de degrés, la suite
spectrale de Serre cohomologique d’une fibration de base BS! et de fibre CP" dégénére au terme E; et admet un modéle
relatif de la forme M = (Au ® (v, x),d), avec du =0, dv =0 et dx=v"*! + &, o1 ® € A(u, v). Dans notre cas particulier,
@ = xu"tl. Ceci peut étre déduit directement de la formule (1) en observant que le modéle minimal de (Au ® AQg ®
APg,d) est obtenu en identifiant y} et y7, car dx; =y} + y7.

1. =0. Dans ce cas l'espace de Borel E est le produit BS! x CP" et Mg = (AUQ A(V, X),d) avec |u| =|v|=2; du=dv=
0, dx = v™t1,
Un modéle de Sullivan relatif de la fibration des chemins E! — E x E fournit la résolution semi-libre de 91 :
Mer = (A(u, v, x.u', v, X, 1,7,%),d) oulu|=|v|=1, [X|=2n et
di=uv —u; dv=v —v; d&:x’—x—Zviv’j\'z
i+j=n
di=u —u; dv=v' —v; du=u"—-u; dv=v’'—-V
X=X —x=Y ;i VvV, dx=X"—X =Y, VIV

0,dx=—mn+1)v"'v,di=dv=0,dx=—n+1)v"v.
Un représentant de Sullivan DMcypy : Mer —> Mpr,, 1 de la composition des chemins Comp” : E'xgE! — E! est
donné par :

m Ur—u, vieev, x—=x, uU—u, vVev, X=X,
Comp’ * \ & = = = S 5 by Y G55
Pl i, Vi VT, X XEXE Y, VIV
Nous en déduisons un représentant de Sullivan DMcomp : ML —> MiE <, L de la composition des lacets libres Comp :
p E
LE xg LE —> LE tel que :
U—=u+iu, vev4+7,

n(n+1)

m R S =
omp - x> X+ X MELyn-155,

L’application im?z—linéaire de degré 2n—1,g: Mp — 9m®2, annoncée dans la proposition 2.1, est un cocycle (qui n’est

pas un cobord) du complexe (Homgys> (i)ﬁy,i)ﬁ?z), D) de degré d ot Dh=doh — (—=1)"h o d. Pour des raisons de degrés
E

et de compatibilité aux différentielles, nous obtenons le candidat suivant :

1+—0
g {ir— Y vivi+ W —wP, V> (V' =V)P, X+— X —x)P, P=Y . juku’;
s x—x, uv<'x— 0, poure, e’ €{0,1}et(1+€+€)k>2, keN.
Par ailleurs, 'homomorphisme d’algebres différentielles graduées M, : My —> Mg est défini par :
MoW)=u=My (), Me(W)=v=s(V'), M) =x=Ms(x") et My (U1) =My (V) =My (x) =0.
Il en résulte que :
Dp(vx)=(v®1—-1®V) Z Z ulvk @ uiv!,
i+j=n—1k+Il=n

et le produit de Chas-Sullivan est non nul sur E.
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2. . =1. Dans ce cas un modéle minimal de I'espace de Borel E est donné par Mg = (A(u, v, Xx),d) avec |u| =|v|=2;
du =dv =0, dx = u™! 4+ v"*1, Dés lors, nous obtenons :
Mg = (A(u,v,x,1,V,X),d) ol di=dv=0etdx=—n+1)(u"d+v"V).

Par suite

ML p e = (AU, VX, U, V,X,1,7,%),d),

avecdii=dv=0, dx=—-n+DW"a+v"v), di=dv=0, dx=—-m+1)(u"i+v"?).
Un représentant de Sullivan 9Mcomp : Mg —> Mg, g de la composition des lacets libres Comp : LE xg LE —> LE est
défini tel que :

m Ju—u+u, v v+,

omp -] X > X + X + 1D @ -1ag 4 v 19 9),
L'application Dﬁ‘?z—linéaire de degré 2n—1, g : Mz —> im?z annoncée dans la proposition 2.1, est un cocycle (qui n’est pas
un cobord) du complexe (Homgye> (M, ME?), D) de degré d ot Dh=doh — (—1)"h o d. Pour des raisons de degrés et
E

de compatibilité aux différentielles, nous obtenons le candidat suivant :

1+—0 o o
g lur— =i, vVl Vi Y ul ave—x =X, X0
1€k — 0; keN*, €,€ €{0,1}.
Par ailleurs, 'homomorphisme d’algebres différentielles graduées M, : My —> Mg est défini par :
MeW) =u=My ('), Me(V)=v=Ms(V'), Me®) =x=M,(x') et My (@) =My (V) =My (X) =0.
Remarquons que nous avons I'isomorphisme
H*(LX) = H(A@, v)/ (™ + v ) @ A(@, 7, %), d)
oi1 d est la différentielle obtenue par passage au quotient. Il s’en suit qu'une base de H*(LX) est donnée par :
{[uivj ®1]. [ukvl ®u], [uPvi® V], [u'v: ®uv], [u”vb ® uvx|}

avec i,k,p,r,aeNet0<j,l,q,s,b=<n.
Un calcul de routine de DIp sur chaqu'un des éléments de cette base nous permet de conclure dans ce cas que le produit
de Chas-Sullivan est nul sur I'espace de Borel E.
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