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ABSTRACT

We obtain results of Bernstein-Jackson type on polynomial approximation of Whitney jets
that are -flat on compact subsets of CN. We extend in particular the results of Pawtucki
and Plesniak to the real case and those of Siciak in the one-dimensional complex case.

© 2015 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Notations et résultats
Soit K un compact de CN. La fonction extrémale de Siciak-Zaharjuta de K est définie comme suit :
Vi (z) :=sup {u(z) ‘ue LK(CN)} , pourtoutze cN,

ol Lg(CN):={u e PSH(CN): (Ac e R), (Vze CN), u(z) <c+log(1 + |z|) etu|x <0}, est la classe de Lelong de K.
Suivant Pawtucki et Ple$niak [6], K vérifie la condition (HCP) (Holder Continuity Property), s'il existe des constantes
8o, C, k > 0 telles que :

(VzeCN, d(z,K) < &), Vk(z) < Cd(z, K)*.

Des exemples de tels compacts se trouvent dans [6]. Suivant [1] et [4], K vérifie la condition (LS) (Lojasiewicz-Siciak), s'il
existe des constantes g, C, 8 > 0 telles que :

(vzeCN, d(z, K) <), Vk(z) > Cd(z, K)P.
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Des exemples de tels compacts se trouvent dans [1,4,2,7].
Soit K un compact de CN ~ RN £%(K) est 'espace de Fréchet des jets F = (F*)genen de classe C* au sens de Whitney
muni de sa topologie définie par la famille des semi-normes

RY™ ¥ E (x)

m._ | gpm
IFlk :==IFlx + sup x— y)m_|a|

{(x,y)er K,x#y

, (1)

aeNN o <m

N —x)B
oit [FI 1= maXg e jqi<m |F¥ ¢ €t RETF)¥) = FE(¥) — ¥ p1<m F‘”ﬂ(x)%, pour (m,a,x,y) e Nx NN x K x K,
Ak est la norme uniforme sur . Soit = 2N € , On pose D = 2N, pour € , et D; =
I I if K. Soit F = (F%)ycpan € E%(K) DP(F) := (FA*¥) 4oy NN, et D;

D=I> avec <j>=(8j1,...,8jon) ol §j; est le symbole de Kronecker. Pour j € {1,...,N}, on pose : D7 := LHZD””.

On définit A°(K) :={F € £*°(K) : D <5;./F> =0, pour tout j € {1,..., N} et € N2V}, le sous-espace de £2°(K) des jets
9-plats sur K. Nous avons les résultats suivants. . -

Pour & := (a1, ..., aan) € N?N et f € C™®, on pose D f := D% f ot f(z1,...,2n) = f(R(z1), ..., R(zN), 3(z1), - - -, I(zn))
et Da — L
’ 3x‘111 ..Aax;ﬁ,” :
Théoréme 1. Soient K un compact de CN vérifiant (HCP) et (ES) et F := (F“)%NZN un jet de A (K). Il existe une suite (Py)nen de
polynémes de C[z1, ..., zy] avec deg(P,) < n pour tout n € N* et que pour tout k € N* et o« € N2V, il existe C(k, o) > O tel que

1
|F* = DSPy ]|, <C(k,a)— pourtoutn € N*. (2)
n
Théoréme 2. Soient K un compact de CN vérifiant (HCP) et (ES), F := (F“)aeNZN un jet de A% (K) et (P,), une suite de polynémes
donnée par le Théoreme 1. Si I'on pose €% (z) := F%(z) — DYPy,(2), pour (&, n, z) € N2N % N* x K, alors pour tout k € N*, m € N* et
a € NN tels que || < m, il existe C(k, m, o, K) > O tel que

o,m—|o|
R, en(2) _ Clom, o, ) ,
g —zm-lel T pk )

pour tous &, z € K tels que & # z et pour tout n entier assez grand.
Pour f € C*®(CV), on pose JE () = ((DF HIK)genen, ot (V|K est la restriction sur K de la fonction (.).

Théoréme 3. Soit K un compact de CN vérifiant (HCP) et (ES), et F un jet de A (K). Il existe une suite (Pp)en+ de polyndmes de

Clz1, ..., zN] tels que deg(Py,) < n et tels que, pour tout m € N et k € N*, il existe C(k, m) > 0 vérifiant
1
IF — Myl < C(m,k)—, pourtout ne N*, (4)
n
et oit Iy := J°(Py). Réciproquement, si F est un jet sur K pour lequel il existe une suite (Pp)pen+ de polynomes de Clz1, ..., zn]

telle que deg(Py,) < n et si, pour tout (m, k) € N x N*, il existe C(m, k) > 0 vérifiant (4), alors F € A (K).
2. Démonstration des résultats
2.1. Preuve du Théoréme 1

Les propriétés (HCP) et (LS) entrainent que K est s-H convexe pour un s > 1. La proposition 3 de [3] stipule que pour

p >0, il existe B,C, 0 < B <1 < C, dépendant de K, p, s, N, et il existe des fonctions w;i=1,...,N de classe C*

sur O(B,s):={(¢,2) e WK)\ K) x CN :d(z,K) < B-d(¢, K)*} et holomorphes en z dans O(B,s,¢):={zeCN:d(z,K) <

B-d(¢, K)*} pour tout £ € V(K)\ K, ott V(K) :={ze CN:d(z, K) < 1}. Soit f une extension de Whitney de F € A®°(K). La
d-platitude de F implique que, pour tout t > 0, il existe ¢; > 0 telle que

|3f ()] <ced (¢, K)',  pourtout ¢ € CV. (5)

Par le théoréme 18 de [3], on a la représentation intégrale

F¥@z) = / df(¢)ADYH(,2), zeK, (6)
V(K)
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avec H(¢,2) = E’z\’,;;?v' o (;’gg) Ao(C) et ¢(£.2) =Y I, w5, 2)(zj — ¢j), ot 2 (%) et w(¢) sont définies comme en

pp. 140 et 141 de [3], cf. aussi [5]. De plus, il existe E > 0 tel que, pour tout o € N2V :

[DYHE. 2)| < E*jarlid(g, k)~ Moo @n=aizils, (7)

Nous obtiendrons une approximation polyndmiale de F® en remplacant dans (6) DY H(¢,z) par un approximant poly-
ndmial convenable. On écrit que F¥(z) = Z?’zl F;?‘(z), avec F;?‘ (2) .= fV(K)(—l)J*1 :Tfj(g)Dg‘H](j)(g, 2)w(@) Aw(C), z€ K, et

H (¢, 2) est la composante de H(¢, z) qui correspond a J(j)=(1<..<j—1<j+1<..<N).

Au couple (B, s) on associe la jauge R(¢) :=sup{A >1:U, C O(B,s, ¢)} de la fonction extrémale Vi, pour ¢ € V(K) \ K,
avec U, ={ze V(K)\ K : Vg (2) <log(nr)}. Pour tout A > 0 et n € N*, on considére la zone de niveau La ,:={¢ € V(K)\ K :
R@) =1+ 4)

Maintenant, pour tout z € K, on pose :

N
. af _
Pna,.j(2) == f VT g, (Hy ) €. 2) @) A @) et Py (@) =Y Pna,.j(@), (8)
LA,n {j j=1
ol (dn) est une suite croissante d’entiers a choisir ultérieurement, L4, est I'opérateur d’interpolation polynémiale de La-

N+n-dy

grange associé a un syteme de my.q, <:= ( nd,

)) points extrémaux de Fekete-Leja du compact K. On écrit que :

IDFH () (5. D] |[0@) A o(©)]

o o 8f
Fi(z) — D7 Pn-dn,j(z)’ < / ‘E(é)

V(KL n
of
+ / —(©)
‘841
LA,n

Par I'inégalité de Markov, vérifiée puisque K satisfait la condition (HCP), on a :

DS L1+ 1)dn s Hy() (5 2) = D5 Lng, (H () (¢, 2)
< C(+ Dns )" | Lingtydysy Hy() €1 = Loy (Hy () (@) - (10)

La fonction H ) (¢, .) est holomorphe en z € O(B, s, ¢), (¢ € V(K)\K), de sorte qu'on peut appliquer la méthode développée
par A. Zeriahi dans [9], pour aboutir a

|DSH j(jy (£, 2) — DS g, (H ()&, 2)| |0(@) A ()] . 9)

1
”L"'dn (Hji))(€,2) —Hjj(&, 2) H kS C.(ndn)" m((2671)73(N+M)>
R() ? "
20+ N+ M) » 1 8 1 11
Ry H(@-0-252) | (Rgypta — 1) N T Ry — 1)

ou C,M,q,k et § sont des constantes positives dépendant de K et H. Soit kg € N*, avec le choix d, :=ko-n on peut trouver
A > 0 pour lequel il existe C > 0 et 7 €]0, 1[ tel que, pour ¢ € Lan, on a : ||Lng, (Hj(j)(¢.2) — Hy()(€. 2|, < Cn™; ce qui
donne :

IDS Lns1)dss Hy () (62 2) = DE L, (Hy () (€. 2) || ¢ < Caat”- (12)

Par suite, DY (H j(j))(¢,2) = Y ;25 (D¥Lin1)dnss H () (€. 2) — DLng, (H () (€. 2)) + D¥Lg, (H () (¢, 2). A partir de (9) on
obtient :

el _
P2~ D2 Pag | s+ ‘%(c) |DEH (). 2)] [0(@) A Q)] (13)
J

V(K\Lan

Par la condition (£S), la jauge vérifie R(¢) > 1+ cd(¢, K)?, ¢ € V(K) \ K, et donc V(K) \ LanC{¢eVE)\K:d(, K) <

1

(%)ﬁ }, de sorte qu'en utilisant (7) et pour p € N* et c(p) > 0 correspondante dans (5), le deuxiéme terme du second
p=(N:s+p)@N-2)~1-lal.s

membre de (13) est majoré par la quantité C’-c(p).E®*1(|a)! (% 4 . Avec le choix p > (N.s + p)(2N —

2) 4+ 1+ || s + kB et pour 7 €]0, 1] convenable, il existe C(c, f) > 0 vérifiant |F* — DY Ppq, |, < C(I;"Z’kf). Avec le choix sur

(dj)jen+, si 'on pose Py := Pjg4;, pour n et j tels que jdj <n < (j+ 1)dj41, la suite (Pp)pen+ est alors une solution du
probléme.
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2.2. Preuve du Théoréme 2

Soient A > 0 et (d,), une suite croissante d’entiers positifs choisie comme dans la preuve du Théoréme 1. Pour («,n,z) €
N2N % N* x K, on pose : e% ;, (2) 1= F*(2) — D% Ppg,(2). On écrit que e, (2) =17, (2) + J§y (2), ol :

(N-1)! [ o
na @ = "G | 9£©) A DS (H(, 2) = Lng,(H)(C, 2), et
Lan
N—1 -
Jr‘ifan<z>—((2 )3 / If () A DY (H(Z,2)).
V(K\Lan

Comme 3 f vérifie (5), alors avec les notations (légéremment modifiées) de la preuve de la proposition 10 en pages 137,
138 et 139 de [3], pour o € N2V, les coefficients de la forme :

Af () A DYH(¢,2), si¢ e V(K)\ K

o o——
a @’Z)'_{O, sicekK

sont des fonctions continues sur O(B,s) U (K x K). Pour tout me N, @ e N2V, r e V(K) et &,z € K, on pose :

_ £\
REmAC D =a @0 - Y Eo e,

[pul<m

1

Par la propriété (ES) on a V(K) \ Lan € {¢ e V(K)\ K :d(¢,K) < (—)E} (pour un certain g > 0); par ailleurs, de (7)

cn
combinée avec le choix p > (m+ 1+ |¢|)s + (Ns+ p)(2N — 2) + 1 dans (5), on déduit de la preuve de la proposition 10 de
[3] (pp. 137 et 139) que, pour (£,z,n,m,a) € K x K x N* x Nx N2N on a:

p—(m+1+|a)s—(Ns+p)2N-2)—1
B

A
RE™ Jna, (@) < CMHIH o)t g — 2™ ¢ (p) <£) ;

RE™ gy @)

puis avec le nouveau choix p > kB + (m+ 1+ |o|)s+ (Ns+ p)2N —2)+1,0n a P
tout || <m.

Par ailleurs, comme ci-dessus, les coefficients de la forme :

b (c.2) = { 0f(6) ADE (H(.2) — Lng,(H)(¢.2)) . si¢ € VIO \ K
)0, sic ek

< Ci(k,m, «, K)H]Tk, pour

sont des fonctions continues sur O (B, s) U (K x K). Pour (m, o, &,z,¢) € N x N2N x K x K x V(K), on pose : Rg"mB(g, z) =

p
b (¢, 2) = X\ pem S b, ).
On sait qu'il ex1ste n €]0, 1[, C =C(x, n, A) > 0 vérifiant, pour n e N*, { € Ly, et z€ K,

|DS (Hy() (@, 2) = Lna, (Hy () @, 2) | < Cn" < Cp'eeltd (g, K) 7,

Par la propriété (HCP)ona La, € {¢ € V(K)\K :d(¢, K) > ( ) } (pour un certain k > 0); par ailleurs, de (5) combinée

avec le choix p < (m+ 1+ |«[)s, on déduit de la preuve de la proposition 10 de [3] que, pour n € N* assez grand, m € N,
& #z dans K et o € N*N tel que |a| <m :

[RE ™1, < T f RSB, 2)|

@ )N

p—(m+1+|e))s

m o m A ‘
SC/ +1+| ‘|O{|!|§_Z| +1 c(p) <?> AN (V(K)n

miltlads—p
K

o, m—|o
|R e

""-dn@‘ Clkm.at.K)
|&—z|mlel = nik .
Comme P, = Pjq; pour tout n et j tels que jdj <n < (j+ 1)dj41, on a ey :e‘;{dj = F*(z) — DYPy(z) et donc :

o,m—|a|
Re

Ce qui donne

e"(Z)| < Ckma.K)
‘Eizlm—\o(\ — nk .
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2.3. Preuve du Théoréme 3

La partie directe résulte des Théorémes 1 et 2 et la réciproque suit une démarche analogue a celle présentée dans le
théoréme 1.6 en page 146 de [8].

Remarques. 1. Si K ¢ RV, le Théoréme 3 est plus précis que le résultat de Pawtucki et Ple$niak dans [6].
2.Si N =1, le Théoreme 3 est plus précis que le résultat de Siciak dans [8].

3.Si K c CN est Whitney 1-régulier et f une extension de Whitney de F € A, alors f est holomorphe sur IC<> et donc
F*=D%f = (i)|°‘”|82&f et cette fonction se prolonge continfiment jusqu'au bord 8K (oit &” := (ctN41, ..., 2n) € NN et
& := (0 + Ny, ..., ay +oan) € NV pour (a, ..., azn) € N2V), de sorte que I'on obtient une approximation polyndmiale
de toutes les dérivées complexes de f sur K ; donc le Théoréme 3 contient le résultat qui a été annoncé sous une forme
plus faible dans [1] et [4].
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