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Nous obtenons des résultats d’approximation polynômiale de type Bernstein–Jackson pour 
les jets de Whitney ∂-plats sur des compacts de CN . Nous généralisons, en particulier, les 
résultats de Pawłucki et Pleśniak dans le cas réel et ceux de Siciak pour une dimension 
complexe.
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a b s t r a c t

We obtain results of Bernstein–Jackson type on polynomial approximation of Whitney jets 
that are ∂-flat on compact subsets of CN . We extend in particular the results of Pawłucki 
and Pleśniak to the real case and those of Siciak in the one-dimensional complex case.

© 2015 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Notations et résultats

Soit K un compact de CN . La fonction extrémale de Siciak–Zaharjuta de K est définie comme suit :

V K (z) := sup
{

u(z) : u ∈ LK (CN)
}

, pour tout z ∈ C
N ,

où LK (CN ) := {u ∈ PSH(CN ) : (∃c ∈ R), (∀z ∈ C
N ), u(z) � c + log(1 + |z|) et u|K � 0}, est la classe de Lelong de K .

Suivant Pawłucki et Pleśniak [6], K vérifie la condition (HCP) (Hölder Continuity Property), s’il existe des constantes 
δ0, C, κ > 0 telles que :

(∀z ∈C
N , d(z, K ) � δ0), V K (z) � Cd(z, K )κ .

Des exemples de tels compacts se trouvent dans [6]. Suivant [1] et [4], K vérifie la condition (ŁS) (Łojasiewicz–Siciak), s’il 
existe des constantes δ0, C, β > 0 telles que :

(∀z ∈C
N , d(z, K ) � δ0), V K (z) � Cd(z, K )β .
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Des exemples de tels compacts se trouvent dans [1,4,2,7].
Soit K un compact de CN �R

2N , E∞(K ) est l’espace de Fréchet des jets F = (F α)α∈N2N de classe C∞ au sens de Whitney 
muni de sa topologie définie par la famille des semi-normes

‖F‖m
K := |F |mK + sup{

(x, y) ∈ K × K , x �= y
α ∈N

2N , |α| � m

∣∣∣∣∣ Rα,m−|α|
y F (x)

(x − y)m−|α|

∣∣∣∣∣ , (1)

où |F |mK := maxα∈N2N ,|α|�m

∥∥F α
∥∥

K et (Rα,m
x F )(y) := F α(y) − ∑

|β|�m F α+β(x) (y−x)β

β! , pour (m, α, x, y) ∈ N × N
2N × K × K , 

‖.‖K est la norme uniforme sur K . Soit F = (F α)α∈N2N ∈ E∞(K ), on pose D̃β(F ) := (F β+α)α∈N2N , pour β ∈ N
2N , et D̃ j :=

D̃< j> avec < j> = (δ j,1, . . . , δ j,2N ) où δ j,k est le symbole de Kronecker. Pour j ∈ {1, . . . , N}, on pose : D̃ ′′
j := D̃ j+i D̃ j+N

2 . 

On définit A∞(K ) := {F ∈ E∞(K ) : D̃α
(

D̃ ′′
j F

)
= 0, pour tout j ∈ {1, . . . , N} et α ∈ N

2N}, le sous-espace de E∞(K ) des jets 

∂-plats sur K . Nous avons les résultats suivants.
Pour α := (α1, . . . , α2N) ∈N

2N et f ∈ C∞ , on pose Dα
z f := Dα f̃ où f (z1, . . . , zN ) := f̃ (
(z1), . . . , 
(zN ), �(z1), . . . , �(zn))

et Dα := ∂ |α|
∂x

α1
1 ...∂x

α2N
2N

.

Théorème 1. Soient K un compact de CN vérifiant (HCP) et (ŁS) et F := (
F α

)
α∈N2N un jet de A∞(K ). Il existe une suite (Pn)n∈N de 

polynômes de C[z1, . . . , zN ] avec deg(Pn) ≤ n pour tout n ∈N
∗ et que pour tout k ∈N

∗ et α ∈ N
2N , il existe C(k, α) > 0 tel que

∥∥F α − Dα
z Pn

∥∥
K ≤ C(k,α)

1

nk
pour tout n ∈ N

∗. (2)

Théorème 2. Soient K un compact de CN vérifiant (HCP) et (ŁS), F := (
F α

)
α∈N2N un jet de A∞(K ) et (Pn)n une suite de polynômes 

donnée par le Théorème 1. Si l’on pose eα
n (z) := F α(z) − Dα

z Pn(z), pour (α, n, z) ∈N
2N ×N

∗ × K , alors pour tout k ∈ N
∗ , m ∈N

∗ et 
α ∈ N

2N , tels que |α| ≤ m, il existe C(k, m, α, K ) > 0 tel que∣∣∣Rα,m−|α|
ξ en(z)

∣∣∣
|ξ − z|m−|α| ≤ C(k,m,α, K )

nk
, (3)

pour tous ξ, z ∈ K tels que ξ �= z et pour tout n entier assez grand.

Pour f ∈ C∞(CN ), on pose J∞
K ( f ) := ((Dα

z f )|K )α∈N2N , où (.)|K est la restriction sur K de la fonction (.).

Théorème 3. Soit K un compact de CN vérifiant (HCP) et (ŁS), et F un jet de A∞(K ). Il existe une suite (Pn)n∈N∗ de polynômes de 
C[z1, . . . , zN ] tels que deg(Pn) ≤ n et tels que, pour tout m ∈N et k ∈N

∗ , il existe C(k, m) > 0 vérifiant

‖F − �n‖m
K ≤ C(m,k)

1

nk
, pour tout n ∈N

∗, (4)

et où �n := J∞
K (Pn). Réciproquement, si F est un jet sur K pour lequel il existe une suite (Pn)n∈N∗ de polynômes de C[z1, . . . , zN ]

telle que deg(Pn) ≤ n et si, pour tout (m, k) ∈N ×N
∗ , il existe C(m, k) > 0 vérifiant (4), alors F ∈A∞(K ).

2. Démonstration des résultats

2.1. Preuve du Théorème 1

Les propriétés (HCP) et (ŁS) entrainent que K est s-H convexe pour un s ≥ 1. La proposition 3 de [3] stipule que pour 
ρ > 0, il existe B, C , 0 < B < 1 < C , dépendant de K , ρ , s, N , et il existe des fonctions wi i = 1, . . . , N de classe C∞
sur O (B, s) := {(ζ, z) ∈ (V(K ) \ K ) × C

N : d(z, K ) < B·d(ζ, K )s} et holomorphes en z dans O (B, s, ζ ) := {z ∈ C
N : d(z, K ) <

B·d(ζ, K )s} pour tout ζ ∈ V (K ) \ K , où V(K ) := {z ∈ C
N : d(z, K ) < 1}. Soit f une extension de Whitney de F ∈ A∞(K ). La 

∂̄-platitude de F implique que, pour tout t > 0, il existe ct > 0 telle que∣∣∂ f (ζ )
∣∣ ≤ ctd(ζ, K )t, pour tout ζ ∈C

N . (5)

Par le théorème 18 de [3], on a la représentation intégrale

F α(z) =
∫

∂ f (ζ ) ∧ Dα
z H(ζ, z), z ∈ K , (6)
V(K )
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avec H(ζ, z) = (N−1)!
(2iπ)N ω′̄

ζ

(
w(ζ,z)
φ(ζ,z)

)
∧ω(ζ ) et φ(ζ, z) = ∑N

j=1 w j(ζ, z)(z j − ζ j), où ω′̄
ζ

(
w(ζ,z)
φ(ζ,z)

)
et ω(ζ ) sont définies comme en 

pp. 140 et 141 de [3], cf. aussi [5]. De plus, il existe E > 0 tel que, pour tout α ∈ N
2N :∣∣Dα

z H(ζ, z)
∣∣ ≤ E |α|+1 |α|!d(ζ, K )−(Ns+ρ)(2N−2)−1−|α|·s. (7)

Nous obtiendrons une approximation polynômiale de F α en remplaçant dans (6) Dα
z H(ζ, z) par un approximant poly-

nômial convenable. On écrit que F α(z) = ∑N
j=1 F α

j (z), avec F α
j (z) := ∫

V(K )
(−1) j−1 ∂ f

∂ζ j
(ζ )Dα

z H J ( j)(ζ, z)ω(ζ ) ∧ ω(ζ ), z ∈ K , et 
H J ( j)(ζ, z) est la composante de H(ζ, z) qui correspond à J ( j) = (1 < .. < j − 1 < j + 1 < .. < N).

Au couple (B, s) on associe la jauge R(ζ ) := sup{λ > 1 : Uλ ⊂ O (B, s, ζ )} de la fonction extrémale V K , pour ζ ∈ V(K ) \ K , 
avec Uλ = {z ∈ V(K ) \ K : V K (z) < log(λ)}. Pour tout A > 0 et n ∈ N

∗ , on considère la zone de niveau L A,n := {ζ ∈ V(K ) \ K :
R(ζ ) ≥ 1 + A

n }.
Maintenant, pour tout z ∈ K , on pose :

Pn·dn, j(z) :=
∫

L A,n

(−1) j−1 ∂ f

∂ζ j
Ln·dn

(
H J ( j)(ζ, z)

)
ω(ζ ) ∧ ω(ζ ) et Pn·dn (z) :=

N∑
j=1

Pn·dn, j(z), (8)

où (dn) est une suite croissante d’entiers à choisir ultérieurement, Lndn est l’opérateur d’interpolation polynômiale de La-

grange associé à un sytème de mn·dn

(
:= (N+n·dn

n·dn

))
points extrémaux de Fekete–Leja du compact K . On écrit que :

∣∣∣F α
j (z) − Dα

z Pn·dn, j(z)
∣∣∣ ≤

∫
V(K )\L A,n

∣∣∣∣∣ ∂ f

∂ζ j
(ζ )

∣∣∣∣∣ ∣∣Dα
z H J ( j)(ζ, z)

∣∣ ∣∣ω(ζ ) ∧ ω(ζ )
∣∣

+
∫

L A,n

∣∣∣∣∣ ∂ f

∂ζ j
(ζ )

∣∣∣∣∣ ∣∣Dα
z H J ( j)(ζ, z) − Dα

z Ln·dn (H J ( j))(ζ, z)
∣∣ ∣∣ω(ζ ) ∧ ω(ζ )

∣∣ . (9)

Par l’inégalité de Markov, vérifiée puisque K satisfait la condition (HCP), on a :∣∣Dα
z L(n+1)·dn+1 H J ( j)(ζ, z) − Dα

z Ln·dn (H J ( j))(ζ, z)
∣∣

≤ C ((n + 1)dn+1)
r|α| ∥∥L(n+1)·dn+1 H J ( j)(ζ, .) − Ln·dn (H J ( j))(ζ, .)

∥∥
K . (10)

La fonction H J ( j)(ζ, .) est holomorphe en z ∈ O (B, s, ζ ), (ζ ∈ V(K ) \ K ), de sorte qu’on peut appliquer la méthode développée 
par A. Zeriahi dans [9], pour aboutir à∥∥Ln·dn (H J ( j))(ζ, z) − H J ( j)(ζ, z)

∥∥
K � C .(ndn)N 1

R(ζ )
n·dn

2

(
(2δ−1)− 3(N+M)

n

)

×
⎛
⎝ 2(1 + N + M)

R(ζ )
dn
2

(
(2δ−1)− 3(N+M)

n

)
⎞
⎠

n

× 1(
R(ζ )δ·dn − 1

)2(N+M)
× 1

(R(ζ ) − 1)
q
κ

, (11)

où C, M, q, κ et δ sont des constantes positives dépendant de K et H . Soit k0 ∈N
∗ , avec le choix dn := k0·n on peut trouver 

A > 0 pour lequel il existe C̃ > 0 et η ∈]0, 1[ tel que, pour ζ ∈ L A,n , on a : 
∥∥Ln·dn (H J ( j))(ζ, z) − H J ( j)(ζ, z)

∥∥
K � C̃ηn ; ce qui 

donne :∥∥Dα
z L(n+1)·dn+1 H J ( j)(ζ, z) − Dα

z Ln·dn (H J ( j))(ζ, z)
∥∥

K ≤ C A,αηn. (12)

Par suite, Dα
z (H J ( j))(ζ, z) = ∑+∞

n=1

(
Dα

z L(n+1)·dn+1 H J ( j)(ζ, z) − Dα
z Ln·dn (H J ( j))(ζ, z)

) + Dα
z Ld1 (H J ( j))(ζ, z). À partir de (9) on 

obtient :∣∣∣F α
j (z) − Dα

z Pn·dn, j(z)
∣∣∣ ≤ C( f ,α).ηn +

∫
V(K )\L A,n

∣∣∣∣∣ ∂ f

∂ζ j
(ζ )

∣∣∣∣∣ ∣∣Dα
z H J ( j)(ζ, z)

∣∣ ∣∣ω(ζ ) ∧ ω(ζ )
∣∣ . (13)

Par la condition (ŁS), la jauge vérifie R(ζ ) � 1 + cd(ζ, K )β , ζ ∈ V(K ) \ K , et donc V(K ) \ L A,n ⊆ {ζ ∈ V(K ) \ K : d(ζ, K ) ≤(
A

c·n
) 1

β }, de sorte qu’en utilisant (7) et pour p ∈ N
∗ et c(p) > 0 correspondante dans (5), le deuxième terme du second 

membre de (13) est majoré par la quantité C ′·c(p).E |α|+1(|α|)! 
(

A
c·n

) p−(N.s+ρ)(2N−2)−1−|α|.s
β

. Avec le choix p > (N.s + ρ)(2N −
2) + 1 + |α| s + kβ et pour η ∈]0, 1[ convenable, il existe C(α, f ) > 0 vérifiant 

∥∥F α − Dα
z Pn·dn

∥∥
K ≤ C(α, f )

n2k . Avec le choix sur 
(d j) j∈N∗ , si l’on pose Pn := P j·d j , pour n et j tels que jd j ≤ n < ( j + 1)d j+1, la suite (Pn)n∈N∗ est alors une solution du 
problème.
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2.2. Preuve du Théorème 2

Soient A > 0 et (dn)n une suite croissante d’entiers positifs choisie comme dans la preuve du Théorème 1. Pour (α, n, z) ∈
N

2N ×N
∗ × K , on pose : eα

n·dn
(z) := F α(z) − Dα

z Pn·dn (z). On écrit que eα
n·dn

(z) = Iαn·dn
(z) + Jαn·dn

(z), où :

Iαn·dn
(z) = (N − 1)!

(2iπ)N

∫
L A,n

∂ f (ζ ) ∧ Dα
z

(
H(ζ, z) − Ln·dn (H)(ζ, z)

)
, et

Jαn·dn
(z) = (N − 1)!

(2iπ)N

∫
V(K )\L A,n

∂ f (ζ ) ∧ Dα
z (H(ζ, z)) .

Comme ∂ f vérifie (5), alors avec les notations (légèremment modifiées) de la preuve de la proposition 10 en pages 137, 
138 et 139 de [3], pour α ∈N

2N , les coefficients de la forme :

aα(ζ, z) :=
{

∂ f (ζ ) ∧ Dα
z H(ζ, z), si ζ ∈ V(K ) \ K

0, si ζ ∈ K

sont des fonctions continues sur O (B, s) ∪ (K × K ). Pour tout m ∈N, α ∈N
2N , ζ ∈ V(K ) et ξ, z ∈ K , on pose :

Rα,m
ξ A(ζ, z) = aα(ζ, z) −

∑
|μ|≤m

(z − ξ)μ

μ! aα+μ(ζ, ξ).

Par la propriété (ŁS) on a V(K ) \ L A,n ⊆ {ζ ∈ V(K ) \ K : d(ζ, K ) ≤
(

A
c·n

) 1
β } (pour un certain β > 0) ; par ailleurs, de (7)

combinée avec le choix p > (m + 1 + |α|)s + (Ns + ρ)(2N − 2) + 1 dans (5), on déduit de la preuve de la proposition 10 de 
[3] (pp. 137 et 139) que, pour (ξ, z, n, m, α) ∈ K × K ×N

∗ ×N ×N
2N , on a :

∣∣∣Rα,m
ξ Jn·dn (z)

∣∣∣ ≤ Cm+1+|α| |α|! |ξ − z|m+1 c(p)

(
A

c·n
) p−(m+1+|α|)s−(Ns+ρ)(2N−2)−1

β ;

puis avec le nouveau choix p > kβ + (m + 1 + |α|)s + (Ns + ρ)(2N − 2) + 1, on a 

∣∣∣Rα,m−|α|
ξ Jn·dn (z)

∣∣∣
|ξ−z|m−|α| ≤ C1(k, m, α, K ) 1

n2k , pour 
tout |α| ≤ m.

Par ailleurs, comme ci-dessus, les coefficients de la forme :

bα(ζ, z) :=
{

∂ f (ζ ) ∧ Dα
z

(
H(ζ, z) − Ln·dn (H)(ζ, z)

)
, si ζ ∈ V(K ) \ K

0, si ζ ∈ K

sont des fonctions continues sur O (B, s) ∪ (K × K ). Pour (m, α, ξ, z, ζ ) ∈N ×N
2N × K × K × V(K ), on pose : Rα,m

ξ B(ζ, z) =
bα(ζ, z) − ∑

|β|≤m
(z−ξ)β

β! bα+β(ζ, ξ).
On sait qu’il existe η ∈]0, 1[, C = C(α, η, A) > 0 vérifiant, pour n ∈N

∗ , ζ ∈ L A,n et z ∈ K ,∥∥Dα
z

(
H J ( j)(ζ, z) − Ln·dn (H J ( j))(ζ, z)

)∥∥
K ≤ Cηn ≤ Cηn |α|!d(ζ, K )−|α|.s.

Par la propriété (HCP) on a L A,n ⊆ {ζ ∈ V(K ) \ K : d(ζ, K ) ≥
(

A
c·n

) 1
κ } (pour un certain κ > 0) ; par ailleurs, de (5) combinée 

avec le choix p < (m + 1 + |α|)s, on déduit de la preuve de la proposition 10 de [3] que, pour n ∈ N
∗ assez grand, m ∈ N, 

ξ �= z dans K et α ∈ N
2N tel que |α| ≤ m :∣∣∣Rα,m

ξ In·dn (z)
∣∣∣ ≤ (N − 1)!

(2π)N

∫
L A,n

∣∣∣Rα,m
ξ B(ζ, z)

∣∣∣

≤ C ′m+1+|α| |α|! |ξ − z|m+1 c(p)

(
A

c

) p−(m+1+|α|)s
κ

λ2N(V(K ))n
(m+1+|α|)s−p

κ ηn.

Ce qui donne 

∣∣∣Rα,m−|α|
ξ en·dn (z)

∣∣∣
|ξ−z|m−|α| ≤ C(k,m,α,K )

n2k .

Comme Pn = P jd j pour tout n et j tels que jd j ≤ n < ( j + 1)d j+1, on a eα
n = eα

j·d j
= F α(z) − Dα

z Pn(z) et donc : ∣∣∣Rα,m−|α|
ξ en(z)

∣∣∣
m−|α| ≤ C(k,m,α,K )

k .
|ξ−z| n
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2.3. Preuve du Théorème 3

La partie directe résulte des Théorèmes 1 et 2 et la réciproque suit une démarche analogue à celle présentée dans le 
théorème 1.6 en page 146 de [8].

Remarques. 1. Si K ⊂ R
N , le Théorème 3 est plus précis que le résultat de Pawłucki et Pleśniak dans [6].

2. Si N = 1, le Théorème 3 est plus précis que le résultat de Siciak dans [8].

3. Si K ⊂ C
N est Whitney 1-régulier et f une extension de Whitney de F ∈ A∞ , alors f est holomorphe sur 

◦
K et donc 

F α = Dα
z f = (i)

∣∣α′′∣∣
∂α̃

z f et cette fonction se prolonge continûment jusqu’au bord ∂ K (où α′′ := (αN+1, . . . , α2N) ∈ N
N et 

α̃ := (α1 + αN+1, . . . , αN + α2N ) ∈ N
N pour (α1, . . . , α2N) ∈ N

2N ), de sorte que l’on obtient une approximation polynômiale 
de toutes les dérivées complexes de f sur K ; donc le Théorème 3 contient le résultat qui a été annoncé sous une forme 
plus faible dans [1] et [4].
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