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INFO ARTICLE RESUME
Historique de l'article : On étudie I'amplitude de survie associée a un opérateur de Schrodinger matriciel re-
Regu le 23 novembre 2015 présentant la prédissociation d'une molécule arbitraire dans l'approximation de Born-
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- - uit Oppenheimer. On montre que celle-ci est donnée par I'habituelle contribution exponen-
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tielle, modulo un reste qui est petit par rapport au paramétre semiclassique, et dont la
Présenté par le comité de rédaction contribution principale est explicite. Ce résultat s’applique en dimension quelconque, et il
est possible d'y prendre en compte un nombre de résonances tendant vers l'infini lorsque
le parameétre semiclassique tend vers zéro.

© 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

ABSTRACT

We study the survival amplitude associated with a semiclassical matrix Schrédinger op-
erator that models the predissociation of a general molecule in the Born-Oppenheimer
approximation. We show that it is given by its usual time-dependent exponential contri-
bution, up to a reminder term that is small relative to the semiclassical parameter, and for
which we find the main contribution. The result applies in any dimension, and in the pres-
ence of a number of resonances that may tend to infinity as the semiclassical parameter
tends to 0.

© 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Hypothéses

On étudie I’évolution quantique de I'opérateur de Schrodinger semiclassique matriciel :

P;1 O

H =Ho+hW(x,hDy) = ( 0 P,

> +hW(x, hDy) (1)
sur I'espace de Hilbert 7 := LZ(R") @ L2(R™"), avec :
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Pji=—hA+Vx) (j=1,2),

W(x,hDy) = ( VS* V(‘)/ )

olt W = w(x, hDy) est un opérateur pseudodifférentiel de degré 1, au sens que pour tout o € N?%, on a 8%w(x, £) = O(1 +
|€]) uniformément sur R%". On émet les hypothéses (1)-(5).

Hypothése 1. Les potentiels V et V;, sont C*, a valeurs réelles, et bornés sur R" ; ils vérifient :

I'ensemble U := {V{ < 0} est borné; (2)
l‘ixr‘nﬁiglofw > 0; (3)
V5 aune limite strictement négative — I' lorsque |x| — oo; (4)
Vy>0surU. (5)

En particulier, 'opérateur H de domaine Dy := H?(R") @ H?(R") est auto-adjoint. Cette situation modélise le phénoméne
physique de prédissociation moléculaire dans I'approximation de Born-Oppenheimer (voir par exemple [5]). On suppose
aussi les hypothéses (2)-(5).

Hypothése 2. Les potentiels Vi et V, admettent des prolongements holomorphes dans un secteur complexe du type :
Sry,s = {x € C"; |RX| = Ro, |Ix| < §|Nx|}, avec Ry, § > 0. De plus, V, tend vers —I' a linfini dans ce secteur, et
inf5R0_5 NVy > 0.

Hypothése 3. Le symbole w(x, £) de W admet un prolongement holomorphe en (x, £) dans un voisinage de I'ensemble

SRo.s 7= Sro.s x {& € C"1 38| < 8(Mx)},

et w est une fonction C* de x € R" a valeurs dans I'ensemble des fonctions holomorphes en & prés de {|3J&| < §}. De plus,
on suppose que, pour tout o € N2", w vérifie :

3*w(x,£) = O((NE)) uniformément dans Sgys U (R" x {|3&] < 8}). (6)

Les deux hypothéses précédentes permettent de définir les résonances de H prés de 0 comme les valeurs propres de
I'opérateur distordu Hy := Uy HU;!, ot 0 > 0 est fixé assez petit, et Uy est une distorsion du type (cf. [4]) :

Uy (x) := det(I +i0dF(x))%¢(x+ i0F(x)) ; F(x) eC®@®"R") ; F(x)=xpour |x|>> 1.
Hypothése 4. Le niveau d’énergie E =0 est non-captif pour py(x, £) 1= £2 4+ V().
Cela signifie que, pour tout (x,£) € pz_1 (0), on a |exptHp,(x,£)| — oo lorsque |t| — oo, ott Hy, := (Vep2, —Vxp2) dé-
signe le champ hamiltonien de p;.
On considére maintenant un intervalle d’énergie I(h) C [—€o, €0] avec &g > 0 suffisamment petit pour que le spectre de

Hy soit discret dans un voisinage complexe de [—&g, &o], et on fait I'hypothése (5) ci-apreés.

Hypotheése 5. 1l existe a(h) > 0 tel que :

2

% — 0 lorsque h — 04, et o(P1) N ((I(h) 4+ [—2a(h), 2a(h)]\I(h)) = 0.

2. Résultats

Notons (uq, ..., un) (avec m =m(h) = O(h™™)) une famille orthonormée de fonctions propres de P; associées aux valeurs
propres A1, ..., Ay de Py dans I(h), et, pour j=1,...,m, posons :

¢j = (%]) e LZ(]Rn) ® LZ(RH).

(¢; est donc un vecteur propre de Ho associé a la valeur propre A; plongée dans son spectre continu [—T", 4-00[.)
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Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 2.1. Sous les hypothéses 1 a 5, soit g € L>°(R) a support dans (I(h) + (—2a(h), 2a(h))) vérifiant g = 1 sur I(h) +
[—a(h),a(h)] et telle que, pour un certain v > 0 on ait :

g.g,...,8" e l®R);

g =0a@m™ &k=1,...,v).

Alors, pour tout t > 0 et ¢ € Span{¢1,...,dm}, 0na:

(e g(H)p, @) =Y e " ibj(p. h) +1(t, ¢, h), (7)
j=1

oll p1, ..., pm Sont les résonances de H dans Q(h) := I(h) + [—a(h), a(h)] — i[O, &1] (et vérifient pj = 1j + O(h?)), et le terme de
reste r(t, ¢, h) vérifie :

h? 1
rit,o,h)y=0( — min {——— 2), 8
(t.e. 1) (a(h) e A pampr! ¢! ) ®
uniformément par rapport a h > 0 assez petit, t > 0, et ¢ € Span(¢1, ...¢m). Par ailleurs, pour j =1,...,m, bj(p, h) désigne le
résidu en p; de I'extension méromorphe a partir de {3z > 0} de la fonction :
zm (- H) g, ).
De plus, il existe une matrice M(z) de taille m x m, dépendant analytiquement de z € 2 (h), et vérifiant :
M@ = O, (9)
telle que :
bj(g, h) est le résidu en p; de la fonction méromorphe (10)
2 (Z— A+ M@)o, ag)om, (11)
ot 'on a noté oy = ((@, ¢1), ..., (@, ¢m)) et A :=diag(ry, ..., Ap).
Si on suppose, en outre, que A1, ..., Ay Sont toutes simples, et que I'écart a(h) := minjz |Aj — Ag| vérifie :
h?/d(h) — 0 as h — 0, (12)
alors bj(¢, h) vérifie :
b, ) = 1{g. &) + O (0 + @ Hlpl?), (13)
uniformément par rapport a h > 0 assez petit et ¢ € Span(¢1, ... dm).
On obtient également comme corollaire :
Corollaire 2.2. Sous les hypothéses générales du Théoreme 2.1 (sans I'hypothése de simplicité des X j), ona :
m .
e Mg, ) =Y e ibj(p, ) + O (0 + Hlath) ) @]?).
j=1
3. Idée de la preuve
On part de la formule de Stone, qui donne ici :
e Mg(Hp.9) = lim 5 f e g ((R( +ig) — R(L — €)@, p)d2, (14)
R

avec R(z) := (H — z)~!. A l'aide d’une légére déformation dans le complexe du contour d'intégration, et en notant Ry(z) :=
(Hg —2)~! la résolvante distordue, et @, := Ug, on obtient :
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7ltH 1 —itz _ L —itz
(e gH)y, ¢) = 7 | € gM2){(Re(2)@s, p—g)dz 2in | € gMN2)(R_o (D)9, @p)dz,
Y+

ol le contour y. est paramétré par 9z, coincide avec R en dehors de I(h)+]—a(h), a(h)[, et est inclus dans {+3z > 0} sur
I(h)+]—a(h), a(h)[. Procédant ensuite d’'une maniére analogue a ce qui est fait dans [2], on obtient,

m
(e M g(H)p,p) =) e Pibj(p,h) +r(t, ¢, ),
j=1

ol bj(¢, h) est le résidu en p; de la fonction méromorphe z+— —(Rg(2)@g, 9—s), et r(t, ¢, h) est donné par :

1 _ N
et i= 5 [ € 00 (Ra(@n.9-0) — (R-a@g-0. 90)) dz. (15)
y—
ol le contour y_ est choisi de telle sorte qu'il reste en dessous des p; (j=1,...,m).

Pour estimer r(t, ¢, h), on exprime la résolvante (sortante ou entrante) de H a partir de celle de P,, ce qui permet
d’obtenir,

r(t,@.h) =ro(t, . h) + O(h*a~?(lg|?) (16)
avec
—1tzg(5Rz) o . .
ro(t, ¢, h) := sz/ =0 - G20 = (Re@ — Ra@)W™uj, W), (17)

L’estimation voulue pour v =0 s’en déduit directement. Le cas v > 1 s’obtient de maniére analogue, a 'aide d’intégrations
par parties en z.

Pour estimer les b;(¢, h), on projette la résolvante de H a l'aide d’'un probléme de Grushin, que I'on parvient a comparer
avec le probléme de Grushin analogue pour Hg. Les estimations sur la matrice effective ainsi obtenue résultent ensuite
d’estimations de résolvantes telles qu'on en trouve, par exemple, dans [3]. On renvoie a [1] pour plus de détails.
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