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MESURES DE DEFAUT DE COMPACITE,
APPLICATION AU SYSTEME DE LAME

PAR NicOLAS BURQETGILLES LEBEAU

RESUME. — On définit des mesures de défaut de compacité pour les systemes aux limites vérifiant la
condition de Lopatinski uniforme au bord et on utilise ces notions pour étudier la propagation de I'énergie
pour les solutions du systéme de Lamé.
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ABSTRACT. — We define the microlocal defect measures for boundary value systems satisfying the strong
Lopatinski condition and we apply these notions to the study of the asymptotic propagation of the energy
for the solutions of the Lamé system.
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1. Introduction

On se propose dans cet article d’étudier les solutions d’un systéeme d’équations aux dérivées
partielles, d’ordre2, a symbole principakcalaireetréel, satisfaisant des conditions aux limites
vérifiant la condition de Lopatinski uniforme. L'étude de la propagation de la polarisation pour
de tels systéemes a été faite par N. Denker [3] a I'intérieur et par C. Gérard [4] prés des rayons
strictement glissants ou strictement diffractifs, dans un cétffe Notre étude se limite au
cadreH' mais permet de généraliser les résultats connus antérieurement (nous supprimons les
hypothéses sur la nature micro-locale des points prés desquels I'étude est faite) et d’en donner
une versionquantitative Plus précisément, pour toute suite de solutions d’un tel systéme, de
normeH' bornée nous définirons une mesure de défaut de compacité micro-locale donnant une
description quantitative de la polarisation asymptotique de la suite. Cette définition généralise
au cas des systémes aux limites la notion introduite par P. Gérard [5] et L. Tartar [15]. On
démontrera ensuite un théoréme de propagation permettant de calculer la mesure (et donc la
polarisation) le long d’un flot que nous définirons. Dans le cas d’une unique équation des ondes,
ce programme a déja été réalisé par P. Gérard [5] et L. Tartar [15] a l'intérieur, P. Gérard, E.
Leichtnam [6], G. Lebeau [10] pour la condition aux limites de Dirichlet et par H. Koch-D.
Tataru [9] pour une condition aux limites absorbante, dans un cadre différent (on pourra aussi
consulter I'étude de L. Miller [12]). On donnera également une application de notre résultat
a I'étude du systeme de Lamé. Dans le cas ou I'énergie de I'onde longitudinale terid @ars
établira I'équation de propagation exacte pour la polarisation de I'onde transversale. On montrera
gue I'onde transversale est polarisée perpendiculairement a la direction de propagation, qu’aux
points de réflexion transverses situés dans la région hyperbolique pour I'onde longitudinale
(points de réflexion et transmission partielles), d’une part la polarisation est aussi orthogonale
a la normale au bord et d’autre part la polarisation sortante est égale a la polarisation rentrante.
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Pres des points hyperboliques pour I'onde transversale mais elliptiques pour I'onde longitudinale
(points de réflexion totale), on donnera I'expression explicite de la polarisation sortante en
fonction de la polarisation rentrante et enfin, prés des points glissants, on établira I'équation
de propagation donnant la polarisation a tout instant, a partir de la polarisation initiale. Cette
description compléte nous permettra de démontrer une conjecture de G. Lebeau et E. Zuazua
sur le taux de décroissance pour le syst@rtémensionnel de la thermoélasticité, donnant une
condition nécessaire et suffisante pour la décroissance exponentielle de I'énergie des solutions
de ce systeme.

Le papier est organisé comme suit : Au 82, nous construisons d’abord au §2.1 (proposition 2.5)
des mesures d’énergie microlocalepour les suites bornées d&' de solutions du systéme

(1.1) (92 + R+ Mod, + My)up = vg,

dans le demi-espace> 0, sans conditions aux limites. Ici, la suite;) converge fortement
vers0 dans un espace convenable, 'opératBuest scalaire de degré2 et les M/; sont des
opérateurs matriciels de degiéNous avons choisi le cadre pseudo-différentiel tangentiel pour
les opérateur®, M, et M.

Au 82.2, nous calculons I'équation de propagation vérifiée par la mesloesque la suite
(ug) vérifie une condition aux limites de type Lopatinski (lemmes 2.9 et 2.10).

Le 83 est consacré au théoréme de propagation dont la démonstration est purement
géomeétrique et n’utilise (sous la condition quee charge pas les points strictement diffractifs)
gue I'équation vérifiée pan dans I'espace cotangent (théoréme 1). Nous vérifions également
que cette derniére condition est automatiquement satisfaite lorsguevient d’une suitdwy,)
de solutions de (1.1) vérifiant une condition aux limites de type Lopatinski (§3.4).

Dans le 84, nous appliquons les constructions précédentes au systeme de Lamé. Le 85 est
consacré a la description du théoréme de propagation pour I'onde transversale lorsque I'énergie
de I'onde longitudinale est négligeable. Enfin, le 86 démontre (et précise) une conjecture de
G. Lebeau et E. Zuazua [11] sur la décroissance exponentielle de I'énergie pour les solutions du
systeme de la thermoélasticité en dimensigthéorémes 3 et 4).

Nous avons rassemblé dans une annexe quelques résultats de la théorie des probléemes aux
limites dans le cas des points microlocalement hyperboliques ou elliptiques, présentés dans le
cadre des mesures de défaut de compacité. Pour une exposition plus générale et plus compléte,
nous invitons le lecteur a se référer sur ce sujet aux livres de Chazarain et Piriou [2], Chapitre V
pour la théorie elliptique et L. Hormander [8], chapitre 24.2 pour la théorie hyperbolique.

2. Mesures : notations et conventions

Soit X un espace métrique localement compact, dénombrable a I'infini. On @lnite sa
structure hermitienne standard

N

(2.1) (212 =D 27 |zl =(z]2)"/%

j=1

Soit CY(X, End(C")) 'espace des fonctions— A(z) continues suiX, a support compact, a
valeur dans les matrices complexXg€s< N. On munit cet espace de la norme

(2.2) |A=sup{ sup |A(z)(2)]}.

z€X zeCN |z|<1
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On appelle mesure (vectorielle) sirun élément du duaM x de I'espaceC) (X, End(CY)).
Une mesure (vectoriellg) sur X est donc la donnée d'une matridé x N (u;:)1<i,j<n de
mesures boréliennes siravec

(2.3) Ww®:§:/mgwﬂwm
ij

La mesureu est hermitienne lorsqu’elle vérifie

(2.4) A" =A= (u,A) €R,

ce qui équivaut &, ; = fi;; pour touti, 5.
La mesureu: est hermitienne positive lorsqu’elle vérifie

(2.5) A*=A>0= (u, A) >0.

Pourp € Mx, la mesure conjuguéeest définie par

(2.6) (7. A) = (. A%
On a(z) = p et, pourh € C, (\x) = A7i. La mesurey est hermitienne si et seulement si
on apm = u. Toute mesure, se décompose en somme= Rep + i Impy, oURep = % et

Imp= % sont hermitiennes. Une mesure positivest hermitienne. En effeton a
2.7) (Imp, Ay =0 pour toutA vérifiant A* = A > 0;

en choisissand = (a; ;) aveca;; = 0 sauf lorsqu’ils prennent deux valeurs données, on en
déduitlm x4 = 0 doncg = p.
Si B est un borélien d& ety € M x la mesurel g, € M x est définie par

(2.8) (1pp, A) :Z/az‘j(ﬂf) dpsi-
i

On dit que la mesurg ne change pa® si 1z =0 et quey est portée paB si 1pu = p.
Si p est hermitienne (positive), i I'est également (car on peut suppogeborné; on a alors
1p € L'(|ul), oulu| =3, ; |ms:], donc il existe une suitgp,,) € C3 (X ) de fonctions positives
vérifiantlim ¢, = 15 dansL'(|u; ;|) pour touti, j, donc(1pu, A) = lim,, (i, ©r A)).

Nous adopterons les conventions suivantes.

1. SiF estfermédansX, pu|r estla mesurérp c'est-a-dire

(2.9) plr € Mx: (ulr, A) = (1pp, A), A Cy(X,End(CY)).
2. SiU estouvertdansX, u|y estla mesure restriction dea U ; c’est-a-dire
(2.10) plo € Mu: {(ulu, A) = (1, 4),  AeCP(U,End(CY)).

En particulier, siF" est ferméu ne charge pa#' si et seulement si|r = 0, et est portée par
F si et seulement 8| x\ ry = 0.
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2.1. Mesures au bord, notations

SoitY = {y € R, |y| < 1} la boule unité d&k< et X I'espace produit
(2.11) X =]0,1[ xY.

On note(zx,y), x €]0,1[, y € Y, le point courant de&¥. On considéreY comme variété a bord
en posant

(2.12) X=1[0,1[xY, 0X={xz=0}xY.

Soit N > 1 un entier. On notera
(2.13) L*=r*x;c"), H'=H'(X,CV)

les espaces de Hilbert de fonctions vectorielles (u1,...,uy) définies sutX a valeurs dans
CN, munis de leur norme

N
(2.14) Jul?> = / > luj?dedy,
x J=1
N
(2.15) |2 :\u|iz+/2|vuj\2dxdy,
x J=1
ou
of of of
2.16 ===, ==, =)
216) vi-(Z 4.t

Soit R = R(x,y,D,) un opérateur pseudo-différentistalaire (C>°) tangentiel classique de
degré2 (voir [8, Chap XVIII]), auto-adjoint défini au voisinage dé0,1] x Y, de symbole
principalréel r(z,y,n) ; on définit les fonctions, etr; par

(2.17) r(z,y,m) = ro(y,n) +zri(y,n) + O(z?).
On supposera que la fonction homogéne de degmén, r(x,y,n) vérifie

or

(2.18) o

#0 pour(z,y) € X etn #0.

Soient égalemeni\/y(z,y, D,), Mi(z,y,D,) des matricesN x N d’'opérateurs pseudo-
différentiels(C°) tangentiels classiques définis au voisinagédde] x Y, de degrés respectifs
0 et1, de symboles principauxg(z,y,n), mi(x,y,n). On noteP I'opérateur de degr:

(2.19) P = (9% + R)Id +Mod, + M;.

Le symbole principap de P est scalaire et vaut

(2.20) p=—-+r(z,y,n).

Soit Y’ un petit voisinage ouvert dE tel que les opérateur®, M, et M, sont bien définis au
voisinage dg0, 1] x Y. Soit K un compact d&’ dont I'intérieur contienl’.
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On se donne une suitéu®(x,y))ken, convergeant fortement ver8 dans I'espace
H?(]0,1[; H=*(Y")) pour uns > 0 et & support dan), 1] x K. La suitevy = Pu est alors
bien définie dan€.2(]0, 1[; H—*~2(Y")).

On suppose que la suite”),cy est bornée dans I'espaég' (]0, 1[ xY”) et que la restriction
v* de Pu¥ a0, 1] x Y vérifie

(2.21) PuF|pxy =v"€G={velL?etdwe L?(10,1[H '(Y))},

et la suite(v*) converge fortement vers zéro dais

Remarque2.1. —

— Lasuite(u*) converge faiblement vefsdansH ! (]0, 1] xY”).

— Sip e Cs°(Y') est égale d prés deY, alors la suitgpu”) vérifie les mémes hypothéses
que la suitgu*).

— Supposons que les opérateRrs\, et M, sont différentiels et soitf*) une suite de limite
faible nulle dansi7'(]0, 1] xY”), solution deP f* = 0. Pourp € C5°(Y') égale al prés
deY, la suite(pf*) vérifie les hypothéses précédentes avee- 0 (pour un certain choix
deK).

LEMME 2.2. -
i) Pour/=0,1,2 la suite(u*) est bornée dans I'espace

(2.22) ct ([0, H2.  (v,CN)).

loc

i) Les traces(u*(0,y)), (9.u*(0,y)) convergent faiblement vers zéro respectivement dans
HY2(v,cN) et H M2 (v,CN).

LEMME 2.3.— Pour tout opérateur pseudo-différentiel tangenti€(z,y, D, ), de degré
strictement négatif, a support compact dakis(c’est-a-dire vérifiant) = pQp pour unyp €
C*>(X) a support compact dan¥), la suite(Qu*) converge fortement vers zéro dakis.

LEMME 2.4.-Soit A(z,y, D., D,) un opérateur pseudo-différentiel st¥ de degréo, a
support compact dan¥ (c’est-a-dire vérifiantd = ¢ Ap pour unp € C3°(X)), de symbole
principal a(x,y,&,n) nul sur I'ensemble{¢2 = r(z,y,1)}. Alors la suite (Au*) converge
fortement vers zéro darf$! (X).

Démonstration des lemmes 2.2, 2.3 et 2.@n-remarque d’abord que’ (=, y)) est bornée
dans I'espace?® = ;_, H*(]0,1[, H._*(Y)), et converge faiblement vers zéro dais’,
les cask = 2, 3 résultant de I'équation (2.21) et de I'égald@uy, = vy, + Ruy. Par les théoremes
de trace, il en résulte les points (i) et (ii) du lemme 2.2. Pour vérifier le lemme 2.3, il suffit
de prouver que les suitg§0,u*) et (QV,u*) convergent vers zéro fortement dahs$. Or
ces deux suites sont bornées dans I'esgaeeL?(]0, 1[; H(Y)) N H'(]0,1[; H~1T¢(Y")) avec
e = —deg(Q) > 0 et I'injection de ' dansL? est compacte. Enfin, pour vérifier le lemme 2.4
de compacité intérieure nous noterons (z,y), ¢ = (£,n) les variables cotangentes EEg]
I'espace des fonctions z, ¢) de class&'> et a support compact en de class€'*~! a dérivées

kieme ,°° en¢, et vérifiant
(2.23) 0202 a(2,0)| < Cap(1+ ¢!
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pour touta et touts vérifiant|3] < k (les opérateurs pseudo-différentiels usuels correspondent
ak = oo). On quantifie le symbole par la régle usuelle

(2.23) Op(a)f = (2m)~ 1+ / e*a(z,0) f(¢) dc.

Alors poura € i) Op(a) est borné dei?,,  dansHZ ™ pour touts € R, et poura € X7

comp comp 1y

be Zﬁ', ona
(2.25) Op(a) o Op(b) = Op(ab) + Op(c),

avecab € Z”f*m/ etce E[Tg]*m/*l (la preuve de ce résultat s'obtient trés simplement en
prolongeant les symboles qui sont & supports compacigan périodicité sur une cellule assez
grande, et en décomposant ces symboles en séries de Fourier, ce qui donne une décomposition de
I'opérateur pseudo-différentiel en série de multiplicateurs de Fourier, la série étant a décroissance
rapide). Soitp € C§° (X).

Onap(—&* +r(z,y,1m)) € Bf, et

(2.26) ©(07 + R) =Op(p(—€+7)) +Op(d), deXfy.

Pour vérifier le lemme 2.4, on peut, quitte a changem un opérateud’, la différenced — A’
étant régularisante, et a changeren o/, supposer quel = Op(a) o ¢ et que la fonction
a(z,C) € E‘[)Oo] est & support compact enc X, contenu dans I'ensembley = 1}, et nulle

au voisinage d¢¢ =0}. On a alors

[¢ _
exn?

(227) e .= E [2] -

En effet la fonctiore(z, ¢) est nulle au voisinage de= 0, et estC>° homogene de degré2 en¢
pour(¢ # 0 puisque I'ensemblé€ = {—£2 +r =0} est lisse pou¢ # 0 d’aprés I'hypothése 2.18,
eta s’annule suiS (on utilise ici que si par exemplg,,r # 0 alors I'application

(957571/777) = (957571/77717 <oy Nd—1, _52 + 7"(3%3/777))

est un systeme de coordonnée local et dans ce systéeme la fonciocf>™ s’annule sur
'ensemble(; = 0 ce qui implique%d € C*); on a de plus(—¢2 +r)~! € 2[5]2 dans un
voisinage conique dg = 0, par un calcul direct des dérivées d'ordre au u®n a

@(35 + R) @uk = @P(puk — (Mo, + Ml)gouk
(2.28)
= apPgouk + Op(d)puy, == wk,

la suite(w"*) est bornée dank? et a support dans un compact fixe &e Il suffit alors d’écrire
les identités

(2.29) Op(e)w® = Op(e) [Op (@(—52 + r))gouk + Op(d)(puk] ,
(2.30) Op(e)[w" — Op(d) (pu")] = Op(a)pu” + Op(c)pu*,
olice 2[5]1 et de remarquer que les deux suifgs(c) [ou”] et Op(e) [w* — Op(d)(pu”)] sont

bornées dan&/?(X ), donc convergent fortement vers zéro dahg X). O
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2.2. Construction de la mesure de défaut microlocale

On noteA I'espace des matrice x N d'opérateurs) de la formeQ = Q; + Qs ol Q;
est un opérateur pseudo-différentiel classiqueXuga support compact dans (i.e. vérifiant
Q; = ©Q;p pour uny € C§°(X)) et ou Qs est un opérateur pseudo-différentiel tangentiel
classique a support compact daxigi.e. vérifiantQs = ¢Qa pour uny € C*(X) a support
compact dans(). On noterad® les éléments del qui sont de degré € R, et A, ., les éléments
de A° dont le symbole principal est auto-adjoint. On décomgbs8X en I'union disjointe
EUGUH ou

(231) g:{’l’o<0}, g:{TQZO}, H:{’I’o>0}.

On @tebTY le fibré de ranglim X dont les sections sont les champs de vecteurs tang8ifs a
b7+ X son fibré dual (le fibre cotangent compresse de Melrose)EtX — bT*X I'application
canonique. Le fibréT'X est engendré par les chamﬁg, x% et j est définie par

(2.32) i, z,m,8) = (y,z,n,v = x§).

On noteCar P la variété caractéristique de

(2.33) Car P = {(y,z,1,§) e T*X;&* = r(z,y,m)}
et on pose
(2.34) Z=j(CarP), Z=2ZUj(T*X|s—0).

on aZ|,—o = {(y,0,n,0 = 0),70(y,n) > 0} €t Z|,—o = Z|.—o U E. La fonction r étant
homogéne de degré deuxgnil existe une constani€ telle que

(2.35) (y,2,m,v) € Z = |v| < Czln).

Il en résulte queZ et Z sont des fermés coniques BE*X. On noteraSZ, et SZ les espaces
guotients sphériques

(2.36) SZ=(Z\X)/RY, SZ=(Z\X)/R}

qui sont des espaces metriques localement compacts. ®aurd’, de symbole principal
q = o(Q) on définit la fonctiors(q) € C°(SZ; End(CY)) par

(2.37) k(q)(p) =q(i"(p)).

(C’est bien défini cag est homogene, et onidq)(y, z,n,v) = q(y,;z:, n, %) pourz # 0 etq est
indépendant d¢€ pourx assez petit.) D'aprés (2.35) I'ensemble

(2.38) {r(g),a=0(Q), Qe A%}

est localement dense daf8(SZ; End(CY)) ot C°(SZ,End(CN)) est muni de la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact. Rp@ A%, v € H' on pose

(2.39)  $(Q,u) = (Qulu) = / (V,Qu-Vyu+0,Qu- Oyu+ Qu- 1) da dy.
X
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On noteraM* I'espace des mesures borélienpesur SZ, a valeurs hermitiennes positives sur
CY; une mesure: de M+ est donc un élément du dual de I'espad¥ SZ; End(CY)) qui
vérifie

(2.40) (n,q) =0, VqeC°(SZ,End"(CV)),

ouEnd* (CV) désigne I'ensemble des matric¥sx N hermitiennes positives.

PROPOSITION 2.5. — Quitte & extraire une sous-suite de la sute®), il existe une mesure
pu e M telle que

(2.41) vQeA’,  lim ¢(Q,u") = (u.K(c(Q))).

Démonstration. -On suit une démarche trés classique inspirée de P. Gérard [5]. Remarquons
d’abord que les lemmes 2.3 et 2.4 impliquent

(2.42) vQ e AT Jim #(Q,u*) =0.

Soit x € Cg°(|z| <€), 0 < x <1, x(x) =1 pour [z| < § et E = E; un opérateur scalaire
pseudo-différentiel suX de degré), a support prés d€ar P, vérifiant0 < o(E) < 1 et égal
a l'identité au voisinage d€ar P N support(1 — x). D’aprés le lemme 2.4, poys € C§°(X)
ona

(2.43) (1-x)(Id—E)pu* —0, H*fort.

SiQ = Q; + Qs € A°, en choisissant assez petit on aurg@; = 0 et on écrira

(2.44) Q=xQ+ {1 -x)Q=xQs+ (1 -x)QE+ (1 - x)Q(Id—-E).

Alors xQg est un 0.p.d. tangentigll — x)QF est un 0.p.d. intérieur et
(1-x)QUd~E)pu* —0

dansH! fort pour touty € C5°(X). Il en résulte poud! > 0

(245) VQE A, 0(Q)>-MId= liminf ¢(Q,u") > —Mlimsup|[u*||2,,.
—0 k—o0

En effet,c(Q) > —M 1d implique

o(xQo) =0 (xQ) > ~M1d et o((1—)QE) = (1 —x)o(E)e(Q) > —M1d

et il suffit donc de traiter indépendamment les €as- Q; et Q = Q5. Par exemple, dans le cas

Q = Qs, il existep € C§°(X) tel que
ap = (anuk‘V’u’k)Lg = (Qav(@uk) |v(80uk))L2 + /Bk
avecS, = ([V, Qalu*|VuF) 2 — 0. Pour touty > 0, il existe By de degré), Cy de degré-1,
0.p.d. tangentiels tels qu@s + (M + n)Id = BBy + Cp ; commeCyV (pu*) — 0 dansL?
fort d’apres le lemme 2.2i), onlam inf a, > — (M + ) limsup | Veu*||7 . d’oli (2.45).
On a aussi d’'aprées le lemme 2.4 et (2.43)

(2.46) Qe A% o(Q)=0présder=0eto(Q)|carr =0= liin(b(Q,uk) =0.
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Soito(AY) = {g=0(Q),Q € A°}; c’est un sous-espace vectoriel de I'espace des fonafibns
homogénes de degré zéro §urX \ X a valeur dang&nd(C"), munide la normé.> eto(A%)

posséde une partie dense dénombrable. D'apres les relations (2.42) et (2.45), quitte a extraire une
sous-suite de la suite:*), il existe une forme linéaire suro(.A°) telle que

(2.47) vQe A, limg(Qu) =¢(c(Q)),
(2.48) |6()] < llgll < limsupl|u® |7,
On ade plus

(2.49) qe U(AO) et k(q)=0=¢(q)=0

carsix(q) =0, pour toute > 0, il existey € C§°(R) a supportprés de= 0 tel que||xq|| L~ < e

et (1 — x)g = o(Q) ot Q € A° vérifie (2.46). D’apres (2.48) et (2.49) et le théoreme de
représentation de Riesz, il existe une mesure de Radéiément du dual d€§ (SZ; End(CY))
telle que

(2.50) vQe A, lime(Qu") = (ur(0(Q)))
et ., est hermitienne positive d’aprés (2.45)0

On aZ|,—o =T*Y, et quitte & extraire une nouvelle sous-suite de la guit®, on construit

de maniere analogue des mesures¥ur*Y) = (T*Y \ Y)/R%, uém, ugl/z, 1Y éléments du

dual deC?(S(T*Y),End(CY)) caractérisées par

(2.51) vQe A, lim [ Qut B dy = (1,0(Q)lm0),
X
(2.52) vQ e AL, 1im/Quk-de_<ug/2,@ >
k ox || =0
@5 vQed, lm [ Qo Bt dy= (" Inio(Q)lona).
ax
Les mesures;ig/2 et #51/2 sont hermitiennes positives, et 'inégalité de Cauchy-Schwarz
entraine
* 2 * - *
(2.54) |<,u%,a b>| < <,u;/2,b b><ual/2,a a>.
On posera
1/2 0\*
(2.55) o = (“‘% (‘i‘?)/z>,
Ho Mo

ol (u9)* est définie pat(ud)*, q) = (13, ¢*). Le lemme suivant prouve quedétermineus.

LEMME 2.6.—
i)Ona

(256) ,U,IH:O et ,ualgU'HZO.
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i) Soitd la fonction surSZ définieu et 5 presque partout d’aprés, par

(2.57) o= dansz>0; o= YW g
|| ||
On ales identités
1/2 _ 20 1
1z—o0,
Ko i I—HGPM 0
2(0|? — 1/2

2.58 9 1,.— —i0
( ) Ho = 1_"_‘9‘2# 0= —Why

—1/2 1/2
Ho /= |9|2#a/ :
Démonstration. Pour@; € A' opérateur tangentiel, on a d’apres ce qui précéde

a(Q1)

(2.59) lim||Q,u*||,, < Cte m

T [

Il en résulte pour), € A" opérateur tangentiel

ra(Qo)

Inl?

< Cte lo(Qo)|L= m”“’“”?p

1o

(2.60) hmHQo
ox

L2

En effet, pour vérifier (2.60), on remarque ql@, a%]“k — 0 dansL? fort et I'inégalité
d'interpolation suiR ., | /|2, < C|f|r2|f" |2 implique, avecE; = (1 — A,)'/2,

(2.61) im0, Qu* |, < O By Qou]|, T 02E;™ Qou* ..

L'inégalité (2.60) résulte donc de (2.59) puisque I'on a

(2.62) lim|| By [0, Qo] u®[| . = 0
et
(2.63) lim|| By Qodfu® || . = im|| BT QoRu®| .

Soitw un élément de I'espag@;_, H"(|0,1; H'~*(Y)) = E® avaleurs dan§" eta support
compact dan(. On obtient par intégration par parties

(2.64) (Pulw)r2(x) — (u[P w)p2(x) = / (u- 0, — Opu-w—u- M (w))dy.
o0X

En appliquant (2.64) & = w* = (Qo + Q_10,)u” (qui appartient &) avecQ; € A7, on
obtient le membre de gauche de (2.64) convergeant vers zéro

* 1/2 O R t —1/2 *
265)  (u— (u)".0(Q})) = <ua/ %> (32, 0(Q1) ),

ce qui prouveu = (u9)* et

(2.66) ugﬂ';? + o, =0.
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Linégalité, pourf € H' (R x RY)

@67) 1AM ool ey < Cte 18012 F| e, 195 F 12 <z

1/2 +1/2

et (2.60) impliquent,, '“|g =0; (2.66) entraine alorg, ' ~|gux = 0, donc aussj:y|gur =0
d'aprés (2.54), c’est-a-dings |gux = 0.

Soit po = (yo,m0) € H; notonsBy = (yo,x = 0,10, £1/70(y0,M0) ) €t v+ les deux demi-
bicaractéristiques de-¢2 + r issues de3*. L'étude classique de la réflexion transverse nous
apprend qu'il existe deux suiteg, bornées dan#/!, de limites faibles nulles, concentrées
prés deyy, vérifiant Puf — 0 dansL? et |Qo(u* — (uk + uk )| g — 0 si Qo € A° est
a support proche dg,. Commeu’. vérifient les équations pseudo-différentielles d’ordre
(10, — Q1)uk = vk avecv} — 0 dansH! et o(Q+) = £/r1d, les estimations d’énergie

K2

suri19, — Q4+ impliquent
(2.68) uF|,—o (resp.d,u”|,—o) est borné dan&l* (resp.L?) prés depg

et pourty € C§°, lim._o limg|[¢(£)Q1u*||2, = 0 pour @y € A" & support prés dg,, d’ol
w|x = 0. Enfin, d’aprés le point i) et|g = 0, il suffit de vérifier les relations (2.58) sur la région
elliptiqgue&, ou elles sont conséquences de la théorie elliptique standard.

LEMME 2.7.— SoientQ; € A’ des opérateurs tangentiels de degré 1,2, de symboles
principauxg;. On a, avec\? = |n|?(1 + 6?)

(2.69) lim ((Q2+Qlla$>uk|uk> _ <M7 (g2 +q219|n)>.
e ' £2(x) A

Démonstration. -On remarque d’abord que le membre de droite est bien défini car la fonction
9 est définieu presque partout. On peut supposerdgsa support prés dey € SZ. Lorsquep,
est un point intérieutxz(pp) > 0), (2.69) résulte de la construction ge Si py est un point du
bord, on choisit une fonctiop € C5°(] — 1,1[) égale al au voisinage dé¢—1/2,1/2] et pour
e >0 on écrit

Qie = (1-¢(2/e))Qi(1 - p(x/2¢)),
Qf =Q;i— Qi,s~

Alors puisquer); . est supporté a l'intérieur,

(2.70)

(2.71) lim ((@2 T O 15 )ukuk> :<M (1—w(x/2€))(qz+qle|n)>
k—o0 e e L2(X) ’ 22

et quande tend versD, si @ est supporté prés d’'un poiat hyperbolique, le terme de droite
dans (2.71) tend vers

2.72) <M1w>0> (q2 +/\q219?7|)> _ <M> (g2 +/\q219?7|)>

puisqueply = 0. Il reste & montrer que la contribution dg tend versO quande tend

vers0. On écrit (modulo des restes régularisarips)= — A, Op(l%) aveco(gz) = o(qa) et

Q1= Z‘jzl D, Op(q1,5). On obtient alors apres intégrations par partiesen
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1
lim ((Qg —|—Q§—,8$>uk uk) ‘
k—o0 1 L2(X)

< ’<u (1- w(m/s))h%ﬂ + ;Kﬂom (1= (/) ;)|

(2.73)

et le terme de droite tend vefsquande tend vers0 car 1y = 0. Pourpgy € £, (2.69) est
conséquence de la théorie elliptique. Enfin paye G, (2.60) etf|g = 0 montrent que seul le
cas()- est a considérer. En reprenantla méme décompositigh dgie pour le cas hyperbolique
on obtient que la contribution quardend vers) de () . tend vers

(2.74) <u1p¢(gue), %>

Pour étudier la contribution d@3, on considére) € C§°(R) égale al au voisinage dé@ et on
note

(2.75) 2 = Op <w <7T°S’ny|;") ) > Q5

Q5 — 3’5/ est donc supporté en dehors @eon peut donc lui appliquer ce qui précéde. On
obtient

(2.76) lim lim ((Q5— ;vf')ukuk)LQ(X)_<u1gc,%>.

g,e’—0k—o0

Il reste a étudier la contribution dg5™ .
(2.77) (Q5% ub u?) = (A, + 1) (=4, + 1)1Q5 u*, ).

On integre par parties ep et on remarque que d’apres (2.60), la limite quand tendent
vers0 de limg_ 4 o (0 (=4, + 1)71Q5° u*, d,u*) est nulle. On en déduit que le terme de

’

droite dans (2.77) est égala, %) +o(e +¢&’). Quandz, ¢’ tendent vers), on obtient que la

contribution deQ5* est

q2 q2
2.78 16, 2N = (g, )
(2.78) <“ g n|2> <” ¢ A|2>

La contribution deR; se traite de la méme maniére. On remarquera que dans ce raisonnement
on prend garde a toujours faire tendreers I'infini avantde faire tendre, <’ vers0. 0O

2.2.1. Condition aux limites
Nous allons a présent travailler prés d’un pgine 7#0X \ 0X

(2.79) po = (yo,1m0) € G = {ro = 0}.

Soit sp € R et (fx(y)) une suite bornée d&;* (Y,CV); pourag € T*Y \ Y ets € R, on dira
que la suite( f) est bornée dan&l;, (resp. converge vers zéro fort daffg ) s'il existe un
0.p.d.E(y, D,) de degré-s, elliptique enag, & support compact dans, tel que la suité E f,)
soit bornée dang?(Y,CY) (resp. converge vers zéro dab$(Y,CY)). Les mémes propriétés

restent alors valables pour tout o.pf.a support compact dans et dont le support essentiel
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est assez proche dg. Nous supposerons dans la suite qu’il existe une mafsicd’'o.p.d. sur
Y, de degré-1, telle qu’on ait
) + Rk,
=0

(2.80) @la=o= B(%(a””“k)

k A 1
(h¥) converge vers zéro fort danst , .

On notera le symbole principal dé3. Prés d'un poinp, € G, la condition aux limites peut se
mettre sous cette forme si et seulement si elle satisfait la condition de Lopatinski uniforme en
po € G, voir [2, Chap VII.3].

LEMME 2.8.-Sous I'hypothés2.80) la suite ((9,u*)|,.—o) est bornée dan&? . De plus,
cette suite converge vers zéro fort ddrﬁpourp € &, proche depg.

Démonstration. -Soit Q(z,y, D,) un o.p.d. tangentiel de degré assez négatif et a support
prés dexr = 0. La suite f* = (2 + R)u* est bornée dan&? et f*|._, est bornée dans

H 1/2(Y CM). Par intégration par parties, on obtient, en tenant compfe‘de R,

loc

(2.81) (F41Q0su) , + (0:@"uH| i), + / Q" - Flazo
Y

B / —0,u* - QO uF + ¥ - 9,Q0,uF + (u, [07 + R, Q0, ] u).
De plus, on a

amQamuk‘m:O - _QRuk|m:O + gka
(2.82) ’ . . K .
= [8Ia Q]amu ‘m:O + Q [U ‘m:O - (MO(amu )‘UD:O — Mu ‘m:O] .

Comme(u*|,—o) (resp.(dxu"|.—o)) est borné dan&l./? (resp.H,,.’?), et (v*|,—o) est borné

dansH, 1/2 , la suite(g*) est bornée danngi/z(Y, CN), lorsqueQ est de degré 0. On choigj
eII|pt|que enpy VérifiantQ + B*QRB = E*E, avecE elliptique enpg, x un opérateur scalaire
tangentiel d’ordré a support proche de, et x. une famille d’o.p.d. de degréoc convergeant
(au sens ou les symboles convergent pour la topologie sur I'espace des symbolgsgtvers
poseQ. = x:Qx. VérifiantQ. + B*Q.RB = (Ex:)*(Ex:) + A_1 OUA_; . estune famille
d’'o.p.d. de degré- oo convergeant vers un opérateur d’orere, A_;. En appliquant (2.81) a la
famille Q., on obtient (puisqu? + R, Q-9 est une famille uniformémentbornée d’opérateurs
de degre®),

(2.83) sup sup
€ k

/8muk Q-0 uF +u - Q.RuF| < Cte(Q),
Y

ou Cte(Q) désigne une constante dépendantc@leEn utilisant a présent la condition aux
limites (2.80), on obtient lorsque le support essentigldest proche de

/8muk - Q.0,uF +uF - Q.RuF
Y

= (aﬂvuk‘(QE + B*QERB)axuk)LZ(y.CN)
(2.84) + (h¥, Q.Rh¥) + (hk QERB<am ’“)) + (B(%M),QERM),
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ce qui implique, puisquéh*) est bornée dand}

(2.85) | Ex:0, ukH C(Q.x) (14| Ex:0,u"]]),
soit
(2.86) | Ex=0:u"|| < C'(Q, x).

Passant a la limite — 0, on obtient le résultat souhaité. Le fait que la sGiteu*)|,—o converge
vers zéro fort dansL,% pour p € £ proche depg résulte de (2.80) et de la théorie elliptique
standard. O

On noterav la mesure hermitienne positive associée a la suite bdhéé|,.—o) del? (qui
est de limite faible nulle d’aprés le lemme 2.2), aprés extraction éventuelle d'une sous-suite.
Si Ay, D) est un o0.p.d. de degré 0 matriciel & support compact #aasa support essentiel
proche depy, on a donc

(2.87) klim (Adyug) - Opur, = (v,0(A)),
Y

olio(A) est le symbole principal dé qui appartient &> (S(T*Y), End(C")) et est a support
proche depy. La mesures est portée pag U H d’apres le lemme 2.8.

LEMME 2.9.-Pouri=0,1, soient@Q;(z,y, D,) des o.p.d. tangentiels matriciels de degré
a support compact proche dg,n) = po, =0, etQ = Qo%aw +@:.0na
. T % k|, k * *
(2.88) leII;O (Z[P Q — QPlu"|u )LQ(X) = <V7 qo + b qorob+ q1b+ b q1>,

avecq; = U(Ql)(ya n,xr = O)
Démonstration. -Rappelons quon a* € ﬂz o HA0,1[ HEA(Y)) et Puf = ok, ouoF

loc
tend fortement ver8 dansﬂ( o HA(0,1[, HE(Y)). Soity € C5°(X), égale & au voisinage
du support de§); etu = pu®. Par intégration par parties, on obtient

(2.89) (Puk\Q*u’;) (QPuk\u )LZ(X) z/vk-QE‘)u’;,

Y

ou par convention la dualitéy|3) > (x) s'applique aa € L*(]0,1[, H*(Y)) et 8 € L*(]0,1],
H~#(Y)) aveca ou g a support compact et € R. De méme, si leg); sont de degré assez
négatif, on obtient par intégration par parties

(Q“k|Pu )LZ(X)
(2.90) = (P*Qu¥|uf )LZ(X) /—Qu - Opulf + 0,QuP - uk — MG (QuP) - u

Y
En retranchant (2.89) a (2.90), on obtient, pour des opérafFuls degré assez négatif

(Quk|Pu )LQ(X) (Puk|Q )LQ(X)
= ((P*Q— QP)u"[ug) 11

(2.91) / Qu¥ - 9, u’“ + 0, Qu" - uk — Mg (QuF) - @+ivk~Q’5u’g.
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Lorsque les opérateur3; sont de degré, on a(P*Q — QP) = Z?:O As_ ;07 ol lesA, sont
des opérateurs tangentiels de degrdoncy(P*Q — QP)u* appartient aL2(]0, 1[, H~*(Y))
et est & support compact dais Si de plus leg); sont a support proche g¢g, on a d’aprés le
lemme 2.8Qu"*|,—o € L? et

d
81:Quk‘m:0 - % i k| Ql k|a; 0 + Qla u | =0
(2.92) + Qogv’“|w:0 +Qog [—Ru — Modpu® — Myu]| _,

donc 9, Qu*|,—o appartient a ~*(Y"). Lidentité (2.91) reste donc valable po@r vérifiant
les hypothéses du lemme 2.9. En faisant teridvers I'infini dans I'identité (2.91), on obtient
alors (2.88) en utilisant la condition aux limites (2.80) et la définition (2.87) de la mesurg

Pourp proche depy € T*Y', et¢ proche de zéro, on notk (p) 'endomorphisme d€™ défini
par

(2.93) Je(p) = (1d — €b(p)) " (1d + &b(p)),

ol b(p) est le symbole principal d&. On remarquera qué,(p) = Id et J_¢(p) = [Je(p)] !
L'endomorphisme-Je(p), pourp € H décrit la réflexion hyperbolique associée a la condition
aux limites (2.80) entre les pointp, —¢) et (p,&). Nous noterons egaleme@‘gjure H0),

End(CY)) le sous-espace des fonction€’> homogénes de degkédep—1(0) a valeurs dans
End(C"), a support prés de = 0, £ =0, (y,1) = po et qui vérifient la condition de symétrie
(pourp proche depg)

Soit 1 la mesure associée a la suji€’). On auls = 0 prés dep, car d’aprés le lemme 2.8, les
suitesu” |,—o etd,u*|,—o convergent vers zéro fort dar,/* et H,,"/*. Commey|» = 0, on

peut a présent considérercomme une mesure sprt(0)/R*, c’est-a-dire comme un élément
du dual de 'espac€ (p~*(0)/R*; End(C")) vial'application canonique

(2.95) p1(0)\ O/R% L SZ,

qui est un homéomorphisme ¢ ' (0) \ {z =0, # 0})/R% surSZ\ ‘H.

LEMME 2.10. - Soient

(2.96) m(x,@p) :mO(x>p)i£+m1(x>p)
et
(2.97) q € Cooe(p™1(0),End(CN)).

La mesure: associée a la suitéu*) (qui satisfait la condition aux limites de la relatiq@.80))
vérifie I'équation

(2.98) <u7 . q}+i$*q_qm)> 0,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



832 N. BURQ ET G. LEBEAU

Démonstration. Soit ¢ € C§°(p~1(0), End(C¥)), homogéne de degré 1, a support prés de
(x =0,£ =0,p0). D’aprés le théoréme de division de Malgrange (voir [7, Chap VI1.7.5)), il
existe des opérateurs tangenti@isde degré, i = 0, 1, de symboles principauy tels que

(2.99) q=(q0& + q1)|p—1(0)

et on peut choisir le§; & support compact dais et a support essentiel prochexde: 0, p = pg.
En notant) = Qo 19, + Q1 et M = Myd, + My, ona

i(P*Q - QP) =107 + R, Q| +i(M*Q — QM),
(2.100) { — Ao+ A1 20, + AP,

ou lesA; sont des opérateurs a supports compacts, tangentiels matriciels d¢,dkgsgmboles
principauxa;. On a donc I'égalité sys—'(0) \ H (avech définie par (2.57))

(2.101) az +a1f|n| = {p,q} +i(m*q — gm)|p,-1(g)-

D’aprés les lemmes 2.6, 2.7 et 2.8, I'identité (2.98) est donc conséquence de (2.101) si nous
vérifions pourg € C°%:1 (p~1(0), End(CY)) ldentité

paire
(2.102) (go +b"qorb + @10+ b q1)| (@=0)\e = 0.
D’aprés (2.94) et (2.99), on a sfie =0} Np~1(0)
(2.103) J¢ o (qo€ + q1) 0 Je = —qo€ + q1.

D’aprés (2.93), cela signifie que sur= 0 N p~1(0), la fonction matriciellet — (Id —£b*) 1
(qo€ + q1)(1d —£b) ! est paire ert ; ceci équivaut a dire que sz =0} Np~1(0) = GUH,
la fonction matricielle — (Id + £b*)(go€ + q1)(Id + £b) est paire eng, ce qui entraine
(qo +b*qorb + qib+ b*q1)|2 = 0, donc (2.102) par continuité puisqgec H. O

3. Mesures invariantes

Dans ce paragraphe, nous noterdfsun petit voisinage (pour que st (2.80) soit
satisfaite), conique dang = j(Car P) du pointpo = (yo,70) € G, de sorte que la condition
aux limites (2.80) soit satisfaite prés He(et |£b(p)| < 1 surX). Prés depy, on a donc

SN (z>0)={(y,nz,8);=r(x,y,n)},
(3.1) {Eﬂ(l‘—o)—{(y7n);ro(y7n)>0}.

L'espaceX est un espace métrique localement compact. On remarquera que pujsegtee
projeté d’'un point de la variété caractéristique vérifignt 0, on ang # 0.

3.1. Le flot de Melrose—Sjostrand

On noterar la projection canonique d€arP = p~1(0) = {¢* = r(z,y,n)} sur X.
L'ensembleX est stratifié par

(3.2) DES P
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ou
¥ =¥n(z>0),

St =H={(y,n);iro(y,n) >0},
52 = {(y,m)iro(y,m) =0,r1(y,m) # 0},

Ek+3 = {(Z‘/J])aro(yﬂ?) = O7H'Zo(r1) = O,VJ < ka Hf:_l(rl) 7& 0}7

2 = {(y,n);ro(y,n) =0,H] (r) =0,Vj}.

Onag = {ro =0} = J,>, >, et on décomposE? en I'union disjointe

(3.3) 2 =g>tugr, ¢ ={(y,n) € X% £ri(y,n) >0}.

Les points deg>+ sont les points strictement diffractifs, et ceux@fe~ les points strictement
glissants. Les point dE! sont ceux en lesquels la bicaractéristiquepdst transverse au bord
x = 0 (points hyperboliques). Les points 88, j > 2, sont ceux en lesquels la bicaractéristique
de p a un contact d’ordrej avec le bordr = 0. La fonctionp = —£2 + r(x,y,7n) étant
homogéne de degr sur le fibré cotangent, le flot de son champ hamiltoni€p, n’induit
pas un flot sur I'espace quotient homogéhea P/R’ . Pour remédier a ce fait, on reparamétre
les bicaractéristiques deen choisissant une fonctior(y,n), homogéne de degrgpositive,
C* et ne s'annulant pas st (sauf pourn = 0). Les champs,, et %Hp ont les mémes
courbes intégrales, et spr'(0), on a%Hp = H,,,. Le paramétrg que nous choisirons sur les
bicaractéristiques généralisées sera le paramétre naturel pour le éﬂﬁjmﬁzappelons qu’un
rayon est une applicatiazontinued’un intervallel deR dansX, s — ~(s), qui vérifie en tout
pointp; = 7y(s1).

i) Sipr € HUG>™ il existee > 0 tel que I'on aitz(y(s)) > 0 pour0 < |s — 51| < €.

i) Si p1 ¢ HUG>T (7= 1(p1) est alors un singleton daps'(0)) : pour toute applicatiorf
C*> dep~1(0) dansR, etw—invariante, si on not¢ I'unique application continue d€ dansR
qui rend commutatif le diagramme

la fonctions — f[v(s)] est dérivable em = s, eton a

(3.4) E(fo’}’)(sl)z %Hp(f) (7 (p1)].

Dans toute la suite, on supposera qu’il n'y a pas de contact d’ordre infini entre les
bicaractéristiques deet le bordx = 0, c’est-a-dire

(3.5) 3, =]
Js<d
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Sous I'hypothése (3.5), R. Melrose et J. Sjostrand ont prouvé [14] que par touppaet:
il existe un unique rayon maximale Ja, b[—— ¥ vérifianty(0) = p; ety(a + 0) U~(b —0) €
¥\ X

Dans la suite on noter&(s, p) le flot de Melrose—Sjostrand ainsi défini, vérifiartd, p) = p.
Le flot ¢ est homogene pour l'action d&; surX, c’est-a-dire vérifieh(s,tp) =t - ¢(s, p), donc
induit un flot, qu’on notera aussi sur le quotient /R .

3.2. Trivialisation du fibré le long du flot

On notep = (y,n) le point courant d&™*Y ~ T*0X et J le morphisme de fibré vectoriel
hermitien,CY étant muni de son produit scalaire usuel

p~1(0) x CN¥ L p=1(0) x CN
(3-6) { (P, 0} (pr,©): (P F/2(0),

ol J¢ (p) est 'endomorphisme d&™ défini en (2.93) et

[Te(p)] T/% = exp (% log Je(p)) :

Le morphismeJ est bien défini prés dépy,0,0) et on aJ|g = Id. Si ¢ € C5°(p~1(0),
End(CY)) est considérée comme forme hermitienne par le produit scalaitgdeon image
inverse pary/ notéeq est définie par

(3.7) (Goac(elle) = ((Je V2 (D) apaeTe* (0)) (e)]e).

On noteraje = Jg‘l/zq@]g/2 pour simplifier les notations. Par définition, on a ngim(p‘l(o),
End(C")) si et seulement si € Cg°(p~"(0), End(CY)) et J¢ e Je = q¢ sur le borde =0, ce
qui équivaut & = g sur le bordr = 0, puisqueJ/_, = ng. Sip estlamesure dulemme 2.10,

on définit la mesure hermitienne positizeélément du dual d€ (p~'(0)/R%, End(C")) par

(3.8) (@) = (), de=J Pqe .

En dautres termesji est l'image inverse deu par lisomorphisme .. Si on note
CF (p~1(0)/R%, End(CN)) l'espace des sectioni$™ § homogénes de degkédep—'(0)/R*%.
a valeurs dan€ind(CY), a support compact, et qui vérifieql(p,0,¢) = G(p,0, &), le
lemme 2.10 est équivalent a
- {p, @} +i(n"q—qn)
Hs 2
(3.9) avecn = J 1V 2m 2 4 i{p, Y2} 2,

On remarquera que le passage de la megugela mesure: correspond exactement a un
changement de structure hermitienne sur le fipré(0) x C~, qui permet de ramener le
morphisme d’identificatio; (¢) de la réflexion hyperbolique a I'identité ; les équations (2.98)
et (3.9) vérifiées par les mesurgset ji sont formellement identiques. Si x CV est le fibré
hermitien trivial sur®, CV étant muni de son produit scalaire usuel, on nojela mesure
hermitienne positive élément du dual @§(>/R*; End(CY)) définie par

(3.10) (f1,q) = (fi,qom),

> =0, ¥ge " (p~'(0),End(CV))
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ou m:p~*(0)/R% — X/R% désigne la projection canonique. On remarquera que pour
q € CQ(Z/R%;End(CY)), la relation de symétrigg o 7)(p,z = 0,&) = (g o 7)(p,x = 0, —£)
est satisfaite. De plus, comms;, = 0, la mesurg: détermine uniquement. On peut réécrire
I'’équation (3.9) sufi sous forme homogéne en posant (\?/7)a. On obtient
Va e C3 (51 (0), End(CV)) <g, {’T—’a} et a€> o
17 (p A2 n
(311) aVeC€—§F{;,?}Id—Z;.

Soit Ey = CY muni de son produit scalaire usuele’)c~ ; soit s — £(s) une applicatiorC>
deR dansM y(C) ets — M(s) la solution de I'équation différentielle
dM

S

Soit 7, la trivilisation du fibréR x CV surR

R x Ey BR x CN
(3.13)

(s,e) — (s,M(s)e).

Sib(s) € I(R,End(CY) est identifiée a la forme hermitieniie:|e’)c~, SOn image inverse par
7T, est
(3.14) 7y (D)(s) = M (5)b(s) M (s).
Si i est une mesure élément du dual de I'esp@€R,, End(CY)), son image invers@; (u)
par7, est alors définie par
(3.15) (u,b) = (Ty' (1), M*DM)
etona
LeEmME 3.1.-Ily a équivalence entre
) Ty (p) vérifie équation - 75" (1) = 0.
i) Ona(u, 9% + L*a+aL) = 0 pour touta € C° (R,, End(CN)).

Démonstration. e lemme 3.1 est conséquence de l'idengtéN *aM) = M* (92 + L*a+
al)M. 0O

Compte tenu du lemme 3.1, I'équation (3.11) vérifiée par la megwst dondormellement
équivalente a l'invariance par le flé{(s, p) de I'image inverse de la mesufesur X /R* , par la
trivialisation7 du fibréx /R x CV

* T * n
(3.16) {(ICRXE/R+|S)><EO—>E/R+><C
((5,p),€) = (d(5,p), M(s,p)(e)),

ou S est une hypersurface transverse au flot, et ou I'application matrigieleV! (s, p) vérifie
I'équation différentielle

dM

(3.17) E(&p):g(gb(&p))M(&pL M(O,p):Id
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On considérera I'équation (3.17) comme équation différentielle ordinairg avec parameétre
p € X. On notera qu'a fixé, la fonctions — £(¢(s, p)) est bornéeC? sauf en un nombre fini
de pointss; ou elle admet (éventuellement) une discontinuité de premiére espéce et posséde des
limites a gauche et a droite en chacun de ces points. Les points de discontjmoitiespondent
aux valeurs de pour lesquelles; = ¢(s;, p) € X1, i.e. aux points de réflexion hyperbolique de
la trajectoire. Il en résulte I'existence et I'unicité de la solution de I'équation (3.17) pour tout
pEX.

La proposition suivante assure la continuité de la trivialisaffo3.16), ce qui permet de
définir sans ambiguité I'image inverge ().

PROPOSITION 3.2. —La solution M (s, p) de I'équation différentiell§3.17)est continue en
(s,p) eERx X.

Démonstration. -On a

t

(3.18) M(t, p) :Id—l—/ﬁ(gb(s,p))M(s,p) ds,
0

d’ou avec des constantes localement uniformes en
(3.19) IM (o) <C;  ||M(t,p) — M(t',p)|| < Clt —¢/].

Il suffit donc de vérifier pour tout, la continuité erp de M (t, p). Posons

t

(320) A(tvplap2) :/HE(QZ)(&pl)) —£(¢(5apz))”d5a
0

(3.21) D(t,pr,p2) = || M(t, p1) = M(t, po)|-

Les fonctionsA et D sont continues et et on a

t
(3.22) D(t,p1,p2) <C A(t7p1,pz)+/D(87p1,p2)d81-

0

Par le lemme de Gronwall, on a donc
(3.23) D(t, p1,p2) < CA(t, p1, p2) exp(Ctet).
La proposition est donc conséquence de

(3.24) Vpa,  lim A(t,p1,p2) =0.
pP1—p2

Comme le floté(s, p) est continu, et puisqug, n, =, £2 sont des fonctions continues sur il
suffit de vérifier

P1—P2

t
(3.25) Voa, lim [[€(6s,00)) ~ €(6(s.p2) | ds =o.
0
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La fonction (s, p) — &(¢(s,p)) est uniformément bornée, continue en tout pdint po) tel

que ¢(so, po) ¢ X1, et d’apreés I'hypothes&> = ) il n’existe qu’'un nombre fini de valeurs
de s € [0,1] telles queg(s,p2) € ¥1. D'aprés le théoreme de convergence dominée, on
obtient (3.25). O

3.3. Le théoréme de propagation

On notes I'image dec € ¥ dans¥ /R’ . Rappelons qu& /R est un espace métrisable. On
noteradist(¢,5') une distance sut/R% . Soit 2 un ouvert homogéne dg et U = 7~ 1(().
Si i est une mesure hermitienne positive élément du duald&//R*_, End(C")), et vérifiant
fi|» = 0 on notergi I'image dej: par la projectionr: p~1(0) — &

(3.26) (f1,q) = {ji,qom), qeC (Q/R%,End(C)).

On dira quei vérifie I'équation 42 = 0" sur U sion a
(3.27) <g, {’i, a} + o+ a€> =0, VaeCT°(U,End(CY)),
T

oul(y,m,n,&) € C=(p~1(0), End(CY)) est défini en (3.11). On note toujourFsia trivialisa-

tion du fibré hermitiert /R?. x CV associée &par (3.16) et (3.17). On dira queest invariante
surQ si 7*(ji) est invariante par le flot de Melrose—Sjdstrand remonté trivialement sur le fibré
$/R7% x CV par la formule

(3.28) (p,e) — (¢(s,p),e), peS/RY, ecCV.

L'objet de ce paragraphe est de vérifier le théoréme de propagation suivant.

THEOREME 1. — Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
i) festinvariante.

ii) i vérifie I'équation i = 0" et i|gz.+ = 0.

Démonstration du théoréme 1Gn vérifie d’abord i}=- ii).

Soita € Cf’o(pfl(o),End(CN)) ;onaa(p,x=0,6) =a(p,z=0,-¢&), donca définit une
sectiona € C)(X/R% , End(C")) qui rend commutatif le diagramme

p=1(0) —“> End(CY)

1

by

(On identifiea a la section homogéne de degré zéral§éx, End(CY)).) Soits — ¢(s, p) un
rayon. La fonction continue— a(¢(s, p)) est dérivable & gauche et a droite en tout pointeton a

p
g.d = {;7‘1}(‘79,d)>

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE
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ol 0,4 €st un des au plug points dep~—'(0) éléments der~!(¢(s,p)). En particulier,
s—a(¢(s, p)) est dérivable en tout poisttel queg(s, p) ¢ H ety vérifie

is (6(s.p)) = {g,a}@)(&p)).

Comme |y = 0 (car ii est invariante etH est transverse au flot) I'équation (3.27) est
conséquence de

(3.30) <g, 0 rat a£> 0, VaeOF(p'(0),End(CY)).
Il suffit alors de remarquer que (3.30) résulte comme dans le lemme 3.1 de la construction de la
trivialisation7” définie par (3.16) et (3.17). Enfin, onjidg-.+ = 0 carG>* est transverse au flot

de Melrose—Sjdstrand @test invariante dong|gz+ = 0.

Vérifions a présent iy i).

Le théoreme étant de nature locale prés de chaque pointy,n, z,¢) de p~1(0), nous
procédons par récurrence sur la stratetelle quer (o) € 7. Lorsquen (o) € X° (i.e. dans
x > 0), le résultat est conséquence du lemme 3.1, et prés des points de réflexion hyperbolique,
7(0) € ¥, dulemme 3.1 et de la formule des sauts (on pourrait aussi utiliser le calcul explicite
de la paramétrixe prés des points hyperboliques, voir [4] ou [6] pour |&/cadl).

Pour traiter les casr(o) € Y7, avecj > 2, on commence (voir la proposition 3.3) par
construire des mesures auxiliaires qui permettent de généraliser I'équation (3.27) a des fonctions
be C>=C(p~1(0), End(CY)), C> a support compact, homogénes de degré zéfo df)) dans
End(CY), mais ne vérifiant pas nécessairement la relation de symétrie entre lesgeints
surz =0.

Tout élément de C>°(p~1(0), End(C?)) se décompose d’une infinité de fagons sous la
forme

(3.31) b=a’+¢a”t, o’ €077 (p~1(0),End(CY)),

ou lesa’ sont des fonctions paires desurz = 0. On peut par exemple prendre

(3.32) a®(p,,€) = (b(p, 2,) + b(p, 2, =) /2
et
(3.33) a=H(p,x,6) = (b(p,z,€) — —£))/2€.
Ona
(3.34) <,1, {i—),b} +€*b+b£> = </1, {é,ga-l} +&a™ +¢a -1£> e
On choisity € C*°(R) vérifiantx(z) =1 pourx < (m) =0 pourz >2ety’ <0;onpose

¢ =1— y. Pour tout > 0 petiton ata¢(%) € C’°° 0( 1(0), End(CY)) d’ou

(3.35) I= <g, {g’ga_IX@) }> + <ﬁ,£x(g) (o' + a_1€)>.

4° SERIE— TOME 34 — 2001 N° 6

8



MESURES POUR LES SYSTEMES 839

Le terme(fi,{x(2)(¢*a~! + a~'4)) converge quand — 0 par le théoréme de convergence
dominée versjil,—o&, ¢*a~t +a~1¢) qui est nul cafi|, = 0 eté|s; = 0 pourj > 2. Onadonc

I=1I5+1I5 + 15,

i=(mex(2){La )
(236) = (-5 (%))

Comme précédemment, onia._,o I§ = 0. Par convergence dominée, on obtient

(3.37) lim I = —<g1m_o,a-1”—1>.
e—0 T
Pour calculer la limite du term&, on utilise
(3.38) falgb(g) % (p~1(0), End(C™)),
d’ou
(3.39) <,1, {g,fa_lgb(g) } + Sqﬁ(g) (Cra '+ a_1£)> —0.
Ona

w0 Gl (-fr o)) 5

Car d'aprés (3.36)

£ x
(3.41) I§_2<ﬁ,—alx’(—>>,
TE &

d’ou

(3.42) I = <,1, <{§,ga1} +(erat + §a14)>¢(§) >

LEMME 3.2.— On a pour touta™?, lim._o I5(a™') = (Tp,7a"!) ol T, est une mesure
hermitienne positive, élément du dual@§(x /R’ , End(CY)), et portée pat{ = %;.

Démonstration. -On a d’apreés (3.42)
(3.43) lir% I3 (a_l) = </l1w>0, {B,fa_l} + 00+ fa_1£>
E— T

et poura—! hermitienne positive, on & (a~!) > 0, d’aprés (3.41). Comme une limite faible
de mesures hermitiennes positives est une mesure hermitienne positive, on obtient I'existence de
Ty. La mesurely est portée pafz = 0} d'aprés (3.41). Comme

Ta_l = </’~Llw>07a—1{£>£} +€€*a_1 + ga_1£>
T
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est une mesure qui ne charge pas 0, on en déduit que

(3.44) a <ﬁ1m>o, {g,a‘l} > LS alr)

est une mesure, et il reste a veérifier di@e charge pag),-, ¥ ={z=¢=0}; onremplace
alorsa™! para—le(%)dj(&) avect, € C5°(R), paire,a — 0, 3 — 0 et %2 —0.0na

(3.45) <Sm10< > < )>—S1+Sz+53+54,

w0 s ()
s ()

par convergence dominée car

&2 EN [z _
Sl )r(5)e

(3.49) 85 = </11w>0, —%w’(i) g;9<ﬂ> 1> o,

ar %w’(f ) 0(%5)1e>0 tend vers zéro partout et est borné et de méme

2
050 e (i S ()2 o (2)e)

ce qui achéve la preuve du lemmen

2

(3.48) < Cte % —o.

D’aprés (3.36) a (3.41) et le lemme 3.2, on a obtenu la

PROPOSITION 3.3. — Pour touta’ € C5°7 (p~1(0), End(CV)) on a aved = a° 4 ™!

(3.51) <,1, {:i,b} +€*b+b€> - < - %lr_oﬂ+To(ﬁ),Ta1>.

La mesureZ;1,_o/i est portée patJ;., ¥;. La mesure hermitienne positi@(j), portée par
Y1 = H étant définie par

(3.52) (To(fi), ra~ ") = lim2<ﬁ, f_—ia_lx/(£> >

e—0 e

ouy € C*(R) est croissante, vérifig(z) = 0 pourz < 1 et¢p(x) = 1 pourz > 2.

Soit & présengy > 2 un entier,oo un point deX’°. Nous allons vérifier 'assertion B ii)
du théoréme 1 au voisinage @€ par récurrence suj, en supposant qu’elle est vraie au
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voisinage de tout point d&’ pour j < jo. On notera(z,¢) un systeme de coordonnées
symplectiques homogénes préessdeel quez(og) = 0 etrg = (17 prés desy (ce systeme existe
d’'aprés le théoréme de la base symplectique incompléte de Darboux). On & ¢agic= 0 et
p=—E+r=—-2+GT1+ari(z,0)+0O(z?). Les fonctions:, ¢ sont dérivables sur les rayons
et vérifient

@53 T ge00) =G e)

En particulier, prés dey, on a% ~ 1 >0, doncs — z;(s) est strictement croissant sur les
rayons et I'hypersurfacé = {z; = 0} est transverse au flot. Sait un petit voisinage ouvert
homogéne de( dansS et I'ouvert deX,

(3.54) Qe ={&(s,0);0 €w,|s| <eo}.

Quitte a diminuerw, on peut supposer que., N X, = 0,Vj > jo. Soit w;, = {a € w,ds,
|s| < £0,¢(s,0) € 70} et soit F I'adhérence dan€., de {¢(s,0);|s| <eo, o €wj, }, €tV
louvertdeQ.,, V = Q. \ F. Il existe alors un ouvett, dew tel que qu’on ait

(3.55) V ={¢(s,0),0 €w,,|s| <eo}.

Commer>jo Y7 est fermé, en choisissaat et ¢y assez petits, on ¥ N X7 = ¢ pour tout

j > jo. Comme on afi = 0" sur l'ouvertV, et i é’* =0, |y estinvariante par hypothése de
récurrence et étant un tube de rayon de la forme (3.55), il en résulte que la mesure hermitienne
positivelv/Ri i (0., /R ) €St invariante su.,. Comme on a déja vérifié I'assertions} ii) du

théoréeme 1, on a dond‘{//ﬁiﬁ = 0"sur (), . D’apres ldentitéji|o. = 1viilo., + 1rilo.,,

on en déduit 1F;i

0., = 0" sur ). Comme on a pour et assez petits
(3.56) F={¢(s,0),|s| <eo,0 € 0} avec
. w={o€cw,3s,|s| <eo,¢(s,0) € LI},

on peut donc supposer que présaie la mesurer est portée par une réunion de rayons qui
rencontrent’o. On va a présent distinguer trois cas):€ G>1, o € G*~, 0g € 2%, jo > 3.

3.3.1. lercas

oo € G>*. C'est le cas strictement diffractif. D’aprés I'nypothése, on peut supgopertée
par les rayons qui rencontreGt:*, prés dery. D'aprés (3.51) 7, (ji) 14 = 0 et puisquely (i)
est portée palt{ d’apres la proposition 3.3, on& (1) = 0 pres des, et comme par hypothése
on ajfilgz.+ = 0 on déduit de (3.51)

(3.57) <ﬁ, {:i,b} +0*b+ b€> =0, VbeC™°(p~'(0),End(CY)).

Comme les rayons issus g&* sont les courbes intégrales @k, /- contenues dans= 0 et
restent dang > 0, la mesurg: est invariante d’apres le lemme 3.1.

3.3.2. 2éme cas
oo € G>~. C'est le cas strictement glissant. D’aprés I'hypothése, on peut suppgsetée
par les rayons qui rencontre@it:— prés deoy. Or ces rayons sont tout entiers contenus dans
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G?%~ prés dery, de sorte qu’on peut supposea support dan§—. On a

(3.58) Ya € Cf’o (pil(O),End((CN)) <,&, {g,a} +0*a —|—a€> =0

et

(3.59) {g,a}

(car al|,—o est paire en¢ donc %a‘m:o’g:o = 0). De plus, I'application deC’f’O(pfl(O),
End(CY)) dansC*>°(G%~,End(CY)), a + a|,—0 ¢—o €St surjective. L'assertion i ii) du
théoreme 1 est donc d’apres (3.58) conséquence du lemme 3.1

= LHy(alemo)lrmo poUFa € O (p}(0), Bnd(CY))

g2.-

3.3.3. 3éme cas
oo € X9, jo > 3. Posongiy =k +3,0na

(360) Ejo = {(Z7C);TO(Z><) = 7—(1 = Oaé

» Yz

r1(2,{) =0, V¢ < k,afflrl(z,() + 0}.
Soit gi(z,¢) = 8% r1(2,¢) ; on adonc

def

(3.61) 27 € {(2,€); gr(2,¢) = 0,095 0} = G.

Par le théoreme des fonctions implicitésest localement prés dg) une hypersurface lisse de
laformeG = {z; = ©(z,({)} avecz = (z1, 2’). Notons & nouvea# la réunion des rayons pres
de oy qui rencontrenE’e. Sur chaque rayon;; est une fonction strictement croissantesdet
le flot est transverse@ d'apreés (3.53). On pose

(3.62) F~={(z,¢,z,§) e F, 21 <O(z,()},

= {(Z><7$7€) S F, z1 > @(Z/,C)L
F° ={(z,(,z,§) €F, 1=0(2,0)} D Sion F.

On identifieG & son image dans. On peut supposei a support dang = F~ U FOU FT,
On posei® = fi|1.,>e(c,c)- Par hypothése de récurrencE* N %7 = ¢ pour j > jo) les
mesuregi® sont invariantes sur les ouvers:;; > O(z,¢). On peut les prolonger par transport
en mesures invariantes a support dansju’on notergi®. On a donc prés de,

(3.63) f=1s0f" +po+ 1ol

ou la mesure: est portée paF°. L'équation de propagation (3.27) implique

(3.64) <uo, {:i,a} + a0+ a€> - —<1Z1>@u+ +1s,con, {:i,a} + a0+ a€>

pour touta € Cf’O(U, End(C")) a support prés de,. Notons Tr(u*) les mesures a support
dansFy, qui sont définies comme les traces $yrdes mesureg®. On a alors

(3.65) <u0, {é,a} Fa+ a€> = —{tr(u") —tr(p"),a).
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Il en résulte

(3.66) ‘<Mo{£}>’ < Ctefall .
T

Oronaf{Z a}|r = {2,a}r, = £%|r,- Linégalité (3.66) implique donc qué., ;i est une
mesure, mais commg, est portée par'® qui est transverse &,,, on en déduifuy = 0, et
I'égalité (3.65) entraine alors: (™) = ¢r(u~). D’'apres l'identité (3.63), on a done= p* =

[~ Ce qui prouve qué est invariante.

3.4. Lacondition fi|gz.+ =0

Soit (u*),en Une suite bornée dB' convergeant faiblement vers zéro, vérifiant I'équation
PuF =¥ (o0 v* vérifie la relation (2.21) dans > 0), et la condition aux limites (2.80) sur
x = 0. Soienty, i, i les mesures associées a la siié). D’aprés (3.11), on ajf = 0", et
d’apres le théoréme 1, I'invariance de la megure étre conséquence de la proprigtg:.+ = 0.

LEMME 3.4.—Onaji|g=.+ = 0 si et seulement si pour togte >+ touta’ € C77 (p~1(0),
End(C")) a support prés de aveca™' hermitienne positive, et en posant a® + £a™*, la
mesurei; vérifie I'inégalité

(3.67) <g,{3,b} +€*b+b€> > 0.
T

Démonstration. -En effet, G+ est défini par I'inéquatiom; > 0. Le lemme 3.4 est donc
conséquence de la formule (3.51) de la proposition 3.3, puisque la mesure ghgifiyeportée
par¥; = H, ne charge pa§*>*. 0O

On remarquera que (3.67) n’est pas une conséquence de I'équatiof
ici contre une classe plus grande de fonctions.

Soit alorsq € C§°(p~1(0),End(C")), homogéne de degrg a support prés déx = 0,
§=0,po). En écrivaniy = (qo + q1)|,-1(0) cOmMme dans (2.99), on a d’apres (2.100) et (2.101)

et le lemme 2.9, avek? = |n|?(1 + 6?), 0 = ‘f—”

puisque I'on teste

(3.68)

<u, {p,qa} +l(/\7"21 q—qm)

> = (v, qo +b*qorb+ q1b + b*q1).

Commevr est une mesure hermitienne positive (voir (2.87)), la relation (3.67) est conséquence,
d'aprés (3.8), de I'implication : si®, a1, o, ¢1 sont liés sup~1(0) par la relation

(3.69) T (@06 + @) J? = M(a® + a7,

alorsa=! > 0 implique(qo + b*qorb + g1b + b*q1)| =0 = 0 . Comme est une fonction paire de
¢, il s’agit donc de calculer la partie impaire gule la fonction matricielle sys—1(0) N {z = 0}

(3.70) € — M2 (qo€ + an) 2.
Soit donc

1, w12 12 x1/2 1/2
(3.71) M= E(Jg (90€ +q1)J" " = T=L " (—ao€ + 1) T ).
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On doit vérifierM > 0= qo + b*qorb + q1b + b*q1 > 0sur{z =0} Np~1(0). OnaM >0 <
N >0 avec

%(Jg(qof + q1)Je + (qo€ — ql))

et d’'aprés (2.93)V > 0 équivaut aL > 0 avec

(3.72) N =

1
(3.73) L= E(Lﬁ —L-¢); Le=(1d—€b")"" (qo€ + q1)(Id —€b) "
Soit S¢ = (Id —£b) (I +£b) ; on aSe = S_¢ et L > 0 équivaut al, > 0 avecL = S LS¢. On a

- 1 - - -
(3.74) L:E(Lg—Lfg); L¢ =S¢ LeSe

etsurp=1(0) ={&? =1}

(3.75) {Es=(1+56*>(qo§+q1)(1+5b)
' = [@1 +r(b*qo + qob + b*q1b)| + & [qo + b*qorb + qub + b*qu ],

d’ou surp=t(0) N {z =0},
(3.76) L>0<= qy+b*qorob+ qib+b*q1 >0,

ce qui achéve la vérification de I'invariance de la megure

4. Le systéeme de Lamé, notations
4.1. Ondes transversale et longitudinale

On considére le systéme de Lamé dans un domaine régafiey, 2 C R et borné :

(0} — pA — A+ p)Vdiv)u= (82 + A)u=0,
4.1) ulan =0,
U‘t:O =1Ug € H&(Q)S 8tu|t:0 =ui € LQ(Q)S,

ou )\, i sont les coefficients de Lamé qui vérifignt- 0 et A+ 2 > 0. On supposera # A+ 2.
On a une énergie naturelle qui est un invariant de I'évolution :

4.2) B(u)(t) = %/|8tu|2+u\Vu\2+(A+u)\divu|2.
Q

On peut alors décomposer la solutioen somme de deux termeg etur de rotationnel et de
divergence nuls respectivement :

LEMME 4.1.— Il existe(p,v) € HZ (R, x Q)13 vérifiant
l.u=Vy+roty =ur+ur,ur =V, ur =rot1,
2.(07 — & A)p =0, (07 — AN =0,

3.divey) =0, rotur =0, divuy =0.
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4.l existeC > 0 tel que pour tout intervalld € R
(4.3) H()OH%IQ(IXQ) < CH|E(u),
(4.4) 190132 (1 x0y < CHIE(u),

en particulier si on note

1
(4.5) Epr(urr)= 5/\3WL,T|2 + i r|Vurr)?,
Q

avecc? = A + 2y, ¢2 = p1, on obtient
(4.6) Err(urr) < CE(u).

Démonstration. -Pour démontrer ce lemme, on décompoeser une base d&} ()3 formée
de vecteurs propres de l'opératedp, = —pA — (A + )V div avec conditions au bord de
Dirichlet, (e,, Ay )ven~ :

4.7) u(t,z) = Z eSlene()ity ’\""u,,eM
vezZ*
et on note
— signe(v)i Uy
(4.8) U=Aplu= Y el )t\/A|u|me|y‘.
vezZ* v

La fonctionU vérifie

(4.9) (07 + A)U =0

eton al € CF(Ry; H37%(Q)?), vk € N. On note

(4.10) p=—cidivU € C*(Ry; H**(Q)), VkeN,
(4.11) Y =—chrotU € C*(Ry; H*F(Q)?), VkeN.

Compte tenu de (4.9), les fonctiopset ¢ vérifient respectivemertd? — cZ Ay = Prp =0 et

(02 — 2 A)p = Pryp =0,Vp+roty = —c2VdivU — 2 rotrot U = AU = —97U = u. Enfin

la troisiéme condition du lemme est triviale et la derniére est conséquence de la construgtion.
4.2. Géométrie

Soit M =R; x . On note

(4.12) Car £ C T*R™ o = {(t,7,2,(); (z,t) € M, 7* = 3 |¢*}
et
(4.13) Car7T C T*R‘”HM: {(t,T,z,C); (z,t) e M, 7% = C%KQ},

les deux variétés caractéristigues des deux opérateurs des ondes. On not& aussi
j(CarL;T) C *T*M les projections de ces deux variétés caractéristiques. Dans un systéme
de coordonnées géodésiquesdi- 02 + R(x,y, D,) + Q1(x,y, D,) + Qo(z,y, D,)0, 001 Q;

sont d’ordrei, si on noterg = r|,—o, ON @

(4.14) Zex N{x=0}={(t,y,7,n);vi p7° +70 =0},
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_ 1 4 i
avecvpr =cp o, etona les décompositions
(4.15) TOM =H,UGLUEL, =HrUGrU&p,

avec
Her={(t,y,7,n); v T 4o > 0},
(4.16) Grr={(t,y,7,n); e 0},
Eor={(ty,7.n); Vi o2 410 < 0}.

4.3. Mesures

On considergug)gen UNe suite d’énergie bornée de solutions du systéme de Lamé. On
suppose que la suife:;) converge faiblement vefs Les suiteuy ), v qui lui sont associées
sont des suites de solutions d'équations d’oddé%af — A)ug, 7 = 0 d’énergies bornées et
convergent également faiblement vérdNous allons leur associer deux mesufesy éléments
du dual topologique d€°( ®S* M; End(C?)).

4.3.1. ATlintérieur

Quitte a extraire une sous-suite, les procédures standard (voir P. Gérard [5] ou L. Tartar [15])
montrent qu'’il existe deux mesurgg  éléments du dual de I'espace des fonctions continues sur
S*M a valeurs endomorphismes, telles que pour tout opérateur pseudodifféfeatieleurs
endomorphismes d&3, de degré et a support compact daig, on a

(4.17) (e, o(Q) = lim (Qu,rrunrr)m
ol on a noté
(Qur.ur)y = [ (0:Qui.r, Orur,) + p(VQui, L, Vg, 1)

+ (A + p)(div Qug, 1, divug, 1),

(4.18) = /(8tQuk,L,8tuk,L) + ()\ + 2#)(VQU;€7L, vuk,L)
M

et

(4.29) (Qur.ur)ny = [ @Quuir,Buuir) + n(VQuiir, V).

M

Les résultats standard de régularité elliptique montrent aussi que ces deux mesures sont portées
par les variétés caractéristiques respecties,. et Car 7.

4.3.2. Prés d'un point du bord

On se place dans un systeme de coordonnées géodésiques prés d'dngpsifityg). Dans
ce systéme M a la form& =10,1[, xY,Y = B(0,1),, le bord deM a pour équation: =0, le
laplacienA a la forme suivante :

1
4.20 A =——=0,+/detg0, + P(x,y,D,),
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ou x désigne la variable normale au bogda variable tangentielle? (x,y, D, ) est un opérateur
différentiel tangentiel et la métriquegest donnée par

(4.21) g—(é M&y))’ 91_((1) a(iy))’

ou nal.—on = ||n||? est la norme naturelle sdr*o<2, duale de la norme sur(} induite par
la métrique suK?, et ‘nd,al.—on = —2x(y,n)||n||?>. La convention de signe que nous avons
choisie est telle que > 0 surg>+.

On considére les fonctiong, r = det g1/4uL,T dans ce systeme de coordonnées et on note

(422) ]SL,T =det 91/4PL,T det 971/4 ou PL,T =A-— V%’Taf.

Les opérateursf’L,T sont autoadjoints pour la métriquér|dy|dt et de la formed? +
§L7T(x,y,Dy,Dt), ou les opérateursﬁLT sont des opérateurs différentiels de deg@ré
tangentiels et autoadjoints pour la mesd#gdy|dt. Le symbole principal de I’opératelbﬂiL,T,
ri.r(z,y,n), vaut

(4.23) ror(@,y,n,m) = vi pr? = fnalz,y)n,
ce qui implique

(4.24) T0,L,T = T\a::O = V%,TTz - H77H2

et

(4.25) 71,07 = 07| z=0 =2H77H2“(3/77])~

On peut d’aprés la remarque 2.1, quitte & extraire une sous-suite, associer des fhegsuets

.1/2,0,—1/2 L ~ R .
M{){L,T /2 aux suitesi, 1,7 et (Uk, L, 7|w=0, Ox —op) comme a la section 2.

1/20 1/2

LEMME 4.2. - Les mesureg; ; sont nulles.

Démonstration. -On suppose par exemptle, > ¢y (l'autre cas se traitant de la méme
maniére). On a alors

(4.26) T*Y:HTUQTUET; Hr, UG, C Hr.
On remarque d’abord que la condition aux limites

(4.27) Uk, 1| z=0 + Uk, T]2=0 =0

~1/2 20

impliqueﬂ})/L =fyr.- D apres le lemme 2.6, les mesur 172 sont portées pafy. Mais
prés d’un poinp, € Er (qui est donc elliptique pour I operate&f + A), d'apres le théoréme de
régularité elliptique pour le probléme de Dirichlet, les fonctiapssont uniformément bornées
dansH*® au voisinage de, pour touts € R. D'aprés la construction de, r ety 1, & partir de

ug, il en est de méme des suiteg r et uy, 1, ce qui montre que les mesurﬁgw’_l/2 sont

toutes nulles au voisinage @g. On obtient ainsi que les mesur;ﬁés/2 0:~1/2 sont nulles partout.

Donc la mesure;é/i = iy est aussi nulle, puis en utilisant les relations (2.58) on obtient que
~1/2

les mesureﬁa ./ “sontaussinulles. O
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Soient(;, 1 les fonctions SusZ définiesfiz  presque partout par

v oo HlIEn .
(4 28) C(%%fﬂ?ﬂ'):W S|$>0,

2 2 2
Voo™ +0,m1l H
C(.’IJ, y>£7 7777—) = 7,2+|077—”2 Sl = 0,

ou &, n||1? = €2+ nA(z,y)n, |€,1]? = &2 + tnn. On définit alors la mesure,, - comme étant
la mesure qui, dans ce systéeme de coordonnées vaut

(429) KL, T :C(x7y>£7777T)ﬂL,T~

Le lemme suivant montre que cette multiplication pgrermet de retrouver I'énergie naturelle.

LEMME 4.3.— Pour tout opérateur pseudodiﬁérent@l sur X, d’ordre 0, tangentiel prés
de {x = 0} et & support compact, si on notg I'opérateur pseudodifférentiel su¥/ qui lui
correspond, on al L désignant la mesure de Lebesgue Qur

{prr,K(0(Q)))

(4.30) = kEI-',r-loo / V%7T(8tQuk7L,T, 8tuk7L7T) + (VQuhL’T, Vug,r,r)dtdL.
M

Démonstration. -En effet (en notanf—n le champ normal extérieur@),

Ik:/V%7T(atQuk,L,T>atuk,L,T)+(VQuk,L,T7VUk,L,T)dtdL
M

d
(431) = —/((V%’Taf +A)Quk7L,T,uk7L,T) dtdL + / aQuku_de
M oM

/

Puisque les mesurgg/;%:~"/* sont toutes nulles, le terme de bord tend vegmiandk — +oc

et

[k = — /((V%Taf + A) Quk_’LvT,uk’LvT) dt dL + 0(1),
M

T /((V%’Taf + A)@detg_1/4ﬂk7L,T, detg_1/4ﬂk7L,T)
X

X 4/ detg|1/2 dt dz|dy| + o(1)

qui converge, d'aprés les lemmes 2.7 et 4.2 vers

(4.32) (AL r(Co(Q))),

puisqu’on a dans le systeme de coordonnées géodésiques normales
(4.33) _U(V%,Tatz + A) = V%,TTQ +1En1?% N =12+ |

En utilisant une partition de I'unité, on peut ainsi définir deux mesufes éléments du dual
de I'espace des fonctions continues Suf; 7 a valeurs endomorphismes @&, vérifiant pour
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tout @, opérateur pseudodifférentiel st d’ordre 0, tangentiel (ou plus précisément somme
d’opérateurs qui sont tangentiels dans des systémes de coordonnées géodésiques),

{prr,k(0(Q)))

(4.34) = kEToo / l/iT(atQuk’L’T, Owur 7))+ (VQug, L7, Vug, ) dt dL.
M

On identifiera par la suite ces deux mesures aux mesures correspondantes définies sur le dual de
I'espace des fonctions continues st6*M (*T*M quotienté par I'action naturelle d&+),

a valeurs endomorphismes @. On remarquera que d'aprés (4.34).est une section du

fibré tangent &2 et la fibre C* est I'espace tangent en chaque poirfe aEnfin, d’apres les
lemmes 2.7, 4.2 et 4.3, ) est un opérateur pseudo-différentiel $dr, d’ordre2, qui prés du

bord est de la formé&) = 23:0 Q2—,07, avec; tangentiels de degrés en remarquant que

Qui, LT = (Z}:o Qa0 — QoRy r)uy. 1T, On obtient

. q
(4.35) lim /Quk.L,T7uk.L,T dtdL—<ML,T7—>7
Bl [ (@r i) R+ T

oU g est le symbole principal d@.

PROPOSITION 4.4. — Les mesureg, et up sont mutuellement singulieréau sens de la
théorie de la mesuje

Démonstration. -A l'intérieur ce résultat est immédiat puisque les mesurgset i sont
portées pay(Car £) et j(Car 7 ) respectivement (et ces deux ensembles sont disjoints). Il suffit
donc de montrer la proposition en remplacaptr par iz r1loas. Prés d'un point du bordy,
on suppose par exemplg > cr. Sipg € Hr, alors la proposition est vérifiée présgepuisque
prly, =0daprésle lemme 2.6. $i) € Er alorspg est elliptique pour 'opérateul’ + A et les
résultats standard de régularité elliptique pour le probléme de Dirichlet montrent geedonc
aussiug,, et ug ) est uniformément bornée dafs® pour touts, doncpuy, et ur sont nulles
prés depy. Enfin, sipy € Gr C &, commeug{i =0, la régularité elliptique pour I'opérateur
v29? — A avec conditions de Dirichlet montre que, préspgdeuy, ;, converge fortement vers
dansH! doncur =0. O

4.3.3. Polarisation

Nous n’étudions ici que la polarisation de la mesugepuisque c’est celle dont nous nous
servirons ultérieurement, néanmoins il est clair qu’un résultat analogue est vrai pour la mesure
pr. SoitIl(x, &) 'opérateur égal a l'intérieur ou en un point du bgrgle Gr au projecteur
orthogonal sur le plan orthogonal& Cet opérateur est définiz presque partout et vaut
I1=1d -II+ avec

X
(4.36) VX €C3, I (z,0)(X) = <i)”2>g-1 .
LEMME 4.5. —Pour toutq € C°(*S*M; End(C?))
(4.37) (wr,q) = (pr,g) = (pr, qIl) = (ur, Hgll).
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Démonstration. -Soit B un opérateur pseudo-différentiel de de@réangentiel prés du bord,
de symbole principal. On peut appliquer (4.35)@ = BV div, d’ou en utilisandivuy =0,

(4.38) <#Ta—2 \2|§,17||2 2an>_0,
vrT +H§>7]||

ce qui implique la premiére relation de (4.37). La deuxiéme s’obtient a partir de la premiéere
puisque la mesurg est hermitienne et la troisiéme est conséquence des deux premigres.

5. Le théoréme de propagation dans le cas quy, =0

On suppose ici qudiv uy = divuy , converge ver® dansL?(]0, 7] x Q) quandt — +oo.
Nous allons démontrer qu’alors la mesyre est invariante par un certain flot qu’on explicitera.
On commence par montrer que est nulle. On a- divuy, , = c2L divVdivU, = c%A div Uy.

En dehors de la variété caractéristique de I'opéraféur A, (Ux) converge fortement vers
0 dans tous les espacés’ et prés de la variété caractéristique, I'opératetiest elliptique,
tangentiel et on &7 divUy, = ¢2 AdivU;, = —divuy,, — 0 dansL?. D’aprés la régularité
elliptique,div Uy, — 0 dansH? et doncuy,, = —c2 V div Uy, — 0 dansH*, soituz, = 0.

On rappelle que le support gg- est inclus dans la projection de la variété caractéristifjpe
Puisque les fonctionsy, 1 sont solutions de I'équatiof®? — c2A)u 7 = 0, il est standard que
la mesureur est preés de tout point intériepy € Z7 N T*M invariante par le flot du champ
Hamiltonien homogéné/,, . .

5.1. Pres d'un pointpy € Hp,

Prés d'un point hyperbolique pour I'onde longitudinale les résultats standard de régularité pour

les solutions de I'équation des ondes montrent, puisguetend vers) dansH;O,

(5.1) lun,zlomlmy, < Cllun,zllm,
et
(5.2) 10nuk,Llon |z, < Clluk,cllm, -

Les deux traces de,. ;, convergent donc fortement veislansH! et L? respectivement prés de
po- Prés depg, uy, r vérifie donc des conditions au bord de Dirichlet :

(5.3) (83 — czTA) up,r =0,

(5.4) Uk,T|6M :—Uk,L|6M :O(I)Héo'

Le théoréme de propagation de la mesure de la section 3 montre alqrs g@seinvariante par le
flot de Melrose et Sjostrand (ici la trivialisation du fiB¢R* x C* est celle qui est donnée par
la relation (3.16), pouys = Id, avecM (s, p) = Id). On noteg.. les deux points (éventuellement
confondus) de la variété caractéristique qui se projettenp il le projecteur orthogonal
sur le plan orthogonal &.. On notera encorl .. les transportés par le flot de ces projecteurs et

IT, _ le projecteur orthogonal sur I'espace orthogonal a I'espace engendi¢ pef_. D'apres
le théoréme de propagation présmect le lemme 4.5, prés dg), on a

(5.5) pr =10 ppIly =T pplle =114 ppIly .
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On remarquera que, sauf dans le cas d’'un rayon normal ou tangent au bord, cette information
est non triviale puisqu’alorH; _ est le projecteur orthogonal sur la droite normale a la fois a la
direction incidente et a la normale au bordgn

5.2. Prés d'un pointpg € £,

Ce cas est non trivial uniguement dans le cascpt> cr. En effet dans le cas contraire,
Z7r N & = et la mesureur est nulle prés dey. Pour I'étude on se place dans un systéme
de coordonnées géodésiques préspgeOn notey: M — X le changement de variables
correspondant. Soit, 7 le champ de vecteurs si¥, v, + = T'x(ug,7). On calcule le systéme
de conditions au bord vérifié par les fonctionsr (on en déduira simplement celui vérifié
par ug ). Les fonctionsp;, associées &uy) par le lemme 4.1 vérifienPp;, = 0 et le point
po est elliptique pour I'opérateuP, . Il existe donc, d’aprés la théorie elliptique, un opérateur
pseudodifférentielE_; (y, D,), d’ordre—1 tel que prés dey,

0
(5.6) orlom —E1(—.<pl€ 6M>
10x

et le symbole principat_; de E_; vaut

() !
e_1(y,n) = —/—.
T =

Les conditions aux limites vérifiées par les trois composantes du vegteusont

(5.7)

U, T,zlom = —0z0|om,

Uk T\ = _q [ Onloar )
Uk, T,y By, plom

La conditiondiv uy 7 = 0 S’écritdiv v, 7 = 0, Soit

(5.8)

(5.9) 0ok, 12 + Oy kT s + Oy Uk T = Oy, -
D’apres (5.7) (5.8) et (5.9), on obtient présle

OV T.a
(5.10) vk, Tx|lom = Q-1 (ﬁbM) +o(L)o,m

ou)_; est un opérateur pseudodifférentiel d’ordré, elliptique de symbole principal

—i/[IE =722
(5.11) q-1(y,n) = Wl L.

[Inl[?

Reportant cette relation dans (5.8) et en utilisant (5.7) on obtient aussi

19)
(5.12) (Uk,T,yl > E—" <3y1 > Elefl(amvk’T’m‘aju) + 0(1)8’H;o'
Y2

Uk, T,y2
Finalement le systéme de conditions aux limites gue vérifie est de la forme

8vk7T
(5.13) Vg, T :B’1< 0 ) +o(L)o,u, »
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ou B’ ; est une matric8 x 3 d'opérateurs pseudodifférentiels d’ordré de symbole principal

—iy/Inll2—72v} 0 0

) B ]2

(5.14) v (y,m) = . (m 0 0
WP \n) 0 0

Si on revient aux conditions aux limites vérifiées parr = (det g)1/4uk7T, on obtient

~ ou
(5.15) uk,r =B_1 < zng> +o(Lom; »

ol B_; = Tx !B’ ;Tx. Nous nous trouvons donc exactement dans le cadre d’application
du théoréme de propagation de la mesure de la section 3. Il ne reste donc qu’a identifier les
objets géométriques qui interviennent dans la définition du flot : les endomorphikmets

M(s). A priori le théoréme de propagation décrit la propagation de la mgsurédont on

déduit la propagation de la mesyre = (jir). Evidemment, l'endomorphismg est le méme

pour les deux mesures. En ce qui concehfiés), il est plus simple de calculer directement
I'endomorphisme associé a la mespre

5.2.1. Lopérateur Jg
Calculons I'opératews dans la bas€d,, d,,, 9y, ), c’est a dire la matricd; :

(5.16) Jt=TxJ:Tx "

OnaJi = (Id — &b ;)" (Id + &b y), soit

lInll® —¢8
, T3 00
(5.17) Ji = e (m 1 0|,
MlP+€57 \ 1y 0 1

avecd = i+/||n||? — 72v%. Compte tenu de ce que la mesure est polarisée perpendiculaire-
ment & la direction de propagati¢é, 1), on s'intéresse juste a son action sur le plam)*.
Une base de ce plan est donnée par les vecteurs

(5.18) e1(§)=(0,Y),  ex(&) = (Inl*, —a(mé),

ouY est un vecteur de I'espace tang@hf, tel que(Y,n) = 0. On adonc

(5.19) Je(e1(=8)) =e1(§),
2 _
(5.20) Ji(ea(=€)) = %ez(f)-

Puisqued € iR, 'endomorphisme—J; qui traduit la réflexion hyperbolique est donc une
isométrie dg—¢,n)* sur(&,1)* (ce caractére isométrique traduit la conservation de I'énergie).
Les relations (5.19), (5.20) nous permettent de retrouver la relation (5.30) de [11] (calculée par
des arguments d’optique géométrique).
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5.2.2. LendomorphismeM (s)

La description précédente de I'endomorphissizecaractérise la propagation de la mesure
wr le long du rayon issu du pointy € £, sauf si ce rayon est un rayon glissant presgle
(v(s) € G~ pour+s € ]0,¢]). Pour terminer la description du cas € £z, il nous suffit donc
de décrire 'endomorphism&/ (s), le long d’un rayon glissantPuisque I'opérateur de Laplace
est autoadjoint, la mesuye vérifie pour touty € C°%! (p~1(0); End C?)

paire

avec
(5.22) N =2+ n?), Ng=vir?+ 7.

L'endomorphismen de la relation (2.98) est donc nul. Lendomorphismee la relation (3.9)
vaut donc

. —1/2y ,1/2
(5.23) n—z{p, Je }J,E ,
or Je¢|g =1d, donc

i .Op
(5.24) n\g:—§{p,J5}:z%b_1\g.

D’aprés (5.23), 'endomorphisniele la relation (3.11) vaut donc dans la based,, , d,,, eten
se restreignanta > 0
[ 17 (p A n_ o .n
2N\ 7T TP

_2H(y,77)< _(371 88>.
T _a<n2> 0 0

Calculons I'action de I'opérateuisur le triedre de Frénét, n, b) le long d’'une bicaractéristique

~. Comme~ est un rayon glissant, sa projection spatiale est une géodésique du bord pour la
métrique induitet est le vecteur tangent a la projection spatiale ge est la normale intérieure

au bord eb =t A n. Notre choix de paramétrage donne le long de la bicaractéristique

()
(5.26) 4, g \)

et en notant = x(y,7),

(5.25)

n=(1z,0y),

i= (o, “_’7))
2 o b

1(b) =0,

I(n)= _T% (6n+ a(n))
Or surG, var% = ||n||?, donc
(5.28) I(n)= —27_—H<5n + 2kt
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La géodésique du bord est paramétrée a vitegseEn effet

(5.29) |55 = ety =2

Les dérivées du triedre de Frénet valent donc :

d t 0 —x O t
(5.30) el O 2ur |k 0 —(C nl,
S\ b 0 ¢ 0 b

ou |x| est la courbure et la torsion de la géodésique vue comme une courb&teOn
remarquera qu’avec nos conventions; 0 surg2—.
Soient(«a(s), 5(s),v(s)) les solutions du systeme dd est défini par la relation (3.12)

(5.31) (at + fn +vb) = M (s)(aoto + Bono + Yobo),

qui vérifient donc

at + ﬂn +9b = 2vra(kn) + 2vrB(kt — ¢b) 4 2vpy(¢n)

(5.32) = ﬂ(—Q—Hén + ZHVTt) ,
T
soit
& =2vpkf — 25073 =0,
(5.33) ﬂ =2urka — 2vp(y — Qjéﬂ,
T
¥ =2vr(pB.

On ne s'intéresse qu’'a des ondes polarisées perpendiculairementa la direction de propagation, on
vérifie donc que siyy = 0 alorsa(s) =0, ce qui correspond a la premiere équation. L'opérateur
M (s) restreint au plan engendré paetb est donc décrit par le systeme :

: 2
B=—2ur¢y— =38,

’y = 27/T<57

(5.34)

dont on vérifie qu'il est bien une isométrie de ce plan (ceci correspond a la conservation de

I'énergie), puisque la matric(e_zzlfT‘SéT _25TC) est anti-adjointe (caf est imaginaire pur).

5.3. Prés d'un pointpy € G,

On se place dans un systeme de coordonnées géodésiques pres dy.pomnoteray le
changement de variables correspondani:et TxfljéTX I'opérateur défini prés dg, dans
S*Y par (5.17) ol '

(5.35)

5 {i,/|n|2 —722 sigeéy,

2% — |2 sipe HLUGL.

On noteraC>%;! (p~1(0); EndC?) I'espace des fonctiong C> homogeénes de degré de

paire

p~1(0) a valeurs dan€® a support pres dérg = 0,& = +&y,%0,70) €t Vérifiant la condition
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de symétrie

(5.36) Jiq(x =0,8,y,m)Je =q(z =0,-§,y,n).
PROPOSITION 5.1. — Soitg € Cooy. (p~(0); End C?). Alors, on a
P:q
(5.37) <uT, {A2 }> —0,

ou \ est la fonction définie efb.22)

COROLLAIRE 5.2.—La mesureur est, pres dey, invariante par le flot associé a la réflexion
hyperbolique décrite pay;.

Puisque la mesurer est polarisée perpendiculairement a la direction de propagation, il suffit
pour décrire complétement sa propagation de décrire I'actiof der le plan perpendiculaire a
(&,7m), qui est la méme que celle des relations (5.19) et (5.20), avec notre nouvelle définition de
0. On remarquera que cette description est, dans la régijpnompatible avec la description de
la section 5.1 (celle correspondant aux conditions aux limites de Dirichlet), puisqu’alors on sait
que la mesurg est polarisée le long dg et que les deux descriptions coincident alors.

Démonstration de la proposition 5.1.St oo € Er, d’aprés le lemme 4.2, 1o CONverge
fortement vers) dansH'/2, d’aprés les résultats standard de régularité elliptique, on en déduit
queuy v converge fortement vefsdansH' prés deoy. Si oo € Hr. Les tracesiy, 1 etk v
sont donc bornées dalﬁégo etLg0 respectivement. On peut donc leur associer une mesure

surS*Y caractérisée par

VQ e A, limy, [, Qah - Dy dy = <u§/2, 7(Q) >
x=0
1 a(Q)

vQ € A2, limkjéXQﬂ’fp-ﬁdy_<u3, e >
x=0

vQ e AV, limg jéX QO uk. - O uk. dy = <ug,U(Q)\m:0>.

(5.38)

Soit i = pr /¢ la mesure associée dans notre systeme de coordonnées a la,siten a,
avec\? = 72 + |€, 1|2,

{pat\_ /- {pd}
(539) <MT7 A2 =\ HT) )\g .
Soit @ = Qo(%””) + @1 ou Q; sont des opérateurs pseudodifférentiels tangentiels d’erdre
supports proches dg. On a

(i(ﬁ;Q - QIST)ﬂT,kﬁT,k)Lg = / —QoO2Ur jur f — Q10U KUT i
v
(5.40) + inﬂT,kamﬂTyk + QoamﬂTykamﬁT,k + 0(1).
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On en déduit que

(5.41) <gT M> _ << h (u?/z)*) (qorT —iq1)>
’ o pe>  wy )i @ '

Pourg € C>>'(p~1(0); End C?), il existe deux opérateurs tangenti€lstels queg = qo& + q1.

En utilisant le théoréme de division de Malgrange, on montre comme a la preuve du lemme 2.9
que la relation (5.41) reste vraie pour un tel symbole. Il suffit donc pour conclure de vérifier
que sig est paire, alors le terme de droite dans (5.41) est nul. Puigguevérifie suréy, la
condition aux limites (5.15), le lemme 2.10 montre que ce terme est ngdksla fonctionuy,

vérifie par ailleurs sut{;, la condition aux limitesu, r|aoar = 0(1)Héo etvg,r = T'xuy, Vvérifie

divg v, =0, donc

(5.42) aﬂivlﬁTﬂi + ayl Vk,T,y, + ayzvk7T7y2 = 0(1)L2 ’

4]

ce qui impliqued, v, 7.z |om = 0(1)L§0 et en particulieny, v vérifie aussi suf;, la condition

aux limites (5.13), ot on rempladg/||n||? — 72v% par\/72vi — ||n||* (et doncuy, - vérifie la

condition (5.15)). Le terme de droite dans (5.41) est donc aussi ntl sull est donc égal a

11h (ME/Q)* qorr  —iq1
5.43 1 (@ :
(5.43) o (e 09 ()
Soientg; = (Tx 1)*¢;Tx ! etfip définie par
(5.44) (Ho,q) = (po q)-

Il nous faut donc montrer que, &= ¢o€ + g1 etq paire, c’est-a-dire

avec
(5.46) Jt=TxJeTx ™,
alors

~1 ~1/2 * ~ lovd

122 (l‘a ) qorr —1q1 o
5.47 1 N s - =0.
&47 <QL<ﬁ;/2 o > <zq1 Qo >>

On avk r|on = —(det g)'/4V (det g)~/*&1|onr OU Gy, est une suite de solutions convergeant
fortementver$ dansH_ (caruy, ;, tend vers) dansH, ) de I'équationP;, 5, = (0% + RL)3=0

et ses trace®|on et 0.Pr|on sont bornées danHQO et H;O respectivement. On a alors, si
Q = —Q20, avec()2, un opérateur tangentiel d’ordee

(5.48) /(PEQ — QPL)orPr = / 02 Q20,01 Pk + Q202010 P,
X o0X

Le terme de gauche dans (5.48) tend ¥erselui de droite (modulo extraction d’'une sous-suite)
vers

(5.49) 0=(",rrg2) + (v', q2),
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ol v, ety sont les mesures de défaut (voir P. Gérard [5] et L. Tartar [15]) d&h@M ) et
H'(OM) respectivement des suitédx|on) et (9.9k|onr). Localisant cette derniére équation
surGr, on obtientv!1g, = 0. Commevy, 1 .|on = —02Pk|on + o(1) g1, on en déduit que les

mesuregi}lg, etﬁé/2lgL sont de la forme

0 0 0 0 0 0
. - - . ~1/2 ~1/2
(5.50) fiplg, =1g, [0 Hhoo FHoos |- Mé/zlgL =1g, | 0 Moz Hops
0 Jibso fibss 0 Jirlas Bigas
Les relations
(551) div fﬁk’T = 8m’17k’T,m + 8y1’17k’T,y1 + 8y2’17k,T7y2 = O(l)HéO
et
(5.52) Uk, ylom = =Vy@+o(1) 1
montrent
~ O
(5.53) Ok, Tylom = C-1 = Uk T + 0(1)H;0>

ol le symbole principal de I'opératear_; est—a(n)/||nl>.
Si on note

0 0 0
(5.54) b= _ o (m) 0 0O
W\ ) 0 0

on peut réécrire le terme de gauche dans (5.47) sous la forme

(5.55) (1g, fi9,q0 + b*qorrb + q1b+ b* 1)

et le méme calcul algébrique qu’a la démonstration du lemme 2.10 montre guessipair,
alors le terme de droite dans (5.55) est nul 6yr; ce qui termine la démonstration de la
proposition 5.1. O

Terminons cette partie avec la définition suivante :

DEFINITION 5.3.— On appellera rayon de polarisation transversal@4daute application
(5.56) vis€ICR—(s) €SZ x TR?|g®r C

ou I est un intervalle deR, SZ est I'espace associé & = R, x ©, défini en (2.36) et
TR3|5 ®r C est le complexifié de 'espace tangerfd &t telle que :

1. La projection,s — ., (7(s)), sur la base d&Z, R, x O est un rayon bicaractéristique
généralisé au sens de Melrose et Sjostrand.

2. Sim, 1(v(s0)) € Ry x Q alors la projection — 7x (y(s)) sur le dernier facteur est constante
au voisinage de, et orthogonale & la direction de propagatidng(y(s)), 7x (v(s))) =0.

3. Simy e+ (7(s0)) € Hr NHy, alorsy(sp — 0) ety(so + 0) existent ets — mx (y(s)) est
continue pres dey.

4.Simg ¢ -(v(s0)) € EL NHy alorsy(so — 0) ety(so + 0) existent et vérifient

(557) X (’Y(SQ + O)) = Jﬂg(w(soi())) (ﬂ'X (’Y(SQ + 0)))
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5.Simst.6.-(7(s0)) € Er alorstx (v(s)) estde class€' pres desy et vérifie ens, I'équation
différentielle (5.32) (sur les coordonnées du repére de Frénet).

C’est-a-dire que la variation de la composante du fibré tangent d’'un rayon de polarisation est
décrite par les différents cas que nous venons d’étudier dans cette section.

6. Décroissance exponentielle de I'énergie pour les solutions du systéeme de la
thermoélasticité

On considére c R?, d = 2,3, un ouvert régulier, relativement compa¢ty, uy,6y) €
H(Q)4 x L2(Q)4FL, (u,6) la solution donnée par le théoréme de Hille Yosida du systéme

(02 — pA — (A + p)Vdiv)u + aVe =0,
8,59 — A6 + ﬂdw@tu = O,
(6.1) U‘@QZO, 9|aQ=0,
u\t:():uoEH&(Q)?’, 8tu\t:0:u1 €L2(Q)3,
0|i—0 = 0o € L*(Q);

et son énergie naturelle :

1
(6.2) E(u,&)(t):5/{|8tu|2+uVu2+()\+M)|divu|2+%|9|2 de,
Q
qui vérifie
dE o 9

: —=—= <0.

(6.3) n 5/|V9\ dz <0
Q

Pour simplifier la présentation on se placera dans cette partie dans le cas le plus difficile a étudier
(et pertinent du point de vue physique) ®&- z > 0.

G. Lebeau et E. Zuazua ont démontré dans [11], théoréeme 1.1 (voir aussi relations (3.6) et
(3.7)), le résultat suivant

THEOREME 2 (Lebeau—-Zuazua).ka décroissance de I'énergie pour les solutions du
systéme(6.1) est uniforme : il existe C,e > 0 tels que pour tougug,us,0y) € Ha(Q)? x
L2(Q)d+1,

(6.4) E(u,0)(t) < Ce ' E(u,0)(0),
si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées
i) Toute solutiony € H}(92)? du systéme

(6.5) —Ap=~2%p dansQ,
(6.6) divp=0
est nulle.

i) Il existeT > 0 et C' > 0 tels que pour tousug,u;) € Hg ()4 x L?(2)?, la solution du
systeme de Lam(@.1)vérifie

T
6.7 ol gy + e e <€ [ [ 1aivuazat
0 Q
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Remarque6.1. — En toute rigueur, le théoreme 1.1 de [11] correspond a prendre les normes
L? et H—! dans le terme de gauche et la norfie! dans le terme de droite de (6.7). Néanmoins
lopérateur\/Ap réalisant une isométrie d&' sur L? et de L? sur H~! et commutant a
I’évolution, on voit facilement que I'équation (9) de [11] est bien équivalente a (6.7).

Dans la cas od = 2, ils en ont déduit une condition nécessaire et suffisante pour que (6.4)
soit vérifiée. Nous allons généraliser cette étude aulea$.

THEOREME 3 (condition suffisante). -On suppose que C R3 n’a pas de contact d’ordre
infini avec ses tangentes et que la condifjgprécédente est vérifiée’est le cas génériquement
dans la classe des ouvelds®) et

iii) Il existe T > 0 tel que tout rayon bicaractéristique généralisé pour I'opérateur
Pr =v20? — A rencontre 'ensemble

(6.8) He \{lnll =0} n{te]o,T[}

(au moin$ deux fois et en deux points ou les directions critiques qui sont en ces points les
normales a la direction de propagation et a la normale au bord n’appartiennent pas au méme
rayon de polarisation transversa(goir définition5.3).

Alors (6.4) est vérifiégl'énergie décroit exponentiellemént

Remarque6.2. — Si la condition iii) est vérifiée, alors la condition i) ne peut étre violée que
par un nombre fini de fonctiong et si on noteF' I'espace vectoriel engendré par les triplets
de la formeuy = cop, u1 = c1p, 09 = 0, on obtiendrait sous I'hypotheése iii) que la distance de
(u(t), Oeu(t),0(t)) & F décroit exponentiellement (voir [11], Remark 2.2).

THEOREME 4 (condition nécessaire). -Soit 7' > 0. On suppose qu'il existe un rayon
bicaractéristique généralisé pour 'opératef = v2.97 — A qui ne rencontre I'ensemble

(6.9) He \{llnll =0} n{te0,T]}

gu'en des points ou les directions critiques appartiennent au méme rayon de polarisation
transversale. Alors il existe une suite de données initiadésu?, 05 = 0) telles que la solution
de(6.1)vérifie

(6.10) E(uf,uf,08,t=0) =1,

6.11 lim E(uf,uf,0f,t=T)=1.

( ) k—1>I-il:100 (u07u17 0 )

Démonstration du théoreme 3Un argument d’unicité-compacité désormais classique
(voir [1]) permet de montrer que les conditions i) et ii) sont équivalentes aux conditions i) et
ii’), avec

i”) Il existe T > 0 et C' > 0 tels que pour tousug,u;) € HE ()4 x L2(Q2)4, la solution du
systeme de Lamé (4.1) vérifie

[woll 71 ya + llurlZ2(0ya
T

//‘diV’u‘Qdmdt"‘rHUOH%Q(Q)d“F”Ul”%(—l(g)d .
0 Q

(6.12) <C

Nous allons montrer que la condition iii) implique la conditiof).iiEn effet supposons la
condition iii) vérifiée et raisonnons par I'absurde. Si la conditidhniest pas vérifiée, alors
on peut construire une suife”) de solutions du systéme de Lamé (4.1) vérifiant
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HuISHiP(Q)d + H“ﬂ‘i?(sz)d

T
(6.13) > k[//|divu’f|2dxdt+ ||u’g|\ig(md + y|u’f||il,1(md .
0 Q

Quitte & normaliser la suit@:*) et & extraire une sous-suite, on peut supposer que le terme de
gauche est égal & et que la suite converge faiblement vers une limite qui d'apres (6.13) ne
peut étre qué. On obtient ainsi une suite de solutiofig’) du systéme de Lamé convergeant
faiblement verg) et vérifiantdivu® — 0 dansL?(]0, 7] x ). On peut alors appliquer a cette
suite les constructions de la section précédente et on obtient ainsi une mes{atéfinie sur
SZnNJ0,T|; et invariante sur cet ensemble par le flot que nous avons décrit). On sait aussi que
cette mesure est polarisée perpendiculairement a la direction de propagation et que pres de tout
pointdeH, \ {||n|| = 0}, elle est polarisée le long de la direction critique. Comme par hypothése,
tout rayon rencontrf), T'[ en au moins deux points qui ne sont pas connectés par la propagation,
le théoreme d'invariance de la mesure implique qu’en tout poifi,d€[, la mesure est polarisée

a la fois le long de 2 vecteurs linéairement indépendants (inclus dans le plan orthogonal a la
direction de propagation), donc qu’elle est nulle. Comme

(6.14) ,uT(SZﬂ]O,TDzTXkli)rilooHugHip(md—i-Hu 1

k|2 _
7200 =
on obtient une contradiction.

Démonstration du théoréme 4Netons y(s) un rayon bicaractéristique généralisé pour
lopérateurPr = v2.0? — A qui ne rencontre 'ensemble

(6.15) He \{llnll =0} n{te0,T]}

gu’en des points ou les directions critiques sont connectées par la propagation. On peut supposer
que sury, on ar = +c¢p. On remarque d'abord que sin’a pas de point intérieur dan@, 7]
(y € S*OM), alors il est inclus dans la régidhy C &1, donc siv, est une suite de rayons
réfléchis qui convergent vers (il en existe puisqué) n'a pas avec ses tangentes de contact
d’ordre infini, voir [13]), pourn assez grandy, ne peut rencontre§*9dM qu’en des points
de la régiorty,, donc vérifie encore la méme hypothese. On peut donc supposerpgpsseéde
un point intérieurzy. On peut aussi supposer que ce point correspondy aur tempst = 0
et au parametre = 0. On noteD = (D;, Dy, D3) la direction de polarisation obtenue pour
s =0 et que le flot envoie sur les directions critiques obtenues a chaque contact du rayon avec
He \ {lInll =0} n{t € [0,T]}. Par changement de variables orthonormales, on se raméne au
caszy =0,& = (1,0,0), 70 = cr,to =0 et D = (0,1,0). On peut alors construire une suite de
données initialeguf, u¥) d’énergies égalesBet telles que les mesurgs ;, associées vérifient
pourft| <« 1:

a) pr =0.

b) Le supportde.r esty et de plusur est polarisée le long db.
En effet, pourjt| < 1, puisque le point est un point intérieur, la vitesse finie de propagation
du support permet de ne pas tenir compte du bord, si on prend les données initiales a support
assez petits. Soit € C5°(R?). On considére les fonctions

1/2
(6.16) Y(x) = C 'k ey (VEz); C=cr ( / |w|2)
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et
0 _amz 77[}’6
(6.17) ug =rot 0 = o,v* |; uF= ichulg
_wk 0

et on leur associe la suite*) de solutions du systéme de Lamé de données initiales}).

L'énergie de la suitéu*) tend versl et il est facile de voir que pout| < 1, d’'une part la mesure

w1, est nulle et d’autre part la mesyte est supportée paret polarisée le long d® = (0, 1,0).

NotonsD(s) la direction obtenue par propagation le long-de) de la directionD, P(t) la

proposition :
«Au voisinage d€0, t] la mesure., est nulle efur est supportée

(6.18) o

~ et polarisée le long d®(s).»

etT I'ensemble des € [0, T'] tels queP(t) est vérifiée. Cet ensemble est non vide et ouvert dans
[0, T]. Si nous montrons qu'’il est aussi fermé, on aura montré que laguitérifie

(6.19) E(uf) —1, et divu" — 0dansL?(Q x [0, 7).

Cette suite contredira donc I'estimation (6.7). On pourrait également en utilisant le résultat de
découplage pour le systéeme de la thermoélasticité de Lebeau—Zuazua [11], lemme 3.1, montrer
gue la suite de solutions du systéme de la thermoélasticité (6.1) associées a la suite de données
initiales (uf, u¥, 6y = 0) vérifie

(6.20) E(u*,0%)(0) =1, et E(uF,0")(T)—1.

Montrons que I'ensembl& est fermé dang), T']. Supposons qug, € 7 — t. Le seul cas a
étudier est,, < t,Vn. Soit sy le parameétre suy correspondant & sy) = t. Nous allons étudier
les différents cas selon la nature du paint= v(so). Il nous suffit de montrer que la mesurg
est nulle pres dey, et d’appliquer les résultats de la section précédente.
i) 0o estun pointintérieur;

i) oo estun point elliptique pour I'onde longitudinale ;

i) 0o estun point hyperbolique pour I'onde longitudinalé|et # 0 ;

iv) oo estun point hyperbolique pour I'onde longitudinaléjefl = 0;

V) o est un point diffractif ou glissant pour I'onde longitudinale.

6.0.1. Lescasi) etii)

Le théoreme d’invariance de la mesyrg au voisinage deg est encore vrai dans ces cas,
puisque la démonstration n’utilise pas et prouve (car I'énergie est conservée) le fait gue.
La propriétéP(ty) est donc vérifiée.

6.0.2. Le casiii)

On reprend les notations de la section précédente. Supposons seulement qu’'une des demi-
bicaractéristiques issues dg (dont on exclut le poinb,), par exemple celle correspondant a
¢ > 0, n'est pas dans le support de la mesufe Par la théorie hyperbolique standard on sait
alors qu'il existe un opérateur elliptique d’ordreFE_1, tel que prés dey,

~ 0
(6.21) Plov =E_4 (ia—iaM> + 0(1)Hg&0
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et le symbole principad_; de £_; vaut

1
ey = ——=—-
V7R = [nll?

En reprenant I'étude réalisée a la section précédente prés d’'unggainfr,, on obtient que le
systéme de conditions aux limites qugr veérifie pres dep, est de la forme

(6.22)

~ vk
_ T,
(6.23) Vg, T _B—l( iOr > +O(1)Hé,po’

ou B’ ; est une matric8 x 3 d'opérateurs pseudo-différentiels d'ordré de symbole principal

—v/72/vi—lInll® 0 0

Tl
a m 0 0
BRI 0 \o

Nous nous trouvons donc exactement dans le cadre d’application du théoreme de propagation
de la mesure de la section 3. Il ne reste donc qu’a identifier les endomorphisni®&crivons
lopérateurs; = Tx.J, T '. OnaJ{ = (Id — &b ;)" '(Id + &b’ ), soit

(6.24) v (y,m) =

lInlI>—¢&8
EEER) 0 0

(625) Jé: —2¢ o m 1 0 )
MPE+e* \ p, 0 1

avecs = \/72v2 — ||n||2. Compte tenu de ce que la mespreest polarisée perpendiculairement
a la direction de propagatidg, n), on ne s'intéresse encore qu'a son action sur le (dan)*.
Une base de ce plan est donnée par les vecteurs

(6.26) e1(€)=(0,Y),  ea(&) = (Il amé),
ouY est un vecteur tangent au bord, de norfne tel que(Y,n) = 0. On a alors
(6.27) Ji(e1(=8)) = e ($),
) _ |l - €9
(6.28) Ji(ea(=8)) = W@(E)

Puisque I'onde incidente, est polarisée le long dB(s) et queD(sg) = e, le calcul précédent
montre que I'onde réfléchie est deéme masse totalea conservation de I'énergie pour les
solutions du systeme de Lamé implique donc gueest nulle au voisinage dg. La propriété
P(to) est donc vérifiée.

6.0.3. Le casiv)

On ne fait pas dans ce cas d’hypothése sur la polarisation de I'onde incidente. D’apres I'étude
précédente, on saitpriori que la mesure, est supportée pres @g par la réunion des rayons
qui rencontrent 'ensemblg = 0 (rayons normaux au bord). Donc la mesuié de ¢ est
supportée par ce méme ensemble et cell@|dg; aussi, donc

(6.29) Uk, oM = =0y, 0 + 0(1)Hg,0 = 0(1)H;O>
(6.30) Uk, 12lon = —0y, @ + 0(1)H30 =o(L)m ,

@0
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puisque les symboleg; » s’annulent sur I'ensembldn = 0}. On obtient donc d’aprés
I'équation (5.9)

(6.31) OxVk,T.z|oM = 0(1)L30-

Il'y a donc réflexion totale pour la mesuysig et le méme argument de conservation de I'énergie
implique quew;, = 0 prés depy. La propriétéP (i) est donc aussi vérifiée.

6.0.4. Le casV)
L'étude de ce cas est proche de celle réalisée pour I'étude de la transmission a travers une
interface dans une géométrie similaire a la nétre par L. Miller [12]. On pddemesure associée
éli’)t@ et
i *,1/2

By W
(6.32) ( 1?2 o 0 )

Ha Ho
les mesures de ses traces sur le bord (qui sont bornéedtdaesL? respectivement puisque
00 € Hr). Soit@Q = Q1 + Qo%z, avec(Q)); des opérateurs pseudodifférentiels tangentiels d'ordre

i a support compact.
En calculan{[PL, Q]0:@, 0:p) et en intégrant par parties, on obtient

<M —2rp0zq0 — 280, q1 + {rr,qo€ + Q1}>

/\2
(6.39 = (i 2 )+ (i) + 2 Rey % ),
| |
On prend dans un premier tem@s= 0 et
(634) CIO(% Y, t7 n, T) = q8 (y7 t7 7, 7)9(95/5)1/}(7“L/52)>

avect et deux fonctiong”>° a supports compacts égales au voisinage dé. On obtient par
convergence dominée

(6.35) <#’ —%TL9

2 1m—019L> = <#gaQ819L>~

Soit p; un point du bord voisin mais différent dg. Comme la mesurg incidente est nulle
au voisinage de;, on obtient d’apres la théorie hyperbolique standard, pres dene relation
pseudodifférentielle sur les deux tracesigale la forme

(6.36) (Uk)onr = E—1(02(0r)onr) +0(1)H;17
ou E_; estun o.p.dscalaired’ordre—1 de symbole principal

1

e-1(y,n) = —F———-
VT = [Inll?

D’apres (5.8) et (5.9), on obtient pob® la condition aux limites

(6.37)

_ O .
(6.38) Orpor = B_1 (Tat@6M> +o(M)my,
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ou B_; estun o.p.d. d'ordre-1 de symbole principal

7 /vi — |[nll?
[Inl?

Nous pouvons donc appliquer le théoréme de propagation pour la megsquoe est donc
invariante prés de; par le flot associé a cette condition aux limites. |l en résulte gse-siy(s)
est la bicaractéristique généralisée-d¢’ + r, vérifianty(0) = gy (avecs — t(s) croissant),
ona

(6.39) bo1(y,m) =

(6.40) { Le support dg: est contenu dangy(s);s >0}

ety estinvariante par le flot précédent gui(s); s > 0}.

Comme prés deg, v(s) ne rencontre pak,, le crochet de Poissof+-£2 + 1., g1 } (v(s)) vaut
T%ql (v(s)) (voir (3.29)). Il résulte alors de (6.33)

T d
(6.41) <M7F£CI1 (’Y(S))> :2<Reué/2,%1|>.

Or les bicaractéristiques peuvent étre paramétrées par une des variables tafigentes),
donc (6.41) implique qu%% est une mesure. En particuligme charge pagy. D’aprés (6.35),
13 ne charge donc pas non plas L'inégalité de Cauchy—Schwartz implique

(6.42) 1 *) < O/ g |1 |

La mesurQué/2 ne charge donc pas non plgg; donc (6.41) implique qu%% est une mesure

qui ne charge pagy. D’aprés (6.40) et la formule des sauts, la mesuest donc nulle ; ce qui
implique uy, r, — 0 danngo. On peut donc appliquer le résultat de la section précédente qui
démontre que la proprié@(t,) est vérifiée.

Appendice A. Les théories elliptique et hyperbolique « standard »

Dans cette annexe nous démontrons les résultats classiques prés des points hyperboliques ou
elliptiques. Nous démontrons ces résultats dans le cas elliptique par la technique des projecteurs
de Calderdn et dans le cas hyperbolique par des estimations d’énergie.

A.1. Lathéorie elliptique

Nous montrons dans cette partie deux résultats : d’'une part qu'indépendamment de toute
condition aux limites les deux traces de la solution d’'un probléme elliptique d’'@rsoat liées
par une relation pseudodifférentielle et que dans le cas d’'un probléme aux limites vérifiant les
conditions de Lopatinski, ces deux traces sont essentiellement nulles dans la région elliptique. On
limitera notre étude a celle d’'un probleme aux limites et nous supposerons connus les résultats
dans le cas intérieur.

A.1.1. Sans condition aux limites
Onreprend les notations de la section 2 et on se place prés d’urppeintz = 0, yo, 70) € &,
ce qui se traduit par la relation

(Al) _T(xay7n)>c‘|n“2
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prés degy. On considére une suitéu*) bornée et convergeant faiblement versdans
H'(]0,1[ x Y) et telle que

PuF = ((02+ R(z,y,Dy))1d + M0, + M )u"
(A.2) =v* -0 dansL?(]0,1[xY).
Soienty € C§°(R¥+1) a support proche derg, yo) et égale d prés de ce point et € C>°(R?)
homogéne de degr@ pour || > 1 & support dans un petit voisinage coniquengest égale

a1 prés de ce point. On notgz,y,&,n) = (—&2 + r(x,y,n))1d et m(z,y,£, 1) un symbole
matriciel (polynomial en la variablg) tel que

(A3) P=0p((—& +r(z,y,n)Id +m(z,&y,m)).
On définit

M
(A.4) Ey=>)» F

=0

une paramétrixe de I'opératefra I'ordre M par la procédure suivante :

- on{ ety

etleskE! = (Eﬁjj)ﬁf’jzl sont des matrice®’ x N d'opérateurs pseudodifférentiels définis par

récurrence par les relations

1
1 _ § /‘ « 0 e} 0
(A6) E Xp——‘ |_1 Zl_a\af’"E X 8wp—E X m,
n 1 « k « 1 « k le%
(A.7) E"xp=— E Tal Og B x 07'p — E ol g BT x 0gm,
|a|+k=n || +k=n—1

olup = (—&%+r)1d et x désigne la multiplication des matrices (si on a choisi les supports des
fonctionsy et assez petitg; est inversible sur le support des termes de droite de (A.6), (A.7)).
Le calcul symbolique des opérateurs pseudodifférentiels montre que

(A8) B o P = p(a)(Dy)Id + Ry,

ou Rjs est un opérateur pseudodifférentiel d’orere — M.
On noteu” le prolongement pal dans{z < 0} deu”. D’aprés la formule des sauts, on a

(Ag) Pu_k = 8muk‘:c:0 & 600:0 - u|m:0 & 5;:0 + MO(Oa vay)u|m:O X 5m:0 +ﬁ

Soitp € Cg°(R*+4), égale a au voisinage du support de AppliquantE,, o 4 a (A.9) (avec
M > 3), on obtient

@($>y)¢(Dv)U_k: Em (95(*%. = 0>y) (&Uuk\x:o + M0(0>y7 Dv)u|$:0) @ Oz=0
(A.10) — @z =0,y)ulp—0 ® I,_g) +w",
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avec
A11) w” — 0 dansH?(]—1,1[x Y),
dyw® —0 dansH?(] —1,1[; H 1(Y)).

Notons ey (z,y,&,m) le symbole de l'opérateuf’y; qui est d’aprées (A.5), (A.6) et (A.7)
méromorphe en la variabfeavec des pdles aux poirg$ = +i/—r(z,y,n). On a

En (@(z = 0,9) (0" |o—0 + Mo(0,y, Dy)tt|s=0) ® 62—0)(z,y)
= (2m) ! / S E M e (2, € m)B(x = 0,y)

(A.12) X (0puF|z=0 + Mo(0,y, Dy)ulz—0) (y') dy’ dnd¢.

Pour calculer cette expression pouk 0, on déforme le contour d’intégration éndans le
demi-plan{Im & < 0} et on obtient par la formule des résidus (pout 0)

Enr (00" o=0 + Mo(0, 4, Dy)ula—o) ® da—0o) (2, y)
= (QW)—deif’(w,ym)-w /ei(y—y')-nm\/[(gc7 y,n)aﬁ(m = O,y)

(A13) X (awuk|w:0 +M0(O7y>Dy)u|w:0) dy/ dn7

ounys(x,y,n) estle résidu de la fonctionie,, au point{—. En particuliem,, est un symbole
de degré-1 de partie principale égale a

_ —el@y)n)
2y/=r(z,y,m)

(A.14) o-1(na)

De la méme facon on calcule pauk 0

B (—¢(z = 0,y)u|om0 @ 6, _o) (,y)
(A15) = (2m) et (we / My (@, y,m) @ (e = 0,y)ulo—o(y') dy' dn,
oudy(x,y,n) est un symbole de degbéde partie principale égale a

(A.16) oo(dar) = ~ELD),

Puisquer”* = 0 dans I'ensembléz < 0}, on obtient d’aprés (A.10), (A.11) que la somme des
termes apparaissant dans (A.13) et (A.15) tend 0atansH?(] — 1,0[ x Y'), ce qui implique
en prenant la trace sur= 0" que

(A17)  Op(nar)|e=o(02u"|s=0) — Op(dar)|e=o (u*]z=0) — 0 dansH?*/2(Y);

ce qui montre qu'indépendamment de toute condition aux limites il existe une relation
pseudodifférentielle entre les deux traces.

A.1.2. La condition aux limites
On suppose que la suite.*) vérifie de plus une condition aux limites (avécet B des
opérateurs pseudodifférentiels de deget 1 respectivement)

(A.18) A(t|p—0) + B(dpu|p—0) — 0 dansH'(Y).
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On suppose que cette condition aux limites vérifie les conditions de Lopatinski uniformes, ce qui
se traduit simplement par le fait que le systéeme

(A19) (Tl o)

est indépendant.
On déduit alors de (A.17), (A.18)

ulg—o — 0 dansH) ,
(A.20)

dpt|z—0 — 0 dansL? .

A.2. Lathéorie hyperbolique

Dans cette partie nous démontrons trois résultats dans le cas microlocalement hyperbolique
pour une suite de solutions bornée dans I'espace d'énéfgie d’une part que les traces
ont la régularitélf ! et L? respectivement, d’autre part que si on suppose que la solution est
meilleure (a I'intérieur) sur une des deux demi-bicaractéristiques alors on a une relation pseudo-
différentielle entre les deux traces ; et enfin que si elle est meilleuréidusur les deux demi-
bicaractéristiques, alors les deux traces sont « nulles ».

On se place prés d'un poiag hyperbolique, ce qui se traduit par

(A.21) r(z,y,m) = cn|®

prés degy. On considére une suité’ bornée dangf ! (]0, 1] x Y) et telle que
(A.22) Pu* = ((02+ R(z,y,Dy))Id + M0, + My )u* =vF —0 dansL?(]0,1[x Y).

Les résultats de cette partie reposent sur le lemme de factorisation suivant (voir [8, lemme
23.2.8)):

LEMME 6.1. —Soit gy € H un point hyperbolique. Alors il existd* = Op(A\*(z,y,7)) et
T = Op(t(z,y,n)) des opérateurs pseudodifférentiels tangentiels d’oiidet —oco respective-
ment tels que prés dg on a

A23) P =03+ R(z,y,Dy) + Mo(x,y, Dy)ds + My(2,y, Dy)
A.

= —(Dz = A (2,9, Dy)) (Da = A™ (2,9, Dy) + T(2,y, Dy)).
De plus le symbole principal dé* est prés de, égal ao; (A*) = /7.

Démonstration. ta preuve de ce lemme est identique a celle de Hérmander dans le cas
scalaire. Nous la rappelons : on procéde par approximations successives. On choisitAifabord
un opérateur pseudodifférentiel de symbole principal égal prés 8 (=, y,1) = /7 (x,y,7).

On poseA; = —Af + iM, et on obtient

_ _ _ 1 _
(A.24) (Do = A ) (Do = Ay) = D3 — (A + A7) Dy — A7 A — 70s(A7).

Comme le symbole principal deA A estle méme que celui d@ on obtient que
(A.25) P+ (Dy—A)(Dy — A7) =T1,
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ouT; est un opérateur pseudo-différentiel tangentiel de degré
Supposons maintenant qu’on a consmﬁt etT; des opérateurs pseudodifférentiels de degrés
respectifsl et2 — i tels que

(A.26) P+ (Dy—A) (D, —A]) =T

On cherche alors\;;; sous la formeA?Sr1 =Af + SfH ou les Siﬁl sont des opérateurs
pseudodifférentiels tangentiels de degré (i + 1). On obtient

P+ (Dy—Af ) (Dy = AL ) =T+ 57 (Do — A7) + (Do — AF)S7 4 + S S5,

it+1 it+1 i i+1944+1)
=T+ (Si++1 + S;rl)Dw - Sz’ilA; - S;HA;F
(A.27) +[Dz = A, S ]+ S S

Comme le symbole principal d«k} est, d’apres notre constructisoalaire(et égal at+/7), la
contribution de la derniére ligne dans (A.27) est de degré: + 1). Si on prend

(A.28) S+ 501 =0,
etS;, un opérateur pseudodifférentiel tangentiel de symbole principal égal &
(A29) 0'2,(1'4,1) (Sj;l) = —\/F ,

on voit facilement que le terme de droite dans (A.27) est un opérateur pseudodifférentiel
tangentiel de degrg — (i + 1). Une procédure de sommation des symboles a la Borel permet
alors de déﬁnimfroo (pour notre propos, on aurait pu en fait se limiter a définir une factorisation
approchée, c’est-a-dire a définir &8 pouri assez grand). O

Remarque6.2. — On peut de la méme fagon construire des opéraﬁ*ﬂrsﬂe symboles
principaux égaux &+/r etT régularisant tels que

(A30) P=0?+ R(x,y,Dy) + Mo(z,y, D,)0x + M1(z,y, D,),
A. N - N
= _(Dm - Ai(l‘7yaDy)) (Dm - A+(I7yaDy) +T(~T’y7Dy))

Soit ¢o(y,n) un symbole de degré égal al dans un voisinage conigue dg et a support
proche depy. On noteg™ (z, y,7) la solution de I'équation

(A.31) O FH fr(aym)E =0, ¢F|amo =0,

ou H /- est le champ hamiltonien associé,& (ici la variablez est considérée comme un
parametre). Si le support dg est assez proche dg, cette équation a bien un sens (au moins
pour|z| assez petit). On remarquera aussi gtieest alors invariante le long de la projection en
(x,y,m), v+, de la courbe intégrale du champ hamiltonien du sympetet? — r(x, y,n) issue
du pointo = (z = 0,y,&§ = +/7(0,y,m), 7).

Soitp € C°(R,) égale al au voisinage d6. Le symbolep(z)q(z,y,n) est alors a support
compact enx, y et ce support peut étre choisi arbitrairement proche¥si le support de, est
choisi proche de,. On noteraQ* = Op(¢*) et

(A.32) wh = QT (D, — A7)k, wh =Q (D, — At)uF,
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solutions de
(A.33) (Dy — AN)wk =D, — AT, QT](D, — A7 )u” + Q¥
(A.34) (Dy — A )k =[D, — A, Q7 )(Dy — AT )b + Q0.

Les termes de droite dans (A.33) et (A.34) sont bornés flankes inégalités d’énergie usuelles
(voir [8, §23.1]) pour 'opérateufD,, — A ") montrent (puisquey’ = 0 pourz > 0) que

(A.35) wk € C([0,1; L*(Y)).

On a le méme résultat pour”, ce qui implique que(Q(D, — A*)u*)|.—o et (Q(D, —
A_)u*)|,—o sont bornés dans?, dont on déduit queD,u*|,—o et u*|,—, sont bornés dans
L2 etH, respectivement.

On revient a I'analyse de (A.33).

Puisque le symbole principal d®, — AT, Q"] est égal d’aprés (A.31) a

(A360) 1 (0ula0) ~ (VEa0}) + 1 (0(0) — IV ohao) = i (2)ao,

la seule contribution qui ne converge pas fortement GedansZ? dans le membre de droite
de (A.33) est celle de lintersection du supportge(un petit voisinage de*) avec le sup-
port de’). Si on fait 'hypothése additionnelle qué® converge fortement veré microlo-
calement dang§x > 0} au voisinage la demi-bicaractéristique issue du peiat (x = 0, yo,

€ = /7(0,90,70),m0) (ou dit autrement que le support de la mesure de défaut assogiée a
ne rencontre pas, au voisinagegepourz > 0, cette demi-bicaractéristique), le terme de droite
de (A.33) converge fortement verslansLZ? et on en déduit par les estimations d’énergie usuelles
pour l'opérateufD,, — A™)

(A.37) Wil [s=0 = Qo (Dpuf|z=0 — A™u¥|,—0) — 0 dansL*(Y).

La relation (A.37) nous donne donc une relation pseudodifférentielle entre les deux traces
de «*. Si on fait I'hypothése symétrique que le support de la mesure de défaut associée a
(u*) ne rencontre pas, au voisinage dg pour x > 0, la demi-bicaractéristique issue de

(z =0, yo, &0 = —+/7, M0), ON obtient une relation pseudodifférentielle symétrique

QO (Dwuk‘x:() — K+uk|w:0) —0 dansL2 (Y)

(A.38)
& Qo(Dyu” om0 + A u"|;20) =0 dansL?(Y).

Si les deux relations pseudo-différentielles précédentes sont vérifiées, on en déduit facilement
que les deux traces de"*) convergent fortement ver)sdansHé0 etho respectivement.
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