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MESURES DE DÉFAUT DE COMPACITÉ,
APPLICATION AU SYSTÈME DE LAMÉ

PAR NICOLAS BURQ ET GILLES LEBEAU

RÉSUMÉ. – On définit des mesures de défaut de compacité pour les systèmes aux limites vérifiant la
condition de Lopatinski uniforme au bord et on utilise ces notions pour étudier la propagation de l’énergie
pour les solutions du système de Lamé.
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ABSTRACT. – We define the microlocal defect measures for boundary value systems satisfying the strong
Lopatinski condition and we apply these notions to the study of the asymptotic propagation of the energy
for the solutions of the Lamé system.
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1. Introduction

On se propose dans cet article d’étudier les solutions d’un système d’équations aux dérivées
partielles, d’ordre2, à symbole principalscalaireet réel, satisfaisant des conditions aux limites
vérifiant la condition de Lopatinski uniforme. L’étude de la propagation de la polarisation pour
de tels systèmes a été faite par N. Denker [3] à l’intérieur et par C. Gérard [4] près des rayons
strictement glissants ou strictement diffractifs, dans un cadreC∞. Notre étude se limite au
cadreH1 mais permet de généraliser les résultats connus antérieurement (nous supprimons les
hypothèses sur la nature micro-locale des points près desquels l’étude est faite) et d’en donner
une versionquantitative. Plus précisément, pour toute suite de solutions d’un tel système, de
normeH1 bornée nous définirons une mesure de défaut de compacité micro-locale donnant une
description quantitative de la polarisation asymptotique de la suite. Cette définition généralise
au cas des systèmes aux limites la notion introduite par P. Gérard [5] et L. Tartar [15]. On
démontrera ensuite un théorème de propagation permettant de calculer la mesure (et donc la
polarisation) le long d’un flot que nous définirons. Dans le cas d’une unique équation des ondes,
ce programme a déjà été réalisé par P. Gérard [5] et L. Tartar [15] à l’intérieur, P. Gérard, E.
Leichtnam [6], G. Lebeau [10] pour la condition aux limites de Dirichlet et par H. Koch-D.
Tataru [9] pour une condition aux limites absorbante, dans un cadre différent (on pourra aussi
consulter l’étude de L. Miller [12]). On donnera également une application de notre résultat
à l’étude du système de Lamé. Dans le cas où l’énergie de l’onde longitudinale tend vers0, on
établira l’équation de propagation exacte pour la polarisation de l’onde transversale. On montrera
que l’onde transversale est polarisée perpendiculairement à la direction de propagation, qu’aux
points de réflexion transverses situés dans la région hyperbolique pour l’onde longitudinale
(points de réflexion et transmission partielles), d’une part la polarisation est aussi orthogonale
à la normale au bord et d’autre part la polarisation sortante est égale à la polarisation rentrante.
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Près des points hyperboliques pour l’onde transversale mais elliptiques pour l’onde longitudinale
(points de réflexion totale), on donnera l’expression explicite de la polarisation sortante en
fonction de la polarisation rentrante et enfin, près des points glissants, on établira l’équation
de propagation donnant la polarisation à tout instant, à partir de la polarisation initiale. Cette
description complète nous permettra de démontrer une conjecture de G. Lebeau et E. Zuazua
sur le taux de décroissance pour le système3-dimensionnel de la thermoélasticité, donnant une
condition nécessaire et suffisante pour la décroissance exponentielle de l’énergie des solutions
de ce système.

Le papier est organisé comme suit : Au §2, nous construisons d’abord au §2.1 (proposition 2.5)
des mesures d’énergie microlocalesµ pour les suites bornées deH1 de solutions du système(

∂2x +R+M0∂x +M1

)
uk = vk,(1.1)

dans le demi-espacex > 0, sans conditions aux limites. Ici, la suite(vk) converge fortement
vers 0 dans un espace convenable, l’opérateurR est scalaire de degré2 et lesMj sont des
opérateurs matriciels de degréj. Nous avons choisi le cadre pseudo-différentiel tangentiel pour
les opérateursR,M0 etM1.

Au §2.2, nous calculons l’équation de propagation vérifiée par la mesureµ lorsque la suite
(uk) vérifie une condition aux limites de type Lopatinski (lemmes 2.9 et 2.10).

Le §3 est consacré au théorème de propagation dont la démonstration est purement
géométrique et n’utilise (sous la condition queµ ne charge pas les points strictement diffractifs)
que l’équation vérifiée parµ dans l’espace cotangent (théorème 1). Nous vérifions également
que cette dernière condition est automatiquement satisfaite lorsqueµ provient d’une suite(uk)
de solutions de (1.1) vérifiant une condition aux limites de type Lopatinski (§3.4).

Dans le §4, nous appliquons les constructions précédentes au système de Lamé. Le §5 est
consacré à la description du théorème de propagation pour l’onde transversale lorsque l’énergie
de l’onde longitudinale est négligeable. Enfin, le §6 démontre (et précise) une conjecture de
G. Lebeau et E. Zuazua [11] sur la décroissance exponentielle de l’énergie pour les solutions du
système de la thermoélasticité en dimension3 (théorèmes 3 et 4).

Nous avons rassemblé dans une annexe quelques résultats de la théorie des problèmes aux
limites dans le cas des points microlocalement hyperboliques ou elliptiques, présentés dans le
cadre des mesures de défaut de compacité. Pour une exposition plus générale et plus complète,
nous invitons le lecteur à se référer sur ce sujet aux livres de Chazarain et Piriou [2], Chapitre V
pour la théorie elliptique et L. Hörmander [8], chapitre 24.2 pour la théorie hyperbolique.

2. Mesures : notations et conventions

SoitX un espace métrique localement compact, dénombrable à l’infini. On munitCN de sa
structure hermitienne standard

(z|z′) =
N∑
j=1

zjz
′
j ; |z|= (z|z)1/2.(2.1)

SoitC0
0 (X,End(CN )) l’espace des fonctionsx �→A(x) continues surX , à support compact, à

valeur dans les matrices complexesN ×N . On munit cet espace de la norme

‖A‖= sup
x∈X

{
sup

z∈CN ,|z|�1

|A(x)(z)|
}
.(2.2)
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On appelle mesure (vectorielle) surX un élément du dualMX de l’espaceC0
0 (X,End(CN )).

Une mesure (vectorielle)µ surX est donc la donnée d’une matriceN ×N (µj,i)1�i,j�N de
mesures boréliennes surX avec

〈µ,A〉=
∑
i,j

∫
X

ai,j(x)dµj,i.(2.3)

La mesureµ est hermitienne lorsqu’elle vérifie

A∗ =A⇒〈µ,A〉 ∈R,(2.4)

ce qui équivaut àµi,j = µj,i pour touti, j.
La mesureµ est hermitienne positive lorsqu’elle vérifie

A∗ =A� 0⇒〈µ,A〉� 0.(2.5)

Pourµ ∈MX , la mesure conjuguéeµ est définie par

〈µ,A〉= 〈µ,A∗〉.(2.6)

On a (µ) = µ et, pourλ ∈ C, (λµ) = λµ. La mesureµ est hermitienne si et seulement si
on aµ = µ. Toute mesureµ se décompose en sommeµ = Reµ + i Imµ, où Reµ = µ+µ

2 et

Imµ= µ−µ
2i sont hermitiennes. Une mesure positiveµ est hermitienne. En effet on a

〈Imµ,A〉= 0 pour toutA vérifiant A∗ =A� 0;(2.7)

en choisissantA = (ai,j) avecaij ≡ 0 sauf lorsqu’ils prennent deux valeurs données, on en
déduitImµ= 0 doncµ= µ.

Si B est un borélien deX etµ ∈MX la mesure1Bµ ∈MX est définie par

〈1Bµ,A〉=
∑
i,j

∫
B

aij(x)dµj,i.(2.8)

On dit que la mesureµ ne change pasB si 1Bµ = 0 et queµ est portée parB si 1Bµ = µ.
Si µ est hermitienne (positive),1Bµ l’est également (car on peut supposerB borné ; on a alors
1B ∈L1(|µ|), où |µ|=

∑
i,j |µj,i|, donc il existe une suite(ϕn) ∈C0

0 (X) de fonctions positives
vérifiantlimϕn = 1B dansL1(|µj,i|) pour touti, j, donc〈1Bµ,A〉= limn〈µ,ϕnA〉).

Nous adopterons les conventions suivantes.
1. SiF estfermédansX , µ|F est la mesure1Fµ c’est-à-dire

µ|F ∈MX : 〈µ|F ,A〉= 〈1Fµ,A〉, A ∈C0
0

(
X,End

(
C
N
))
.(2.9)

2. SiU estouvertdansX , µ|U est la mesure restriction deµ àU ; c’est-à-dire

µ|U ∈MU : 〈µ|U ,A〉= 〈µ,A〉, A ∈C0
0

(
U,End

(
C
N
))
.(2.10)

En particulier, siF est fermé,µ ne charge pasF si et seulement siµ|F = 0, etµ est portée par
F si et seulement siµ|(X\F ) = 0.
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2.1. Mesures au bord, notations

SoitY = {y ∈Rd, |y|< 1} la boule unité deRd etX l’espace produit

X = ]0,1[×Y.(2.11)

On note(x, y), x ∈ ]0,1[, y ∈ Y , le point courant deX . On considèreX comme variété à bord
en posant

X = [0,1[×Y, ∂X = {x= 0}× Y.(2.12)

SoitN � 1 un entier. On notera

L2 = L2
(
X ;CN

)
, H1 =H1

(
X,CN

)
(2.13)

les espaces de Hilbert de fonctions vectoriellesu = (u1, . . . , uN) définies surX à valeurs dans
CN , munis de leur norme

|u|2L2 =
∫
X

N∑
j=1

|uj |2 dxdy,(2.14)

|u|2H1 = |u|2L2 +
∫
X

N∑
j=1

|∇uj |2 dxdy,(2.15)

où

∇f =
(
∂f

∂x
,
∂f

∂y1
, . . . ,

∂f

∂yd

)
.(2.16)

Soit R = R(x, y,Dy) un opérateur pseudo-différentielscalaire (C∞) tangentiel classique de
degré2 (voir [8, Chap XVIII]), auto-adjoint, défini au voisinage de[0,1] × Y , de symbole
principalréel r(x, y, η) ; on définit les fonctionsr0 et r1 par

r(x, y, η) = r0(y, η) + xr1(y, η) +O
(
x2
)
.(2.17)

On supposera que la fonction homogène de degré2 enη, r(x, y, η) vérifie

∂r

∂η
�= 0 pour(x, y) ∈X etη �= 0.(2.18)

Soient égalementM0(x, y,Dy), M1(x, y,Dy) des matricesN × N d’opérateurs pseudo-
différentiels(C∞) tangentiels classiques définis au voisinage de[0,1]× Y , de degrés respectifs
0 et1, de symboles principauxm0(x, y, η), m1(x, y, η). On noteP l’opérateur de degré2 :

P =
(
∂2x +R

)
Id+M0∂x +M1.(2.19)

Le symbole principalp deP est scalaire et vaut

p=−ξ2 + r(x, y, η).(2.20)

Soit Y ′ un petit voisinage ouvert deY tel que les opérateursR,M0 etM1 sont bien définis au
voisinage de[0,1]× Y ′. SoitK un compact deY ′ dont l’intérieur contientY .
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On se donne une suite(uk(x, y))k∈N, convergeant fortement vers0 dans l’espace
H2(]0,1[; H−s(Y ′)) pour uns > 0 et à support dans[0,1]×K . La suitevk = Puk est alors
bien définie dansL2(]0,1[;H−s−2(Y ′)).

On suppose que la suite(uk)k∈N est bornée dans l’espaceH1(]0,1[×Y ′) et que la restriction
vk dePuk à ]0,1[×Y vérifie

Puk|]0,1[×Y = vk ∈G=
{
v ∈L2 et∂xv ∈L2

(
]0,1[,H−1(Y )

)}
,(2.21)

et la suite(vk) converge fortement vers zéro dansG.

Remarque2.1. –
– La suite(uk) converge faiblement vers0 dansH1(]0,1[×Y ′).
– Siϕ ∈ C∞

0 (Y ′) est égale à1 près deY , alors la suite(ϕuk) vérifie les mêmes hypothèses
que la suite(uk).

– Supposons que les opérateursR,M0 etM1 sont différentiels et soit(fk) une suite de limite
faible nulle dansH1(]0,1[×Y ′), solution dePfk = 0. Pourϕ ∈ C∞

0 (Y ′) égale à1 près
deY , la suite(ϕfk) vérifie les hypothèses précédentes avecvk = 0 (pour un certain choix
deK).

LEMME 2.2. –
i) Pour (= 0,1,2 la suite(uk) est bornée dans l’espace

C�
(
[0,1[;H

1
2−�
loc

(
Y,CN

))
.(2.22)

ii) Les traces(uk(0, y)), (∂xuk(0, y)) convergent faiblement vers zéro respectivement dans

H
1/2
loc (Y,C

N) etH−1/2
loc (Y,CN).

LEMME 2.3. – Pour tout opérateur pseudo-différentiel tangentiel,Q(x, y,Dy), de degré
strictement négatif, à support compact dansX (c’est-à-dire vérifiantQ = ϕQϕ pour unϕ ∈
C∞(X) à support compact dansX), la suite(Quk) converge fortement vers zéro dansH1.

LEMME 2.4. –Soit A(x, y,Dx,Dy) un opérateur pseudo-différentiel surX de degré0, à
support compact dansX (c’est-à-dire vérifiantA = ϕAϕ pour unϕ ∈ C∞

0 (X)), de symbole
principal a(x, y, ξ, η) nul sur l’ensemble{ξ2 = r(x, y, η)}. Alors la suite (Auk) converge
fortement vers zéro dansH1(X).

Démonstration des lemmes 2.2, 2.3 et 2.4. –On remarque d’abord que(uk(x, y)) est bornée
dans l’espaceE(3) =

⋂3
k=0H

k(]0,1[,H1−k
loc (Y )), et converge faiblement vers zéro dansE(3),

les cask = 2,3 résultant de l’équation (2.21) et de l’égalité∂2xuk = vk+Ruk. Par les théorèmes
de trace, il en résulte les points (i) et (ii) du lemme 2.2. Pour vérifier le lemme 2.3, il suffit
de prouver que les suites(Q∂xu

k) et (Q∇yu
k) convergent vers zéro fortement dansL2. Or

ces deux suites sont bornées dans l’espaceF = L2(]0,1[;Hε(Y ))∩H1(]0,1[;H−1+ε(Y )) avec
ε= −deg(Q) > 0 et l’injection deF dansL2 est compacte. Enfin, pour vérifier le lemme 2.4
de compacité intérieure nous noteronsz = (x, y), ζ = (ξ, η) les variables cotangentes etΣm[k]
l’espace des fonctionsa(z, ζ) de classeC∞ et à support compact enz, de classeCk−1 à dérivées
kièmeL∞ enζ, et vérifiant ∣∣∂αz ∂βζ a(z, ζ)∣∣� Cα,β(1 + |ζ|)m−|β|(2.23)
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pour toutα et toutβ vérifiant |β|� k (les opérateurs pseudo-différentiels usuels correspondent
àk =∞). On quantifie le symbolea par la règle usuelle

Op(a)f = (2π)−(1+d)

∫
eizζa(z, ζ)f̂(ζ)dζ.(2.24)

Alors poura ∈ Σm[0], Op(a) est borné deHs
comp dansHs−m

comp pour touts ∈ R, et poura ∈ Σm[1],

b ∈Σm
′

[1] , on a

Op(a) ◦Op(b) = Op(ab) +Op(c),(2.25)

avec ab ∈ Σm+m′

[1] et c ∈ Σm+m′−1
[0] (la preuve de ce résultat s’obtient très simplement en

prolongeant les symboles qui sont à supports compacts enz par périodicité sur une cellule assez
grande, et en décomposant ces symboles en séries de Fourier, ce qui donne une décomposition de
l’opérateur pseudo-différentiel en série de multiplicateurs de Fourier, la série étant à décroissance
rapide). Soitϕ ∈C∞

0 (X).
On aϕ(−ξ2 + r(x, y, η)) ∈Σ2

[2] et

ϕ
(
∂2x +R

)
=Op

(
ϕ
(
−ξ2 + r

))
+Op(d), d ∈Σ1

[1].(2.26)

Pour vérifier le lemme 2.4, on peut, quitte à changerA en un opérateurA′, la différenceA−A′

étant régularisante, et à changera en a′, supposer queA = Op(a) ◦ ϕ et que la fonction
a(z, ζ) ∈ Σ0

[∞] est à support compact enz ∈ X , contenu dans l’ensemble{ϕ ≡ 1}, et nulle
au voisinage de{ζ = 0}. On a alors

e :=
a

−ξ2 + r
∈Σ−2

[2] .(2.27)

En effet la fonctione(z, ζ) est nulle au voisinage deζ = 0, et estC∞ homogène de degré−2 enζ
pourζ �= 0 puisque l’ensembleS = {−ξ2+ r = 0} est lisse pourζ �= 0 d’après l’hypothèse 2.18,
eta s’annule surS (on utilise ici que si par exemple∂ηd

r �= 0 alors l’application

(x, ξ, y, η) �→
(
x, ξ, y, η1, . . . , ηd−1,−ξ2 + r(x, y, η)

)
est un système de coordonnée local et dans ce système la fonctiona ∈ C∞ s’annule sur
l’ensembleζd = 0 ce qui implique a

ζ d
∈ C∞) ; on a de plus(−ξ2 + r)−1 ∈ Σ−2

[2] dans un
voisinage conique deη = 0, par un calcul direct des dérivées d’ordre au plus2. On a

ϕ
(
∂2x +R

)
ϕuk = ϕPϕuk − ϕ(M0∂x +M1)ϕuk

(2.28)
= ϕPϕuk +Op(d)ϕuk :=wk,

la suite(wk) est bornée dansL2 et à support dans un compact fixe deX . Il suffit alors d’écrire
les identités

Op(e)wk =Op(e)
[
Op

(
ϕ
(
−ξ2 + r

))
ϕuk +Op(d)ϕuk

]
,(2.29)

Op(e)
[
wk −Op(d)

(
ϕuk

)]
=Op(a)ϕuk +Op(c)ϕuk,(2.30)

où c ∈Σ−1
[0] , et de remarquer que les deux suitesOp(c)[ϕuk] etOp(e)

[
wk −Op(d)(ϕuk)

]
sont

bornées dansH2(X), donc convergent fortement vers zéro dansH1(X). ✷
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2.2. Construction de la mesure de défaut microlocale

On noteA l’espace des matricesN × N d’opérateursQ de la formeQ = Qi + Q∂ où Qi

est un opérateur pseudo-différentiel classique surX , à support compact dansX (i.e. vérifiant
Qi = ϕQiϕ pour unϕ ∈ C∞

0 (X)) et oùQ∂ est un opérateur pseudo-différentiel tangentiel
classique à support compact dansX (i.e. vérifiantQ∂ = ϕQ∂ϕ pour unϕ ∈ C∞(X) à support
compact dansX). On noteraAs les éléments deA qui sont de degrés ∈R, etAsym les éléments
deA0 dont le symbole principal est auto-adjoint. On décomposeT ∗∂X en l’union disjointe
E ∪ G ∪H où

E = {r0 < 0}, G = {r0 = 0}, H= {r0 > 0}.(2.31)

On notebTX le fibré de rangdimX dont les sections sont les champs de vecteurs tangents à∂X ,
bT ∗X son fibré dual (le fibré cotangent compressé de Melrose) etj :T ∗X→ bT ∗X l’application
canonique. Le fibrébTX est engendré par les champs∂∂yj

, x ∂
∂x et j est définie par

j(y, x, η, ξ) = (y, x, η, v = xξ).(2.32)

On noteCarP la variété caractéristique deP

CarP =
{
(y, x, η, ξ) ∈ T ∗X; ξ2 = r(x, y, η)

}
(2.33)

et on pose

Z = j(CarP ), Ẑ = Z ∪ j(T ∗X|x=0).(2.34)

On a Z|x=0 = {(y,0, η, v = 0), r0(y, η) � 0} et Ẑ|x=0 = Z|x=0 ∪ E . La fonction r étant
homogène de degré deux enη, il existe une constanteC telle que

(y, x, η, v) ∈ Ẑ⇒ |v|� Cx|η|.(2.35)

Il en résulte quêZ et Z sont des fermés coniques debT ∗X . On noteraSẐ, etSZ les espaces
quotients sphériques

SẐ = (Ẑ \X)/R
∗
+, SZ = (Z \X)/R

∗
+(2.36)

qui sont des espaces métriques localement compacts. PourQ ∈ A0, de symbole principal
q = σ(Q) on définit la fonctionκ(q) ∈C0(SẐ;End(CN )) par

κ(q)(ρ) = q
(
j−1(ρ)

)
.(2.37)

(C’est bien défini carq est homogène, et on aκ(q)(y, x, η, v) = q
(
y, x, η, vx

)
pourx �= 0 et q est

indépendant deξ pourx assez petit.) D’après (2.35) l’ensemble{
κ(q), q = σ(Q),Q ∈A0

}
(2.38)

est localement dense dansC0(SẐ;End(CN )) où C0(SẐ,End(CN )) est muni de la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact. PourQ ∈A0, u ∈H1 on pose

φ(Q,u) = (Qu|u)H1 =
∫
X

(∇yQu · ∇yu+ ∂xQu · ∂xu+Qu · u)dxdy.(2.39)
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On noteraM+ l’espace des mesures boréliennesµ surSẐ, à valeurs hermitiennes positives sur
CN ; une mesureµ deM+ est donc un élément du dual de l’espaceC0

0 (SẐ;End(CN )) qui
vérifie

〈µ, q〉� 0, ∀q ∈C0
(
SẐ,End+

(
C
N
))
,(2.40)

oùEnd+(CN ) désigne l’ensemble des matricesN ×N hermitiennes positives.

PROPOSITION 2.5. – Quitte à extraire une sous-suite de la suite(uk), il existe une mesure
µ ∈M+ telle que

∀Q ∈A0, lim
k→∞

φ
(
Q,uk

)
=
〈
µ,κ

(
σ(Q)

)〉
.(2.41)

Démonstration. –On suit une démarche très classique inspirée de P. Gérard [5]. Remarquons
d’abord que les lemmes 2.3 et 2.4 impliquent

∀Q ∈A−1, lim
k→∞

φ
(
Q,uk

)
= 0.(2.42)

Soit χ ∈ C∞
0 (|x| < ε), 0 � χ � 1, χ(x) = 1 pour |x| � ε

2 et E = Ei un opérateur scalaire
pseudo-différentiel surX de degré0, à support près deCarP , vérifiant0 � σ(E) � 1 et égal
à l’identité au voisinage deCarP ∩ support(1− χ). D’après le lemme 2.4, pourϕ ∈ C∞

0 (X)
on a

(1−χ)(Id−E)ϕuk→ 0, H1 fort.(2.43)

Si Q=Qi +Q∂ ∈A0, en choisissantε assez petit on auraχQi ≡ 0 et on écrira

Q= χQ+ (1−χ)Q= χQ∂ + (1− χ)QE + (1− χ)Q(Id−E).(2.44)

Alors χQ∂ est un o.p.d. tangentiel,(1− χ)QE est un o.p.d. intérieur et

(1− χ)Q(Id−E)ϕuk→ 0

dansH1 fort pour toutϕ ∈C∞
0 (X). Il en résulte pourM � 0

∀Q ∈A0
sym, σ(Q) �−M Id⇒ lim inf

k→∞
φ
(
Q,uk

)
�−M limsup

k→∞

∥∥uk∥∥2
H1 .(2.45)

En effet,σ(Q) �−M Id implique

σ(χQ∂) = σ(χQ) �−M Id et σ((1− χ)QE) = (1− χ)σ(E)σ(Q) �−M Id

et il suffit donc de traiter indépendamment les casQ=Qi etQ=Q∂ . Par exemple, dans le cas
Q=Q∂ , il existeϕ ∈C∞

0 (X) tel que

αk =
(
∇Q∂u

k|∇uk
)
L2 =

(
Q∂∇

(
ϕuk

)
|∇
(
ϕuk

))
L2 + βk

avecβk = ([∇,Q∂ ]uk|∇uk)L2 → 0. Pour toutη > 0, il existeB∂ de degré0, C∂ de degré−1,
o.p.d. tangentiels tels queQ∂ + (M + η) Id = B∗

∂B∂ + C∂ ; commeC∂∇(ϕuk)→ 0 dansL2

fort d’après le lemme 2.2 i), on alim inf αk �−(M + η) limsup‖∇ϕuk‖2L2 d’où (2.45).
On a aussi d’après le lemme 2.4 et (2.43)

Q ∈A0, σ(Q) = 0 près dex= 0 etσ(Q)|CarP = 0⇒ lim
k

φ
(
Q,uk

)
= 0.(2.46)
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Soitσ(A0) = {q = σ(Q),Q ∈A0} ; c’est un sous-espace vectoriel de l’espace des fonctionsC0

homogènes de degré zéro surT ∗X \X à valeur dansEnd(CN ), muni de la normeL∞ etσ(A0)
possède une partie dense dénombrable. D’après les relations (2.42) et (2.45), quitte à extraire une
sous-suite de la suite(uk), il existe une forme linéairẽφ surσ(A0) telle que

∀Q ∈A0, lim
k

φ
(
Q,uk

)
= φ̃

(
σ(Q)

)
,(2.47)

|φ̃(q)|� ‖q‖L∞ limsup
∥∥uk∥∥2

H1 .(2.48)

On a de plus

q ∈ σ
(
A0

)
et κ(q) = 0⇒ φ̃(q) = 0(2.49)

car siκ(q) = 0, pour toutε > 0, il existeχ ∈C∞
0 (R) à support près dex= 0 tel que‖χq‖L∞ � ε

et (1 − χ)q = σ(Q) où Q ∈ A0 vérifie (2.46). D’après (2.48) et (2.49) et le théorème de
représentation de Riesz, il existe une mesure de Radonµ, élément du dual deC0

0 (SẐ;End(CN ))
telle que

∀Q ∈A0, lim
k

φ
(
Q,uk

)
=
〈
µ,κ

(
σ(Q)

)〉
(2.50)

etµ est hermitienne positive d’après (2.45).✷
On aẐ|x=0 = T ∗Y , et quitte à extraire une nouvelle sous-suite de la suite(uk), on construit

de manière analogue des mesures surS(T ∗Y ) = (T ∗Y \ Y )/R∗
+, µ1/2∂ , µ−1/2

∂ , µ0∂ éléments du
dual deC0(S(T ∗Y ),End(CN )) caractérisées par

∀Q ∈A0, lim
k

∫
∂X

Quk · ∂xuk dy =
〈
µ0∂ , σ(Q)|x=0

〉
,(2.51)

∀Q ∈A1, lim
k

∫
∂X

Quk · uk dy =
〈
µ
1/2
∂ ,

σ(Q)
|η|

∣∣∣∣
x=0

〉
,(2.52)

∀Q ∈A−1, lim
k

∫
∂X

Q∂xu
k · ∂xuk dy =

〈
µ
−1/2
∂ , |η|σ(Q)|x=0

〉
.(2.53)

Les mesuresµ1/2∂ et µ−1/2
∂ sont hermitiennes positives, et l’inégalité de Cauchy–Schwarz

entraîne ∣∣〈µ0∂ , a∗b〉∣∣2 �
〈
µ
1/2
∂ , b∗b

〉〈
µ
−1/2
∂ , a∗a

〉
.(2.54)

On posera

µ∂ =
(
µ
1/2
∂ (µ0∂)

∗

µ0∂ µ
−1/2
∂

)
,(2.55)

où (µ0∂)
∗ est définie par〈(µ0∂)∗, q〉= 〈µ0∂ , q∗〉. Le lemme suivant prouve queµ détermineµ∂ .

LEMME 2.6. –
i) On a

µ1H = 0 et µ∂1G∪H = 0.(2.56)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



826 N. BURQ ET G. LEBEAU

ii) Soitθ la fonction surSẐ définieµ etµ∂ presque partout d’aprèsi), par

θ =
ξ

|η| dansx> 0; θ = i

√
−r0(y, η)
|η| surE ∪ G.(2.57)

On a les identités

µ
1/2
∂ =

2θ
i

1
1+ |θ|2µ1x=0,

µ0∂ =−
2|θ|2

1 + |θ|2µ1x=0 =−iθµ1/2∂ ,(2.58)

µ
−1/2
∂ = |θ|2µ1/2∂ .

Démonstration. –PourQ1 ∈A1 opérateur tangentiel, on a d’après ce qui précède

lim
∥∥Q1u

k
∥∥
L2 �Cte

∣∣∣∣σ(Q1)
|η|

∣∣∣∣
L∞

lim
∥∥uk∥∥

H1 .(2.59)

Il en résulte pourQ0 ∈A0 opérateur tangentiel

lim
∥∥∥∥Q0

∂uk

∂x

∥∥∥∥2
L2

� Cte
∣∣∣∣rσ(Q0)
|η|2

∣∣∣∣
L∞
|σ(Q0)|L∞ lim

∥∥uk∥∥2
H1 .(2.60)

En effet, pour vérifier (2.60), on remarque que[Q0,
∂
∂x ]u

k → 0 dansL2 fort et l’inégalité
d’interpolation surR+, |f ′|2L2 �C|f |L2 |f ′′|L2 implique, avecE1 = (1−∆y)1/2,

lim
∥∥∂xQ0u

k
∥∥2
L2 � C lim

∥∥E1Q0u
k
∥∥
L2 lim

∥∥∂2xE−1
1 Q0u

k
∥∥
L2 .(2.61)

L’inégalité (2.60) résulte donc de (2.59) puisque l’on a

lim
∥∥E−1

1

[
∂2x,Q0

]
uk
∥∥
L2 = 0(2.62)

et

lim
∥∥E−1

1 Q0∂
2
xu

k
∥∥
L2 = lim

∥∥E−1
1 Q0Ruk

∥∥
L2 .(2.63)

Soitw un élément de l’espace
⋂2
k=0H

k(]0,1[;H1−k(Y )) =E(2) à valeurs dansCN et à support
compact dansX . On obtient par intégration par parties

(Pu|w)L2(X) − (u|P ∗w)L2(X) =
∫
∂X

(
u · ∂xw− ∂xu ·w− u ·M∗

0 (w)
)
dy.(2.64)

En appliquant (2.64) àw = wk = (Q0 +Q−1∂x)uk (qui appartient àE(2)) avecQj ∈ Aj , on
obtient le membre de gauche de (2.64) convergeant vers zéro

〈
µ0∂ −

(
µ0∂

)∗
, σ(Q∗

0)
〉
=
〈
µ
1/2
∂ ,

σ(RQ∗
−1)

|η|

〉
+
〈
µ
−1/2
∂ , σ

(
Q∗

−1

)
|η|
〉
,(2.65)

ce qui prouveµ0∂ = (µ0∂)
∗ et

µ
1/2
∂

r0
|η|2 + µ

−1/2
∂ = 0.(2.66)
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L’inégalité, pourf ∈H1(R+ ×Rd
y)∥∥|∆y|1/4f |x=0

∥∥2
L2(Rd)

� Cte
∥∥|∆y|1/2f

∥∥
L2(R+×Rd)

‖∂xf‖L2(R+×Rd)(2.67)

et (2.60) impliquentµ−1/2
∂ |G = 0 ; (2.66) entraîne alorsµ±1/2

∂ |G∪H = 0, donc aussiµ0∂ |G∪H = 0
d’après (2.54), c’est-à-direµ∂ |G∪H = 0.

Soit ρ0 = (y0, η0) ∈ H ; notonsβ± = (y0, x = 0, η0,±
√

r0(y0, η0) ) et γ± les deux demi-
bicaractéristiques de−ξ2n + r issues deβ±. L’étude classique de la réflexion transverse nous
apprend qu’il existe deux suitesuk±, bornées dansH1, de limites faibles nulles, concentrées
près deγ±, vérifiant Puk± → 0 dansL2 et ‖Q0(uk − (uk+ + uk−)‖H1 → 0 si Q0 ∈ A0 est
à support proche deρ0. Commeuk± vérifient les équations pseudo-différentielles d’ordre1(
1
i ∂x − Q±)uk± = vk± avecvk± → 0 dansH1 et σ(Q±) = ±

√
r Id, les estimations d’énergie

sur 1i ∂x −Q± impliquent

uk|x=0 (resp.∂xuk|x=0) est borné dansH1 (resp.L2) près deρ0(2.68)

et pourψ ∈ C∞
0 , limε→0 limk‖ψ

(
x
ε

)
Q1u

k‖2L2 = 0 pourQ1 ∈ A1 à support près deρ0, d’où
µ|H = 0. Enfin, d’après le point i) etθ|G = 0, il suffit de vérifier les relations (2.58) sur la région
elliptiqueE , où elles sont conséquences de la théorie elliptique standard.✷

LEMME 2.7. – SoientQi ∈ Ai des opérateurs tangentiels de degréi = 1,2, de symboles
principauxqi. On a, avecλ2 = |η|2(1 + θ2)

lim
k→∞

((
Q2 +Q1

1
i
∂x

)
uk|uk

)
L2(X)

=
〈
µ,

(q2 + q1θ|η|)
λ2

〉
.(2.69)

Démonstration. –On remarque d’abord que le membre de droite est bien défini car la fonction
θ est définieµ presque partout. On peut supposer lesQi à support près deρ0 ∈ SẐ . Lorsqueρ0
est un point intérieur(x(ρ0) > 0), (2.69) résulte de la construction deµ. Si ρ0 est un point du
bord, on choisit une fonctionϕ ∈ C∞

0 (] − 1,1[) égale à1 au voisinage de[−1/2,1/2] et pour
ε > 0 on écrit

Qi,ε =
(
1− ϕ(x/ε)

)
Qi

(
1− ϕ(x/2ε)

)
,

Qε
i =Qi −Qi,ε.

(2.70)

Alors puisqueQi,ε est supporté à l’intérieur,

lim
k→∞

((
Q2,ε +Q1,ε

1
i
∂x

)
uk|uk

)
L2(X)

=
〈
µ,

(1− ϕ(x/2ε))(q2 + q1θ|η|)
λ2

〉
(2.71)

et quandε tend vers0, si Q est supporté près d’un pointC0 hyperbolique, le terme de droite
dans (2.71) tend vers〈

µ1x>0,
(q2 + q1θ|η|)

λ2

〉
=
〈
µ,

(q2 + q1θ|η|)
λ2

〉
(2.72)

puisqueµ1H = 0. Il reste à montrer que la contribution deQε
i tend vers0 quandε tend

vers0. On écrit (modulo des restes régularisants)Q2 = −∆yOp( q̃2
|η|2 ) avecσ(q̃2) = σ(q2) et

Q1 =
∑d

j=1Dyj Op(q1,j). On obtient alors après intégrations par parties (eny),
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((
Qε
2 +Qε

1

1
i
∂x

)
uk
∣∣∣∣uk)

L2(X)

∣∣∣∣(2.73)

�
∣∣∣∣〈µ, (1− ϕ(x/ε)

) q2
|η|2

〉∣∣∣∣+∑
j

∣∣〈µ0,j , (1−ϕ(x/ε)
)
qj
〉∣∣

et le terme de droite tend vers0 quandε tend vers0 car µ1H = 0. Pourρ0 ∈ E , (2.69) est
conséquence de la théorie elliptique. Enfin pourρ0 ∈ G, (2.60) etθ|G = 0 montrent que seul le
casQ2 est à considérer. En reprenant la même décomposition deQ2 que pour le cas hyperbolique
on obtient que la contribution quandε tend vers0 deQ2,ε tend vers〈

µ1ρ/∈(G∪E),
q2
λ2

〉
.(2.74)

Pour étudier la contribution deQε
2, on considèreψ ∈ C∞

0 (R) égale à1 au voisinage de0 et on
note

Qε,ε′

2 =Op
(
ψ

(
r0(x, y, η)
ε′|η|2

))
Qε
2(2.75)

Qε
2 − Qε,ε′

2 est donc supporté en dehors deG, on peut donc lui appliquer ce qui précède. On
obtient

lim
ε,ε′→0

lim
k→∞

((
Qε
2 −Qε,ε′

2

)
uk|uk

)
L2(X)

=
〈
µ1Gc ,

q2
λ2

〉
.(2.76)

Il reste à étudier la contribution deQε,ε′

2 .(
Qε,ε′

2 uk, uk
)
=
(
(−∆y +1)(−∆y + 1)−1Qε,ε′

2 uk, uk
)
.(2.77)

On intègre par parties eny et on remarque que d’après (2.60), la limite quandε, ε′ tendent
vers0 de limk→+∞(∂x(−∆y + 1)−1Qε,ε′

2 uk, ∂xu
k) est nulle. On en déduit que le terme de

droite dans (2.77) est égal à〈µ, q
ε,ε′
2
|η|2 〉+ o(ε+ ε′). Quandε, ε′ tendent vers0, on obtient que la

contribution deQε,ε′

2 est 〈
µ1G ,

q2
|η|2

〉
=
〈
µ1G ,

q2
|λ|2

〉
.(2.78)

La contribution deQ1 se traite de la même manière. On remarquera que dans ce raisonnement
on prend garde à toujours faire tendrek vers l’infini avantde faire tendreε, ε′ vers0. ✷
2.2.1. Condition aux limites

Nous allons à présent travailler près d’un pointρ0 ∈ T ∗∂X \ ∂X

ρ0 = (y0, η0) ∈ G = {r0 = 0}.(2.79)

Soit s0 ∈ R et (fk(y)) une suite bornée deHs0
loc(Y,C

N ) ; pourα0 ∈ T ∗Y \ Y et s ∈ R, on dira
que la suite(fk) est bornée dansHs

α0
(resp. converge vers zéro fort dansHs

α0
) s’il existe un

o.p.d.E(y,Dy) de degré−s, elliptique enα0, à support compact dansY , tel que la suite(Efk)
soit bornée dansL2(Y,CN ) (resp. converge vers zéro dansL2(Y,CN)). Les mêmes propriétés
restent alors valables pour tout o.p.d.E à support compact dansY et dont le support essentiel
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est assez proche deα0. Nous supposerons dans la suite qu’il existe une matriceB, d’o.p.d. sur
Y , de degré−1, telle qu’on aituk|x=0 =B

(
1
i

(
∂xu

k
)∣∣∣∣
x=0

)
+ hk,

(hk) converge vers zéro fort dansH1
ρ0 .

(2.80)

On noterab le symbole principal deB. Près d’un pointC0 ∈ G, la condition aux limites peut se
mettre sous cette forme si et seulement si elle satisfait la condition de Lopatinski uniforme en
ρ0 ∈ G, voir [2, Chap VII.3].

LEMME 2.8. –Sous l’hypothèse(2.80), la suite((∂xuk)|x=0) est bornée dansL2
ρ0 . De plus,

cette suite converge vers zéro fort dansL2
ρ pourρ ∈ E , proche deρ0.

Démonstration. –Soit Q(x, y,Dy) un o.p.d. tangentiel de degré assez négatif et à support
près dex = 0. La suite fk = (∂2x + R)uk est bornée dansL2 et fk|x=0 est bornée dans

H
−1/2
loc (Y,CN). Par intégration par parties, on obtient, en tenant compte deR∗ =R,(

fk|Q∂xu
k
)
L2 +

(
∂xQ

∗uk|fk
)
L2 +

∫
Y

Q∗uk · f |x=0(2.81)

=
∫
Y

−∂xuk ·Q∂xuk + uk · ∂xQ∂xuk +
(
u,
[
∂2x +R,Q∂x

]
u
)
.

De plus, on a{
∂xQ∂xu

k|x=0 =−QRuk|x=0 + gk,

gk = [∂x,Q]∂xuk|x=0 +Q
[
vk|x=0 − (M0(∂xuk)|x=0 −M1u

k|x=0

]
.

(2.82)

Comme(uk|x=0) (resp.(∂xuk|x=0)) est borné dansH1/2
loc (resp.H−1/2

loc ), et (vk|x=0) est borné

dansH−1/2
loc , la suite(gk) est bornée dansH−1/2

loc (Y,CN ), lorsqueQ est de degré 0. On choisitQ
elliptique enρ0 vérifiantQ+B∗QRB =E∗E, avecE elliptique enρ0, χ un opérateur scalaire
tangentiel d’ordre0 à support proche deC0 etχε une famille d’o.p.d. de degré−∞ convergeant
(au sens où les symboles convergent pour la topologie sur l’espace des symboles) versχ et on
poseQε = χ∗

εQχε vérifiantQε +B∗QεRB = (Eχε)∗(Eχε) +A−1,ε oùA−1,ε est une famille
d’o.p.d. de degré−∞ convergeant vers un opérateur d’ordre−1, A−1. En appliquant (2.81) à la
familleQε, on obtient (puisque[∂2x+R,Qε∂x] est une famille uniformément bornée d’opérateurs
de degré2),

sup
ε

sup
k

∣∣∣∣∫
Y

∂xu
k ·Qε∂xuk + uk ·QεRuk

∣∣∣∣� Cte(Q),(2.83)

où Cte(Q) désigne une constante dépendant deQ. En utilisant à présent la condition aux
limites (2.80), on obtient lorsque le support essentiel deQ est proche deρ0∫

Y

∂xu
k ·Qε∂xuk + uk ·QεRuk

=
(
∂xu

k|(Qε +B∗QεRB)∂xuk
)
L2(Y ;CN )

+
(
hk,QεRhk

)
+
(
hk,QεRB

(
∂x

i
uk
))

+
(
B

(
∂x
i
uk
)
,QεRhk

)
,(2.84)
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ce qui implique, puisque(hk) est bornée dansH1
$0∥∥Eχε∂xu

k
∥∥2 � C(Q,χ)

(
1 +

∥∥Eχε∂xu
k
∥∥),(2.85)

soit ∥∥Eχε∂xu
k
∥∥� C′(Q,χ).(2.86)

Passant à la limiteε→ 0, on obtient le résultat souhaité. Le fait que la suite(∂xuk)|x=0 converge
vers zéro fort dansL2

ρ pour ρ ∈ E proche deρ0 résulte de (2.80) et de la théorie elliptique
standard. ✷

On noteraν la mesure hermitienne positive associée à la suite bornée(∂xuk|x=0) deL2
ρ0 (qui

est de limite faible nulle d’après le lemme 2.2), après extraction éventuelle d’une sous-suite.
Si A(y,Dy) est un o.p.d. de degré 0 matriciel à support compact dansY et à support essentiel
proche deρ0, on a donc

lim
k→∞

∫
Y

(A∂xuk) · ∂xuk = 〈ν, σ(A)〉,(2.87)

oùσ(A) est le symbole principal deA qui appartient àC∞(S(T ∗Y ),End(CN )) et est à support
proche deρ0. La mesureν est portée parG ∪H d’après le lemme 2.8.

LEMME 2.9. – Pour i= 0,1, soientQi(x, y,Dy) des o.p.d. tangentiels matriciels de degréi,
à support compact proche de(y, η) = ρ0, x= 0, etQ=Q0

1
i ∂x +Q1. On a

lim
k→∞

(
i[P ∗Q−QP ]uk|uk

)
L2(X)

=
〈
ν, q0 + b∗q0r0b+ q1b+ b∗q1

〉
,(2.88)

avecqi = σ(Qi)(y, η, x= 0).

Démonstration. –Rappelons qu’on auk ∈
⋂3
�=0H

�(]0,1[;H1−�
loc (Y )) et Puk = vk, où vk

tend fortement vers0 dans
⋂1
�=0H

�(]0,1[,H−�
loc(Y )). Soitϕ ∈ C∞

0 (X), égale à1 au voisinage
du support desQi etukϕ = ϕuk. Par intégration par parties, on obtient

(
Puk|Q∗ukϕ

)
L2(X)

=
(
QPuk|ukϕ

)
L2(X)

− i

∫
Y

vk ·Q∗
0u

k
ϕ,(2.89)

où par convention la dualité(α|β)L2(X) s’applique àα ∈ L2(]0,1[,Hs(Y )) et β ∈ L2(]0,1[,
H−s(Y )) avecα ou β à support compact ets ∈ R. De même, si lesQi sont de degré assez
négatif, on obtient par intégration par parties(

Quk|Pukϕ
)
L2(X)

=
(
P ∗Quk|ukϕ

)
L2(X)

+
∫
Y

−Quk · ∂xukϕ+ ∂xQuk · ukϕ−M∗
0

(
Quk

)
· ukϕ.(2.90)

En retranchant (2.89) à (2.90), on obtient, pour des opérateursQi de degré assez négatif(
Quk|Pukϕ

)
L2(X)

−
(
Puk|Q∗ukϕ

)
L2(X)

=
(
(P ∗Q−QP )uk|ukϕ

)
L2(X)

+
∫
Y

−Quk · ∂xukϕ + ∂xQuk · ukϕ−M∗
0

(
Quk

)
· ukϕ + ivk ·Q∗

0u
k
ϕ.(2.91)
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Lorsque les opérateursQi sont de degréi, on a(P ∗Q−QP ) =
∑2

j=0A2−j∂
j
x où lesA� sont

des opérateurs tangentiels de degré(, doncϕ(P ∗Q−QP )uk appartient àL2(]0,1[,H−1(Y ))
et est à support compact dansX . Si de plus lesQi sont à support proche deρ0, on a d’après le
lemme 2.8,Quk|x=0 ∈L2 et

∂xQuk|x=0 =
∂Q0

∂x

1
i
∂xu

k
∣∣
x=0

+
∂Q1

∂x
uk
∣∣
x=0

+Q1∂xu
k
∣∣
x=0

+Q0
1
i
vk
∣∣
x=0

+Q0
1
i

[
−Ruk −M0∂xu

k −M1u
k
]∣∣
x=0

,(2.92)

donc∂xQuk|x=0 appartient àH−1(Y ). L’identité (2.91) reste donc valable pourQ vérifiant
les hypothèses du lemme 2.9. En faisant tendrek vers l’infini dans l’identité (2.91), on obtient
alors (2.88) en utilisant la condition aux limites (2.80) et la définition (2.87) de la mesureν. ✷

Pourρ proche deρ0 ∈ T ∗Y , etξ proche de zéro, on noteJξ(ρ) l’endomorphisme deCN défini
par

Jξ(ρ) =
(
Id− ξb(ρ)

)−1(Id + ξb(ρ)
)
,(2.93)

où b(ρ) est le symbole principal deB. On remarquera queJ0(ρ) = Id et J−ξ(ρ) = [Jξ(ρ)]−1.
L’endomorphisme−Jξ(ρ), pourρ ∈ H décrit la réflexion hyperbolique associée à la condition
aux limites (2.80) entre les points(ρ,−ξ) et (ρ, ξ). Nous noterons égalementC∞,k

paire(p
−1(0),

End(CN )) le sous-espace des fonctionsq C∞ homogènes de degrék dep−1(0) à valeurs dans
End(CN ), à support près dex = 0, ξ = 0, (y, η) = ρ0 et qui vérifient la condition de symétrie
(pourρ proche deρ0)

∀ξ, J∗
ξ (ρ)q(x= 0, ξ, ρ)Jξ(ρ) = q(x= 0,−ξ, ρ).(2.94)

Soitµ la mesure associée à la suite(uk). On aµ|E = 0 près deρ0 car d’après le lemme 2.8, les
suitesuk|x=0 et ∂xuk|x=0 convergent vers zéro fort dansH1/2

ρ0 etH−1/2
ρ0 . Commeµ|H = 0, on

peut à présent considérerµ comme une mesure surp−1(0)/R∗
+, c’est-à-dire comme un élément

du dual de l’espaceC0
0 (p

−1(0)/R∗
+;End(C

N )) via l’application canonique

p−1(0) \ 0/R
∗
+

j→ SZ,(2.95)

qui est un homéomorphisme de(p−1(0) \ {x= 0, ξ �= 0})/R∗
+ surSZ \H.

LEMME 2.10. – Soient

m(x, ξ, ρ) =m0(x, ρ)iξ +m1(x, ρ)(2.96)

et

q ∈C∞,1
paire

(
p−1(0),End

(
C
N
))
.(2.97)

La mesureµ associée à la suite(uk) (qui satisfait la condition aux limites de la relation(2.80))
vérifie l’équation 〈

µ,
{p, q}+ i(m∗q− qm)

λ2

〉
= 0.(2.98)
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Démonstration. –Soit q ∈ C∞
0 (p−1(0),End(CN )), homogène de degré 1, à support près de

(x = 0, ξ = 0, ρ0). D’après le théorème de division de Malgrange (voir [7, Chap VII.7.5]), il
existe des opérateurs tangentielsQi de degréi, i= 0,1, de symboles principauxqi tels que

q = (q0ξ + q1)|p−1(0)(2.99)

et on peut choisir lesQi à support compact dansX et à support essentiel proche dex= 0, ρ= ρ0.
En notantQ=Q0

1
i ∂x +Q1 etM =M0∂x +M1, on a{

i(P ∗Q−QP ) = i[∂2x+R,Q] + i(M∗Q−QM),
=A2 +A1

1
i ∂x +A0P,

(2.100)

où lesAj sont des opérateurs à supports compacts, tangentiels matriciels de degréj, de symboles
principauxaj . On a donc l’égalité surp−1(0) \H (avecθ définie par (2.57))

a2 + a1θ|η|= {p, q}+ i(m∗q− qm)|p−1(0).(2.101)

D’après les lemmes 2.6, 2.7 et 2.8, l’identité (2.98) est donc conséquence de (2.101) si nous
vérifions pourq ∈C∞,1

paire(p
−1(0),End(CN )) l’identité

(q0 + b∗q0rb+ q1b+ b∗q1)|(x=0)\E ≡ 0.(2.102)

D’après (2.94) et (2.99), on a sur{x= 0} ∩ p−1(0)

J∗
ξ ◦ (q0ξ + q1) ◦ Jξ =−q0ξ + q1.(2.103)

D’après (2.93), cela signifie que surx = 0 ∩ p−1(0), la fonction matricielleξ �→ (Id−ξb∗)−1

(q0ξ + q1)(Id−ξb)−1 est paire enξ ; ceci équivaut à dire que sur{x = 0} ∩ p−1(0) = G ∪ H,
la fonction matricielleξ �→ (Id + ξb∗)(q0ξ + q1)(Id + ξb) est paire enξ, ce qui entraîne
(q0 + b∗q0rb+ q1b+ b∗q1)|H = 0, donc (2.102) par continuité puisqueG ⊂H. ✷

3. Mesures invariantes

Dans ce paragraphe, nous noteronsΣ un petit voisinage (pour que surΣ (2.80) soit
satisfaite), conique dansZ = j(CarP ) du pointρ0 = (y0, η0) ∈ G, de sorte que la condition
aux limites (2.80) soit satisfaite près deΣ (et |ξb(ρ)|< 1 surΣ). Près deρ0, on a donc{

Σ∩ (x > 0) =
{
(y, η, x, ξ); ξ2 = r(x, y, η)

}
,

Σ∩ (x= 0) =
{
(y, η); r0(y, η) � 0

}
.

(3.1)

L’espaceΣ est un espace métrique localement compact. On remarquera que puisqueρ0 est le
projeté d’un point de la variété caractéristique vérifiantξ0 = 0, on aη0 �= 0.

3.1. Le flot de Melrose–Sjöstrand

On noteraπ la projection canonique deCarP = p−1(0) = {ξ2 = r(x, y, η)} sur Σ.
L’ensembleΣ est stratifié par

Σ=
∞⋃
j=0

Σj(3.2)
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où

Σ0 =Σ∩ (x > 0),

Σ1 =H=
{
(y, η); r0(y, η)> 0

}
,

Σ2 =
{
(y, η); r0(y, η) = 0, r1(y, η) �= 0

}
,

. . .

Σk+3 =
{
(y, η); r0(y, η) = 0,Hj

r0(r1) = 0,∀j � k;Hk+1
r0 (r1) �= 0

}
,

. . .

Σ∞ =
{
(y, η); r0(y, η) = 0,Hj

r0(r1) = 0,∀j
}
.

On aG = {r0 = 0}=
⋃
j�2Σ

j , et on décomposeΣ2 en l’union disjointe

Σ2 = G2,+ ∪G2,−, G2,± =
{
(y, η) ∈Σ2,±r1(y, η)> 0

}
.(3.3)

Les points deG2,+ sont les points strictement diffractifs, et ceux deG2,− les points strictement
glissants. Les point deΣ1 sont ceux en lesquels la bicaractéristique dep est transverse au bord
x= 0 (points hyperboliques). Les points deΣj , j � 2, sont ceux en lesquels la bicaractéristique
de p a un contact d’ordrej avec le bordx = 0. La fonction p = −ξ2 + r(x, y, η) étant
homogène de degré2 sur le fibré cotangent, le flot de son champ hamiltonien,Hp, n’induit
pas un flot sur l’espace quotient homogèneCarP/R∗

+. Pour remédier à ce fait, on reparamètre
les bicaractéristiques dep en choisissant une fonctionτ(y, η), homogène de degré1 positive,
C∞ et ne s’annulant pas surΣ (sauf pourη = 0). Les champsHp et 1

τHp ont les mêmes
courbes intégrales, et surp−1(0), on a 1

τHp =Hp/τ . Le paramètres que nous choisirons sur les
bicaractéristiques généralisées sera le paramètre naturel pour le champ1

τHp. Rappelons qu’un
rayon est une applicationcontinued’un intervalleI deR dansΣ, s �→ γ(s), qui vérifie en tout
pointρ1 = γ(s1).

i) Si ρ1 ∈H∪ G2,+ : il existeε > 0 tel que l’on aitx(γ(s))> 0 pour0< |s− s1|< ε.
ii) Si ρ1 /∈H ∪ G2,+ (π−1(ρ1) est alors un singleton dansp−1(0)) : pour toute applicationf

C∞ dep−1(0) dansR, etπ−invariante, si on notẽf l’unique application continue deΣ dansR
qui rend commutatif le diagramme

p−1(0)

π

f
R

Σ

f̃

la fonctions �→ f̃ [γ(s)] est dérivable ens= s1 et on a

d
ds

(f̃ ◦ γ)(s1) =
1
τ
Hp(f)

[
π−1(ρ1)

]
.(3.4)

Dans toute la suite, on supposera qu’il n’y a pas de contact d’ordre infini entre les
bicaractéristiques dep et le bordx= 0, c’est-à-dire

∃J, Σ=
⋃
j�J

Σj .(3.5)
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Sous l’hypothèse (3.5), R. Melrose et J. Sjöstrand ont prouvé [14] que par tout pointρ1 deΣ
il existe un unique rayon maximals ∈ ]a, b[

γ−→Σ vérifiantγ(0) = ρ1 et γ(a+ 0) ∪ γ(b− 0) ∈
Σ \Σ.

Dans la suite on noteraφ(s, ρ) le flot de Melrose–Sjöstrand ainsi défini, vérifiantφ(0, ρ) = ρ.
Le flot φ est homogène pour l’action deR∗

+ surΣ, c’est-à-dire vérifieφ(s, tρ) = t ·φ(s, ρ), donc
induit un flot, qu’on notera aussiφ sur le quotientΣ/R∗

+.

3.2. Trivialisation du fibré le long du flot

On noteρ = (y, η) le point courant deT ∗Y  T ∗∂X et J le morphisme de fibré vectoriel
hermitien,CN étant muni de son produit scalaire usuel{

p−1(0)×CN J−→ p−1(0)×CN

{(ρ,x, ξ); e} �−→ (ρ,x, ξ); [Jξ(ρ)]+1/2(e),
(3.6)

oùJξ(ρ) est l’endomorphisme deCN défini en (2.93) et

[
Jξ(ρ)

]+1/2 = exp
(
1
2
logJξ(ρ)

)
.

Le morphismeJ est bien défini près de(ρ0,0,0) et on aJ |G = Id. Si q ∈ C∞
0 (p−1(0),

End(CN )) est considérée comme forme hermitienne par le produit scalaire deC
N , son image

inverse parJ notéeq̃ est définie par(
q̃ρ,x,ξ(e)|e

)
=
((
J
∗1/2
ξ (ρ)qρ,x,ξJ

1/2
ξ (ρ)

)
(e)|e

)
.(3.7)

On noterãqξ = J
∗1/2
ξ qξJ

1/2
ξ pour simplifier les notations. Par définition, on aq ∈C∞

paire(p
−1(0),

End(CN )) si et seulement siq ∈C∞
0 (p−1(0),End(CN )) etJ∗

ξ qξJξ = q−ξ sur le bordx= 0, ce

qui équivaut à̃q−ξ = q̃ξ sur le bordx= 0, puisqueJ−ξ = J−1
ξ . Siµ est la mesure du lemme 2.10,

on définit la mesure hermitienne positiveµ̃, élément du dual deC0
0 (p−1(0)/R∗

+,End(CN )) par

〈µ̃, q̃〉= 〈µ, q〉, q̃ξ = J
∗1/2
ξ qξJ

1/2
ξ .(3.8)

En d’autres termes,̃µ est l’image inverse deµ par l’isomorphismeJ . Si on note
C∞,k
+ (p−1(0)/R∗

+,End(CN )) l’espace des sectionsC∞ q̃ homogènes de degrék dep−1(0)/R∗
+

à valeurs dansEnd(CN ), à support compact, et qui vérifient̃q(ρ,0, ξ) = q̃(ρ,0,−ξ), le
lemme 2.10 est équivalent à〈

µ̃,
{p, q̃}+ i(n∗q̃ − q̃n)

λ2

〉
= 0, ∀q̃ ∈C∞,1

+

(
p−1(0),End

(
C
N
))

avecn= J−1/2mJ1/2 + i
{
p, J−1/2

}
J1/2.(3.9)

On remarquera que le passage de la mesureµ à la mesurẽµ correspond exactement à un
changement de structure hermitienne sur le fibrép−1(0) × CN , qui permet de ramener le
morphisme d’identificationJξ(e) de la réflexion hyperbolique à l’identité ; les équations (2.98)
et (3.9) vérifiées par les mesuresµ et µ̃ sont formellement identiques. SiΣ × CN est le fibré
hermitien trivial surΣ, CN étant muni de son produit scalaire usuel, on noteraµ̂ la mesure
hermitienne positive élément du dual deC0

0 (Σ/R∗;End(CN )) définie par

〈µ̂, q〉= 〈µ̃, q ◦ π〉,(3.10)
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où π :p−1(0)/R∗
+ → Σ/R∗

+ désigne la projection canonique. On remarquera que pour
q ∈ C0

0 (Σ/R∗
+;End(CN )), la relation de symétrie(q ◦ π)(ρ,x = 0, ξ) = (q ◦ π)(ρ,x = 0,−ξ)

est satisfaite. De plus, commeµ|H = 0, la mesurêµ détermine uniquementµ. On peut réécrire
l’équation (3.9) sur̃µ sous forme homogène en posantq̃ = (λ2/τ)a. On obtient

∀a ∈C∞,0
+

(
p−1(0),End

(
C
N
)) 〈

µ̃,

{
p

τ
, a

}
+ (∗a+ a(

〉
= 0

avec(=
1
2
τ

λ2

{
p

τ
,
λ2

τ

}
Id − i

n

τ
.(3.11)

SoitE0 = CN muni de son produit scalaire usuel(e|e′)CN ; soit s �→ L(s) une applicationC∞

deR dansMN (C) ets �→M(s) la solution de l’équation différentielle

dM
ds

= LM, M(s= 0) = Id .(3.12)

SoitT0 la trivilisation du fibréR×CN surR

R×E0
T0→R×C

N

(s, e) �−→
(
s,M(s)e

)
.

(3.13)

Si b(s) ∈ Γ(R,End(CN ) est identifiée à la forme hermitienne(be|e′)CN , son image inverse par
T0 est

T ∗
0 (b)(s) =M∗(s)b(s)M(s).(3.14)

Si µ est une mesure élément du dual de l’espaceC0
0 (Rs,End(CN )), son image inverseT ∗

0 (µ)
parT0 est alors définie par

〈µ, b〉=
〈
T ∗
0 (µ),M

∗bM
〉

(3.15)

et on a

LEMME 3.1. – Il y a équivalence entre
i) T ∗

0 (µ) vérifie l’équation d
dsT ∗

0 (µ) = 0.
ii) On a

〈
µ, dads +L∗a+ aL

〉
= 0 pour touta ∈C∞

0 (Rs,End(CN )).

Démonstration. –Le lemme 3.1 est conséquence de l’identitéd
ds(M

∗aM) =M∗(da
ds +L∗a+

aL)M . ✷
Compte tenu du lemme 3.1, l’équation (3.11) vérifiée par la mesureµ̃ est doncformellement

équivalente à l’invariance par le flotφ(s, ρ) de l’image inverse de la mesurêµ surΣ/R
∗
+, par la

trivialisationT du fibréΣ/R∗
+ ×CN

{(
I ⊂R×Σ/R∗

+

∣∣
S

)
×E0

T−→Σ/R∗
+ ×Cn

((s, ρ), e) �−→
(
φ(s, ρ),M(s, ρ)(e)

)
,

(3.16)

oùS est une hypersurface transverse au flot, et où l’application matricielles �→M(s, ρ) vérifie
l’équation différentielle

dM
ds

(s, ρ) = (
(
φ(s, ρ)

)
M(s, ρ), M(0, ρ) = Id .(3.17)
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On considérera l’équation (3.17) comme équation différentielle ordinaire ens, avec paramètre
ρ ∈ Σ. On notera qu’àρ fixé, la fonctions �→ ((φ(s, ρ)) est bornée,C0 sauf en un nombre fini
de pointssi où elle admet (éventuellement) une discontinuité de première espèce et possède des
limites à gauche et à droite en chacun de ces points. Les points de discontinuitési correspondent
aux valeurs des pour lesquellesρi = φ(si, ρ) ∈Σ1, i.e. aux points de réflexion hyperbolique de
la trajectoire. Il en résulte l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (3.17) pour tout
ρ ∈Σ.

La proposition suivante assure la continuité de la trivialisationT (3.16), ce qui permet de
définir sans ambiguïté l’image inverseT ∗(µ̂).

PROPOSITION 3.2. –La solutionM(s, ρ) de l’équation différentielle(3.17)est continue en
(s, ρ) ∈R×Σ.

Démonstration. –On a

M(t, ρ) = Id+

t∫
0

(
(
φ(s, ρ)

)
M(s, ρ)ds,(3.18)

d’où avec des constantes localement uniformes enρ

‖M(t, ρ)‖� C; ‖M(t, ρ)−M(t′, ρ)‖� C|t− t′|.(3.19)

Il suffit donc de vérifier pour toutt, la continuité enρ deM(t, ρ). Posons

∆(t, ρ1, ρ2) =

t∫
0

∥∥((φ(s, ρ1))− (
(
φ(s, ρ2)

)∥∥ds,(3.20)

D(t, ρ1, ρ2) =
∥∥M(t, ρ1)−M(t, ρ2)

∥∥.(3.21)

Les fonctions∆ etD sont continues ent, et on a

D(t, ρ1, ρ2) � C

[
∆(t, ρ1, ρ2) +

t∫
0

D(s, ρ1, ρ2)ds

]
.(3.22)

Par le lemme de Gronwall, on a donc

D(t, ρ1, ρ2)� C∆(t, ρ1, ρ2) exp(Cte t).(3.23)

La proposition est donc conséquence de

∀ρ2, lim
ρ1→ρ2

∆(t, ρ1, ρ2) = 0.(3.24)

Comme le flotφ(s, ρ) est continu, et puisquey, η, x, ξ2 sont des fonctions continues surΣ, il
suffit de vérifier

∀ρ2, lim
ρ1→ρ2

t∫
0

∣∣ξ(φ(s, ρ1))− ξ
(
φ(s, ρ2)

)∣∣ds= 0.(3.25)
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La fonction (s, ρ) �→ ξ(φ(s, ρ)) est uniformément bornée, continue en tout point(s0, ρ0) tel
queφ(s0, ρ0) /∈ Σ1, et d’après l’hypothèseΣ∞ = ∅ il n’existe qu’un nombre fini de valeurs
de s ∈ [0,1] telles queφ(s, ρ2) ∈ Σ1. D’après le théorème de convergence dominée, on
obtient (3.25). ✷
3.3. Le théorème de propagation

On noteσ̇ l’image deσ ∈Σ dansΣ/R∗
+. Rappelons queΣ/R∗

+ est un espace métrisable. On
noteradist(σ̇, σ̇′) une distance surΣ/R∗

+. Soit Ω un ouvert homogène deΣ et U = π−1(Ω).
Si µ̃ est une mesure hermitienne positive élément du dual deC0

0 (U/R∗
+,End(C

N )), et vérifiant
µ̃|H = 0 on noterâµ l’image deµ̃ par la projectionπ :p−1(0)→Σ

〈µ̂, q〉= 〈µ̃, q ◦ π〉, q ∈C0
0

(
Ω/R

∗
+,End(C)

)
.(3.26)

On dira quẽµ vérifie l’équation “̇̃µ= 0” sur U si on a〈
µ̃,

{
p

τ
, a

}
+ (∗a+ a(

〉
= 0, ∀a ∈C∞,0

+

(
U,End

(
C
N
))
,(3.27)

où ((y, η,n, ξ) ∈C∞,0(p−1(0),End(CN )) est défini en (3.11). On note toujoursT la trivialisa-
tion du fibré hermitienΣ/R∗

+×CN associée à( par (3.16) et (3.17). On dira quêµ est invariante
surΩ si T ∗(µ̂) est invariante par le flot de Melrose–Sjöstrand remonté trivialement sur le fibré
Σ/R∗

+×CN par la formule

(ρ, e) �−→ (φ(s, ρ), e), ρ ∈Σ/R
∗
+, e ∈C

N .(3.28)

L’objet de ce paragraphe est de vérifier le théorème de propagation suivant.

THÉORÈME 1. – Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
i) µ̂ est invariante.
ii) µ̃ vérifie l’équation“ ˙̃µ= 0” et µ̃|G2,+ = 0.

Démonstration du théorème 1. –On vérifie d’abord i)⇒ ii).
Soit a ∈ C∞,0

+ (p−1(0),EndCN )) ; on aa(ρ,x = 0, ξ) = a(ρ,x = 0,−ξ), donca définit une
sectionâ ∈C0

0 (Σ/R∗
+,End(C

N )) qui rend commutatif le diagramme

p−1(0)

π

a End(CN )

Σ

â

(On identifieâ à la section homogène de degré zéro deC0
0 (Σ,End(C

N )).) Soit s �→ φ(s, ρ) un
rayon. La fonction continues �→ â(φ(s, ρ)) est dérivable à gauche et à droite en tout point et on a

d
ds

â
(
φ(s, ρ)

)
|g,d =

{
p

τ
, a

}
(σg,d),(3.29)
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où σg,d est un des au plus2 points dep−1(0) éléments deπ−1(φ(s, ρ)). En particulier,
s �→ â(φ(s, ρ)) est dérivable en tout points tel queφ(s, ρ) /∈H et y vérifie

d
ds

â
(
φ(s, ρ)

)
=
{
p

τ
, a

}(
φ(s, ρ)

)
.

Comme µ̂|H = 0 (car µ̂ est invariante etH est transverse au flot) l’équation (3.27) est
conséquence de〈

µ̂,
∂â

∂s
+ (∗â+ â(

〉
= 0, ∀a ∈C∞,0

+

(
p−1(0),End

(
C
N
))
.(3.30)

Il suffit alors de remarquer que (3.30) résulte comme dans le lemme 3.1 de la construction de la
trivialisationT définie par (3.16) et (3.17). Enfin, on âµ|G2,+ = 0 carG2,+ est transverse au flot
de Melrose–Sjöstrand et̂µ est invariante donc̃µ|G2,+ = 0.

Vérifions à présent ii)⇒ i).
Le théorème étant de nature locale près de chaque pointσ = (y, η, x, ξ) de p−1(0), nous

procédons par récurrence sur la strateΣj telle queπ(σ) ∈ Σj . Lorsqueπ(σ) ∈ Σ0 (i.e. dans
x > 0), le résultat est conséquence du lemme 3.1, et près des points de réflexion hyperbolique,
π(σ) ∈Σ1, du lemme 3.1 et de la formule des sauts (on pourrait aussi utiliser le calcul explicite
de la paramétrixe près des points hyperboliques, voir [4] ou [6] pour le casN = 1).

Pour traiter les casπ(σ) ∈ Σj , avec j � 2, on commence (voir la proposition 3.3) par
construire des mesures auxiliaires qui permettent de généraliser l’équation (3.27) à des fonctions
b ∈C∞,0(p−1(0),End(CN )), C∞ à support compact, homogènes de degré zéro dep−1(0) dans
End(CN ), mais ne vérifiant pas nécessairement la relation de symétrie entre les pointsξ et−ξ
surx= 0.

Tout élémentb deC∞,0(p−1(0),End(CN )) se décompose d’une infinité de façons sous la
forme

b= a0 + ξa−1, aj ∈C∞,j
+

(
p−1(0),End

(
C
N
))
,(3.31)

où lesaj sont des fonctions paires deξ surx= 0. On peut par exemple prendre

a0(ρ,x, ξ) =
(
b(ρ,x, ξ) + b(ρ,x,−ξ)

)/
2(3.32)

et

a−1(ρ,x, ξ) =
(
b(ρ,x, ξ)− b(ρ,x,−ξ)

)/
2ξ.(3.33)

On a 〈
µ̃,

{
p

τ
, b

}
+ (∗b+ b(

〉
=
〈
µ̃,

{
p

τ
, ξa−1

}
+ ξ(∗a−1 + ξa−1(

〉
def= I.(3.34)

On choisitχ ∈ C∞(R) vérifiantχ(x) = 1 pourx � 1, χ(x) = 0 pourx � 2 etχ′ � 0 ; on pose
φ= 1− χ. Pour toutε > 0 petit on aξa−1φ

(
x
ε

)
∈C∞,0

+ (p−1(0),End(CN )) d’où

I =
〈
µ̃,

{
p

τ
, ξa−1χ

(
x

ε

)}〉
+
〈
µ̃, ξχ

(
x

ε

)(
(∗a−1 + a−1(

)〉
.(3.35)
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Le terme〈µ̃, ξχ(xε )((∗a−1 + a−1()〉 converge quandε→ 0 par le théorème de convergence
dominée vers〈µ̃1x=0ξ, (

∗a−1+a−1(〉 qui est nul car̃µ|H = 0 etξ|Σj = 0 pourj � 2. On a donc

I = Iε1 + Iε2 + Iε3 ,

Iε1 =
〈
µ̃, ξχ

(
x

ε

){
p

τ
, a−1

}〉
,

Iε2 =
〈
µ̃,

1
τ

(
− ∂p

∂x

)
a−1χ

(
x

ε

)〉
,

Iε3 =
〈
µ̃, ξa−1

{
p

τ
,χ

(
x

ε

)}〉
.

(3.36)

Comme précédemment, on alimε→0 I
ε
1 = 0. Par convergence dominée, on obtient

lim
ε→0

Iε2 =−
〈
µ̃1x=0, a

−1 r1
τ

〉
.(3.37)

Pour calculer la limite du termeIε3 , on utilise

ξa−1φ

(
x

ε

)
∈C∞,0

+

(
p−1(0),End

(
C
N
))
,(3.38)

d’où 〈
µ̃,

{
p

τ
, ξa−1φ

(
x

ε

)}
+ ξφ

(
x

ε

)(
(∗a−1 + a−1(

)〉
= 0.(3.39)

On a 〈
µ̃,

{
p

τ
, ξa−1φ

(
x

ε

)}〉
=
〈
µ̃,

{
p

τ
, ξa−1

}
φ

(
x

ε

)〉
− Iε3 .(3.40)

Car d’après (3.36)

Iε3 = 2
〈
µ̃,

ξ2

τε
a−1χ′

(
x

ε

)〉
,(3.41)

d’où

Iε3 =
〈
µ̃,

({
p

τ
, ξa−1

}
+
(
ξ(∗a−1 + ξa−1(

))
φ

(
x

ε

)〉
.(3.42)

LEMME 3.2. – On a pour touta−1, limε→0 I
ε
3(a

−1) = 〈T0, τa−1〉 où T0 est une mesure
hermitienne positive, élément du dual deC0

0 (Σ/R
∗
+,End(C

N )), et portée parH=Σ1.

Démonstration. –On a d’après (3.42)

lim
ε→0

Iε3
(
a−1

)
=
〈
µ̃1x>0,

{
p

τ
, ξa−1

}
+ ξ(∗a−1 + ξa−1(

〉
(3.43)

et poura−1 hermitienne positive, on aIε3 (a−1) � 0, d’après (3.41). Comme une limite faible
de mesures hermitiennes positives est une mesure hermitienne positive, on obtient l’existence de
T0. La mesureT0 est portée par{x= 0} d’après (3.41). Comme

τa−1 �→
〈
µ̃1x>0, a

−1

{
p

τ
, ξ

}
+ ξ(∗a−1 + ξa−1(

〉
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est une mesure qui ne charge pasx= 0, on en déduit que

a−1 �−→
〈
µ̃1x>0,

{
p

τ
, a−1

}
ξ

〉
def=

〈
S,a−1τ

〉
(3.44)

est une mesure, et il reste à vérifier queS ne charge pas
⋃
j�2Σ

j = {x= ξ = 0} ; on remplace

alorsa−1 para−1θ
(
x
β

)
ψ
(
ξ
ατ

)
avecθ,ψ ∈C∞

0 (R), paire,α→ 0, β→ 0 et α
2

β → 0. On a〈
S, τa−1θ

(
x

β

)
ψ

(
ξ

ατ

)〉
= S1 + S2 + S3 + S4,(3.45)

S1 =
〈
µ̃1x>0,

{
p

τ
, a−1

}
θ

(
x

β

)
ψ

(
ξ

ατ

)
ξ

〉
−→ 0,(3.46)

S2 =
〈
µ̃1x>0,−

2ξ2

βτ
θ′
(
x

β

)
ψ

(
ξ

ατ

)
a−1

〉
−→ 0,(3.47)

par convergence dominée car∣∣∣∣ ξ2βτ ψ
(

ξ

ατ

)
θ′
(
x

β

)
a−1

∣∣∣∣� Cte
α2

β
−→ 0.(3.48)

S3 =
〈
µ̃1x>0,−

ξ

τ2α
ψ′
(

ξ

ατ

)
∂r

∂x
θ

(
x

β

)
a−1

〉
−→ 0,(3.49)

car a
−1ξ
τ2α ψ′( ξ

ατ )
∂r
∂xθ(

x
β )1x>0 tend vers zéro partout et est borné et de même

S4 =
〈
µ̃1x>0,

ξ2

α
ψ′
(

ξ

ατ

){
p

τ
,
1
τ

}
θ

(
x

β

)
a−1

〉
−→ 0,(3.50)

ce qui achève la preuve du lemme.✷
D’après (3.36) à (3.41) et le lemme 3.2, on a obtenu la

PROPOSITION 3.3. – Pour toutaj ∈C∞,j
+ (p−1(0),End(CN )) on a avecb= a0 + ξa−1

〈
µ̃,

{
p

τ
, b

}
+ (∗b+ b(

〉
=
〈
− r1

τ2
1x=0µ̃+ T0(µ̃), τa−1

〉
.(3.51)

La mesurer1τ2 1x=0µ̃ est portée par
⋃
j�2Σj . La mesure hermitienne positiveT0(µ̃), portée par

Σ1 =H étant définie par

〈
T0(µ̃), τa−1

〉
= lim
ε→0

2
〈
µ̃,

ξ2

τε
a−1χ′

(
x

ε

)〉
,(3.52)

oùχ ∈C∞(R) est croissante, vérifieχ(x) = 0 pourx � 1 etφ(x) = 1 pourx � 2.

Soit à présentj0 � 2 un entier,σ0 un point deΣj0 . Nous allons vérifier l’assertion i)⇒ ii)
du théorème 1 au voisinage deσ0 par récurrence surj0 en supposant qu’elle est vraie au
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voisinage de tout point deΣj pour j < j0. On notera(z, ζ) un système de coordonnées
symplectiques homogènes près deσ0 tel quez(σ0) = 0 etr0 = ζ1τ près deσ0 (ce système existe
d’après le théorème de la base symplectique incomplète de Darboux). On a doncζ1(σ0) = 0 et
p=−ξ2+ r =−ξ2+ ζ1τ +xr1(z, ζ)+O(x2). Les fonctionsz, ζ sont dérivables sur les rayons
et vérifient

dz
ds

=
∂r

∂ζ

(
x(s), z(s), ζ(s)

)
,

dζ
ds

=−∂r

∂z

(
x(s), z(s), ζ(s)

)
.(3.53)

En particulier, près deσ0, on a dz1
ds ∼ τ > 0, doncs �→ z1(s) est strictement croissant sur les

rayons et l’hypersurfaceS = {z1 = 0} est transverse au flot. Soitω un petit voisinage ouvert
homogène deσ0 dansS etΩ l’ouvert deΣ,

Ωε0 =
{
φ(s, σ);σ ∈ ω, |s|< ε0

}
.(3.54)

Quitte à diminuerω, on peut supposer queΩε0 ∩ Σj = ∅,∀j > j0. Soit ωj0 =
{
σ ∈ ω,∃s,

|s| < ε0, φ(s, σ) ∈ Σj0
}

et soitF l’adhérence dansΩε0 de
{
φ(s, σ); |s| < ε0, σ ∈ ωj0

}
, et V

l’ouvert deΩε0 , V =Ωε0 \ F . Il existe alors un ouvertωv deω tel que qu’on ait

V =
{
φ(s, σ), σ ∈ ωv, |s|< ε0

}
.(3.55)

Comme
⋃
j>j0

Σj est fermé, en choisissantω et ε0 assez petits, on aV ∩ Σj = φ pour tout

j � j0. Comme on a “̃̇µ= 0” sur l’ouvertV , et µ̃|2,+G = 0, µ̂|V est invariante par hypothèse de
récurrence etV étant un tube de rayon de la forme (3.55), il en résulte que la mesure hermitienne
positive1V/R∗

+
µ̂|(Ωε0/R∗

+) est invariante surΩε0 . Comme on a déjà vérifié l’assertion i)⇒ ii) du

théorème 1, on a donc “ ˙1V/R∗
+
µ̃= 0” sur Ωε0 . D’après l’identitéµ̃|Ωε0

= 1V µ̃|Ωε0
+ 1F µ̃|Ωε0

,

on en déduit “ ˙1F µ̃|Ωε0
= 0” sur Ωε0 . Comme on a pourω et ε0 assez petits{

F =
{
φ(s, σ), |s|< ε0, σ ∈ ω̃

}
avec

ω̃ =
{
σ ∈ ω,∃s, |s|� ε0, φ(s, σ) ∈Σj0

}
,

(3.56)

on peut donc supposer que près deσ0, la mesurẽµ est portée par une réunion de rayons qui
rencontrentΣj0 . On va à présent distinguer trois cas :σ0 ∈ G2,+, σ0 ∈ G2,−, σ0 ∈Σj0 , j0 � 3.

3.3.1. 1er cas
σ0 ∈ G2,+. C’est le cas strictement diffractif. D’après l’hypothèse, on peut supposerµ̃ portée

par les rayons qui rencontrentG2,+, près deσ0. D’après (3.51),T0(µ̃)1H ≡ 0 et puisqueT0(µ̃)
est portée parH d’après la proposition 3.3, on aT0(µ̃)≡ 0 près deσ0, et comme par hypothèse
on aµ̃|G2,+ = 0 on déduit de (3.51)〈

µ̃,

{
p

τ
, b

}
+ (∗b+ b(

〉
= 0, ∀b ∈C∞,0

(
p−1(0),End

(
C
N
))
.(3.57)

Comme les rayons issus deG2,+ sont les courbes intégrales deHp/τ contenues dansp = 0 et
restent dansx � 0, la mesurêµ est invariante d’après le lemme 3.1.

3.3.2. 2ème cas
σ0 ∈ G2,−. C’est le cas strictement glissant. D’après l’hypothèse, on peut supposerµ̃ portée

par les rayons qui rencontrentG2,− près deσ0. Or ces rayons sont tout entiers contenus dans
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G2,− près deσ0, de sorte qu’on peut supposerµ̃ à support dansG2,−. On a

∀a ∈C∞,0
+

(
p−1(0),End

(
C
N
)) 〈

µ̃,

{
p

τ
, a

}
+ (∗a+ a(

〉
= 0(3.58)

et {
p

τ
, a

}∣∣∣∣
G2,−

=
1
τ
Hr0(a|x=0)|r0=0 poura ∈C∞,0

+

(
p−1(0),End

(
C
N
))

(3.59)

(car a|x=0 est paire enξ donc ∂
∂ξa|x=0,ξ=0 = 0). De plus, l’application deC∞,0

+ (p−1(0),
End(CN )) dansC∞,0(G2,−,End(CN )), a �→ a|x=0,ξ=0 est surjective. L’assertion i)⇒ ii) du
théorème 1 est donc d’après (3.58) conséquence du lemme 3.1

3.3.3. 3ème cas
σ0 ∈Σj0 , j0 � 3. Posonsj0 = k+ 3, on a

Σj0 =
{
(z, ζ); r0(z, ζ) = τζ1 = 0;∂�z1r1(z, ζ) = 0, ∀( � k, ∂k+1

z1 r1(z, ζ) �= 0
}
.(3.60)

Soitgk(z, ζ) = ∂kz1r1(z, ζ) ; on a donc

Σj0 ⊂
{
(z, ζ); gk(z, ζ) = 0, ∂z1gk �= 0

} def= G.(3.61)

Par le théorème des fonctions implicites,G est localement près deσ0 une hypersurface lisse de
la formeG= {z1 =Θ(z′, ζ)} avecz = (z1, z′). Notons à nouveauF la réunion des rayons près
deσ0 qui rencontrentΣj0 . Sur chaque rayon,z1 est une fonction strictement croissante des et
le flot est transverse àG d’après (3.53). On poseF+ = {(z, ζ, x, ξ) ∈ F, z1 >Θ(z′, ζ)},

F− = {(z, ζ, x, ξ) ∈ F, z1 <Θ(z′, ζ)},
F 0 = {(z, ζ, x, ξ) ∈ F, z1 =Θ(z′, ζ)} ⊃Σj0 ∩ F.

(3.62)

On identifieG à son image dansΣ. On peut supposer̃µ à support dansF = F− ∪ F 0 ∪ F+.
On poseµ̃± = µ̃|±z1>Θ(ζ′,ζ). Par hypothèse de récurrence(F± ∩ Σj = φ pour j � j0) les
mesureŝµ± sont invariantes sur les ouverts±z1 >Θ(z′, ζ). On peut les prolonger par transport
en mesures invariantes à support dansF , qu’on noterãµ±. On a donc près deσ0

µ̃= 1z1>Θµ̃
+ + µ0 + 1z1<Θµ̃

−,(3.63)

où la mesureµ0 est portée parF 0. L’équation de propagation (3.27) implique〈
µ0,

{
p

τ
, a

}
+ (∗a+ a(

〉
=−

〈
1z1>Θµ

+ + 1z1<Θµ
−,

{
p

τ
, a

}
+ (∗a+ a(

〉
(3.64)

pour touta ∈ C∞,0
+ (U,End(CN )) à support près deσ0. NotonsTr(µ±) les mesures à support

dansF0, qui sont définies comme les traces surF0 des mesures̃µ±. On a alors〈
µ0,

{
p

τ
, a

}
+ (∗a+ a(

〉
=−

〈
tr(µ+)− tr(µ−), a

〉
.(3.65)
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Il en résulte ∣∣∣∣〈µ0,{p

τ
, a

}〉∣∣∣∣� Cte‖a‖L∞.(3.66)

Or on a
{
p
τ , a

}
|F0 =

{
r0
τ , a

}
|F0 = ∂a

∂z1
|F0 . L’inégalité (3.66) implique donc que∂z1µ0 est une

mesure, mais commeµ0 est portée parF 0 qui est transverse à∂z1 , on en déduitµ0 ≡ 0, et
l’égalité (3.65) entraîne alorstr(µ+) = tr(µ−). D’après l’identité (3.63), on a donc̃µ= µ+ =
µ− ce qui prouve quêµ est invariante.

3.4. La condition µ̃|G2,+ = 0

Soit (uk)k∈N une suite bornée deH1 convergeant faiblement vers zéro, vérifiant l’équation
Puk = vk (où vk vérifie la relation (2.21) dansx > 0), et la condition aux limites (2.80) sur
x = 0. Soientµ, µ̃, µ̂ les mesures associées à la suite(uk). D’après (3.11), on a “̃̇µ = 0”, et
d’après le théorème 1, l’invariance de la mesureµ̂ va être conséquence de la propriétéµ̃|G2,+ = 0.

LEMME 3.4. – On aµ̃|G2,+ = 0 si et seulement si pour toutρ ∈ G2,+ toutaj ∈C∞,j
+ (p−1(0),

End(CN )) à support près deρ aveca−1 hermitienne positive, et en posantb = a0 + ξa−1, la
mesurẽµ vérifie l’inégalité 〈

µ̃,

{
p

τ
, b

}
+ (∗b+ b(

〉
� 0.(3.67)

Démonstration. –En effet,G2,+ est défini par l’inéquationr1 > 0. Le lemme 3.4 est donc
conséquence de la formule (3.51) de la proposition 3.3, puisque la mesure positiveT0(µ̃), portée
parΣ1 =H, ne charge pasG2,+. ✷

On remarquera que (3.67) n’est pas une conséquence de l’équation “˙̃µ= 0” puisque l’on teste
ici contre une classe plus grande de fonctions.

Soit alorsq ∈ C∞
0 (p−1(0),End(CN )), homogène de degré1, à support près de(x = 0,

ξ = 0, ρ0). En écrivantq = (q0ξ + q1)|p−1(0) comme dans (2.99), on a d’après (2.100) et (2.101)

et le lemme 2.9, avecλ2 = |η|2(1 + θ2), θ= ξ
|η|〈

µ,
{p, q}+ i(m∗q − qm)

λ2

〉
=
〈
ν, q0 + b∗q0rb+ q1b+ b∗q1

〉
.(3.68)

Commeν est une mesure hermitienne positive (voir (2.87)), la relation (3.67) est conséquence,
d’après (3.8), de l’implication : sia0, a−1, q0, q1 sont liés surp−1(0) par la relation

J
∗1/2
ξ (q0ξ + q1)J

1/2
ξ = λ

(
a0 + ξa−1

)
,(3.69)

alorsa−1 � 0 implique(q0+ b∗q0rb+ q1b+ b∗q1)|x=0 � 0 . Commeλ est une fonction paire de
ξ, il s’agit donc de calculer la partie impaire enξ de la fonction matricielle surp−1(0)∩{x= 0}

ξ �−→ J
∗1/2
ξ (q0ξ + q1)J

1/2
ξ .(3.70)

Soit donc

M =
1
ξ

(
J
∗1/2
ξ (q0ξ + q1)J

1/2
ξ − J

∗1/2
−ξ (−q0ξ + q1)J

1/2
−ξ

)
.(3.71)
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On doit vérifierM � 0⇒ q0 + b∗q0rb+ q1b+ b∗q1 � 0 sur{x= 0} ∩ p−1(0). On aM � 0⇔
N � 0 avec

N =
1
ξ

(
J∗
ξ (q0ξ + q1)Jξ + (q0ξ − q1)

)
(3.72)

et d’après (2.93),N � 0 équivaut àL � 0 avec

L=
1
ξ
(Lξ −L−ξ); Lξ = (Id−ξb∗)−1(q0ξ + q1)(Id−ξb)−1.(3.73)

SoitSξ = (Id−ξb)(Id+ξb) ; on aSξ = S−ξ etL � 0 équivaut àL̃� 0 avecL̃= S∗
ξLSξ. On a

L̃=
1
ξ
(L̃ξ − L̃−ξ); L̃ξ = S∗

ξLξSξ(3.74)

et surp−1(0) = {ξ2 = r}{
L̃ξ = (1 + ξb∗)(q0ξ + q1)(1 + ξb)

=
[
q1 + r(b∗q0 + q0b+ b∗q1b)

]
+ ξ

[
q0 + b∗q0rb+ q1b+ b∗q1

]
,

(3.75)

d’où surp−1(0) ∩ {x= 0},

L̃ � 0⇐⇒ q0 + b∗q0r0b+ q1b+ b∗q1 � 0,(3.76)

ce qui achève la vérification de l’invariance de la mesureµ̂.

4. Le système de Lamé, notations

4.1. Ondes transversale et longitudinale

On considère le système de Lamé dans un domaine régulier (C∞), Ω⊂R
3 et borné :

(
∂2t − µ∆− (λ+ µ)∇div

)
u=

(
∂2t +A

)
u= 0,

u|∂Ω = 0,
u|t=0 = u0 ∈H1

0 (Ω)3 ∂tu|t=0 = u1 ∈L2(Ω)3,

(4.1)

oùλ,µ sont les coefficients de Lamé qui vérifientµ> 0 etλ+2µ> 0. On supposeraµ �= λ+2µ.
On a une énergie naturelle qui est un invariant de l’évolution :

E(u)(t) =
1
2

∫
Ω

|∂tu|2 + µ|∇u|2 + (λ+ µ)|divu|2.(4.2)

On peut alors décomposer la solutionu en somme de deux termesuL etuT de rotationnel et de
divergence nuls respectivement :

LEMME 4.1. – Il existe(ϕ,ψ) ∈H2
loc(Rt ×Ω)1+3 vérifiant

1.u=∇ϕ+ rotψ = uL + uT , uL =∇ϕ, uT = rotψ,
2. (∂2t − c2L∆)ϕ= 0, (∂2t − c2T∆)ψ = 0,
3.divψ = 0, rotuL = 0, divuT = 0.
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4. Il existeC > 0 tel que pour tout intervalleI � R

‖ϕ‖2H2(I×Ω) � C|I|E(u),(4.3)

‖ψ‖2H2(I×Ω) � C|I|E(u),(4.4)

en particulier si on note

EL,T (uL,T ) =
1
2

∫
Ω

|∂tuL,T |2 + c2L,T |∇uL,T |2,(4.5)

avecc2L = λ+2µ, c2T = µ, on obtient

EL,T (uL,T )� CE(u).(4.6)

Démonstration. –Pour démontrer ce lemme, on décomposeu sur une base deH1
0 (Ω)3 formée

de vecteurs propres de l’opérateurAD = −µ∆ − (λ + µ)∇div avec conditions au bord de
Dirichlet, (eν , λν)ν∈N∗ :

u(t, x) =
∑
ν∈Z∗

esigne(ν)it
√
λ|ν|uνe|ν|(4.7)

et on note

U =A−1
D u=

∑
ν∈Z∗

esigne(ν)it
√
λ|ν|

uν
λ|ν|

e|ν|.(4.8)

La fonctionU vérifie (
∂2t +A

)
U = 0(4.9)

et on aU ∈Ck(Rt;H3−k(Ω)3),∀k ∈N. On note

ϕ=−c2L divU ∈Ck
(
Rt;H2−k(Ω)

)
, ∀k ∈N,(4.10)

ψ =−c2T rotU ∈Ck
(
Rt;H2−k(Ω)3

)
, ∀k ∈N.(4.11)

Compte tenu de (4.9), les fonctionsϕ etψ vérifient respectivement(∂2t − c2L∆)ϕ= PLϕ= 0 et
(∂2t −c2T∆)ψ = PTψ = 0,∇ϕ+rotψ =−c2L∇divU−c2T rot rotU =AU =−∂2tU = u. Enfin
la troisième condition du lemme est triviale et la dernière est conséquence de la construction.✷
4.2. Géométrie

SoitM = Rt ×Ω. On note

CarL⊂ T ∗
R
d+1|M =

{
(t, τ, z, ζ); (x, t)∈M,τ2 = c2L|ζ|2

}
(4.12)

et

CarT ⊂ T ∗
R
d+1|M =

{
(t, τ, z, ζ); (x, t)∈M,τ2 = c2T |ζ2

}
,(4.13)

les deux variétés caractéristiques des deux opérateurs des ondes. On note aussiZL;T =
j(CarL;T ) ⊂ bT ∗M les projections de ces deux variétés caractéristiques. Dans un système
de coordonnées géodésiques où∆= ∂2x +R(x, y,Dy) +Q1(x, y,Dy) +Q0(x, y,Dy)∂x oùQi

sont d’ordrei, si on noter0 = r|x=0, on a

ZL,T ∩ {x= 0}=
{
(t, y, τ, η);ν2L,Tτ

2 + r0 � 0
}
,(4.14)
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avecνL,T = c−1
L,T , et on a les décompositions

T ∗∂M =HL ∪GL ∪ EL =HT ∪ GT ∪ ET ,(4.15)

avec 
HL,T =

{
(t, y, τ, η);ν2L,T τ

2 + r0 > 0
}
,

GL,T =
{
(t, y, τ, η);ν2L,Tτ

2 + r0 = 0
}
,

EL,T =
{
(t, y, τ, η);ν2L,T τ

2 + r0 < 0
}
.

(4.16)

4.3. Mesures

On considère(uk)k∈N une suite d’énergie bornée de solutions du système de Lamé. On
suppose que la suite(uk) converge faiblement vers0. Les suites(uk)L,T qui lui sont associées
sont des suites de solutions d’équations d’ondes(ν2L,T∂

2
t −∆)uk,L,T = 0 d’énergies bornées et

convergent également faiblement vers0. Nous allons leur associer deux mesures,µL,T éléments
du dual topologique deC0( bS∗M ;End(C3)).

4.3.1. À l’intérieur
Quitte à extraire une sous-suite, les procédures standard (voir P. Gérard [5] ou L. Tartar [15])

montrent qu’il existe deux mesuresµL,T éléments du dual de l’espace des fonctions continues sur
S∗M à valeurs endomorphismes, telles que pour tout opérateur pseudodifférentielQ à valeurs
endomorphismes deC3, de degré0 et à support compact dansM , on a

〈µL,T , σ(Q)〉= lim
k→+∞

(Quk,L,T , uk,L,T )H1
L,T

,(4.17)

où on a noté

(QuL, uL)H1
L
=
∫
M

(∂tQuk,L, ∂tuk,L) + µ(∇Quk,L,∇uk,L)

+ (λ+ µ)(divQuk,L,divuk,L),

=
∫
M

(∂tQuk,L, ∂tuk,L) + (λ+2µ)(∇Quk,L,∇uk,L)(4.18)

et

(QuT , uT )H1
T
=
∫
M

(∂tQuk,T , ∂tuk,T ) + µ(∇Quk,T ,∇uk,T ).(4.19)

Les résultats standard de régularité elliptique montrent aussi que ces deux mesures sont portées
par les variétés caractéristiques respectives,CarL etCarT .

4.3.2. Près d’un point du bord
On se place dans un système de coordonnées géodésiques près d’un point(x0 = 0, y0). Dans

ce système M à la formeX = ]0,1[x×Y , Y =B(0,1)y, le bord deM a pour équationx= 0, le
laplacien∆ a la forme suivante :

∆=
1√
detg

∂x
√
detg ∂x +P (x, y,Dy),(4.20)
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oùx désigne la variable normale au bord,y la variable tangentielle,P (x, y,Dy) est un opérateur
différentiel tangentiel et la métriqueg est donnée par

g =
(
1 0
0 M(x, y)

)
, g−1 =

(
1 0
0 α(x, y)

)
,(4.21)

où tηα|x=0η = ‖η‖2 est la norme naturelle surT ∗∂Ω, duale de la norme surTΩ induite par
la métrique surΩ, et tη∂xα|x=0η = −2κ(y, η)‖η‖2. La convention de signe que nous avons
choisie est telle queκ > 0 surG2,+.

On considère les fonctions̃uL,T = detg1/4uL,T dans ce système de coordonnées et on note

P̃L,T =detg1/4PL,T detg−1/4 oùPL,T =∆− ν2L,T∂
2
t .(4.22)

Les opérateursP̃L,T sont autoadjoints pour la métriquedx|dy|dt et de la forme∂2x +
R̃L,T (x, y,Dy,Dt), où les opérateurs̃RL,T sont des opérateurs différentiels de degré2,
tangentiels et autoadjoints pour la mesuredx|dy|dt. Le symbole principal de l’opérateur̃RL,T ,
rL,T (x, y, η), vaut

rL,T (x, y, η, τ) = ν2L,T τ
2 − tηα(x, y)η,(4.23)

ce qui implique

r0,L,T = r|x=0 = ν2L,T τ
2 − ‖η‖2(4.24)

et

r1,L,T = ∂xr|x=0 = 2‖η‖2κ(y, η).(4.25)

On peut d’après la remarque 2.1, quitte à extraire une sous-suite, associer des mesuresµ̌L,T et

µ̌
1/2,0,−1/2
∂,L,T aux suites̃uk,L,T et (ũk,L,T |x=0, ∂xũk,L,T |x=0) comme à la section 2.

LEMME 4.2. – Les mesurešµ1/2,0,−1/2
∂,L,T sont nulles.

Démonstration. –On suppose par exemplecL > cT (l’autre cas se traitant de la même
manière). On a alors

T ∗Y =HT ∪GT ∪ ET ; HL ∪ GL ⊂HT .(4.26)

On remarque d’abord que la condition aux limites

uk,L|x=0 + uk,T |x=0 = 0(4.27)

impliqueµ̌1/2∂,L = µ̌
1/2
∂,T . D’après le lemme 2.6, les mesuresµ̌

1/2,0,−1/2
∂,T sont portées parET . Mais

près d’un pointρ0 ∈ ET (qui est donc elliptique pour l’opérateur∂2t +A), d’après le théorème de
régularité elliptique pour le problème de Dirichlet, les fonctionsuk sont uniformément bornées
dansHs au voisinage deρ0, pour touts ∈R. D’après la construction deuk,T etuk,L à partir de

uk, il en est de même des suitesuk,T et uk,L, ce qui montre que les mesuresµ̌1/2,0,−1/2
∂,L,T sont

toutes nulles au voisinage deρ0. On obtient ainsi que les mesuresµ̌
1/2,0,−1/2
∂,T sont nulles partout.

Donc la mesurěµ1/2∂,L = µ̌
1/2
∂,T est aussi nulle, puis en utilisant les relations (2.58) on obtient que

les mesurešµ0,−1/2
∂,L sont aussi nulles. ✷
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SoientζL,T les fonctions surSẐ définiesµ̌L,T presque partout par ζ(x, y, ξ, η, τ) =
ν2

L,T τ
2+‖ξ,η‖2

τ2+|ξ,η|2 si x > 0,

ζ(x, y, ξ, η, τ) = ν2
L,T τ

2+‖0,η‖2

τ2+|0,η|2 si x= 0,
(4.28)

où‖ξ, η‖2 = ξ2 + tηA(x, y)η, |ξ, η|2 = ξ2 + tηη. On définit alors la mesureµL,T comme étant
la mesure qui, dans ce système de coordonnées vaut

µL,T = ζ(x, y, ξ, η, τ)µ̌L,T .(4.29)

Le lemme suivant montre que cette multiplication parζ permet de retrouver l’énergie naturelle.

LEMME 4.3. – Pour tout opérateur pseudodifférentiel̃Q sur X , d’ordre 0, tangentiel près
de {x = 0} et à support compact, si on noteQ l’opérateur pseudodifférentiel surM qui lui
correspond, on a,dL désignant la mesure de Lebesgue surΩ,〈

µL,T , κ(σ(Q̃))
〉

= lim
k→+∞

∫
M

ν2L,T (∂tQuk,L,T , ∂tuk,L,T ) + (∇Quk,L,T ,∇uk,L,T )dtdL.(4.30)

Démonstration. –En effet (en notantddn le champ normal extérieur àΩ),

Ik =
∫
M

ν2L,T (∂tQuk,L,T , ∂tuk,L,T ) + (∇Quk,L,T ,∇uk,L,T )dtdL

=−
∫
M

((
ν2L,T∂

2
t +∆

)
Quk,L,T , uk,L,T

)
dtdL+

∫
∂M

d
dn

Qukuk dσ.(4.31)

Puisque les mesurešµ1/2,0,−1/2
∂,L,T sont toutes nulles, le terme de bord tend vers0 quandk→+∞

et

Ik =−
∫
M

((
ν2L,T∂

2
t +∆

)
Quk,L,T , uk,L,T

)
dtdL+ o(1),

=−
∫
X

((
ν2L,T∂

2
t +∆

)
Q̃detg−1/4ũk,L,T ,detg−1/4ũk,L,T

)
×
√
|detg|

1/2
dtdx|dy|+ o(1)

qui converge, d’après les lemmes 2.7 et 4.2 vers〈
µ̌L,T , κ(ζσ(Q̃))

〉
,(4.32)

puisqu’on a dans le système de coordonnées géodésiques normales

−σ
(
ν2L,T∂

2
t +∆

)
= ν2L,T τ

2 + ‖ξ, η‖2; λ2 = τ2 + |ξ, η|2. ✷(4.33)

En utilisant une partition de l’unité, on peut ainsi définir deux mesuresµL,T éléments du dual
de l’espace des fonctions continues surSẐL,T à valeurs endomorphismes deC3, vérifiant pour
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tout Q, opérateur pseudodifférentiel surM d’ordre 0, tangentiel (ou plus précisément somme
d’opérateurs qui sont tangentiels dans des systèmes de coordonnées géodésiques),〈

µL,T , κ(σ(Q̃))
〉

= lim
k→+∞

∫
M

ν2L,T (∂tQuk,L,T , ∂tuk,L,T ) + (∇Quk,L,T ,∇uk,L,T )dtdL.(4.34)

On identifiera par la suite ces deux mesures aux mesures correspondantes définies sur le dual de
l’espace des fonctions continues surbS∗M (bT ∗M quotienté par l’action naturelle deR+),
à valeurs endomorphismes deC3. On remarquera que d’après (4.34),u est une section du
fibré tangent àΩ et la fibreC3 est l’espace tangent en chaque point àΩ. Enfin, d’après les
lemmes 2.7, 4.2 et 4.3, siQ est un opérateur pseudo-différentiel surM , d’ordre2, qui près du
bord est de la formeQ =

∑2
j=0Q2−j∂

j
x, avecQi tangentiels de degrési, en remarquant que

Quk,L,T = (
∑1

j=0Q2−j∂
j
x −Q0R̃L,T )uk,L,T , on obtient

lim
k→+∞

∫
M

(Quk,L,T , uk,L,T )dtdL=
〈
µL,T ,

q

ν2L,T τ
2 + ‖ξ, η‖2

〉
,(4.35)

où q est le symbole principal deQ.

PROPOSITION 4.4. – Les mesuresµL et µT sont mutuellement singulières(au sens de la
théorie de la mesure).

Démonstration. –À l’intérieur ce résultat est immédiat puisque les mesuresµL et µT sont
portées parj(CarL) et j(CarT ) respectivement (et ces deux ensembles sont disjoints). Il suffit
donc de montrer la proposition en remplaçantµL,T parµL,T 1∂M . Près d’un point du bord,ρ0,
on suppose par exemplecL > cT . Si ρ0 ∈HT , alors la proposition est vérifiée près deρ0 puisque
µT 1HT = 0 d’après le lemme 2.6. Siρ0 ∈ ET alorsρ0 est elliptique pour l’opérateur∂2t +A et les
résultats standard de régularité elliptique pour le problème de Dirichlet montrent queuk (et donc
aussiuk,L et uk,T ) est uniformément bornée dansHs pour touts, doncµL et µT sont nulles

près deρ0. Enfin, siρ0 ∈ GT ⊂ EL, commeµ1/2∂,L = 0, la régularité elliptique pour l’opérateur
ν2L∂

2
t −∆ avec conditions de Dirichlet montre que, près deρ0, uk,L converge fortement vers0

dansH1 doncµL = 0. ✷
4.3.3. Polarisation

Nous n’étudions ici que la polarisation de la mesureµT puisque c’est celle dont nous nous
servirons ultérieurement, néanmoins il est clair qu’un résultat analogue est vrai pour la mesure
µL. Soit Π(x, ξ) l’opérateur égal à l’intérieur ou en un point du bordρ0 ∈ GT au projecteur
orthogonal sur le plan orthogonal àξ. Cet opérateur est définiµT presque partout et vaut
Π= Id−Π⊥ avec

∀X ∈C
3, Π⊥(x, C)(X) =

〈C,X〉
‖C‖2 g−1C.(4.36)

LEMME 4.5. –Pour toutq ∈C0(bS∗M ;End(C3))

〈µT , q〉= 〈µT ,Πq〉= 〈µT , qΠ〉= 〈µT ,ΠqΠ〉.(4.37)
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Démonstration. –SoitB un opérateur pseudo-différentiel de degré0, tangentiel près du bord,
de symbole principalb. On peut appliquer (4.35) àQ=B∇div, d’où en utilisantdivuT = 0,〈

µT ,
‖ξ, η‖2

ν2T τ
2 + ‖ξ, η‖2 bΠ

⊥
〉
= 0,(4.38)

ce qui implique la première relation de (4.37). La deuxième s’obtient à partir de la première
puisque la mesureµT est hermitienne et la troisième est conséquence des deux premières.✷

5. Le théorème de propagation dans le cas oùµL = 0

On suppose ici quedivuk = divuk,L converge vers0 dansL2(]0, T [× Ω) quandt→+∞.
Nous allons démontrer qu’alors la mesureµT est invariante par un certain flot qu’on explicitera.
On commence par montrer queµL est nulle. On a−divuk,L = c2L div∇divUk = c2L∆divUk.
En dehors de la variété caractéristique de l’opérateur∂2t + A, (Uk) converge fortement vers
0 dans tous les espacesHs et près de la variété caractéristique, l’opérateur∂2t est elliptique,
tangentiel et on a∂2t divUk = c2L∆divUk = −divuk,L → 0 dansL2. D’après la régularité
elliptique,divUk→ 0 dansH2 et doncuk,L =−c2L∇divUk→ 0 dansH1, soitµL = 0.

On rappelle que le support deµT est inclus dans la projection de la variété caractéristiqueZT .
Puisque les fonctionsuk,T sont solutions de l’équation(∂2t − c2T∆)uk,T = 0, il est standard que
la mesureµT est près de tout point intérieurρ0 ∈ ZT ∩ T ∗M invariante par le flot du champ
Hamiltonien homogèneHpT /τ .

5.1. Près d’un pointρ0 ∈HL

Près d’un point hyperbolique pour l’onde longitudinale les résultats standard de régularité pour
les solutions de l’équation des ondes montrent, puisqueuk,L tend vers0 dansH1

$0 ,

‖uk,L|∂M‖H1
ρ0

�C‖uk,L‖H1
ρ0

(5.1)

et

‖∂nuk,L|∂M‖L2
ρ0

� C‖uk,L‖H1
ρ0
.(5.2)

Les deux traces deuk,L convergent donc fortement vers0 dansH1 etL2 respectivement près de
ρ0. Près deρ0, uk,T vérifie donc des conditions au bord de Dirichlet :(

∂2t − c2T∆
)
uk,T = 0,(5.3)

uk,T |∂M =−uk,L|∂M = o(1)H1
�0
.(5.4)

Le théorème de propagation de la mesure de la section 3 montre alors queµT est invariante par le
flot de Melrose et Sjöstrand (ici la trivialisation du fibréΣ/R∗

+×C3 est celle qui est donnée par
la relation (3.16), pourJξ = Id, avecM(s, ρ) = Id). On noteξ± les deux points (éventuellement
confondus) de la variété caractéristique qui se projettent surρ et Π± le projecteur orthogonal
sur le plan orthogonal àξ±. On notera encoreΠ± les transportés par le flot de ces projecteurs et
Π+,− le projecteur orthogonal sur l’espace orthogonal à l’espace engendré parξ+ etξ−. D’après
le théorème de propagation près deρ0 et le lemme 4.5, près deρ0, on a

µT =Π+µTΠ+ =Π−µTΠ− =Π+,−µTΠ+,−.(5.5)
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On remarquera que, sauf dans le cas d’un rayon normal ou tangent au bord, cette information
est non triviale puisqu’alorsΠ+,− est le projecteur orthogonal sur la droite normale à la fois à la
direction incidente et à la normale au bord enρ0.

5.2. Près d’un pointρ0 ∈ EL

Ce cas est non trivial uniquement dans le cas oùcL > cT . En effet dans le cas contraire,
ZT ∩ EL = ∅ et la mesureµT est nulle près deρ0. Pour l’étude on se place dans un système
de coordonnées géodésiques près deρ0. On noteχ :M → X le changement de variables
correspondant. Soitvk,T le champ de vecteurs surX , vk,T = Tχ(uk,T ). On calcule le système
de conditions au bord vérifié par les fonctionsvk,T (on en déduira simplement celui vérifié
par ũk,T ). Les fonctionsϕk associées à(uk) par le lemme 4.1 vérifientPLϕk = 0 et le point
ρ0 est elliptique pour l’opérateurPL. Il existe donc, d’après la théorie elliptique, un opérateur
pseudodifférentiel,E−1(y,Dy), d’ordre−1 tel que près deρ0,

ϕk|∂M =E−1

(
∂ϕk
i∂x

|∂M
)

(5.6)

et le symbole principale−1 deE−1 vaut

e−1(y, η) =
−i√

‖η‖2 − τ2ν2L
.(5.7)

Les conditions aux limites vérifiées par les trois composantes du vecteurvk,T sont

vk,T,x|∂M =−∂xϕ|∂M ,
(5.8) (

vk,T,y1
vk,T,y2

)
=−α

(
∂y1ϕ|∂M
∂y2ϕ|∂M

)
.

La conditiondivuk,T = 0 s’écritdivgvk,T = 0, soit

∂xvk,T,x + ∂y1vk,T,y1 + ∂y2vk,T,y2 =O(1)H1
ρ0
.(5.9)

D’après (5.7) (5.8) et (5.9), on obtient près deρ0,

vk,T,x|∂M =Q−1

(
∂vk,T,x
i∂x

|∂M
)
+ o(1)∂,H1

ρ0
,(5.10)

oùQ−1 est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre−1, elliptique de symbole principal

q−1(y, η) =
−i

√
‖η‖2 − τ2ν2L
‖η‖2 .(5.11)

Reportant cette relation dans (5.8) et en utilisant (5.7) on obtient aussi(
vk,T,y1
vk,T,y2

)
=−α

(
∂y1
∂y2

)
E−1Q−1(∂xvk,T,x|∂M ) + o(1)∂,H1

ρ0
.(5.12)

Finalement le système de conditions aux limites quevk,T vérifie est de la forme

vk,T =B′
−1

(
∂vk,T
i∂x

)
+ o(1)∂,H1

ρ0
,(5.13)
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oùB′
−1 est une matrice3× 3 d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre−1 de symbole principal

b′−1(y, η) =

 −i
√

‖η‖2−τ2ν2
L

‖η‖2 0 0

− α
‖η‖2

(
η1
η2

)
0
0

0
0

 .(5.14)

Si on revient aux conditions aux limites vérifiées parũk,T = (det g)1/4uk,T , on obtient

ũk,T =B−1

(
∂ũk,T
i∂x

)
+ o(1)∂,H1

ρ0
,(5.15)

où B−1 = Tχ−1B′
−1Tχ. Nous nous trouvons donc exactement dans le cadre d’application

du théorème de propagation de la mesure de la section 3. Il ne reste donc qu’à identifier les
objets géométriques qui interviennent dans la définition du flot : les endomorphismesJξ et
M(s). A priori le théorème de propagation décrit la propagation de la mesureµ̌T (dont on
déduit la propagation de la mesureµT = ζµ̌T ). Évidemment, l’endomorphismeJξ est le même
pour les deux mesures. En ce qui concerneM(s), il est plus simple de calculer directement
l’endomorphisme associé à la mesureµT .

5.2.1. L’opérateurJξ
Calculons l’opérateurJξ dans la base(∂x, ∂y1 , ∂y2), c’est à dire la matriceJ ′

ξ :

J ′
ξ = TχJξTχ

−1.(5.16)

On aJ ′
ξ = (Id − ξb′−1)−1(Id + ξb′−1), soit

J ′
ξ =

 ‖η‖2−ξδ
‖η‖2+ξδ 0 0

−2ξ
‖η‖2+ξδα

(
η1
η2

)
1
0

0
1

 ,(5.17)

avecδ = i
√
‖η‖2− τ2ν2L. Compte tenu de ce que la mesureµT est polarisée perpendiculaire-

ment à la direction de propagation(ξ, η), on s’intéresse juste à son action sur le plan(ξ, η)⊥.
Une base de ce plan est donnée par les vecteurs

e1(ξ) = (0, Y ), e2(ξ) =
(
‖η‖2,−α(η)ξ

)
,(5.18)

oùY est un vecteur de l’espace tangentTY , tel que〈Y, η〉= 0. On a donc

J ′
ξ(e1(−ξ)) = e1(ξ),(5.19)

J ′
ξ(e2(−ξ)) =

‖η‖2 − ξδ

‖η‖2 + ξδ
e2(ξ).(5.20)

Puisqueδ ∈ iR, l’endomorphisme−Jξ qui traduit la réflexion hyperbolique est donc une
isométrie de(−ξ, η)⊥ sur(ξ, η)⊥ (ce caractère isométrique traduit la conservation de l’énergie).
Les relations (5.19), (5.20) nous permettent de retrouver la relation (5.30) de [11] (calculée par
des arguments d’optique géométrique).
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5.2.2. L’endomorphismeM(s)
La description précédente de l’endomorphismeJξ caractérise la propagation de la mesure

µT le long du rayon issu du pointρ0 ∈ EL, sauf si ce rayon est un rayon glissant près deρ0
(γ(s) ∈ G2,− pour±s ∈ ]0, ε]). Pour terminer la description du casρ0 ∈ EL, il nous suffit donc
de décrire l’endomorphismeM(s), le long d’un rayon glissant. Puisque l’opérateur de Laplace
est autoadjoint, la mesureµT vérifie pour toutq ∈C∞,1

paire(p
−1(0);EndC3)〈

µT ,
{p, q}
λ2

〉
= 0,(5.21)

avec

λ2 = ζ
(
τ2 + |η|2

)
, λ2|G = ν2T τ

2 +
∥∥η2∥∥.(5.22)

L’endomorphismem de la relation (2.98) est donc nul. L’endomorphismen de la relation (3.9)
vaut donc

n= i
{
p, J

−1/2
ξ

}
J
1/2
ξ ,(5.23)

or Jξ|G = Id, donc

n|G =− i

2
{p, Jξ}= i

∂p

∂x
b−1|G .(5.24)

D’après (5.23), l’endomorphismel de la relation (3.11) vaut donc dans la base∂x, ∂y1 , ∂y2 , et en
se restreignant àτ > 0

l=
1
2
τ

λ2

{
p

τ
,
λ2

τ

}
− i

n

τ
=−in

τ
,

(5.25)

=
2κ(y, η)

τ

( −δ 0 0

−α
(
η1
η2

)
0
0

0
0

)
.

Calculons l’action de l’opérateurl sur le trièdre de Frénet(t, n, b) le long d’une bicaractéristique
γ. Commeγ est un rayon glissant, sa projection spatiale est une géodésique du bord pour la
métrique induite,t est le vecteur tangent à la projection spatiale deγ, n est la normale intérieure
au bord etb= t∧ n. Notre choix de paramétrage donne le long de la bicaractéristique

d
ds

y =−2
α

(
η1
η2

)
τ

(5.26)

et en notantκ= κ(y, η), 

n= (1x,0y),

t=
(
0,

α(η)
‖η‖

)
,

l(t) = 0,
l(b) = 0,

l(n) =
−2κ
τ

(
δn+ α(η)

)
.

(5.27)

Or surG, ν2T τ
2 = ‖η‖2, donc

l(n) =−2κ
τ
δn+ 2κνT t.(5.28)
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La géodésique du bord est paramétrée à vitesse2νT . En effet∥∥∥∥ d
ds

y

∥∥∥∥= ‖2α(η)‖/τ = 2νT .(5.29)

Les dérivées du trièdre de Frénet valent donc :

d
ds

 t
n
b

= 2νT

 0 −κ 0
κ 0 −ζ
0 ζ 0

 t
n
b

 ,(5.30)

où |κ| est la courbure etζ la torsion de la géodésique vue comme une courbe deR3. On
remarquera qu’avec nos conventions,κ < 0 surG2,−.

Soient(α(s), β(s), γ(s)) les solutions du système oùM est défini par la relation (3.12)

(αt+ βn+ γb) =M(s)(α0t0 + β0n0 + γ0b0),(5.31)

qui vérifient donc

α̇t+ β̇n+ γ̇b− 2νTα(κn) + 2νTβ(κt− ζb) + 2νTγ(ζn)

= β

(
−2κ

τ
δn+ 2κνT t

)
,(5.32)

soit 
α̇= 2νTκβ − 2κνTβ = 0,

β̇ = 2νTκα− 2νT ζγ −
2κ
τ
δβ,

γ̇ = 2νT ζβ.

(5.33)

On ne s’intéresse qu’à des ondes polarisées perpendiculairement à la direction de propagation, on
vérifie donc que siα0 = 0 alorsα(s) = 0, ce qui correspond à la première équation. L’opérateur
M(s) restreint au plan engendré parn et b est donc décrit par le système :

β̇ =−2νT ζγ −
2κ
τ
δβ,

γ̇ = 2νT ζβ,
(5.34)

dont on vérifie qu’il est bien une isométrie de ce plan (ceci correspond à la conservation de
l’énergie), puisque la matrice(−2κδ/τ −2νT ζ

2νT ζ 0 ) est anti-adjointe (carδ est imaginaire pur).

5.3. Près d’un pointρ0 ∈ GL

On se place dans un système de coordonnées géodésiques près du pointx0. On noteraχ le
changement de variables correspondant etJξ = Tχ−1J ′

ξTχ l’opérateur défini près deC0 dans
S∗Y par (5.17) où

δ =

{
i
√
‖η‖2 − τ2ν2L si C ∈ EL,√
τ2ν2L − ‖η‖2 si C ∈HL ∪ GL.

(5.35)

On noteraC∞,1
paire(p

−1(0);EndC
3) l’espace des fonctionsq C∞ homogènes de degré1, de

p−1(0) à valeurs dansC3 à support près de(x0 = 0, ξ = ±ξ0, y0, η0) et vérifiant la condition
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de symétrie

J∗
ξ q(x= 0, ξ, y, η)Jξ = q(x= 0,−ξ, y, η).(5.36)

PROPOSITION 5.1. – Soitq ∈C∞,1
paire(p

−1(0);EndC3). Alors, on a〈
µT ,

{p, q}
λ2

〉
= 0,(5.37)

oùλ est la fonction définie en(5.22).

COROLLAIRE 5.2. –La mesureµT est, près deC0, invariante par le flot associé à la réflexion
hyperbolique décrite parJξ.

Puisque la mesureµT est polarisée perpendiculairement à la direction de propagation, il suffit
pour décrire complètement sa propagation de décrire l’action deJξ sur le plan perpendiculaire à
(ξ, η), qui est la même que celle des relations (5.19) et (5.20), avec notre nouvelle définition de
δ. On remarquera que cette description est, dans la régionHL compatible avec la description de
la section 5.1 (celle correspondant aux conditions aux limites de Dirichlet), puisqu’alors on sait
que la mesureµT est polarisée le long dee1 et que les deux descriptions coïncident alors.

Démonstration de la proposition 5.1. –Si C0 ∈ ET , d’après le lemme 4.2,uk,T |∂M converge
fortement vers0 dansH1/2, d’après les résultats standard de régularité elliptique, on en déduit
queuk,T converge fortement vers0 dansH1 près deC0. Si C0 ∈HT . Les traces̃uk,T et ∂xũk,T
sont donc bornées dansH1

$0 etL2
$0 respectivement. On peut donc leur associer une mesure

µ∂ =
(

µ1∂ (µ1/2∂ )∗

µ
1/2
∂ µ0∂

)
surS∗Y caractérisée par

∀Q ∈A1
I , limk

∫
∂X QũkT · ∂xũkT dy =

〈
µ
1/2
∂ ,

σ(Q)
|η|

∣∣∣∣
x=0

〉
,

∀Q ∈A2
I , limk

∫
∂X

QũkT · ũkT dy =
〈
µ1∂ ,

σ(Q)
|η|2

∣∣∣∣
x=0

〉
,

∀Q ∈A0
I , limk

∫
∂X Q∂xũ

k
T · ∂xũkT dy =

〈
µ0∂ , σ(Q)|x=0

〉
.

(5.38)

Soit µ̃T = µT /ζ la mesure associée dans notre système de coordonnées à la suiteũk,T . On a,
avecλ20 = τ2 + |ξ, η|2, 〈

µT ,
{p, q}
λ2

〉
=
〈
µ̃T ,

{p, q}
λ20

〉
.(5.39)

Soit Q = Q0(∂x

i ) + Q1 où Qi sont des opérateurs pseudodifférentiels tangentiels d’ordrei à
supports proches deC0. On a(

i(P̃ ∗
TQ−QP̃T )ũT,k, ũT,k

)
L2 =

∫
Y

−Q0∂
2
xũT,kũT,k − iQ1∂xũT,kũT,k

+ iQ1ũT,k∂xũT,k +Q0∂xũT,k∂xũT,k + o(1).(5.40)
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On en déduit que〈
µ̃T ,

{p, q0ξ + q1}
λ20

〉
=
〈(

µ1∂ (µ1/2∂ )∗

µ
1/2
∂ µ0∂

)
,

(
q0rT −iq1
iq1 q0

)〉
.(5.41)

Pourq ∈C∞,1(p−1(0);EndC3), il existe deux opérateurs tangentielsQi tels queq = q0ξ + q1.
En utilisant le théorème de division de Malgrange, on montre comme à la preuve du lemme 2.9
que la relation (5.41) reste vraie pour un tel symbole. Il suffit donc pour conclure de vérifier
que siq est paire, alors le terme de droite dans (5.41) est nul. Puisqueũk,T vérifie surEL la
condition aux limites (5.15), le lemme 2.10 montre que ce terme est nul surEL. La fonctionuk,T
vérifie par ailleurs surHL la condition aux limitesuk,T |∂M = o(1)H1

�0
etvk,T = Tχuk,T vérifie

divg vk,T = 0, donc

∂xvk,T,x + ∂y1vk,T,y1 + ∂y2vk,T,y2 = o(1)L2
�0
,(5.42)

ce qui implique∂xvk,T,x|∂M = o(1)L2
�0

et en particuliervk,T vérifie aussi surHL la condition

aux limites (5.13), où on remplacei
√
‖η‖2 − τ2ν2L par

√
τ2ν2L − ‖η‖2 (et doncũk,T vérifie la

condition (5.15)). Le terme de droite dans (5.41) est donc aussi nul surHL. Il est donc égal à〈
1GL

(
µ1∂ (µ1/2∂ )∗

µ
1/2
∂ µ0∂

)
,

(
q0rT −iq1
iq1 q0

)〉
.(5.43)

Soientq̃i = (Tχ−1)∗qiTχ−1 et µ̃∂ définie par

〈µ̃∂ , q̃ 〉= 〈µ∂ , q〉.(5.44)

Il nous faut donc montrer que, siq̃ = q̃0ξ + q̃1 et q̃ paire, c’est-à-dire

J
′∗
ξ q̃(x= 0, ξ, y, η)J ′

ξ = q̃(x= 0,−ξ, y, η),(5.45)

avec

J ′
ξ = TχJξTχ

−1,(5.46)

alors 〈
1GL

(
µ̃1∂ (µ̃1/2∂ )∗

µ̃
1/2
∂ µ̃0∂

)
,

(
q̃0rT −iq̃1
iq̃1 q̃0

)〉
= 0.(5.47)

On a ṽk,T |∂M =−(detg)1/4∇(det g)−1/4ϕ̃k|∂M où ϕ̃k est une suite de solutions convergeant
fortement vers0 dansH2

$0 (caruk,L tend vers0 dansH1
$0 ) de l’équationP̃Lϕ̃k = (∂2x + R̃L)ϕ̃= 0

et ses traces̃ϕk|∂M et ∂xϕ̃k|∂M sont bornées dansH2
$0 et H1

$0 respectivement. On a alors, si
Q=−Q2∂x avecQ2, un opérateur tangentiel d’ordre2∫

X

(P ∗
LQ−QPL)ϕkϕk =

∫
∂X

∂xQ2∂xϕkϕk +Q2∂xϕk∂xϕk.(5.48)

Le terme de gauche dans (5.48) tend vers0, celui de droite (modulo extraction d’une sous-suite)
vers

0 =
〈
ν2, rLq2

〉
+
〈
ν1, q2

〉
,(5.49)
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où ν2 et ν1 sont les mesures de défaut (voir P. Gérard [5] et L. Tartar [15]) dansH2(∂M) et
H1(∂M) respectivement des suites(ϕ̃k|∂M ) et (∂xϕ̃k|∂M ). Localisant cette dernière équation
surGL, on obtientν11GL = 0. Commeṽk,T,x|∂M =−∂xϕ̃k|∂M + o(1)H1 , on en déduit que les

mesures̃µ1∂1GL et µ̃1/2∂ 1GL sont de la forme

µ̃1∂1GL = 1GL

0 0 0
0 µ̃1∂,2,2 µ̃1∂,2,3

0 µ̃1∂,3,2 µ̃1∂,3,3

 , µ̃
1/2
∂ 1GL = 1GL

0 0 0
0 µ̃

1/2
∂,2,2 µ̃

1/2
∂,2,3

0 µ̃
1/2
∂,3,2 µ̃

1/2
∂,3,3

 .(5.50)

Les relations

div ṽk,T = ∂xṽk,T,x + ∂y1 ṽk,T,y1 + ∂y2 ṽk,T,y2 =O(1)H1
�0

(5.51)

et

ṽk,T,y |∂M =−∇yϕ̃+ o(1)H1
�0

(5.52)

montrent

ṽk,T,y |∂M =C−1

(
∂x
i
ṽk,T,x

)
+ o(1)H1

�0
,(5.53)

où le symbole principal de l’opérateurC−1 est−α(η)/‖η‖2.
Si on note

b=

(
0 0 0

− α
‖η‖2

(
η1
η2

)
0
0

0
0

)
(5.54)

on peut réécrire le terme de gauche dans (5.47) sous la forme

〈1GL µ̃
0
∂ , q̃0 + b∗q̃0rT b+ q̃1b+ b∗q̃1〉(5.55)

et le même calcul algébrique qu’à la démonstration du lemme 2.10 montre que siq̃ est pair,
alors le terme de droite dans (5.55) est nul surGL ; ce qui termine la démonstration de la
proposition 5.1. ✷

Terminons cette partie avec la définition suivante :

DÉFINITION 5.3. – On appellera rayon de polarisation transversale surΩ toute application

γ : s ∈ I ⊂R �→ γ(s) ∈ SẐ × TR
3|Ω ⊗R C(5.56)

où I est un intervalle deR, SẐ est l’espace associé àM = Rt × Ω, défini en (2.36) et
TR3|Ω ⊗R C est le complexifié de l’espace tangent àΩ et telle que :

1. La projection,s �→ πx,t(γ(s)), sur la base deSẐ , Rt × O est un rayon bicaractéristique
généralisé au sens de Melrose et Sjöstrand.

2. Siπx,t(γ(s0)) ∈Rt×Ω alors la projections �→ πX(γ(s)) sur le dernier facteur est constante
au voisinage des0 et orthogonale à la direction de propagation :〈πξ(γ(s)), πX(γ(s))〉= 0.

3. Si πx,t,ξ,τ (γ(s0)) ∈ HT ∩HL alorsγ(s0 − 0) et γ(s0 + 0) existent ets �→ πX(γ(s)) est
continue près des0.

4. Siπx,t,ξ,τ (γ(s0)) ∈ EL ∩HT alorsγ(s0 − 0) etγ(s0 + 0) existent et vérifient

πX
(
γ(s0 + 0)

)
= Jπξ(γ(s0−0))

(
πX

(
γ(s0 +0)

))
.(5.57)
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5. Siπx,t,ξ,τ(γ(s0)) ∈ ET alorsπX(γ(s)) est de classeC1 près des0 et vérifie ens0 l’équation
différentielle (5.32) (sur les coordonnées du repère de Frénet).

C’est-à-dire que la variation de la composante du fibré tangent d’un rayon de polarisation est
décrite par les différents cas que nous venons d’étudier dans cette section.

6. Décroissance exponentielle de l’énergie pour les solutions du système de la
thermoélasticité

On considèreΩ ⊂ Rd, d = 2,3, un ouvert régulier, relativement compact,(u0, u1, θ0) ∈
H1

0 (Ω)
d ×L2(Ω)d+1, (u, θ) la solution donnée par le théorème de Hille Yosida du système

(∂2t − µ∆− (λ+ µ)∇div)u+ α∇θ = 0,
∂tθ−∆θ+ β div∂tu= 0,
u|∂Ω = 0, θ|∂Ω = 0,
u|t=0 = u0 ∈H1

0 (Ω)3, ∂tu|t=0 = u1 ∈ L2(Ω)3,
θ|t=0 = θ0 ∈L2(Ω);

(6.1)

et son énergie naturelle :

E(u, θ)(t) =
1
2

∫
Ω

[
|∂tu|2 + µ|∇u|2 + (λ+ µ)|divu|2 + α

β
|θ|2

]
dx,(6.2)

qui vérifie

dE
dt

=−α

β

∫
Ω

|∇θ|2 dx � 0.(6.3)

Pour simplifier la présentation on se placera dans cette partie dans le cas le plus difficile à étudier
(et pertinent du point de vue physique) oùλ+ µ > 0.

G. Lebeau et E. Zuazua ont démontré dans [11], théorème 1.1 (voir aussi relations (3.6) et
(3.7)), le résultat suivant

THÉORÈME 2 (Lebeau–Zuazua). –La décroissance de l’énergie pour les solutions du
système(6.1) est uniforme : il existe C,ε > 0 tels que pour tous(u0, u1, θ0) ∈ H1

0 (Ω)d ×
L2(Ω)d+1,

E(u, θ)(t) � Ce−εtE(u, θ)(0),(6.4)

si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées:
i) Toute solution,ϕ ∈H1

0 (Ω)
d du système

−∆ϕ= γ2ϕ dansΩ,(6.5)

divϕ= 0(6.6)

est nulle.
ii) Il existeT > 0 et C > 0 tels que pour tous(u0, u1) ∈H1

0 (Ω)
d × L2(Ω)d, la solution du

système de Lamé(4.1)vérifie

‖u0‖2H1(Ω)d + ‖u1‖2L2(Ω)d �C

T∫
0

∫
Ω

|divu|2 dxdt.(6.7)
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Remarque6.1. – En toute rigueur, le théorème 1.1 de [11] correspond à prendre les normes
L2 etH−1 dans le terme de gauche et la normeH−1 dans le terme de droite de (6.7). Néanmoins
l’opérateur

√
AD réalisant une isométrie deH1 sur L2 et deL2 sur H−1 et commutant à

l’évolution, on voit facilement que l’équation (9) de [11] est bien équivalente à (6.7).

Dans la cas oùd = 2, ils en ont déduit une condition nécessaire et suffisante pour que (6.4)
soit vérifiée. Nous allons généraliser cette étude au casd= 3.

THÉORÈME 3 (condition suffisante). –On suppose queΩ⊂ R3 n’a pas de contact d’ordre
infini avec ses tangentes et que la conditioni) précédente est vérifiée(c’est le cas génériquement
dans la classe des ouvertsC∞) et

iii) Il existe T > 0 tel que tout rayon bicaractéristique généralisé pour l’opérateur
PT = ν2T ∂

2
t −∆ rencontre l’ensemble

HL \ {‖η‖= 0} ∩ {t ∈ ]0, T [}(6.8)

(au moins) deux fois et en deux points où les directions critiques qui sont en ces points les
normales à la direction de propagation et à la normale au bord n’appartiennent pas au même
rayon de polarisation transversale(voir définition5.3).

Alors (6.4)est vérifiée(l’énergie décroît exponentiellement).

Remarque6.2. – Si la condition iii) est vérifiée, alors la condition i) ne peut être violée que
par un nombre fini de fonctionsϕ et si on noteF l’espace vectoriel engendré par les triplets
de la formeu0 = c0ϕ,u1 = c1ϕ, θ0 = 0, on obtiendrait sous l’hypothèse iii) que la distance de
(u(t), ∂tu(t), θ(t)) àF décroît exponentiellement (voir [11], Remark 2.2).

THÉORÈME 4 (condition nécessaire). –Soit T > 0. On suppose qu’il existe un rayon
bicaractéristique généralisé pour l’opérateurPT = ν2T∂

2
t −∆ qui ne rencontre l’ensemble

HL \ {‖η‖= 0} ∩ {t ∈ [0, T ]}(6.9)

qu’en des points où les directions critiques appartiennent au même rayon de polarisation
transversale. Alors il existe une suite de données initiales(uk0 , u

k
1 , θ

k
0 = 0) telles que la solution

de(6.1)vérifie

E
(
uk0 , u

k
1 , θ

k
0 , t= 0

)
= 1,(6.10)

lim
k→+∞

E
(
uk0 , u

k
1 , θ

k
0 , t= T

)
= 1.(6.11)

Démonstration du théorème 3. –Un argument d’unicité-compacité désormais classique
(voir [1]) permet de montrer que les conditions i) et ii) sont équivalentes aux conditions i) et
ii ′), avec

ii ′) Il existeT > 0 et C > 0 tels que pour tous(u0, u1) ∈H1
0 (Ω)

d × L2(Ω)d, la solution du
système de Lamé (4.1) vérifie

‖u0‖2H1(Ω)d + ‖u1‖2L2(Ω)d

� C

[ T∫
0

∫
Ω

|divu|2 dxdt+ ‖u0‖2L2(Ω)d + ‖u1‖2H−1(Ω)d

]
.(6.12)

Nous allons montrer que la condition iii) implique la condition ii′). En effet supposons la
condition iii) vérifiée et raisonnons par l’absurde. Si la condition ii′) n’est pas vérifiée, alors
on peut construire une suite(uk) de solutions du système de Lamé (4.1) vérifiant
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∥∥uk1∥∥2L2(Ω)d

> k

[ T∫
0

∫
Ω

∣∣divuk∣∣2 dxdt+ ∥∥uk0∥∥2L2(Ω)d +
∥∥uk1∥∥2H−1(Ω)d

]
.(6.13)

Quitte à normaliser la suite(uk) et à extraire une sous-suite, on peut supposer que le terme de
gauche est égal à1, et que la suite converge faiblement vers une limite qui d’après (6.13) ne
peut être que0. On obtient ainsi une suite de solutions(uk) du système de Lamé convergeant
faiblement vers0 et vérifiantdivuk → 0 dansL2(]0, T [× Ω). On peut alors appliquer à cette
suite les constructions de la section précédente et on obtient ainsi une mesureµT (définie sur
SZ∩ ]0, T [t et invariante sur cet ensemble par le flot que nous avons décrit). On sait aussi que
cette mesure est polarisée perpendiculairement à la direction de propagation et que près de tout
point deHL\{‖η‖= 0}, elle est polarisée le long de la direction critique. Comme par hypothèse,
tout rayon rencontre]0, T [ en au moins deux points qui ne sont pas connectés par la propagation,
le théorème d’invariance de la mesure implique qu’en tout point de]0, T [, la mesure est polarisée
à la fois le long de 2 vecteurs linéairement indépendants (inclus dans le plan orthogonal à la
direction de propagation), donc qu’elle est nulle. Comme

µT (SZ ∩ ]0, T [) = T × lim
k→+∞

∥∥uk0∥∥2H1(Ω)d +
∥∥uk1∥∥2L2(Ω)d = 1(6.14)

on obtient une contradiction.

Démonstration du théorème 4. –Notons γ(s) un rayon bicaractéristique généralisé pour
l’opérateurPT = ν2T∂

2
t −∆ qui ne rencontre l’ensemble

HL \ {‖η‖= 0} ∩ {t ∈ [0, T ]}(6.15)

qu’en des points où les directions critiques sont connectées par la propagation. On peut supposer
que surγ, on àτ = +cT . On remarque d’abord que siγ n’a pas de point intérieur dans[0, T ]
(γ ⊂ S∗∂M ), alors il est inclus dans la régionGT ⊂ EL, donc siγn est une suite de rayons
réfléchis qui convergent versγ (il en existe puisqueΩ n’a pas avec ses tangentes de contact
d’ordre infini, voir [13]), pourn assez grand,γn ne peut rencontrerS∗∂M qu’en des points
de la régionEL, donc vérifie encore la même hypothèse. On peut donc supposer queγ possède
un point intérieur,x0. On peut aussi supposer que ce point correspond surγ au tempst = 0
et au paramètres = 0. On noteD = (D1,D2,D3) la direction de polarisation obtenue pour
s= 0 et que le flot envoie sur les directions critiques obtenues à chaque contact du rayon avec
HL \ {‖η‖ = 0} ∩ {t ∈ [0, T ]}. Par changement de variables orthonormales, on se ramène au
casx0 = 0, ξ0 = (1,0,0), τ0 = cT , t0 = 0 etD = (0,1,0). On peut alors construire une suite de
données initiales,(uk0 , u

k
1) d’énergies égales à1 et telles que les mesuresµT,L associées vérifient

pour|t| , 1 :
a) µL = 0.
b) Le support deµT estγ et de plusµT est polarisée le long deD.

En effet, pour|t| , 1, puisque le pointx0 est un point intérieur, la vitesse finie de propagation
du support permet de ne pas tenir compte du bord, si on prend les données initiales à support
assez petits. Soitψ ∈C∞

0 (R3). On considère les fonctions

ψk(x) =C−1k−5/4eikx1ψ
(√

kx
)
; C = cT

(∫
|ψ|2

)1/2

(6.16)
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et

uk0 = rot

 0
0
−ψk

=

−∂x2ψ
k

∂x1ψ
k

0

 ; uk1 = ikcTu
k
0(6.17)

et on leur associe la suite(uk) de solutions du système de Lamé de données initiales(uk0 , u
k
1).

L’énergie de la suite(uk) tend vers1 et il est facile de voir que pour|t| , 1, d’une part la mesure
µL est nulle et d’autre part la mesureµT est supportée parγ et polarisée le long deD= (0,1,0).
NotonsD(s) la direction obtenue par propagation le long deγ(s) de la directionD, P(t) la
proposition :{

«Au voisinage de[0, t] la mesureµL est nulle etµT est supportée
γ et polarisée le long deD(s).»(6.18)

etT l’ensemble dest ∈ [0, T ] tels queP(t) est vérifiée. Cet ensemble est non vide et ouvert dans
[0, T ]. Si nous montrons qu’il est aussi fermé, on aura montré que la suiteuk vérifie

E
(
uk
)
→ 1, et divuk→ 0 dansL2(Ω× [0, T ]).(6.19)

Cette suite contredira donc l’estimation (6.7). On pourrait également en utilisant le résultat de
découplage pour le système de la thermoélasticité de Lebeau–Zuazua [11], lemme 3.1, montrer
que la suite de solutions du système de la thermoélasticité (6.1) associées à la suite de données
initiales(uk0 , u

k
1 , θ0 = 0) vérifie

E
(
uk, θk

)
(0)→ 1, et E

(
uk, θk

)
(T )→ 1.(6.20)

Montrons que l’ensembleT est fermé dans[0, T ]. Supposons quetn ∈ T → t. Le seul cas à
étudier esttn < t,∀n. Soit s0 le paramètre surγ correspondant àt(s0) = t. Nous allons étudier
les différents cas selon la nature du pointC0 = γ(s0). Il nous suffit de montrer que la mesureµL
est nulle près deC0, et d’appliquer les résultats de la section précédente.

i) C0 est un point intérieur ;
ii) C0 est un point elliptique pour l’onde longitudinale ;
iii) C0 est un point hyperbolique pour l’onde longitudinale et‖η‖ �= 0 ;
iv) C0 est un point hyperbolique pour l’onde longitudinale et‖η‖= 0 ;
v) C0 est un point diffractif ou glissant pour l’onde longitudinale.

6.0.1. Les cas i) et ii)
Le théorème d’invariance de la mesureµT au voisinage deC0 est encore vrai dans ces cas,

puisque la démonstration n’utilise pas et prouve (car l’énergie est conservée) le fait queµL = 0.
La propriétéP(t0) est donc vérifiée.

6.0.2. Le cas iii)
On reprend les notations de la section précédente. Supposons seulement qu’une des demi-

bicaractéristiques issues deC0 (dont on exclut le pointC0), par exemple celle correspondant à
ξ > 0, n’est pas dans le support de la mesureµL. Par la théorie hyperbolique standard on sait
alors qu’il existe un opérateur elliptique d’ordre1, E−1, tel que près deρ0,

ϕ̃|∂M =E−1

(
∂ϕ̃

i∂x
|∂M

)
+o(1)H2

∂,ρ0
(6.21)
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et le symbole principale−1 deE−1 vaut

e−1(y, η) =
1√

τ2ν2L − ‖η‖2
.(6.22)

En reprenant l’étude réalisée à la section précédente près d’un pointC0 ∈ EL, on obtient que le
système de conditions aux limites queṽk,T vérifie près deC0 est de la forme

ṽk,T =B′
−1

(
∂ṽk,T,
i∂x

)
+ o(1)H1

∂,ρ0
,(6.23)

oùB′
−1 est une matrice3× 3 d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre−1 de symbole principal

b′−1(y, η) =

 −
√
τ2/ν2

L
−‖η‖2

‖η‖2 0 0

− α
‖η‖2

(
η1
η2

)
0
0

(
0
0

)
 .(6.24)

Nous nous trouvons donc exactement dans le cadre d’application du théorème de propagation
de la mesure de la section 3. Il ne reste donc qu’à identifier les endomorphismesJξ. Décrivons
l’opérateurJ ′

ξ = TχJχT
−1
ξ . On aJ ′

ξ = (Id− ξb′−1)−1(Id+ ξb′−1), soit

J ′
ξ =

 ‖η‖2−ξδ
‖η‖2+ξδ 0 0

−2ξ
‖η‖2+ξδα

(
η1
η2

) (
1
0

) (
0
1

) ,(6.25)

avecδ =
√

τ2ν2L −‖η‖2. Compte tenu de ce que la mesureµT est polarisée perpendiculairement
à la direction de propagation(ξ, η), on ne s’intéresse encore qu’à son action sur le plan(ξ, η)⊥.
Une base de ce plan est donnée par les vecteurs

e1(ξ) = (0, Y ), e2(ξ) =
(
‖η‖2, α(η)ξ

)
,(6.26)

oùY est un vecteur tangent au bord, de norme1 et tel que〈Y, η〉= 0. On a alors

J ′
ξ

(
e1(−ξ)

)
= e1(ξ),(6.27)

J ′
ξ

(
e2(−ξ)

)
=
‖η‖2− ξδ

‖η‖2 + ξδ
e2(ξ).(6.28)

Puisque l’onde incidenteµT est polarisée le long deD(s) et queD(s0) = e1, le calcul précédent
montre que l’onde réfléchie est demême masse totale. La conservation de l’énergie pour les
solutions du système de Lamé implique donc queµL est nulle au voisinage deC0. La propriété
P(t0) est donc vérifiée.

6.0.3. Le cas iv)
On ne fait pas dans ce cas d’hypothèse sur la polarisation de l’onde incidente. D’après l’étude

précédente, on saita priori que la mesureµL est supportée près deC0 par la réunion des rayons
qui rencontrent l’ensembleη = 0 (rayons normaux au bord). Donc la mesureH2 de ϕ̃ est
supportée par ce même ensemble et celle deϕ̃|∂M aussi, donc

ṽk,T,1|∂M =−∂y1ϕ̃+ o(1)H1
�0

= o(1)H1
�0
,(6.29)

ṽk,T,2|∂M =−∂y2ϕ̃+ o(1)H1
�0

= o(1)H1
�0
,(6.30)
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puisque les symbolesη1,2 s’annulent sur l’ensemble{η = 0}. On obtient donc d’après
l’équation (5.9)

∂xvk,T,x|∂M = o(1)L2
�0
.(6.31)

Il y a donc réflexion totale pour la mesureµT et le même argument de conservation de l’énergie
implique queµL = 0 près deC0. La propriétéP(t0) est donc aussi vérifiée.

6.0.4. Le cas v)
L’étude de ce cas est proche de celle réalisée pour l’étude de la transmission à travers une

interface dans une géométrie similaire à la nôtre par L. Miller [12]. On noteµ la mesure associée
à∂tϕ̃ et (

µ1∂ µ
∗,1/2
∂

µ
1/2
∂ µ0∂

)
(6.32)

les mesures de ses traces sur le bord (qui sont bornées dansH1 et L2 respectivement puisque
C0 ∈HT ). SoitQ=Q1 +Q0

∂x

i , avecQi des opérateurs pseudodifférentiels tangentiels d’ordre
i à support compact.

En calculant([P̃L,Q]∂tϕ̃, ∂tϕ̃) et en intégrant par parties, on obtient〈
µ,
−2rL∂xq0 − 2ξ∂xq1 + {rL, q0ξ + q1}

λ2

〉
=
〈
µ1∂ ,

q0rL
|η|2

〉
+
〈
µ0∂ , q0

〉
+2

〈
Reµ1/2∂ ,

q1
|η|

〉
.(6.33)

On prend dans un premier tempsq1 = 0 et

q0(x, y, t, η, τ) = q00(y, t, η, τ)θ(x/ε)ψ
(
rL/ε

2
)
,(6.34)

avecθ etψ deux fonctionsC∞ à supports compacts égales à1 au voisinage de0. On obtient par
convergence dominée 〈

µ,
−∂xrLq0

λ2
1x=01GL

〉
=
〈
µ0∂ , q

0
01GL

〉
.(6.35)

Soit C1 un point du bord voisin mais différent deC0. Comme la mesureµT incidente est nulle
au voisinage deC1, on obtient d’après la théorie hyperbolique standard, près deC1, une relation
pseudodifférentielle sur les deux traces deṽk de la forme

(ṽk)∂M =E−1

(
∂x(ṽk)∂M

)
+o(1)H1

�1
,(6.36)

oùE−1 est un o.p.d.scalaired’ordre−1 de symbole principal

e−1(y, η) =
1√

τ2ν2T − ‖η‖2
.(6.37)

D’après (5.8) et (5.9), on obtient pour∂tϕ̃ la condition aux limites

∂tϕ̃∂M =B−1

(
∂x
i
∂tϕ̃∂M

)
+ o(1)H1

�1
,(6.38)
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oùB−1 est un o.p.d. d’ordre−1 de symbole principal

b−1(y, η) =

√
τ2/ν2T − ‖η‖2
‖η‖2 .(6.39)

Nous pouvons donc appliquer le théorème de propagation pour la mesureµ qui est donc
invariante près deC1 par le flot associé à cette condition aux limites. Il en résulte que sis �→ γ(s)
est la bicaractéristique généralisée de−ξ2 + rL vérifiantγ(0) = C0 (avecs �→ t(s) croissant),
on a {

Le support deµ est contenu dans{γ(s); s� 0}
etµ est invariante par le flot précédent sur{γ(s); s > 0}.(6.40)

Comme près deC0, γ(s) ne rencontre pasHL, le crochet de Poisson{−ξ2 + rL, q1}(γ(s)) vaut
τ d
dsq1(γ(s)) (voir (3.29)). Il résulte alors de (6.33)〈

µ,
τ

λ2
d
ds

q1
(
γ(s)

)〉
= 2

〈
Reµ1/2∂ ,

q1
|η|

〉
.(6.41)

Or les bicaractéristiques peuvent être paramétrées par une des variables tangentes(t, y, τ, η),
donc (6.41) implique quedµds est une mesure. En particulierµ ne charge pasC0. D’après (6.35),
µ0∂ ne charge donc pas non plusC0. L’inégalité de Cauchy–Schwartz implique

∣∣µ1/2∂

∣∣� C
√∣∣µ0∂∣∣∣∣µ1∂ ∣∣.(6.42)

La mesureµ1/2∂ ne charge donc pas non plusC0 ; donc (6.41) implique quedµds est une mesure
qui ne charge pasC0. D’après (6.40) et la formule des sauts, la mesureµ est donc nulle ; ce qui
impliqueuk,L → 0 dansH1

$0 . On peut donc appliquer le résultat de la section précédente qui
démontre que la propriétéP(t0) est vérifiée.

Appendice A. Les théories elliptique et hyperbolique « standard »

Dans cette annexe nous démontrons les résultats classiques près des points hyperboliques ou
elliptiques. Nous démontrons ces résultats dans le cas elliptique par la technique des projecteurs
de Calderón et dans le cas hyperbolique par des estimations d’énergie.

A.1. La théorie elliptique

Nous montrons dans cette partie deux résultats : d’une part qu’indépendamment de toute
condition aux limites les deux traces de la solution d’un problème elliptique d’ordre2 sont liées
par une relation pseudodifférentielle et que dans le cas d’un problème aux limites vérifiant les
conditions de Lopatinski, ces deux traces sont essentiellement nulles dans la région elliptique. On
limitera notre étude à celle d’un problème aux limites et nous supposerons connus les résultats
dans le cas intérieur.

A.1.1. Sans condition aux limites
On reprend les notations de la section 2 et on se place près d’un pointC0 = (x0 = 0, y0, η0) ∈ E ,

ce qui se traduit par la relation

−r(x, y, η) � C‖η‖2(A.1)
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près deC0. On considère une suite(uk) bornée et convergeant faiblement vers0 dans
H1(]0,1[×Y ) et telle que

Puk =
((
∂2x +R(x, y,Dy)

)
Id +M0∂x +M1

)
uk

= vk→ 0 dansL2(]0,1[×Y ).(A.2)

Soientϕ ∈C∞
0 (Rd+1) à support proche de(x0, y0) et égale à1 près de ce point etψ ∈C∞(Rd)

homogène de degré0 pour |η| � 1 à support dans un petit voisinage conique deη0 et égale
à 1 près de ce point. On notep(x, y, ξ, η) = (−ξ2 + r(x, y, η)) Id et m(x, y, ξ, η) un symbole
matriciel (polynomial en la variableξ) tel que

P =Op
((
−ξ2 + r(x, y, η)

)
Id +m(x, ξ, y, η)

)
.(A.3)

On définit

EM =
M∑
l=0

El(A.4)

une paramétrixe de l’opérateurP à l’ordreM par la procédure suivante :

E0 =Op
(

ϕ(x, y)ψ(η)
−ξ2 + r(x, y, η)

)
Id(A.5)

et lesEl = (El
i,j)

N
i,j=1 sont des matricesN × N d’opérateurs pseudodifférentiels définis par

récurrence par les relations

E1 × p=−
∑
|α|=1

1
i|α|

∂αξ,ηE
0 × ∂αx p−E0 ×m,(A.6)

En × p=−
∑

|α|+k=n,
k �=n,

1
i|α|

∂αξ,ηE
k × ∂αx p−

∑
|α|+k=n−1

1
i|α|

∂αξ,ηE
k × ∂αxm,(A.7)

où p= (−ξ2 + r) Id et× désigne la multiplication des matrices (si on a choisi les supports des
fonctionsϕ etψ assez petits,p est inversible sur le support des termes de droite de (A.6), (A.7)).

Le calcul symbolique des opérateurs pseudodifférentiels montre que

EM ◦P = ϕ(x)ψ(Dy)Id +RM ,(A.8)

oùRM est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre−1−M .
On noteuk le prolongement par0 dans{x < 0} deuk. D’après la formule des sauts, on a

Puk = ∂xu
k|x=0 ⊗ δx=0 − u|x=0 ⊗ δ′x=0 +M0(0, y,Dy)u|x=0 ⊗ δx=0 + vk.(A.9)

Soit ϕ̃ ∈ C∞
0 (R1+d), égale à1 au voisinage du support deϕ. AppliquantEM ◦ ϕ̃ à (A.9) (avec

M � 3), on obtient

ϕ(x, y)ψ(Dy)uk =EM
(
ϕ̃(x= 0, y)

(
∂xu

k|x=0 +M0(0, y,Dy)u|x=0

)
⊗ δx=0

− ϕ̃(x= 0, y)u|x=0⊗ δ′x=0

)
+wk,(A.10)
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avec

wk→ 0 dansH2(]− 1,1[× Y ),

∂xw
k→ 0 dansH2(]− 1,1[;H−1(Y )).

(A.11)

Notons eM (x, y, ξ, η) le symbole de l’opérateurEM qui est d’après (A.5), (A.6) et (A.7)
méromorphe en la variableξ avec des pôles aux pointsξ± =±i

√
−r(x, y, η). On a

EM
(
ϕ̃(x= 0, y)

(
∂xu

k|x=0 +M0(0, y,Dy)u|x=0

)
⊗ δx=0

)
(x, y)

= (2π)−d−1

∫
ei(x·ξ+(y−y′)·η)eM (x, y, ξ, η)ϕ̃(x= 0, y)

×
(
∂xu

k|x=0 +M0(0, y,Dy)u|x=0

)
(y′)dy′ dη dξ.(A.12)

Pour calculer cette expression pourx < 0, on déforme le contour d’intégration enξ dans le
demi-plan{Imξ < 0} et on obtient par la formule des résidus (pourx< 0)

EM
((
∂xu

k|x=0 +M0(0, y,Dy)u|x=0

)
⊗ δx=0

)
(x, y)

= (2π)−deiξ
−(x,y,η)·x

∫
ei(y−y

′)·ηnM (x, y, η)ϕ̃(x= 0, y)

×
(
∂xu

k|x=0 +M0(0, y,Dy)u|x=0

)
dy′ dη,(A.13)

oùnM (x, y, η) est le résidu de la fonction−ieM au pointξ−. En particuliernM est un symbole
de degré−1 de partie principale égale à

σ−1(nM ) =
−ϕ(x, y)ψ(η)
2
√
−r(x, y, η)

.(A.14)

De la même façon on calcule pourx < 0

EM
(
−ϕ̃(x= 0, y)uk|x=0 ⊗ δ′x=0

)
(x, y)

= (2π)−deiξ
−(x,y,η)·x

∫
ei(y−y

′)·ηdM (x, y, η)ϕ̃(x= 0, y)u|x=0(y′)dy′ dη,(A.15)

oùdM (x, y, η) est un symbole de degré0 de partie principale égale à

σ0(dM ) =
−ϕ(x, y)ψ(η)

2
.(A.16)

Puisqueuk = 0 dans l’ensemble{x < 0}, on obtient d’après (A.10), (A.11) que la somme des
termes apparaissant dans (A.13) et (A.15) tend vers0 dansH2(]− 1,0[× Y ), ce qui implique
en prenant la trace surx= 0− que

Op(nM )|x=0

(
∂xu

k|x=0

)
−Op(dM )|x=0

(
uk|x=0

)
→ 0 dansH3/2(Y );(A.17)

ce qui montre qu’indépendamment de toute condition aux limites il existe une relation
pseudodifférentielle entre les deux traces.

A.1.2. La condition aux limites
On suppose que la suite(uk) vérifie de plus une condition aux limites (avecA et B des

opérateurs pseudodifférentiels de degré0 et 1 respectivement)

A(u|x=0) +B(∂xu|x=0)→ 0 dansH1(Y ).(A.18)
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On suppose que cette condition aux limites vérifie les conditions de Lopatinski uniformes, ce qui
se traduit simplement par le fait que le système(

−σ−1(dM ) σ0(nM )
σ0(A) σ1(B)

)
(A.19)

est indépendant.
On déduit alors de (A.17), (A.18)

u|x=0→ 0 dansH1
$0 ,

∂xu|x=0→ 0 dansL2
$0 .

(A.20)

A.2. La théorie hyperbolique

Dans cette partie nous démontrons trois résultats dans le cas microlocalement hyperbolique
pour une suite de solutions bornée dans l’espace d’énergieH1 : d’une part que les traces
ont la régularitéH1 et L2 respectivement, d’autre part que si on suppose que la solution est
meilleure (à l’intérieur) sur une des deux demi-bicaractéristiques alors on a une relation pseudo-
différentielle entre les deux traces ; et enfin que si elle est meilleure queH1 sur les deux demi-
bicaractéristiques, alors les deux traces sont « nulles ».

On se place près d’un pointC0 hyperbolique, ce qui se traduit par

r(x, y, η) � c|η|2(A.21)

près deC0. On considère une suiteuk bornée dansH1(]0,1[×Y ) et telle que

Puk =
((
∂2x +R(x, y,Dy)

)
Id +M0∂x +M1

)
uk = vk→ 0 dansL2

(
]0,1[×Y

)
.(A.22)

Les résultats de cette partie reposent sur le lemme de factorisation suivant (voir [8, lemme
23.2.8]) :

LEMME 6.1. –Soit C0 ∈ H un point hyperbolique. Alors il existeΛ± = Op(λ±(x, y, η)) et
T = Op(t(x, y, η)) des opérateurs pseudodifférentiels tangentiels d’ordre1 et−∞ respective-
ment tels que près deC0 on a

P = ∂2x +R(x, y,Dy) +M0(x, y,Dy)∂x +M1(x, y,Dy)
(A.23)

=−
(
Dx −Λ+(x, y,Dy)

)(
Dx −Λ−(x, y,Dy) + T (x, y,Dy)

)
.

De plus le symbole principal deΛ± est près deC0 égal àσ1(Λ±) =
√
r.

Démonstration. –La preuve de ce lemme est identique à celle de Hörmander dans le cas
scalaire. Nous la rappelons : on procède par approximations successives. On choisit d’abordΛ+

1

un opérateur pseudodifférentiel de symbole principal égal près deC0 àλ+1 (x, y, η) =
√
r(x, y, η).

On poseΛ−
1 =−Λ+

1 + iM0 et on obtient

(Dx −Λ+
1 )(Dx −Λ−

1 ) =D2
x− (Λ+

1 +Λ−
1 )Dx −Λ+

1 λ
−
1 −

1
i
∂x(Λ−

1 ).(A.24)

Comme le symbole principal de−Λ+
1 Λ

−
1 est le même que celui deR on obtient que

P + (Dx −Λ+
1 )(Dx −Λ−

1 ) = T1,(A.25)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



868 N. BURQ ET G. LEBEAU

oùT1 est un opérateur pseudo-différentiel tangentiel de degré1.
Supposons maintenant qu’on a construitΛ±

i etTi des opérateurs pseudodifférentiels de degrés
respectifs1 et 2− i tels que

P + (Dx −Λ+
i )(Dx −Λ−

i ) = Ti.(A.26)

On cherche alorsΛi+1 sous la formeΛ±
i+1 = Λ±

i + S±
i+1 où lesS±

i+1 sont des opérateurs
pseudodifférentiels tangentiels de degré2− (i+ 1). On obtient

P + (Dx −Λ+
i+1)(Dx −Λ−

i+1) = Ti + S+
i+1(Dx −Λ−

i ) + (Dx −Λ+
i )S

−
i+1 + S+

i+1S
−
i+1,

= Ti + (S+
i+1 + S−

i+1)Dx − S+
i+1Λ

−
i − S−

i+1Λ
+
i

+ [Dx −Λ+
i , S

−
i+1] + S+

i+1S
−
i+1.(A.27)

Comme le symbole principal deΛ±
i est, d’après notre constructionscalaire(et égal à±

√
r), la

contribution de la dernière ligne dans (A.27) est de degré2− (i+ 1). Si on prend

S+
i+1 + S−

i+1 = 0,(A.28)

etS+
i+1 un opérateur pseudodifférentiel tangentiel de symbole principal égal à

σ2−(i+1)(S+
i+1) =

σi(Ti)
−√r

,(A.29)

on voit facilement que le terme de droite dans (A.27) est un opérateur pseudodifférentiel
tangentiel de degré2 − (i + 1). Une procédure de sommation des symboles à la Borel permet
alors de définirΛ±

+∞ (pour notre propos, on aurait pu en fait se limiter a définir une factorisation
approchée, c’est-à-dire à définir lesΛ±

i pouri assez grand). ✷
Remarque6.2. – On peut de la même façon construire des opérateursΛ̃± de symboles

principaux égaux à±
√
r et T̃ régularisant tels que

P = ∂2x +R(x, y,Dy) +M0(x, y,Dy)∂x +M1(x, y,Dy),
(A.30)

=−
(
Dx − Λ̃−(x, y,Dy)

)(
Dx − Λ̃+(x, y,Dy) + T̃ (x, y,Dy)

)
.

Soit q0(y, η) un symbole de degré0 égal à1 dans un voisinage conique deC0 et à support
proche deC0. On noteq±(x, y, η) la solution de l’équation

(∂x ∓H√
r(x,y,η))q

± = 0, q±|x=0 = q0,(A.31)

où H√
r est le champ hamiltonien associé à

√
r (ici la variablex est considérée comme un

paramètre). Si le support deq0 est assez proche deC0, cette équation a bien un sens (au moins
pour|x| assez petit). On remarquera aussi queq± est alors invariante le long de la projection en
(x, y, η), γ±, de la courbe intégrale du champ hamiltonien du symbolep= ξ2 − r(x, y, η) issue
du pointC= (x= 0, y, ξ=±√r(0, y, η), η).

Soitϕ ∈ C∞
0 (Rx) égale à1 au voisinage de0. Le symboleϕ(x)q(x, y, η) est alors à support

compact enx, y et ce support peut être choisi arbitrairement proche deγ± si le support deq0 est
choisi proche deC0. On noteraQ± =Op(q±) et

wk+ =Q+(Dx −Λ−)uk, wk− =Q−(Dx − Λ̃+)uk,(A.32)
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solutions de

(Dx −Λ+)wk+ = [Dx −Λ+,Q+](Dx −Λ−)uk +Q+vk,(A.33)

(Dx − Λ̃−)wk− = [Dx − Λ̃−,Q−](Dx − Λ̃+)uk +Q−vk.(A.34)

Les termes de droite dans (A.33) et (A.34) sont bornés dansL2. Les inégalités d’énergie usuelles
(voir [8, §23.1]) pour l’opérateur(Dx −Λ+) montrent (puisquewk+ ≡ 0 pourx/ 0) que

wk+ ∈C
(
[0,1];L2(Y )

)
.(A.35)

On a le même résultat pourwk−, ce qui implique que(Q(Dx − Λ+)uk)|x=0 et (Q(Dx −
Λ̃−)uk)|x=0 sont bornés dansL2, dont on déduit queDxu

k|x=0 et uk|x=0 sont bornés dans
L2
$0 etH1

$0 respectivement.
On revient à l’analyse de (A.33).
Puisque le symbole principal de[Dx −Λ+,Q+] est égal d’après (A.31) à

1
i

(
∂x(q0)−{

√
r, q0}

)
+

1
i

(
∂x(ϕ)−{

√
r,ϕ}q0

)
=−iϕ′(x)q0,(A.36)

la seule contribution qui ne converge pas fortement vers0 dansL2 dans le membre de droite
de (A.33) est celle de l’intersection du support deq0 (un petit voisinage deγ+) avec le sup-
port deϕ′). Si on fait l’hypothèse additionnelle queuk converge fortement vers0 microlo-
calement dans{x > 0} au voisinage la demi-bicaractéristique issue du pointC = (x = 0, y0,
ξ0 =

√
r(0, y0, η0), η0) (ou dit autrement que le support de la mesure de défaut associée à(uk)

ne rencontre pas, au voisinage deC0, pourx > 0, cette demi-bicaractéristique), le terme de droite
de (A.33) converge fortement vers0 dansL2 et on en déduit par les estimations d’énergie usuelles
pour l’opérateur(Dx −Λ+)

w+
k |x=0 =Q0

(
Dxu

k|x=0 −Λ−uk|x=0

)
→ 0 dansL2(Y ).(A.37)

La relation (A.37) nous donne donc une relation pseudodifférentielle entre les deux traces
de uk. Si on fait l’hypothèse symétrique que le support de la mesure de défaut associée à
(uk) ne rencontre pas, au voisinage deC0, pour x > 0, la demi-bicaractéristique issue de
(x= 0, y0, ξ0 =−

√
r, η0), on obtient une relation pseudodifférentielle symétrique

Q0

(
Dxu

k|x=0 − Λ̃+uk|x=0

)
→ 0 dansL2(Y )

(A.38)
⇔Q0

(
Dxu

k|x=0 +Λ−uk|x=0

)
→ 0 dansL2(Y ).

Si les deux relations pseudo-différentielles précédentes sont vérifiées, on en déduit facilement
que les deux traces de(uk) convergent fortement vers0 dansH1

$0 etL2
$0 respectivement.
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