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GROUPES DE GARSIDE

PAR PATRICK DEHORNOY

RESUME. — Les monoides de Garside sont introduits comme monoides simplifiables ou existent ppcm et
pgcd et ou sont satisfaites des conditions convenables de finitude, et les groupes de Garside comme groupes
de fractions de monoides de Garside. La famille des groupes de Garside contient les groupes de tresses, les
groupes d'Artin-Tits sphériques, et diverses généralisations considérées antérietr&anstcet article,
nous montrons que les groupes de Garside sont bi-automatiques, et qu’étre un groupe de Garside est une
propriété récursivement énumérable, c’est-a-dire qu’il existe un algorithme énumérant la liste infinie de tous
ces groupes. Ce résultat repose sur une méthode effective pour reconnaitre les présentations des monoides
de Garside.
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ABSTRACT. — Define a Garside monoid to be a cancellative monoid where right and left lcm’s exist and
that satisfy additional finiteness assumptions, and a Garside group to be the group of fractions of a Garside
monoid. The family of Garside groups contains the braid groups, all spherical Artin-Tits groups, and various
generalizations previously consideré#iere we prove that Garside groups are biautomatic, and that being a
Garside group is a recursively enumerable property, i.e., there exists an algorithm constructing the (infinite)
list of all small Gaussian groups. The latter result relies on an effective, tractable method for recognizing
those presentations that define a Garside monoid.
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L'objet de cet article est I'étude par des méthodes algébriques et combinatoires d’une classe de
groupes, appelés groupes de Garside, qui contient en particulier les groupes de tresses classiques
tous les groupes d’Artin-Tits sphériques, et diverses extensions de ces groupes précédemment
introduites. Les groupes de Garside sont définis comme groupes de fractions des monoides de
Garside, ces derniers étant définis par I'existence de notions convenables de plus petit commun
multiple (ppcm) et de plus grand commun diviseur (pgcd), et la satisfaction de conditions de
noethérianité et de génération finie. On démontre ici :

THEOREMEA. — Tout groupe de Garside est bi-automatique.

THEOREMEB. —Etre un groupe de Garside et un monoide de Garside sont des proprigtés
c’est-a-dire récursivement énumérables.

1En particulier, les groupes de Garside introduits dans [17] sont un cas particulier de ceux considérés ici, qui, eux,
avaient été appelés petits groupes gaussiens ; ce changement de nom a été décidé afin d’uniformiser la terminologie avec
d’'autres travaux récents de Bessis, Charney, Digne, Michel, entre autres.

21n particular, the Garside groups considered in [17] are special cases of those considered here; the latter had been
called “small Gaussian” in earlier works; the name has been changed in order to uniformize the terminology with works
by Bessis, Charney, Digne, Michel, and other authors.
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Le théoréme A, qui résout positivement une conjecture de [17] (énoncée en termes de petit
groupe gaussien), implique en particulier que tout groupe de Garside a un probléme de mot et un
probleme de conjugaison décidables, et qu’il satisfait une inégalité isopérimétrique quadratique.

Le théoreme B signifie qu'il existe un algorithme (théorique) qui énumeére systématiquement
toutes les présentations de groupes de Garside et de monoides de Garside. Il repose sur
I'existence d’un critére effectif caractérisant certaines présentations des monoides de Garside.
Plus précisément, il existe des conditions explicites) de complexité:{ telle qu’on ait les
résultats suivants, dont les termes seront définis plus bas :

THEOREMEB'. — (i) SiM estun monoide de Garside, effsest un sélecteur de ppcm sur une
partie génératricex de M, alors M/ admet la présentation complémentée Ry) ™, et celle-ci
satisfait aux condition$«x).

(i) Inversement, si¥; Ry)™ est une présentation complémentée satisfaisant aux condi-
tions (xx), alors le monoide qu’elle définit est un monoide de Garsidé, est un sélecteur
de ppcm sui.

Si la démonstration du théorémé, Bjui occupe la plus grande partie de I'article, est assez
délicate, les conditioné«x) qu’il met en jeu sont simples, et, en particulier, leur implantation
sur ordinateur est aisée. La conjonction des théorémes A peBnet donc de construire de
nombreux exemples de groupes automatiques.

Les propriétés algébriques des groupes de tresses et de leurs extensions ont fait I'objet de
nombreux travaux. Dans le cas des groupes de tresses, la plupart des résultats classiques sur les
problémes de mots et de conjugaison, les formes normales, et I'automaticité sont présents ou
implicites dans les travaux de Garside [21] et Thurston [27] — voir aussi [2,19]. On sait que les
méthodes et les résultats s’étendent a des classes de groupes plus vastes : groupes d’Artin-Tits
sphériques [5,18,8,9], groupes des tresses des groupes de réflexions complexes [6], groupes de
Garside au sens de [17] et [4] — qu’on appellera ici « groupes de Garside au sens restreint». La
classe des groupes de Garside considérés ici, et introduits dans [17] sous I'appellation « petits
groupes gaussiens », inclut strictement toutes les classes précédentes. Par exemple, les groupe:
(a,b;abPa = b?) sontpourg > p > 1 des groupes de Garside n'appartenant a aucune des familles
précédentes.

Un groupe de Garside est le groupe de fractions d’'un monoide dans lequel existe une bonne
théorie de la divisibilité et des ppcm (la définition précise sera donnée au début de la section 1).
Déja relevée chez Garside et Deligne, I'importance des ppcm dans les monoides de tresses a
été dégagée explicitement par Thurston dans la construction de formes normales et, de la, de
structures automatiques [27,20], et elle est au centre de I'étude développée dans [17] pour les
groupes dits de Garside. En un sens, le théoreme A n’est qu’une extension naturelle du résultat
analogue établi dans [17] pour les groupes de Garside au sens restreint, lequel ne fait que
reprendre I'argument de [9] pour les groupes d’Artin-Tits sphériques, qui, a son tour, n’est qu’une
adaptation de I'argument original de [27]. Le point nouveau consiste ici a s’affranchir d'une
hypothése technique superflue incluse dans la définition des groupes de Garside au sens restreint,
a savoir la propriété (vérifiée dans le cas des tresses et des groupes d’'Artin-Tits) que I'élément
fondamentalA est le ppcm des générateurs minimaux. L'intérét de la présente approche ne
tient pas tant a I'affaiblissement des hypothéses obtenu qu’a I'argument utilisé pour établir le
résultat, a savoir I'utilisation systématique des complémentd£ sist un monoide admettant la
simplification a gauche, et ou deux éléments quelconques admettent un unique ppcm a droite,
nous appelleronsomplémenta droite) der dansy, et noterong:\y, 'unique élément tel que
xz est le ppcm a droite de ety. L'étude pour elles-mémes de I'opératipet de sa contrepartie
a gauche/ semble nouvelle. Nous montrons ici comment construire a I'aide de ces opérations
des formes normales explicites et des structures automatiques. De telles constructions sont déja
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présentes dans [27] et [20] dans le cas des tresses, et le passage aux groupes de Garside sera
une extension facile si toutes les hypothéses avaient été conservées. La tache en fait n’est pas
si aisée, car les constructions initiales utilisaient au moins trois conditions que nous éliminons
ici : préservation de la longueur dans les relations définissant le groupe, existence d’une structure
de groupe de Coxeter sous-jacente (le groupe symétrique et ses opérations de treillis dans le
cas des tresses), centralité de I'élémant S'affranchir de telles hypothéses exige de reprendre
I'étude du début, avec des arguments et un enchainement différents, tout en aboutissant a des
démonstrations plus simples et naturelles que celles de [8] et [17]. Il semble donc que les groupes
de Garside constituent un cadre bien adapté, ce que confirment d’autres travaux récents : [14], ou
il est montré que les groupes de Garside, et, plus généralement, les groupes gaussiens sont sans
torsion, [23], ou est adaptée la solution du probléme de conjugaison décrite par Morton et EIRifai
[19] dans le cas des tresses, [24], ou il est montré que tout groupe de Garside se décompose en
produit croisé de groupes de Garside avec centre monogéne.

Sauf dans des cas triviaux, il est tres difficile de reconnaitre les propriétés combinatoires d’un
groupe a partir d'une présentation, et de nombreux résultats d'indécidabilité sont connus [3]. Il
existe en particulier trés peu de critéres permettant de reconnaitre qu’un monoide se plonge
dans le groupe de méme présentation [1,25], et on sait que la preuve d’'un tel résultat par
Garside dans le cas des groupes de tresses est a l'origine de la plupart des développements
algébriques ultérieurs sur ces groupes. Le théoreme B repose sur une nouvelle méthode dans
cette direction. L'outil essentiel utilisé ici est une opération combinatoire sur les mots appelée
redressementntroduite dans [11], et considérée sous une forme similaire dans [26], puis étudiée
sytématiquement dans [13], cette opération est une contrepartie syntaxique a I'opération de
complément : a partir d'une certaine fonctigrdéterminée par la présentation lorsque celle-ci
estd’un certain type dit complémenté, le redressement permet de définir une opération pinaire
sur les mots de sorte que,f&f est un monoide engendré par un enseriblet siu, v sont des
mots sur¥ représentant respectivement les élémerasy de M, alors le mot\ yv représente
I'élémentz\y, sous la condition que la fonctigf c’est-a-dire la présentation considérée, vérifie
une certaine condition dite propriété du cube, déja implicite dans le théoréme H de [21]. Il a été
montré dans [17] que tous les groupes de Garside admettent une présentation complémentée, et,
réciproguement, on y a donné des conditions suffisantes pour qu’une présentation complémentée
définisse un groupe de Garside. Ces conditions au demeurant sont d’intérét pratique limité, car
elles nécessitent d’'une part d’établir la noethérianité d'une relation et, d’autre part, de vérifier
la propriété du cube pour une infinité de mots : dans les deux cas, il s'agit de conditions
de type infinitaire (conditions respectivemdii et 11 dans le langage de la théorie de la
récursivité, c'est-a-dire mettant en jeu une quantification universelle portant respectivement
sur les suites de mots et les mots). Dans certains cas particuliers, comme celui des tresses et,
plus généralement, lorsque les relations de la présentation considérée préservent la longueur, la
condition de noethérianité est triviale, et la propriété du cube se réduit a une vérification finie,
qui constitue le travail de Garside dans [21]. Notre travail ici consiste a montrer que, dans le cas
général, la condition de noethérianité peut étre déduite de conditions effectives plus faibles, et
gu'il est suffisant de vérifier la propriété du cube pour des triplets de mots pris dans un certain
ensemble fini. De la sorte, et comme énoncé dans le théoBEmmous obtenons un critere
algorithmique — et simple : si, par exemple, nous entrons la présentation standard d’'un monoide
de tresses dans l'algorithme, celui-ci répondra en un temps fini qu'il s'agit d'un monoide de
Garside, et il fournira une description explicite d’'une structure automatique. Le prix a payer pour
ces résultats est une analyse fine du processus de redressement des mots — lequel jouait déja ur
réle technique essentiel dans la construction d’un ordre total sur les tresses [16].

Le plan de I'article est le suivant. Dans la section 1, nous définissons les notions de monoide
de Garside et de groupe de Garside ; nous établissons des propriétés de base des opérations de
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complément, et nous décrivons un treillis fini attaché a chaque monoide de Garside et qui le
caractérise. Dans la section 2, on établit des formules de dualité reliant les opérations de ppcm,
pgcd, et complément a gauche et a droite dans tout monoide de Garside. En fait, on travaille ici
dans un cadre plus général : ainsi, on obtient a la fois des formules de dualité utiles pour la preuve
du théoreme A, et une caractérisation des monoides de Garside par des hypothéses plus faibles
(mais moins naturelles) que celles de la définition initiale, lesquelles seront prises comme point
de départ pour la preuve du théoréBfe Dans la section 3, on démontre le théoréme A. Grace
au pgcd, on définit une forme normale unique pour les éléments de tout groupe de Garside :
cette forme, la « mixed canonical form» de [20], est bien connue dans le cas des tresses, le point
spécifique ici étant la simplicité de la preuve d’automaticité, ainsi que la possibilité de construire
effectivement des automates (ou des transducteurs) calculant les formes normales. En particulier,
on montre comment calculer le pgcd & gauehke pged a droite avec I'élémerf au moyen
d'un automate dont les états sont des fonctions sur la cléture des atomes par complément (et
non des diviseurs dA ainsi qu'il est classique pour le pgcd a gauche). Dans la section 4, on
montre que tout groupe de Garside admet une présentation de forme syntactique particuliére,
dite complémentée, et que toutes les opérations du monoide, ppcm, pgcd, compléments, peuvent
se calculer a partir de I'opération de redressement des mots déduite de la présentation. Ceci
donne en particulier une solution effective au probléeme de mot (du monoide et du groupe).
Dans la section 5, et grace a la caractérisation de la section 2, on montre que les présentations
complémentées de groupes de Garside satisfont a certaines conditions nécessaires et suffisantes
dont la propriété du cube. A ce stade, le théor&he'est pas établi, car le critére obtenu requiert
de vérifier la propriété du cube pour tous les triplets de mots : I'objet de la section 6 est alors
de montrer qu'il suffit d’effectuer cette vérification pour un ensemble fini de mots, a savoir la
cldture des générateurs par I'opératipn Ceci établit le résultat cherché, et fournit un critére
pratique, ainsi que l'illustre un exemple.

Si ¥ est un alphabet, &k une famille de relations sut, c’est-a-dire une famille de paires de
mots sur, nous noterongy; k)™ le monoide engendré paret présenté par les relatiofs et
(3; R) le groupe correspondant.

L'auteur remercie Matthieu Picantin pour ses remarques judicieuses.

1. Calcul des compléments

Si M est un monoide, et, y des éléments d&f, on dira quer est diviseur a gauche dg ou,
de facon équivalente, queest multiple a droite de, s'il existe z vérifiantazz = y; on parlera
de diviseur ou de multiple propre si, en outre, on-a 1. De la une notion naturelle de plus petit
multiple commun (ppcm) a droitez est un ppcm a droite deety si z est un multiple a droite
de z et dey, et un diviseur a gauche de tout multiple a droite communeiy. De la méme
facon,z est un plus grand commun diviseur a gauche, ou pgcd a gaucheetdgsi z est un
diviseur a gauche de ety, et un multiple a droite de tout diviseur a gauche commutredy.

Il N’y a en général aucune raison pour qu’un pperde x ety, s'il existe, soit unique, non
plus que I'élémeny’ vérifiantz = zy’. Cependant, des conditions assez faibles garantissent cette
unicité.

LEMME 1.1.-Soit M un monoide simplifiable a gauche dtest le seul élément inversible.
Alors la relation « étre un diviseur a gauche propre » est un ordre partiel)dyret les ppcm a
droite et pgcd a gauche de deux éléments sont uniques quand ils existent.

Démonstration. Par hypothése, la conjonction de# 1 ety # 1 impliquexzy # 1 dansM,
donc la relation «étre un diviseur a gauche propre » est transitive Mjeeit simplifiable a
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gauche entraine que cette relation est irréflexive, et c’est donc un ordre (strict). Quand ils existent,
le ppcm a droite et le pgcd a gauche de deux élémentsont la borne supérieure et la borne
inférieure dex ety dans I'ordre ci-dessus.O

DEFINITION 1.2.— Sous les hypothéses du lemme précédent, nous notekonde ppcm
a droite dex et y, quand il existe; dans ce cas, l'unique élémemnerifiantz vV y = zz sera
notéx\y, lu «z sousy », et appel€omplément & droitdey surz.

On adonc

(1.1) rVy=2z(r\y) =y(y\z)

dés quex Vv y est défini. De fagcon symétrique (donc sous I'hypothése que le monoide est
simplifiable & droite), nous notonsV y le ppcm a gauche de et y quand il existe, et:/y
I'unique élément vérifiantz V y = zx. La contrepartie de (1.1) est alors

(1.2) eVy=(z/y)y=(y/x)x

(Fig. 1). Noter quer est un diviseur & gauche gesi et seulement gj\z est défini et égal & :
dans ce cas;\y est le quotient « 1y » et, de mémey/y est le quotient «y ! » dans le cas ou
y est un diviseur a droite de— ce qui explique et justifie nos notations.

L'objet de notre étude est la famille des monoides appelés gaussiens dans [17] et [14]. Ceux-ci
sont définis en termes de ppcm et de pgcd : essentiellement, un monoide gaussien est un monoide
avec uniques ppcm et pgcd a droite et a gauche, et un monoide de Garside est un monoide
gaussien satisfaisant une condition forte de génération finie. Pour une définition précise, nous
aurons besoin d’'une notion supplémentaire :

DEFINITION 1.3. - SoitM un monoide. On dit qu'un élémentde M est unatomesi x est
distinct del et quer = yz entraingy = 1 ouz = 1. On dit queM estatomiquesi M est engendré
par ses atomes et si, de plus, pour toutans), la norme|z| dez, définie comme la borne
supérieure des longueurs des décompositionsete produit d’atomes, est finie.

On remarquera qukeest nécessairement le seul élément inversible dans un monoide atomique,
puisque, par définition, onfecy|| > ||z| + ||ly|| pour tousz, y, et|x| > 1 pourz # 1.
La définition suivante d’'un monoide gaussien apparait dans [17] :

DEFINITION 1.4, — (i) On dit qu’'un monoidé/ estgaussiersi M est atomique, simplifiable,
et si deux éléments quelconques deadmettent un ppcm a droite et a gauche, et un pgced a
droite et a gauche.

(ii) On dit gu’un monoide gaussiel/ est unmonoide de Garsidg'il contient unélément
de Garside ce dernier étant défini comme un élémeéntel que les diviseurs a gauche de
coincident avec les diviseurs a droite lgils soient en nombre fini, et ils engendrévt

y/z
z Y e z/y Y e
z\y Y

Fig. 1. Complément a droite et a gauche.
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(iif) Tout monoide gaussien satisfait aux conditions de Ore, et admet donc un groupe de
fractions. On dit qu'un groupé&’ est ungroupe gaussielfresp.un groupe de Garsides'il
existe un monoide gaussiéd (resp.un monoide de Garsid&/) tel queG soit le groupe de
fractions delM .

Exemplel.5. — Les groupes de tresses [21] et, plus généralement, tous les groupes d’Artin-
Tits sphériques, c'est-a-dire associés a un groupe de Coxeter fini, sont des groupes de Garside [5,
18], I'élément dit fondamental étant un élément de Garside. Plus généralement, tous les groupes
de Garside au sens de [17] sont des groupes de Garside au sens ci-dessus, mais la réciproque
est fausse : un groupe de Garside au sens restreint de [17] est un groupe de Garside dans lequel,
de surcroit, le ppcm a droite des atomes est un élément de Garside. Un contre-exemple typique
est(a,b ;aba = b*)* :ily aici deux atomes, a savoir etb, dont le ppcm esk?, qui n’est pas
un élément de Garside, puisquieest un diviseur a gauche mais pas a droité<gpar contre,
I'élémentA = b est un élément de Garside.

Nous allons dans la suite établir divers résultats sur les monoides de Garside, en particulier
I'équivalence de la définition originale avec plusieurs définitions alternatives. Tous ces résultats
reposent sur les propriétés algébriques des opérations de ppcm et de complément, que nous allons
établir maintenant. Il sera utile de disposer de telles propriétés dans un cadre plus général que
celui des monoides de Garside. En particulier, nous considérerons le cas ou I'opération de ppcm
(a droite) n’est pas nécessairement partout définie. Pour ce faire, nous utiliserons un symbole
signifiant « non défini» : de la sorte,v y = L signifie quex ety n'ont pas de ppcm, et une
égalité telle quer vV y = 2’ Vv y/’ signifie que soitc V y etz’ v ¢y’ sont définis et ils sont égaux,
soit niz V y, ni ' V 3/ ne sont définis. On convient qu’on a toujours = Lx = L. Ainsi les
égalités (1.1) et (1.2) sont toujours satisfaites, que les ppcm et compléments mentionnés soient
définis ou non.

Pour formuler de fagon compacte nos hypothéses, nous utiliserons les abréviations suivantes :

DEFINITION 1.6.—On dira qu'un monoid®/ satisfait la condition

— (Cp) sil’élémentl est le seul inversible d&{ ;

— (CF) si M est atomique;

— (C1) si M admet la simplification & gauche;

— (C1) si M admet la simplification & droite ;

— (C4) si deux éléments d&/ admettant un multiple & droite commun admettent un ppcm a
droite ;

— (C5) si deux éléments quelconquesdeadmettent un ppcm a droite ;

— (C3) si M possede une partie génératrice fiielose pal, c’est-a-dire telle que,y € P
entrainer\y € P;

— (CF) si M possede une partie génératrice fisielose par\ et v, c’est-a-dire telle que
z,y € S entrainer\y € Setx vy e S.

Noter que(C;") entraing(Cy), et, de méme(Cy") entraine(Cs), et (C5) entraing(C3). La
conjonction de(Cy), (C1) et (Cy) est le cadre naturel pour que les opérations de ppcm et de
complément a droite soient bien définies — donc, en particulier, pout@ieet (C5) aient
un sens — efCy") est la condition additionnelle garantissant que ces opérations soient partout
définies. Sous I'hypothése qu€)), (C1) et (C2) sont satisfaites, I'égalité (1.1) est toujours
valable, de méme quev y =y V z, et

(1.3) (xy) V (xz) =x(y V 2).
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LEMME 1.7.-SoitM un monoide satisfaisaf€)), (C;) et(Cs). Pour tousz, y, z dansM,
ona:

(1.9) (y)\z=y\(z\2),  2\(zy) = (2\z) - ((z\2)\y)
(15)  (@Vvy)\z=(z\»\(z\2) = \2)\(¥\2), 2\(@Vy)=(2\z)V(2\y)

Démonstration. Pour (1.4), on a, en utilisant (1.1) et (1.3),

zy((zy)\2) = (zy) V2= (zy) V (2 V 2) = (zy) V (z(2\2)) = z(y V (2\2)) = 2y (y\(2\2)),
2((2y)\z) = (2y) V 2 = 2y((2\2)\y) = 2(2\2) (y\(2\2)) = 2(2\2) (y\(2\2)),

et on simplifie a gauche pary dans le premier cas, et pardans le second. Pour (1.5),

appliquer (1.4) & V y = z(x\y) donne directementz Vv y)\z = (z\y)\(z\z). CommeV

est symétrique, cette expression est algsi)\(y\z). Enfin, on trouve, en appliquant (1.4),

I'égalité précédente, et (1.1),

Az Vy) =2\ (z(2\y) = (\2) ((2\2)\(2\y)) = (2\2) ((2\2)\(2\y)) = (z\2) V (z\y).
(Fig. 2). Remarquer que les formules sont valides lorsqu’un des ppcm n’est pas défini, chacune
des expressions ayant alors la valeyrc’est-a-dire étant non définie.o

Dans le contexte précédent, paXirY C M etk > 1,on poseX\Y = {z\y;z € X,y €Y},
Xk ={py -z 21,..., 20 € X}, et X0 = {1}.

LeEmMME 1.8.—Soit M un monoide satisfaisant aux conditiofts), (Cy) et (Cs), et P une
partie génératrice dé\/ close par\. Alors, pour toutk, on aM\ P* C P*, P* est close pat
et par diviseur a droite, ed/ satisfait a la condition(C;).

Démonstration. -On montre par induction sur+ k que la conjonction de € P* ety € P*
entrainer\y € P*. Pour k = 0, c'est-a-dire poury = 1, on az\y = 1, et le résultat est
vrai. Supposong = 1. Pouri = 0, soitz = 1, le résultat est vrai. Pour= 1, le résultat est
I'hypothese queP est clos pan\. Pouri > 2, écrivonsz = 12’ avecr; € P etz’ € Pi~1.
Par (1.4),ona\y = 2’\(z1\y). Lhypothése d'inductiondonng \y € P, d'ouz’\(z1\y) € P.
Supposons enfirk > 2. On écrity = yy’ avecy’ € P ety € P!, Par (1.4), on a
2\y = (\v1)((y1\2)\y'). Lhypothése d’induction donne\y; € P ety;\z € P*. On déduit
(y1\7)\y' € P*~1, d'otz\y € P*.

On a ainsi montré”*\ P* C P* pour touti, d’ot M\ P* C P* si P engendrel/, c’est-a-
dire queM est la réunion des ensembl®é. On a aussiP*\ P* C P*, donc P* est clos par
I'opération\. De plus, supposonsc P* ety = zz. On a alorse = z\y, doncz € P*.

Fig. 2. Complément itéré.
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Les calculs précédents montrent qgugy, donc aussic V y, existent pour tout dansM et
touty dansP*, pour toutk. CommeP engendrel/, on déduit quer\y etz V y existent pour
tousz, y dansM, et M satisfait donc a la conditiofC;"). O

LEMME 1.9.-Soit M un monoide satisfaisani’y), (C1) et (C3), et P un sous-ensemble
de M clos par\. SoitS la cl6ture deP par V.
() L'ensembleS est clos pan etV. Si P est fini, alorsS est fini, on acard(S) < 2¢2r4(P) ;
par conséquent, la conditiofs) entraine la conditio{Cy ).
(i) Pourtousi,k, onaS®\S* C S* et S* v Sk C §5uP(:k) : en particulier,S* est clos pai
etV pour toutk.

Démonstration. {i) Par construction, tout élément depeut étre exprimé comme ppcm a
droite d’'un sous-ensemble fini d@, donc, siP an éléments,S a au plus2™ éléments. Par
construction,S est clos paw, et il s'agit de montrer qu’il est également clos paSupposons
r=z1V---Vap,y=y1V---Vyg avecz, ...,y, € P. Nous voulons établit\y € S. D’abord,
(1.5) entrainer\y = (z\y1) V - - - V (x\y,), donc il suffit de montrer\y; € P pour toutj. On
utilise une induction sup > 1. Pourp = 1, le résultat est I'hypothése queest clos par ppcm a
droite. Sinon, posons’ =1 V --- V x,_1. Par (1.5), nous obtenons

w\y; = (2" V 2p)\y; = (" \wp)\(«"\y; );

L'hypothése d’induction entraine’\z, € P etz'\y; € P, d’'ou (z'\z,)\(2'\y,) € P puisque
P est clos pak.

(i) LensemblesS étant clos pak, le lemme 1.8 donng?\S* C S* directement. On établit la
relationS’ v S* C §suP(i-F) par récurrence stinf (i, k). Le résultat est trivial poumf (i, k) = 0.
Pourinf(i, k) = 1, soit par exemplé = 1, on utilise une récurrence sur supposant € S* et
y €8, 0nposer = x12’ avecx; € S eta’ € S, Par les formules du lemme 1.7, on trouve

zVy=(z1Vy)((zi\y)\z') € S-S =5"

Supposons enfimnf(i, k) > 2. On écritz = x12', y = 11y’ avecw,y; € S, 1 € S~ 1, et
y' € Sk=1. Les régles du lemme 1.7 donnent

wVy=(x1Vy)(((z\y)\z') V ((y1\z1)\y'))-

Onaalorsr; Vy; € S, puis, d’aprés ce qui précéde, \y1)\z’ € S 1, et (y1\x1)\y' € ¥4,
d'ou ((z1\y1)\2') V ((y1\z1)\y') € S™fE-1k=1) par hypothése de récurrence, et, finalement,

zVye sl g

Sous les hypothéses précédentes, tout élémeftai@ s’exprime comme le ppcm a droite
dek éléments deé peut aussi s’exprimer comme produit kléléments de. En effet, on peut
établir par récurrence une formule générale du type

aVyVzVe=a-(2\y) (@\y)\(@\2)) -

Nous allons dans la suite donner plusieurs définitions équivalentes des monoides de Garside. La
premiére provient de la remarque quelsiest un monoide de Garside et giieest un élément

de Garside dana/, alors I'ensembleS des diviseurs dé\ est clos par les opérations de ppcm,

pgcd et complément a droite et a gauche. L'existence d'un tel ensemble peut en fait étre prise
comme définition :
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PROPOSITION 1.10. -Soit M un monoide gaussied) est élément dé/, et S une partie
de M. Alors il y a équivalence entre
(i) A estélément de Garside, gtest 'ensemble des diviseu@gauche ou a droifede A ;
(ii) S est une partie génératrice finie dé qui est close par diviseur, ppcm, complément et
pgcd a droite et a gauche, &t est le ppcm a droite d8.

Démonstration. -Supposons (i). Supposonse S et z = yz : alors il existex’ vérifiant
zz' = A, dou y(zz') = A, ety est dansS. Ainsi, S est clos par diviseur a gauche, et, par
un argument symeétrique, par diviseur a droite.

Soient maintenant, y dansS. Par hypothése\ est multiple & droite de ety, donc dex V y.

Par conséquent; V y est dansS, et il en est de méme dé\y, qui en est un diviseur a droite.
Le cas du ppcm et du complément a gauche est symétrique ; le cas des pgcd est triviah Enfin,
étant élément d€, en est nécessairement ppcm a droite et a gauche pussgsieclos par ces
opérations. N

Réciproquement, supposons (ii). Le premier probléme est de montrer que I'enseuide
diviseurs a gauche d& coincide avecS. D’abord, par construction, tout élément deest
diviseur a gauche dé\, et S est donc inclus dans. Soit z un élément quelconque de.

Il existe doncz’ vérifiantza’ = A, d'ou z = A/z’. Par le lemme 1.9, on &/\S C S, et
donc, symétriguemen§/M C S, d'ou en particulierr = A/2’ € S. Donc S est 'ensemble
des diviseurs a gauche de

Le second probleéme est de montrer de mémeSjueincide avec I'ensemble des diviseurs a
droite deA. Ce point résultera du calcul précédent (renversé par symétrie) pourvu qu’on montre
queA est le ppcm a gauche d& CommeA est dansS, il s'agit de montrer que tout élément
deS estun diviseur a droite d&. Soitz un tel élément. Par hypothésey A existe et est dans:

il existey vérifiantz V A = yA, et, puisque/A est danss, il existez vérifiantyAz = A. Comme
A est dansS, et queS est clos par diviseur a gauche et & droitest z sont dansS. Il existe
doncy’ danssS, a savoiry’ = y\A, vérifiantyy’ = A, et, puisque la simplification & gauche
est possible, on déduif = Az. Puisquey’ est dansS, il existe ensuitey” dansS, a savoir
y" =y \A, vérifianty’y” = A, d'ou A = Azy”. Ceci entrainey” =1, d'ou z=3" =1, donc
yA = A, et, finalementy = 1, ce qui montre que est diviseur a droite dA. O

On notera que I'argument précédent utilise seuler@p}, et non(Cy ).

DEFINITION 1.11.—SiM est un monoide de Garside, on appgilémitifs a droite les
éléments de la cléture des atomesidepar I'opération\, etsimplesles éléments de la cléture
des éléments primitifs par I'opération— qui est aussi la cldture des atomes pat V.

Si M est un monoide de Garside, alors 'ensemble des atomés dst la partie génératrice
minimale deM, I'ensemble des éléments primitifs & droite est la partie génératrice close par
minimale, 'ensemble' des éléments simples est la partie génératrice closegtar minimale,
et son ppcm est I'élément de Garside de norme miniriadeec les notations précédentes, la
structure(S, v, A) est un treillis (fini), et il en est de méme de la structure symétrigue, A).

PROPOSITION 1.12. -Un monoide de Garside est déterminé par 'ensemble de ses éléments
primitifs a droite et la restriction de 'opératioly a ces éléments.

Démonstration. -Soit M un monoide de Garside, €tI'ensemble de ses éléments primitifs
a droite. Par hypothésé, engendre), donc il suffit de montrer que, pour tous, ..., zp,
y1,...,Yq dansP, laconditione; - - -z, = y1 - - - y, peut s’exprimer en terme de la restriction\de

3Dans le cas des groupes d’Artin-Tits, les éléments simples sont aussi agpkliésdans la littérature.
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aP.Orxy---xp=y1--ygeQuivaut - zp)\(y1 - ¥q) = (Y1 -+ yg)\(z1-- - xp) =1, etles
régles de calcul du lemme 1.7 montrent que- - - z,)\ (y1 - - - y4) S'exprime comme produit de
q éléments de” déterminés de proche en proche a partirde . ., y, & I'aide de I'opération,.
Par exemple, poyr = ¢ = 2, on trouve

(z122)\(y192) = (z2\(@1\y1))- (((21\y1)\22)\ (11 \21)\2)).

En vertu de la conditio(iCy), le produit de ceg éléments vaut si et seulement si chacun d’eux
vautl, ce qui donne une condition du type requis. Par exemple;, = y,y» est équivalent a la
conjonction des quatre égalités

2\ (z1\y1) = 1, (@2 \y)\z2)\ (g1 \z1)\p2) =1,
yo\(wi\e) =1, (v \z1)\g2)\((z1\p1)\z2) =1

PrROPOSITION 1.13. -Un monoide de Garsid&/ est déterminé par son graphe caractéris-
tique, défini comme la restriction aux éléments simples du graphe de Cayley atomique, c’'est-a-
dire la famille des triplet§z, a,y) ouz ety sont simples et est un atome vérifianta = y.

Démonstration. Notons S I'ensemble des éléments simples dé, et I" son graphe
caractéristique. D’'aprés la proposition précédente, il suffit de montrer que zpgudans.sS,
la valeur der\y est déterminée par. Soientz, y des éléments d&, donc des sommets de Le
ppcm a droite de: ety est la borne supérieure deety dansI’, c’est-a-dire I'unique sommet
accessible depuis ety dansI tel que, pour tout sommet accessible depuis ety, 2’ soit
accessible depuis Alors z\y est 'uniqgue sommey’ deT tel qu'il existe un chemin dé &y’
qui porte les mémes étiquettes que le chemin:dez. En effet, siaq,...,a; est la suite des
étiquettes du chemin de a z dansT', on ax\y = a1 - --a;, dansM. Le seul point a justifier
est I'existence d'un chemin étiquets, ..., a, depuisl dansrI' : or, pouri < k, ay---a; est
un diviseur & gauche de\y, donc un élément d§, et donc l'aréte(a; - - - a;—1,a;,a1 - a;)
appartientbien&. O

Exemplel.14. - La Fig. 3 montre le graphe caractéristique dans le cas du mofwide
aba = b%)T, dont les critéres de la section 6 montreront qu'il est un monoide de Garside : il y a
ici 8 éléments simples. Noter que le ppcm a droite des atomes, a 54voiest pas I'élément,
qui estb?.

En effacant les étiquettes du graphe caractéristique, on obtient le diagramme de Hasse du
treillis des éléments simples. Ce graphe ne détermine pas le monoide a isomorphisme prés.

bab

ab

,
,
,
a 4
.
B
,
,
.

1

ba

,
,
, .

. .

. .

, .

" - Y >

0_\ /

Fig. 3. Graphe caractéristique du mono{deb; aba = b*) " (les arétes pleines représentenies tiretées).
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Fig. 4. Graphe de Cayley du monoide b; aba = b*,a* = 1,b* = b) " (les arétes pleines représentent
les tiretéed).

Par exemple, les monoidés, b;ab = ba)™ et (a,b;a? = b?)* sont tous deux des monoides
de Garside; les graphes de Cayley associés sont respectivement

Les graphes non étiquetés sous-jacents sont identiques, alors que les monoides ne sont pas
isomorphes, puisque les graphes étiquetés ne le sont pas.

LorsqueM est le monoide d’Artin-Tits associé a un groupe de Coxeteilfinies éléments
simples deM sont en bijection avec les éléments d& et le graphe caractéristique dé
s’obtient a partir du graphe de Cayley Wé en orientant les fleches, c’est-a-dire en supprimant
les relations de torsion? = 1. Cette propriété ne s'étend pas au cas d’'un monoide de Garside
général, puisque, dans I'exemple 1.14, tous les sommets du graphe n’ont pas le méme degré, ce
qui exclut que ce dernier soit la projection du graphe de Cayley d’un groupe.

Question1.15. — Le graphe caractéristique d'un monoide de Garside est-il la projection du
graphe de Cayley d’'un monoide quotientdeobtenu en ajoutant des relations de torsion ?

Le réponse est positive dans le cas de I'exemple 1.1W” et le monoide obtenu en ajoutant
a la présentation les relations de torsioh= 1 et b* = b (la seconde est en fait conséquence
de la premiére), alors le graphe caractéristiqueles’obtient a partir du graphe de Cayley
de W en supprimant des arétes de torsion (Fig. 4). Le grdup aba = b?) est le groupe de
tressesBs, présenté a partir des générateurs o, etb = 0201. Le groupeBs est également le
groupe de fractions du monoide de Garsijg, dont le groupe de Coxeter associé est le groupe
symétriqueS ;. Remarquer que ce dernier admet la présentdtioh aba = b2, a? = 1,b° = 1),
et qu'il s’obtient donc & partir du monoide, b; aba = b2, a% = 1,b* = b) ™ en quotientant par la
relationd? = 1.

2. Dualité dansles monoidesde Garside

L'objet de cette section est a la fois d’établir des formules de calcul valables dans tout monoide
de Garside (lemmes 2.5 et 2.6), et de donner une nouvelle caractérisation de ceux-ci par des
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conditions plus faibles que celles de la définition initiale qui seront utilisées dans la section 5. Le
résultat est le suivant :

PROPOSITION 2.1. —Un monoide est un monoide de Garside si, et seulement si, il vérifie les
conditions(Cy), (C1), (C2), (Cs), et(Ch).

Tout monoide gaussien satisfait par définition aux conditiéh3, (C1), (C2) et(Cy), et tout
monoide de Garside satisfait en outre la condi{i6f) d’aprés la proposition 1.10, donc les
conditions de la proposition 2.1 sont nécessaires. Le probléme est de montrer que ces conditions
sont aussi suffisantes, et, en particulier, de montrer qu’elles entrainent I'existence des ppcm
a gauche qui n'y sont pas mentionnés, non plus que I'atomicité. La démonstration comporte
plusieurs résultats intermédiaires, et repose sur I'existence d’'une dualité échangeant division a
gauche et a droite pour les éléments simples.

LEMME 2.2.-Soit M un monoide satisfaisant aux conditiof&,), (C;) et (C5), S une
partie génératrice dé/ close par\ etV, et admettant un ppcm a droitk.

(i) Pour tout entierk, 'ensembleS* est clos pah etV, tout diviseur a droite d&\* appartient
a S*, et tout élément d&§* est un diviseur & gauche d&*.

(i) Posonse* = z\A pourz € S. Alors, on az* € S etzz* = A. Pourz,y danss, y* estun
diviseur a droite dex* si x est un diviseur a gauche de et I'implication réciproque est vraie si
M admet la simplification a droite.

(i) La fonctionz — z** s'étend en un endomorphismele M qui envoieS* dans lui-méme
pour toutk, et, pour toutr dansM, on a

(2.1) A = Ad(x).

Démonstration. i) Le lemme 1.9(iii) affirme queS” est clos pak etV, et le lemme 1.8 que
tout diviseur a droite d&\* appartient &%, puisqueA* est élément d&* par construction.

Supposons: € S*. On démontre par récurrence suguez est un diviseur & gauche de”.
Pourk =0, on ax =1, et le résultat est trivial. Pour= 1, le résultat découle de la définition
de A. Supposong: € S* aveck > 2. On écritz = x,2’ avecz; € S etx’ € S¥~1. Par (1.4),
ona

ANz = (AR\21) - ((z1\AF)\2').

Puisquez; est dansS, il est diviseur & gauche da, donc deA¥, donc on aA*\z; = 1, et,
d’autre part, toujours par (1.4),

1 \AF = (21\A)- ((A\z1)\AF ) = (21\A)- (1\AF 1) = (21\A)-AF L
On déduit
AR\z = ((xl\A)Akfl)\x’ = Akil\((xl\A)\x’).

Par le lemme 1.8z, \A)\2’ est dansS*~!, donc, par hypothése de récurrence, cet élément est
un diviseur a gauche d&*~!. On déduitA*—!\ ((z;\A)\z’) = 1, soit finalemenA*\z = 1, et
x est diviseur & gauche dg&*.

(ii) Supposonst € S. CommeA est dansS, on az* = z\A € S puisque, par hypothése,
S est clos pan. Par définition,z est diviseur & gauche d&, donc on azz* =z vV A = A,
Supposons que ety soient danss etz est un diviseur a gauche gedisonsy = xz. On a alors
xax* = A =yy* =xzy*, doux* = zy*, ety* est diviseur a droite de*. Inversementy* = zy*
entraineyy* = zzy™*, doncxz = y si la simplification a droite pay* est permise.
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(i) Supposons: € S. Alors z* est dansS, doncz** est défini, et on obtient
(2.2) A = z(z* ™) = (za™) ™ = Ax™.

Soit z un élément quelconque d¥. PuisqueS engendrel/, il existe une décomposition, en
général non unique, decomme produit d’éléments d& Supposons =z ---xp, =y1 - - Yq,
aveczy,...,Zp,y1,-..,Yq € S. Par (2.2), on obtient

et, puisque A est simplifiable & gauche, il n’y a pas d'ambiguité a définir par
o(z) = a7 ---z;*. Alors, par constructionp est un endomorphisme d¥, et (2.1) est véri-
fiée pour toutr dansM . Enfin,z € S* entrainep(z) € S* par construction. O

Nous introduisons désormais la condition de finity@g) dans les hypothéses. Notons que,
méme siM est un monoide de type fini, les conditiofG,), (C1) et (C5) ne garantissent
pas (Cs), c'est-a-dire I'existence d’une partie génératrice finie close\pale monoide de
Baumslag—Solitafa, b; ab® = ba) ™ est un contre-exemple, car on a alex$™ = b>" pour toutn,
et la cléture pak de I'ensemble des atomés, b} est infinie.

D’aprés le lemme 1.9, i/ est un monoide vérifiant les conditiof,), (C1), (C2) et(Cs),

il existe une partie fini&S' close pan et V. En particulier,S admet un ppcm a droitd, qui est
élément de5, et M vérifie les hypothéses du lemme 2.2.

LEMME 2.3.-SoitM un monoide vérifiant les conditio(€y), (C1), (Cs2) et(Cs), etS une
partie génératrice finie d@/ close par\ etV. Soient*, ¢ comme dans le lemn#&2. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes

(i) Le monoidéV/ satisfait(Cy ), c'est-a-dire admet la simplification a droite

(i) L'applicationx +— 2* est une permutation d€¢;

(iii) 1l existem tel que¢™ (x) = x soit vérifié pour tout: danss ;

(iv) L'application ¢ est un automorphisme de, et une permutation dé* pour toutk.

Démonstration. Notons A le ppcm a droite deS. PuisquesS est fini, (ii) et (iii) sont
équivalents, et, puisqug est un endomorphisme, qéeengendrel/, et ques envoieS* dans
lui-méme pour touk, il en est de méme de (ii) et (iv).

Supposong,y € S etz* =y*. On a alorsez* = A = yy* = ya*, d'olz =y si M admet la
simplification & droite. Donc (i) entraine I'injectivité desur S, donc (ii) puisqueS est fini.

Inversement, supposons = yz. Pourk assez grand;, y et z sont dansS*, doncz est un
diviseur & gauche dA”, etzz = yz entrainec A* = yA*. Par (2.1), on trouve

ARG () = 2 AP =y A" = AF¢F(y),

d’ou ¢*(z) = ¢*(y), et = y si (iv) est vérifiée. Donc (iv) entraine (i).0

Nous supposons désormais, jusqu'a la fin de cette section\/gest un monoide satisfaisant
aux conditiongCy), (C1), (C2), (Cs), et(Cy), et queS est une partie génératrice finie dé
close par\ et V. Gardant les conventions précédentes, nous natofesppcm a droite des,
et, pourz danssS, nous posons* = x\A, et nous notong I'automorphisme deV/ induit
parx — x**.

LEMME 2.4.— (i)Les implications du lemn2(i) sont des équivalencegour toutk, il y a
équivalence entre étre diviseur & gauchefg étre diviseur a droite d&\*, et appartenir aS*.
(i) Tout élément d&* admet au plusard(S)* diviseurs a gauche.
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(iii) Le monoideM est atomique, et € S* entraine|z| < card(S)*; en particulier, on a
[A] < card(S).

(iv) Deux éléments quelconques ke ont un pged a gauche. La structud/, v, A) est un
treillis, et (S, v, A) est un treillis fini de minimurh et de maximure.

Démonstration. i) Par le lemme 2.3) est un automorphisme dé . Supposons quedivise
a gauche\*, soitzz = A*. On a alors

oH(2)rz = p~H(2) Ak = Az,

d’'ot, en simplifiant & droiteA* = ¢~%(z)z, etz divise & droiteA*.

(i) D’aprés (i), tout diviseur & gauche d’un élémentsfeest lui-méme élément d&*, d’oul
le résultat puisqu’on aard(S*) < card(S)*.

(iii) Supposonsz € S*, et 2 = x;---x, aveczi,...,r, # 1. Par constructiong; - - - z;
est un diviseur a gauche de donc deA¥, pour touti, ce qui entrainer; ---x; € S*. Les
conditions(C)) et(C1) entrainent; - - - z; # x1 - - - x; pouri # j. On adonc

n < card(Sk) < card(S)*,

soit||z|| < card(S)*.

(iv) D’apres le lemme 2.4(ii), 'ensemble des diviseurs a gauche de tout éléméntede fini.
Donc, pourz, y quelconques dand/, 'ensemble des diviseurs a gauche commung @ty
est fini, et il admet un ppcm a droite, lequel est un pgcd a gaucheeale par construction.
Que (M, Vv, A) soit un treillis est alors standard. Pagiy nous remarquons que, paury € .S,
I'ensemble des diviseurs a gauchexdet y est inclus dan$' et donc que le ppcm & droite de cet
ensemble, qui est A y, appartientd. O

L'étape suivante consiste a utiliser la dualité- =* pour montrer la symétrie de la structure.
Par le lemme 2.3, nous savons que I'applicatier =* est une permutation de& Pourz dansS,
nous noteronsz l'unique élément des' vérifiant (*z)* = z. Alors, pour toutz dansS, nous
avons

(2.3) A=z-z*="x x,

et, donc,*(z*) = z. D'apres le lemme 2.2(ii), si ety sont dansS, x est diviseur a gauche de
si et seulement gj* est diviseur a droite de*, et, par conséquent,est diviseur a droite dg si
et seulement sfy est diviseur a gauche de.

LEMME 2.5.— (i) Deux éléments quelconqueseadmettent un ppcm a gauche et un pgcd
a droite.
(i) L'ensembles est clos par les opérations V etA, et, pourz,y € S, on a

(2.4) x/y=(x A Y\ My, rVy=("rA%Y)* Ay =1V Y)*"
(iii) L’élémentA est ppcm a gauche d#, et, pour toutr dansS, on a*x = A/z.

Démonstration. i) Soient z, y quelconques dand/. Alors il existe k tel quez et y
appartiennent &*, ce qui, par le lemme 2.4, entraine g0 est un multiple & gauche de
et dey. D’aprés [17, Proposition 2.4], ceci est suffisant pour assurer I'existence d’'un ppcm a
gauche et d'un pgcd a droite pauety.

(i) Par définition,*z A *y est un diviseur a gauche deet*y, donc(*z A *y)* est un multiple
a gauche de ety, et donc de: V y. Donc, en particuliery V y est danss, et*(z V y) est défini.
Ensuite,z ety sont des diviseurs a droite dev y, donc*(x V i) est un diviseur a gauche de
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et de*y, donc de*x A *y. Par conséquentiz A *y)* est un diviseur a droite deV y, et nous
déduisons V y = (*z A *y)*.
On trouve ensuite

yy=A="(xVy)(xVy) ="z Yy)(z/y)y,

d'ol*y = ("z A *y)(x/y), quidonner /y = ("z A "y)\"y.

L'argument est semblable pour le pgcd a droite. Conimet *y sont des diviseurs a gauche
de*z Vv *y, (*r V *y)* est diviseur a droite de et dey, donc dex A y. D’un autre cotéz Ay
est un diviseur & droite d’'un élément Sedonc il est élément d€. Puisquer A y est diviseur &
droite dex ety, *r et*y sont diviseurs a gauche der A ), donc*z Vv *y est diviseur & gauche
de*(z Ay), etz Ay est diviseur a droite dgx Vv *y)*.

(iif) On a déja noté qué\ est multiple a gauche de tout élémentflePuisqueA appartient
a S, ceci entraine qué\ est ppcm a gauche dg€. Soit z quelconque dan$ : on a alors
rx=*z(*r)* =A=AVz=(A/z)z,dou*z=A/z. O

Nous avons ainsi complété la démonstration de la proposition 2.1. En effet, il s'agissait
de montrer qu’'un monoidd/ comme ci-dessus est un monoide de Garside. Or, d’aprés le
lemme 2.4(iii), M est atomique; par définition, deux éléments quelconquel/dadmettent
un ppcm a droite ; ils admettent un pgcd a gauche par le lemme 2.4(iii), et un ppcm a gauche et
un pgcd a droite par le lemme 2.5, dahcest un monoide gaussien. Enfin, la patieonsidérée
ci-dessus est finie, elle engendrg et on a vu qu’elle est close par chacune des opérations
V etV. Par la proposition 1.10, on déduit g€ est un monoide de Garsider

Les formules de dualité (2.4) sont valables dans tout monoide de Garside, et elles déterminent
les opérationg, V et A en termes de leurs contrepartigs/ et A. Ces formules ne s’appliquent
gu'aux éléments de I'ensemhfeconsidéré, ce qui n’est pas une restriction véritable : pour des
éléments, y arbitraires, on peut déterminer les valeursidg, « V y etz Ay soit en utilisant une
décomposition de ety en produit d’éléments d§, soit — ce qui est essentiellement équivalent
— en remplagan$ par une puissancg” telle quex ety appartiennent &* ; on sait alors que
I'ensembleS* a la mémes propriétés de cldture gsieNous terminerons cette section par une
formule générale exprimant le pgcd de deux éléments arbitraires en termes des opérations de
complément, et/.

LEMME 2.6.-SoitM un monoide gaussien. Alors, pour taug dansM, on a
(2.5) aVy=(zAy)((\y) V (y\z)),

et, donca Ay = (zVy)/((z\y) V (y\z)).

Démonstration. Posonst’ = y\z, y' = z\y, 2’/ =2'/y/, ety” =4/ /2’. Par définition, nous

avons

sVy=xy =yz’ et 2 Vy =2"y =y"2.
D’aprés la premiere égalité,V y est un multiple & gauche dé ety’, donc il existez vérifiant
xVy=z(x'Vy'). Ondéduitry’ = z2"y’, doncz = zz", et, de mémey = zy”. Doncz est un
diviseur a gauche de ety, donc der A y.

Réciproquement, supposons= ziz; et y = z1y1. On a ziz1y = z1y12’ = 2 V g,
donc =1y’ = y12’. Il existe doncz” vérifiant z; = 2’2" et y; = 2”y”. On déduit
2122y = 212"y "2’ = x Vy, d'ol z1 2" = z. Par conséquent; est un diviseur & gauche de
et on conclut que est le pgcd & gauche deety. O
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3. Structureautomatique

Nous établissons ici que tout groupe de Garside est bi-automatique (théoreme A de
l'introduction), et, de surcroit, que cette structure automatique s’explicite trés simplement en
termes des opérations de complément.

Dans un premier temps, nous allons construire une forme normale dans tout groupe gaussien
(de Garside ou non). Soit/ un monoide quelconque, & une partie génératrice d&f.

Alors tout élément dé// s’écrit comme produit fini d'éléments de L'idée pour obtenir une
décomposition distinguée, classique pour les groupes de tresses depuis [18,2,20,19], consiste
a pousser les éléments depar exemple vers la gauche, de sorte que le premier élément soit
maximal.

DEFINITION 3.1.— SoitM un monoide, et une partie deV/. Pourz,y € M, on dira que
x L gy est vérifié si, pour tout diviseur a gauchdey appartenant& \ {1}, onaxzs ¢ S.

Le point crucial de la construction est le résultat suivant, qui est une conséquence immédiate
des regles du calcul des compléments :

LEMME 3.2.-SoitM un monoide vérifiant les conditio&y), (C1) et(C2), etS une partie
de M close par\ etV. Soit(z1,...,z,) une suite d’éléments d¢ vérifiantz; Lg z;11 pour
tout:. Alorsonazy Lgza---xp.

Démonstration. {Fig. 5) Supposons; s; € S, avecs; € S ets; # 1. Il s’agit de montrer que
s1 n'est pas un diviseur & gauche de- - - z,,. Posons de proche en prochie= x;\s;—1 pour
2 < i < p, et montrons par récurrence suqu’on az;s; € S, s; € S ets; # 1. Pouri = 1, ce sont
les hypothéses posées plus haut. BorR, on as; = x;\s;—1 etz;s; = z; V s;—1, d'ous; € S
etz;s; € S, puisquer; est dansS, s;_; aussi par hypothése de récurrence§ eist clos pai
etV ; par ailleurs, la conjonction de;,_,s;, 1 € S etz; 1 Lg x; entraine que;_; n'est pas un
diviseur a gauche de;, c’est-a-dire que;\ s;_1, qui ests;, ne vaut pag. On a done, # 1. Or,
par les régles du lemme 1.7, opa= (z2 - - - )\ s1, ets, # 1 signifie donc que; n'est pas un
diviseur a gauchede,---z,. O

\';\ ED) S3 : Sp
N

Fig. 5. Décomposition normale.

PROPOSITION 3.3. —=Soit M un monoide gaussien — ou, plus généralement, un monoide
vérifiant (Cy ), (C1), et(Cy) — et.S une partie génératrice dé/ close par\ et V. Alors tout
élément deV/ posséde une unique décompositian - - z, aveczs,...,z, € S etz; Lg i1
pour touts.

Démonstration. -On prouve d’abord I'existence d’'une décomposition comme ci-dessus pour

tout élément: de M par récurrence sur la nornfe|. Pour|z| =0, on az = 1, et le résultat

est vrai. Supposons # 1. NotonsDiv(z) I'ensemble des diviseurs & gauche deSoit x;

un élément de norme maximale dabs/(z). Commey € Div (x) entraine|y| < ||, un tel
élémentx; existe, et, comméiv(z) contient au moins un atome, onag # 1. Ecrivons

x =z’ Onaalordz’|| < ||z — ||z1] < |z|, donc, par hypothése de récurrenceposséde une
décomposition’ = x5 - - -z, avecz; € S etx; Lgx; 41 pouri > 2. Onaalorse = zyz2 - - - xp,

etil s'agit de montrer; 1 g xo. Soitz un diviseur a gauche propre de appartenant &. Alors
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z1x est un diviseur a gauche dgz,, donc der, eton a|z1z| > ||z1]| + ||| > |z1|, ce qui, par
définition dexq, entrainec,x ¢ S.

Pour l'unicité, il suffit de montrer que, $ic1, ..., z,) est une suite d’éléments devérifiant
x; Lg x41 pourl <i < p, alorsz; est déterminé par le produit, - - - z,. En effet, puisque
M est simplifiable & gauche, une récurrence montre ensuitegue., =, sont déterminés de
méme. Posons = z; - - - z,,. Par constructiony; appartient @iv(xz) N S. Supposons que; s
soit un diviseur a gauche de: alorss est un diviseur & gauche dg - - - x,,, par le lemme 3.2,
onaz; Lgzs---xp, €t donc on déduit;s ¢ S. Ceci signifie quer; est un élément de norme
maximale dan®iv(x) N .S, ce qui détermine:; de facon unique, cddiv(z) NS est clos par
ppcm a droite et, si; eta) étaient deux éléments distincts de norme maximale Béans:) NS,
I'élémentz; Vv ) contredirait cette maximalité. o

On considere maintenant le cas des monoides de Garside. Supposadiisqii@in monoide
de Garside. Nous savons gqud admet une unique partie génératrice minimale, a savoir
I'ensembleA de ses atomes, et que la clotrde A par)\ etV estla plus petite partie génératrice
de M qui soit close par ces opérations. Notons guest également la cloture dé par les
operat|0ns a gaucheet V. En effet, d’aprés le lemme 2. 5(||) I'ensemlifieest clos pay/ etV,
donc, siS désigne la cloture del par / et V, nous avonsS C S. Comme les hypotheses sont
symétriques, un argument similaire donfi& S, d’ot1 S = S. On noteA le ppcm des, et les
opérations de dualité référent au complément danspour z danssS, on posexr* = z\ A, et
r=A/x.

Nous allons appliquer la proposition 3.3 en prenant @lensemble des éléments simples.
En fait, la minimalité n’est requise nulle part, et nous pourrions aussi bien utiliser a la place de
une partie génératrice quelconque qui soit close yatrv, en particulier toute parti€” avec
kE>1.

La condition d’orthogonalité mentionnée dans la construction s’exprime simplement en termes
de pgcd.

LEMME 3.4.-Soit M un monoide de Garside, 8tl'ensemble de ses éléments simples. Pour
z,y dansS, x L gy équivauta* Ay = 1.

Démonstration. -On ax L g y si et seulement si, pour tout diviseur a gauche simpie y
distinct del, zs n’est pas simple, c’est-a-dire que n’est pas un diviseur a gauche dede S,
soit encore que n’est pas un diviseur a gauchedeA, qui estz*. O

PROPOSITION 3.5. —Soit M un monoide de Garside. Tout élémerntte M admet une unique
décomposition de la forme, - - -z, aveczy, .. ., x, simples distincts deé etz A z;41 = 1 pour
touti. Pourz # 1, le premier facteur de la décomposition esin A.

Démonstration. -D’aprés la proposition 3.3 et le lemme 3.4, seule la derniére assertion reste
a démontrer. Supposons# 1, et soitz, - - - =, la décomposition de donnée par la proposition.
Par constructionz; est un diviseur a gauche simple dede norme maximale. Puisqu'il est
simple,z; est un diviseur & gauche dg donc dex A A, et, de I&, nous avorjs: || < ||z A Al
D’un autre cotéx A A est un diviseur a gauche simple éledonc, par définition de,, on doit
avoir |z1| = ||z A A, d'otiz; = 2 A A puisquer; est un diviseur a gauche den A, O

La forme normale précédente sera appelée forme normale a gauché/obe facon
symeétrique, nous avons une forme normale a droite :

PROPOSITION 3.6. —Soit M un monoide de Garside. Tout élémerntte M admet une unique
décomposition de la forme, - - - 1 avecz, ..., z, simples etz; A xi41 = 1 pour touti. Pour
x # 1, le dernier facteur de la décomposition esth A.
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Considérons maintenant le cas des groupes de Garside. Il se raméne a celui des monoides
grace a I'existence de fractions irréductibles.

LEMME 3.7.-Soit M un monoide de Garside, & son groupe de fractions. Alors tout
élémentz de G admet une unique décompositien= 2~y avecz,y € M etz Ay =1, et,
symétriquement, une unique décompositienz’y’ " avecz’,y’ € M etz’ Ay’ = 1.

Démonstration. Par définition, tout élément de G admet une décomposition= =’/
avecr’,y’ € M. Posant’ = 2’z ety = 2’y avecz’ =2’ Ay, onar Ay=1etz=ax"ly par
construction. Par le lemme 2.6, on obtienty = z(z\y) = y(y\z) = (z\y) V (y\z). Supposons
alorsz = 2" 'y aveca”,y” € M. Dez 'y = (x\y)(y\z) ™ on déduitz” (z\y) = v (y\z),
donc, puisque:(z\y) est le ppcm a gauche dgy ety\z, I'existence de:”’ vérifianta” = 2"«
ety” =z"y. Alorsz” Ay =1 entraines” =1, soitz” =z ety =y. O

DEFINITION 3.8.— Dans le contexte du lemme précédent, les élémegity seront appelés
le dénominateuet lenumérateur gauchede z, et notésD(z) et N (z) ; symétriguementy’ ety’
seront appelés numérateurs et dénominateurs & droite, et\ot¢et D(z). Ainsi, pour toutz
dansG, on a

2=D(2)'N(z) = N(2)D(z) %,
avecD(z) AN(z)=N(z) A D(z) =1.

En rassemblant les éléments, nous obtenons I'existence des formes normales appelées « mixed
canonical forms» dans [20, Chap. 9] :

PROPOSITION 3.9. —SoitG le groupe de fractions d’'un monoide de Garside
(i) Tout élément d&&' admet une unique décomposition de la form;é . ~x1_1y1 CYgo
aveczi,...,Tp, Y1, - -,Yq €léments simples d¥f vérifiantz; A y; = 1, et, pour toutk,
 rp AT =1 ety Aypp =10 N
(i) Tout élément d&' admet une unique décomposition de Ig forme - zyy; " - Yt
aveczi,...,Tp,y1,. .., Yq €léments simples d¥f vérifiantz; Ay, = 1, et, pour toutk,
*Tp Axpyr =1, et yr Aypgr = 1.

Dans le contexte précédent, nous dirons que la $m'gé, . ,xl‘l,yl, ...,Yq) est la forme
normale & gauche de I'élément et que(z,, .. STy .,y;l) en est la forme normale a
droite.

Nous allons montrer que les formes normales précédentes sont associées a une structure (bi)-
automatique. La démonstration est extrémement simple, qui contraste avec les calculs de [9],
repris dans [17]. Les seuls résultats dont nous aurons besoin sont les suivants :

LeEMME 3.10.-Soit M un monoide gaussien.
(i) Supposons que’ divise a gauchexz, ety’ divise a gauchey. Alors 2’ A 3/ divise a
gauchez(xz A y) ; donc, en particuliery Ay =1 entrainez’ Ay’ =2’ Ay’ A z.
(i) SiA estun élément de Garside d¢, on a(zy) A A = (z(y A A)) A A pour tousz, y
dansM.

Démonstration. i) Par définition,z’ A 3y divise a gauchex et zy, donc il divise leur pged a
gauche, qui est(z Ay). Pourz Ay =1, on déduit que:’ Ay’ divise & gauche, doncz’ Ay’ A z.

(ii) Posonsy’ =y A A. Alors (zy) A A est le ppcm a droite des diviseurs dequi divisent
a gauchery, soit (zy) A A = \/{s;A\s = (zy)\s = 1}. On a(zy)\s = y\(x\s); or, pour
s divisant A, z\s divise A, donc la conditiony\(x\s) = 1 dans la formule précédente est
équivalente &'\ (z\s) =1, d'ou
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py AA=\/{s;A\s =y\(z\s) =1} = \/{s; A\s =¢/\(z\s) = 1} =2/ NA. D

Il est alors trés facile de calculer, pousimple, la forme normale d’'un élémemd®! a partir
de celle dez. Dans le cas de la forme normale a gauche, il est commode de décrire le passage
de la forme normale de a celle dezs*, et a celle de:A : le passage de a zs s’en déduit en
écrivantzs = zA(s*) L.

LEMME 3.11.-SoitG le groupe de fractions d’'un monoide de Garside et (yq_l, T
z1,...,%p) laforme normale & gauche d’'un élémendeG.
(i) Pour s simple, la forme normale a gauche de~ est (y’;}rl,...,yi* STy T,
avecs,y1 = S, PUiS &, = x;/si+1 €t s; = s;iy1/x; pour p > i > 1, ensuitet; = sy,
y; =ty NA ety =y;\(t;y;) pourl <j <q, et, enfing; , =tq1.
(i) Laforme normale a gauche deA est(y,", ..., Yy Ly, Tt "),

(iii) Laforme normale & gauche de\ ™ est(y,*,...,y;", ("w1) ™, P wa, .., ).

1

Démonstration. i) Par construction, on a&;s; 1 = s;z; pour touti, ety’t; 1 = t;y; pour
tout j, donc le diagramme

/ ! A / 7
Yo+1 _Yq - Y1 1 - Tp

1| tg41 tq to t1/81 S2 Sp Sp+1=38
1 Yq N T T,

commute, et on obtieny’;}rlny’l ayal =y oy s = 2571 La seule
—1

guestion est de montrer que la su@é;}rl, c Y12, .-, 2,) est bien une forme normale
a gauche. Par construction, tous les facteurs sont simples, et il s’agit de vérifier les conditions de

pgcd.
Considérons d’'abord le cas dgetz;, ;. Par définition, on a

—1

Lo xRk [ R NS Y *
xwy sy = A =8N = 810 = x;8i41%;,

doncal*sf* = s;4127, ce qui montre que’* est un diviseur a gauche dg,,z;. Par ailleurs,
on axj, siy2 = Sip12;, doncxj,, est un diviseur a gauche dg,i2;,1. Comme on a
siy1 A xj, = 1 par construction, ek} A z;,1 = 1 par hypothese, le lemme 3.10(i) donne
x;* Ay, =1, comme souhaité.

Considérons maintenant le casgeet 2. A nouveauy’ est diviseur & gauche dgx, et,
de mémey; est diviseur & gauche dey;. On as; Az} =1 par construction, et; Ay; =1 par
hypothése, d'ot) Ay} =1 par le lemme 3.10().

Considérons finalement le cas ge et y’.,. Par définition, on a; = t;y; A A. Or, par
hypothése, on a ausgj = (y; - --y4) A A. Par le lemme 3.10(ii), on déduit

Y=ty Yg) NA= (Y Yor1) NA,

donc, en particuliety;* A ()41 -+ yg1) = 1, €t, afortiori,y’* Ayj 4 = 1.

(ii) On az; A = Ax}* pour touti, et, par ailleursy; y; = A, donc le diagramme

Y2 i z2 Tp

SOA A A A A
Y1

Yq

<

AR T
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est commutatif, et on obtiela;tq‘1 cyy --xy* = zA. La seule question est a nouveau

de montrer que la suit@q*l, T T A .,x3*) est une forme normale a gauche, soit,
les facteurs étant clairement simples, de montrer que les conditions de pgcd entre deux termes
consécutifs sont veérifiées. Or, pour topon a(z;*)* A x5, = (2] Axip1)™ = 1" = 1, puisque
l'applicationz — x** induit un automorphisme d&/ . Ensuite, on &; A y2 = 1 par hypothése,
puis, pourj > 2, yi Ay;11 = 1, toujours par hypothese.

(iif) Largument est similaire. On a cette foi$x; A = Ax; pour touti, et*x12; = A, d'ou le
diagramme commutatif

**.'Eg **_,L.p
T
olA A A A
<—gg—“ - 2 1 X W e 4
Iy ] Tp

quidonney, -y (") ey - *fm, = 2A71 1l S'agit encore de vérifier les conditions de
pgcd entre termes voisins : pour tauton a(**z;)* A ;11 = **(zf Azip1) =1 =1, et,
enfin,(*xl)* ANp=xz1ANy1=1. O

PROPOSITION 3.12. —Tout groupe de Garside est bi-automatique.

Démonstration. -Soit M un monoide de Garside, € son groupe de fractions. Soft
I'ensemble des éléments simpleside Considérons le langadeformé par les formes normales
a gauche, considérées comme mots sur l'alph&hets—. D’abord L est un langage régulier,
car I'appartenance d'un mot & est définie par des conditions locales consistant en une liste
(finie) de lettres permises aprés chaque lettre : aprés une lettre nggatiles lettres autorisées
sont les lettres positivesvérifiantz A y = 1, et les lettres négativeg ! vérifianty’* Ay =1;
apres une lettre positive, les lettres autorisées sont les lettres positivegrifiantz* Az’ = 1.
Ensuite la formule explicite du lemme 3.11(i) montre que la distance entre la forme normale
d’un élémentz et celle dezs™' est uniformément bornée paren termes de I'alphabé), ce
qui établit la propriété d@-compagnon de route — ow2«ellow traveller property ». On déduit
gue le langage des formes normales a gauche est associé a une structure automatique.
Enfin, la symétrie de la forme normale entraine une propriété de compagnon de route
similaire pour la multiplication a gauche, et donc le langégest associé a une structure bi-
automatique. O

A cété du résultat d’existence précédent, qui ne décrit pas explicitement les automates mis en
jeu, nous allons maintenant construire des automates trés simples calculant les formes normales.
Nous considérerons ici seulement le cas des monoides. Le cas des groupes n’est pas directement
couvert par cette approche, mais les algorithmes décrits a la section 4 montrent comment se
ramener a des fractions irréductibles, et, de la, du groupe au monoide.

Le cas de la forme normale a droite est le plus facile, et la solution est une extension naturelle
de celle décrite dans [20, chapitre 9] pour les groupes de tresses. Nous allons décrire un automate
fini d'alphabetA et d’ensemble d'état§' calculant le dernier facteur de la forme normale a
droite, au sens ou I'état final obtenu aprés lecture d’un mpéar I'automate esti A A, ouu
désigne la classe du motdans le monoide. On rappelle qu’un tel automate est la donnée d’'une
fonctionT: S x A — S et d’'un état initialg ; I'état final de I'automate aprés lecture du mot
est, par définition, I'étal’(¢, u) défini inductivement, en notantle mot vide, pafl’'(¢,e) = g et
T(q,ux)=T(T(q,u),z). On part de formules de calcul de pgcd.

LEMME 3.13.-SoitM un monoide de Garside. Posyt simples, on a

(3.1) SEAA="(t"/s™), et stAA=("t\*s)".
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Démonstration. +a forme normale & gauche deest(s), donc, par le lemme 3.11(ii), celle
desA est(A,s**), et celle dest, qui estsA(t*) 1, est(*(t*/s**), s** /t*). Or, par définition, le
premier terme de cette suite a@stA A.

Un argument symétriqgue montre que la forme normale a droitAdest (**¢,A), et que
celle de st est (*s\**t, (**t\*s)*). Par définition, le dernier terme de cette derniére suite
estst AA. O

PrROPOSITION 3.14. -Soit M un monoide de Garsided I'ensemble de ses atomes,
'ensemble de ses simples, Atl'élément simple maximal. Définissoffis S x A — S par
T(s,a) = (**a\*s)*. Alors, pour tout mot: sur A, on au A A = T'(1,u), c’est-a-dire que le
résultat de la lecture dew par 'automate(T,1) est le dernier terme de la forme normale a
droite deu.

Démonstration. -On a trivialemente A A = 1 = T'(1,¢), donc, pour montrer le résultat
inductivement, il suffit de démontrer I'égalité

raANA=T(xAA,a)

pourz dansM eta dansA. Par le lemme 3.10(ii) (en fait, sa contrepartie pour le pgcd a droite),
ona(ra) ANA = ((z AA)a) A A. Commez A A eta sont simples, le résultat découle alors
immédiatement de la formule (3.1)O

Remarque- Comme dans [20], nous pouvons considérer un transducteur, défini comme un
automate muni d'une fonction de sortieenvoyantS x A dans I'ensemble des mots sdrOn
définit alors la sortie produite par la lecture du matomme le mo(q, ) inductivement défini
parO(q,e) =€ et O(q,ua) = O(q,u)O(T(¢,u),a). La démonstration précédente montre que,
Si nous posoné(s,a) = *s\**a, alors, pour tout mot, sur A, on au = O(1,u)-T'(1,u) : c'est
dire que le moO(1, u) représente le reste du motorsque le dernier terme de la forme normale
a droite a été retiré. En faisant lire par le transducteur le @{dt«), on obtiendra de méme
I'avant-dernier terme de la forme normale a droiteudet ainsi de suite. Cette itération fournit
un algorithme de complexité quadratique déterminant la forme normale a droite.

Exemple3.15. — La Fig. 6 représente le transducteur calculant la forme normale a droite pour
le monoide(a, b; aba = b2)*. Les états (domaines cerclés) correspondent aux éléments simples.
Les fleches pleines représentent la lectureidies tiretées la lecture dg; la présence d’'une
étiquetteu sur une flecher entre les états et ¢ signifie qu'on al'(s,z) =t et O(s,z) = u,

Fig. 6. Transducteur poyg, b; aba = b*)*.
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c’est-a-dire que, partant de I'étatet lisant la lettrer, on passe dans I'étaten produisant le
motu.

Pour la forme normale a gauche, nous pouvons trivialement obtenir des résultats analogues
en considérant des pseudo-automates lisant les mots de droite a gauche, mais la véritable
guestion est I'existence d’automates standard lisant de gauche a droite. L'approche précédente
échoue, car il est en général faux que la valeur(de) A A ne dépende que des valeurs
dex A A et dea : dans le groupe de tress@, on acioa A A = 103 A A = 0102, Mais
010201 A A = A # 010301 A A = 010,. Par contre, la construction est encore possible en
prenant comme ensemble d’états I'ensen®fg ol P est 'ensemble des éléments primitifs &
droite deM , c’est-a-dire la cléture des atomes par I'opération

ProPOSITION 3.16. =Soit M un monoide de Garsided I'ensemble de ses atomes, et
I'ensemble de ses éléments primitifs a droite. Définis§onB” x A — PF par

(3.2) T(f,a)=raof

our, est définie pout € A etp € P parr,(p) = a\p. Alors, pour tout mot, sur A, on a

TANA= \/{p € P;T(id,u)(p) =1}

— et donc 'automatéT’,id) détermine le premier facteur de la forme normale & gauche.de

Démonstration. Pour = dans M, notons f, I'application de P dans P définie par
f=(p) =x\p. On af; = id par définition, et, d’apres les formules des compléments, il vient, pour
reM,acAetpe P,

Jea(p) = (za)\p = a\(x\p) = a\ f2(p) = ra(f2(P)),

SOit frq = T4 o [z, €t, inductivementfz = T'(id, u) pour tout motu sur A. Or, pourp primitif,

p est un diviseur a gauche desi et seulement si on a\p = 1, soit f,(p) = 1. Le seul point

a montrer est donc que A A est égal au ppcm a droité des éléments primitifs divisant

a gauche. Or, tout élément primitif est simple, daricest un diviseur a gauche den A.
Inversementz A A est simple, donc, d’aprés les résultats de la section 1, il est un ppcm a droite
d’éléments primitifs, lesquels sont nécessairement des diviseurs a gauchede

Remarque- L'approche précédente s’applique également a la forme normale a droite.
Introduisons I'ensemblé’ des elementgrlmltlfs a 1 gauchecomme la cl6ture des atomes par
I'opération /. Pourxz € M, deflmssonsfm P — P par fm( ) = p/z. Alors la fonction fm
est calculée inductivement par la régle, (p) = f»(p/a). On obtient doncfy = T'(id, u), 0

T = PP x A— PP est déterminée par

(3.3) T(f,a) = f o7,

avecr, : p — p/a, formule qui est la contre partie exacte de (3.2). On obtient alors, pour tout
motwu sur A,

ak A =\/{pe B;T(id, u)p) =1} :

l'automate(7,id) détermine le dernier facteur de la forme normale & droite.d@es résultats
montrent & nouveau le rble central des opératipnst / : les automates précédents sont
essentiellement la table de ces opérations sur les clétures des atomes.
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Fig. 7. Automate pour le pgcd a gauche déhs

Exemple3.17. — La Fig. 7 montre I'automate calculant le pgcd a gauche Avdans le cas
du monoide de tresse;, de présentatioria, b;aba = bab)*. Il y a deux atomes, & savoir
a et b, et cing éléments primitifs a droite (et a gauche), a savait, b, ab, ba. On obtient un
automate 20 états, représenté sur la Fig. 7 (les fleches en plein représentestfleches en
tireté représenten).

4. Présentations

On montre ici que tout groupe de Garside admet une présentation d’'un certain type,
dit complémenté, et que toutes les opérations du monoide se calculent a partir d’'une telle
présentation au moyen d’une opération combinatoire appelée redressement de mots. Les résultats
du début de la section figurent, avec des notations différentes, dans [17], auquel nous renvoyons
pour d'autres détails et les démonstrations manquantes.

Pour tout ensembl&, nous noterondVlo(X) I'ensemble des mots suUt, c’est-a-dire le
monoide libre de base; le mot vide est noté. Si X est une partie génératrice d'un monoide
alors, par définition, tout élémentde M admet des décompositions comme produit d’éléments
deX : pourw dansMo(X), on notera comme précédemmentimage = dew dans)M ; on dira
alors quew est une expression dg et quex est I'évaluation dev dansM .

DEFINITION 4.1.— SoitM un monoide vérifiant les conditiori€’), (C1) et (Cz), etX est
une partie génératrice dd. On appellesélecteur de ppcrsur X toute application (partiellej
deX x ¥ dansMo(X) tel que, pou,b € %, f(a,b) est une expression d&b lorsque ce dernier
existe.

Par définition, on a\a = 1 pour touta dansX, donc, sif est un sélecteur de ppcm sur
et si M satisfait & la conditior{Cy), c’est-a-dire n'admet pas d’inversible autre dguealors,
nécessairemenf,(a, a) est le mot vides. Par ailleurs, par définitior;\b existe si et seulement
si b\a existe, et, par conséquent, le domaine de tout sélecteur de ppcm est un sous-ensemble
symétrique d& x Y.

DEFINITION 4.2.— SoitX un ensemble non vide. On appéitmction de redressemesiir 2
une application partielle dE x X~ dansMo(X) vérifiant f(a,a) =  pour touta, et telle que le
domaine def est symétrique. On note alofg la famille des relations f (a, b) = bf (b, a) pour
(a,b) € Dom(f), et z}“ la congruence suvlo(X) engendrée pak ;. On dit qu’'une présentation
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de monoide estomplémentési elle est associée a une (nécessairement unique) fonction de
redressement.

PROPOSITION 4.3 [17]. —=Soit M un monoide gaussien — ou, plus généralement, un monoide
vérifiant les condition$C;"), (C1) et(C2). SoitX une partie génératrice quelconque dé, et
f un sélecteur de ppcm sitt. Alors f est une fonction de redressement Suet (3; Rf) ™ est
une présentation complémentéelde

Démonstration. Notons ~ la congruence suMo(X) telle que M est Mo(X)/ ~. Par
définition d’un sélecteur de ppcm, orugi(a,b) ~ bf(b,a) poura, b € Dom(f), doncu E;{ v
entraineu ~ v puisque les paire§a f(a,b),bf(b,a)} engendreszr

Réciproquement, nous montrons que- v entraineu = —+ v par récurrence sufz|. Pour
|z =0, 0onauw=v=1,donc, pafCy), u=v=c¢, etu = _f v. SUPPOSONS, v # . On écrit
u = aui, v = bvy, aveca, b € X. L'hypothéseu = v signifie queu est un multiple commun a
droite dea etb. Par(Cs), il existe un motw vérifiantu =v = (a vV b)w, d’ou

u=auy ~af(a,b)w~bf(b,a)w~bvy =v.

Par (Cy), on déduitu; ~ f(a,b)w et vy ~ f(b,a)w. Or, par (Cy), on a|f(a,b)w| <
|| —|a| < |@|, et, de mémd,.f(b,a)w]| < |uz|. Appliquant’hypothése de récurrence, on déduit
Uy E}_ fla,b)w, etvy E}_ f(b,a)w, d'ou

u=auy E}_ af(a,b)w E}_ bf(b,a)w E}_ buy = v,

etdoncu = _f v. O

Question4.4. — Le résultat précédent reste-t-il valable lorsque la condititin) (atomicité)
est affaiblie enCy) (pas d'inversible autre quB ?

Si M est un monoide gaussienune partie génératrice dé, et f un sélecteur de ppcm shi
alors toutes les opérations d¢é se calculent a partir dé de facon effective. Pour le démontrer,
nous introduisons une opération combinatoire sur les mots appetifessemeri« reversing »
en anglais).

Par définition, sif est un sélecteur de ppcm sl le mot f(a,b) est une expression de
I'élémenta\b de M pour tousa, b dansy. L'idée est d’étendre I'applicatiofi en une opération
binaire partielle noté& ; surMo(X) de sorte que, pour tous maisv surx, le motu\ v soit
une expression du complémenw, quand ce dernier existe.

Dans toute la suite, lorsqugest un alphabet, nous introduirons une copie disjointe notée
pour chaque lettre de ¥, et nous noterons ! I'ensemble des lettres . Pour tout motw
sur ¥ U X7, on notew™' le mot obtenu en échangeant chaque lettravec la lettrea™!
correspondante, et en renversant I'ordre des lettres. Ainéi, esst un groupe engendré par
et si le motw représente I'élément de G, alorsw™" représente .

DEFINITION 4.5 [13,17]. — Soitf une fonction de redressement sur Pour w, w’ mots
surX UX 1, on dit quew estf-redressablenw’, notéw ~ ¢ w’, si on peut passer deaw’ en
un nombre f|n| d’étapes consistant a remplacer un sous-mot de la forthaveca, b € X par
le mot f(a,b) f(b,a)~* correspondant. Pour, v mots sur, on définitu\ ;v comme I'unique
mot u/ sur X tel qu'il existe un mot’ sur X vérifiantu v ~; o'’ ', S'il existe, etu vy v
commeu-(u\ fv).
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On associe a chaque redressement de mot un graphe planaire (voisin d’'un diagramme de Dehn)

composé de fleches verticales et horizontales étiquetées par des élémentstdel que le
redressement du mat™b en f(a,b) f (b,a) " se traduit par la fermeture du motif

b b
a en @ : v f(b,a).
AAJ} (
——————
f(a,b)

Nous renvoyons a [16, chapitre I1], et considérons ici simplement un exemple.

Exemple4.6. — Soit ¥ = {a,b}, et soit f I'application de ¥? dansMo(X) définie par
f(a,b)=ba, f(b,a)=b, f(a,a) = f(b,b) = . Le monoide(>; R;)™ estici(a, b;aba = b*)T.
La figure ci-dessous illustre le redressement duandta? en le mobab?ab'a b1, qui donne
donca\ rba? = bab®a etba?\ ra = bab.

b a a
b
b y
a b a
b
a b
v b a b b a

L'opération\ ; est en général une opération partielle 3lw(X), non nécessairement définie
pour tous les mots : commg coincide avedf surX x X, c’est le cas sjf n'est pas partout
définie sur¥ x 3, mais, méme sf est partout définie, il se peut que le redressement d’'un mot
ne se termine pas en un nombre fini d’étapes. Comme dans la section 1, nous notgvoasL
quandu\ fv n'existe pas, et nous étendoyisen une opération partout définie Sdn(X) U{L}
en posant\ ;L = 1\ yu= L\;L1 = _1 pour toutu, et de méme pour le produit des mots. De
méme, nous étendons}r en une congruence siMo(X) U{ L} en déclarantL z}“ L vrai, et

u =/ L faux pour tout: dansMo(X).

LEMME 4.7 [13]. —Soit f une fonction de redressement sur Alors, pour tous mots, v
sury, on au(u\ jv) E}_ v(v\ fu).

D’aprés nos conventions, le résultat précédent signifie que'spitet v\ ;u sont définis et on
a I'équivalence annoncée, soit ni I'un ni l'autre n’est défini. La démonstration est une induction
facile sur le nombre d’'étapes élémentaires de redressement.

PROPOSITION 4.8 [17]. —Soit M un monoide gaussien — ou, plus généralement, un monoide
vérifiant les condition$Cy"), (C1) et (C2) — X une partie génératrice d&/, et f un sélecteur
de ppcm suiE. Alors, pour tous mots, v dansMo(X), le motu\ yv existe dandio(X) si et
seulement si I'élément\v existe dansl/, et, dans ce casy\ jv est une expression de\v, et
u Vy v st une expression dev v.

Démonstration. Le lemme 4.7 montre que, 8k v est défini, alors la classe dev; v est un
multiple & droite commun des classeswudet v, donc, par(C-), le ppcm a droite de ces classes
existe.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



292 P. DEHORNOY

Inversement, montrons par induction suque, siu etv sont deux mots tels queV v existe
et qu'on ait|w vV 7| = n, alorsu)\ jv existe et représen®@\v. Pourn =0, on au =v =¢, et
les résultats sont triviaux. Supposong 1. Pouru = ¢ ouv = ¢, les résultats sont a nouveau
triviaux. Supposons = au; etv = buy; aveca,b € 3, et soitz = Vv v. Par hypothese; est
multiple & droite commun & etb, doncf(a,b) et f(b,a) sont définis. Ensuite est multiple a
droite commum dew; etaf(a,b), doncu, et f(a,b) ont un multiple a droite commun, donc
un ppcm a droite. Or, par construction, orj@ V f(a,b)| < |z]| — [a] =n» — 1, donc, par
hypotheése de récurrence,\ ; f(a,b) existe et il représente; \ f(a,b). De mémeyp, \ ; f (b, a)
existe et représents \ f(b,a) ; finalement, en posant, = f(a,b)\ ;u; etvy = f(zy,a)\ o1,
on a de méme que,\ sv, existe et représentg\vz. Doncu\ jv est défini, et il représente

(0 \f (B, @)-((F (B, @)\vr)\(f(a,b)\u1)),

lequel est, d’aprés les formules de complémeRt. O

DEFINITION 4.9. — Soitf une fonction de redressement ﬁerouru v mots sur¥, on dit

queu =; " v est vérifié si on ai\ v = v\ ju = ¢, c'est-a-direu v Ay . ON etend—*Jr de

sorte quel =/ L soitvrai, etu = L et L =} u faux pour tout mot..

Par le lemme 4.7; =" v entraineu E? v. Dans le cas d’'un monoide gaussien, la

proposition 4.8 affirme que cette implication est une équivalence. Nous allons en déduire une
solution pour le probleme de mot du monoide par redressement, et, pour celui du groupe
associé par double redressement. On note;ala congruence suko(X U X71) engendrée

par = _f et les paires{aa™,e} et {a'a,e} poura dansy, de sorte que le group&; Ry)
estMo(X U X 1)/ =;. Remarquons que, par constructian~; w’ entrainew =, w’ pour
tousw, w’ mots sur U X1,

PROPOSITION 4.10. -Soit M un monoide gaussien — ou, plus généralement, un monoide
vérifiant les condition$Cy"), (C1) et (C2) — X une partie génératrice d&/, et f un sélecteur
de ppcm sui.

(i) Deux motsy, v sur X représentent le méme élémentidesi et seulement si ona —}“Jr v,
c'est-a-direu v~y e.

(ii) Supposons qué/ vérifie de surcroit la conditiofCy"), et soitG le groupe de fractions
de M. Alors un motw sur 2 U X! représentd dansG si et seulement si il existe deux mots
sur ¥ vérifiantw ~ uv ! etulv Ay €.

Démonstration. i) Par le lemme 4.7, la condition est suffisante. Inversemestyp entraine
u\v=v\u =1, d'olu\ jv = v\ ju = ¢ par la proposion 4.8.
(i) La condition est suffisante, cav ~y w' entrainew = w’. Inversement, supposons

w g uvt. Alors w =, ¢ entraineu =, v, doncu E? v puisquelM se plonge dan&, d’ou
. . .

uTvnyepar (). O

Si M est un monoide gaussien, les opératioesV de M se déterminent par redressement a
partir de tout sélecteur de ppcm. Le pgcd, ainsi que les opérations symétriques de ppcm a gauche
et de pgcd a droite, peuvent également étre calculées a I'aide de redressements, a condition
d’introduire, a coté d’'un sélecteur a droite associé au ppcm a droite comme ci-dessus, une notion
symétrique de sélecteur a gauche et de redressement a gauche : suppeesaiet generatrice
de M, on appellerasélecteur de ppcm a gauckerX. une appl|cat|0rf deX x X dansMo(X)
telle que, pour tous, b dansy:, f(a b) représente I'élément/b, s'il existe. Slf est une fonction
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de redressement shi), et siw, w’ sont deux mots suf U X', on dira quew estf—redressable
agauche em’, notéw ~ 7 w', si on peut passer deaw’ en un nombre fini d'étapes consistant

a remplacer un facteur du typé—" aveca, b € ¥ par le facteurf (b, a) * f(a, b) correspondant.
Les résultats sont alors symétriques : introduisa/r}tv comme l'unique mot: tel gu'il existe

v vérifiant uv ™ A o' M/, etu Vv comme(u/fv)-v, on obtient queu/ ;v représente
Iélémentt/7, etu V ; v I'élémentu V 7. On déduit alors du lemme 2.6 :

_ProPOsITION 4.11. —=Soit M un monoide gaussiel, une partie génératrice dé/, et f et
f respectivement un sélecteur de ppcm a droite et & gauchg sétors, pour tous mots, v
sur X, le mot(u Vy v)/ 7 ((u\jv) V 7 (v\ yu)) représenta A .

On obtient donc le pgcd a gauche@et v par un triple redressement : on redresse a droite
utv env’v/ 7, gu'on redresse a gauche efi'v”, et un représentant du pgcd a gauche&de
etT est obtenu en redressant & gauche le mdt. Les opérations du groupe de fractions se
calculent de fagcon semblable. En particulier, dénominateurs et numérateurs se déterminent par
double redressement.

PrROPOSITION 4.12. —SoitG le groupe de fractions d’'un monoide gaussién X une partie
génératrice deV/, et f et f respectivement un sélecteur de ppcm a droite et a gauche.sswit
z un élément quelconque d& etw un mot sury U X! représentant. Soientu,v, v, v’ les
mots sur vérifiantw ~ ¢ vu™" ~F o' 1. Alorsv’ représenteD(z), etv’ représenteV (z).

Démonstration. Par construction, on a= u/~'+/, donc, d’aprés le lemme 3.7, il suffit de
montreru” A v’ = 1. Or, par construction, on@ = u/ ;v etv’' =v/;u : siv’ etv’ avaient un
diviseur a gauche non trivial commump et v'u ne pourraient représenter un ppcm a gauche
deuetv. O

Commez = 1 équivaut aD(z) = N(z) = 1, nous en déduisons une solution alternative du
probléeme de mot.

COROLLAIRE 4.13.-Sous les mémes hypothéses, ununsir X U X! représentd dansG

si, et seulement si, il existe deux mots sur X vérifiantw ~ s uv™ ~FeE.

Enfin, le lemme 3.11 montre comment calculer par redressement la forme normale (a gauche)
de tout élément d’un groupe de Garside : supposant(gpe!,...,v; 1, u1,...,u,) Soit la
forme normale de, on obtient la forme normale d&\ en déterminant les éléments™, donc
par double redressement face & un mot représefitaPourw représentant un élément simple, on
obtient le numérateur de la forme normalex@e& en redressant a gauche le mgt - -u,,w*l ;
le dénominateur s’obtient alors par une succession de calculs de pgcd, donc également par
redressement. Noter que le lemme 3.13 permet de déterminer successivement chaque facteur
du dénominateur a I'aide d’un unique redressement.

5. Reconnaitre les monoides de Gar side

Nous avons vu dans la section précédente que tout monoide de Garside admet une présentation
complémentééX; R;)™, ou f est une fonction de redressement Syret qu’alors toutes les
opérations du monoide et celles de son groupe de fractions se détermingniepaessement.

Nous abordons ici la question réciproque de reconnaitre quand une présentation complémentée
définit un monoide de Garside.

Le fait d’'admettre une présentation complémentée est une hypothese faible, et des conditions
sur la fonction de redressement considérée doivent étre ajoutées pour que le monoide associé ait
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de bonnes propriétés. Nous allons établir une liste de conditions nécessaires vérifiées par tout
sélecteur de ppcm dans un monoide de Garside, puis montrer que ces conditions sont suffisantes.
Nous partirons (une fois encore) des propriétés de I'opérgtion

LEMME 5.1.-Soit M un monoide gaussien — ou, plus généralement, un monoide vérifiant
les conditiongCy), (C1) et(Cx). Alors, pour touse, y, z dansM, on a

(5.1) (@\Y\(2\2) = (¥\2)\(y\2)-

Démonstration. -D’aprés le lemme 1.7, le membre de gauche dans (5.1) est égal @)\ 2,
et celui de droite &y Vv x)\z : commeV est une opération commutative, les deux sont égaux.
Par ailleurs, si 'une des expressions n'est pas définie, il en est de méme de 'autre.

LEMME 5.2.-SoitM un monoide gaussien — ou, plus généralement, un monoide vérifiant les
conditions(Cy ), (C1) et(C2) — X une partie génératrice quelconque @€, et f un sélecteur
de ppcm sub. Alors, pour tous mots, v, w dansMo(X), on a

(5.2) (u\ o)\ r(u\fw) =57 (0\pu)\f(0\ jw).

Démonstration. -Compte tenu de la proposition 4.8, la formule (5.2) est la traduction directe
de la formule (5.1). O

DEFINITION 5.3. — Soitf une fonction de redressement &ur
(i) Pour X C Mo(X) U {L}, on dit quef a lapropriété du cubéresp.la propriété du cube
faible) sur X si la relation (5.2)esp.la relation

(5.3) (w\ o)\ s(u\sw) =} (\ju)\s(0\sw)

est vérifiée pour tous, v, w dansX.
(ii) On dit que f vérifie la condition(x) s'il existe une partie finieX deMo(X) qui est close
par\ s, c'est-a-dire telle que, pour tousv dansX, u\ ;v existe et appartient &, et si, de plus,
la cloture XV de X parVy est finie et il existeé2 dansX¥ tel que, pour tout: dansX Y, on ait
O\ ju =¢ etil existev dansX v vérifiantv\ ;Q =" u.
Affirmer que f a la propriété du cube sur un triplét, v, w} signifie, lorsque tous les mots
mis en jeu sont définis, que le cube représenté sur la Fig. 8 se ferme au sens ou, partant des
trois arétes étiquetéesv, w et utilisant le redressement de mots pour construire les six faces, le
redressement des trois petites faces triangulaires restantes se termine avec des mots vides.

PROPOSITION 5.4. —Soit M un monoide de Garsid&; une partie génératrice finie d&/,
et f un sélecteur de ppcm sitt. Alors la fonctionf a la propriété du cube suko(Y) et elle
vérifie la condition(x).

Démonstration. e lemme 5.2 exprime qug a la propriété du cube sdio(X). NotonsX
I'ensemble des expressions des éléments primitifs a droitel d€ommeX est fini, et que la
longueur des expressions da¥vie(X) de chagque élément de M est bornée supérieurement
par|z|, 'ensembleX est fini. Supposons, v € X. Par la proposition 4.8, le maf\ yv est une
expression d&\v : commeu et T sont primitifs & droite, il en est de méme @gT, etu\ jv
appartient 8. DoncX est clos pat ;.

Par le méme raisonnement, I'ensemblales expressions des éléments simpled/dest un
ensemble fini de mots qui est clos par les opératignst V¢, et qui inclutX. Par conséquent, la
cléture X'V de X parV; est finie, et elle contient au moins une expression pour chaque élément
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mf\n

sw)\ s (u\sv)

mf\a

Fig. 8. Propriété du cube.

simple deM . Soit Q une expression quelconque de I'élémentdans XV. Pour tout motu
dansXV, le motQ\ ;u représenteA\w, qui estl, et on a donc nécessairemeny ju = «.
Inversement, sk) vérifie Q\ ju = e pour toutu dans XV, Q représente nécesairemedy
puisqu’il représente un élément qui est un multiple de tous les éléments simples.
D’aprés la proposition 2.1, I'application— s\ A est surjective sur les simples dé. Donc,
pour tout motu dansX 'V, il doit exister un élément simplevérifiantw = s\ A. Cet élément
a au moins une expressiandansX Y, et la conditionz = v\ A entraineu Efr v\ Q. Par

conséquent, la conditiofx) est vérifiee. O

Nous allons maintenant montrer que les conditions nécessaires de la proposition 5.4 sont
aussi suffisantes, et, pour cela, utiliser la caractérisation de la proposition 2.1 en termes des
conditions(C;). La condition(Cj) est gratuite.

LEMME 5.5.-Soitf une fonction de redressement durAlors le monoidéy; R )™ satisfait
a la condition(C)), c’est-a-dire n’a d’autre inversible que

Démonstration. Par constructiony E; € n'est possible que pour=¢. O
Le point crucial est le résultat suivant, qui montre I'importance de la propriété du cube.

PROPOSITION 5.6. —Soit f une fonction de redressement sk Alors les conditions
suivantes sont équivalentes
(i) Lafonctionf ala propriété du cube su¥lo(X);
(i) Lesrelations= et =; " coincident
(i) Larelation E}“ est compatible avec 'opératidyy, au sens ou la conjonction dé E}_ u
etv’ = v entraineu’\ v’ =/ u\ .

Démonstration. -Supposons (i), et montrons (ii). Par le lemme 4.7, la relatizxajrfr est
toujours incluse dans la relatiom}r. Pour prouver linclusion réciproque, puisque, par
définition, zj{ est la relation d’équivalence engendrée par les pdireg (a,b)v, ubf (b, a)v)
aveca,b € ¥ etu,v € Mo(X), il suffit de montrer qu’on aa f(a, b)v Efr ubf(b,a)v, soit

v f(bya) b T uaf (a,b)v g e,
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ce qui est trivial, et que—J“Jr est une relation d'équivalence. Réflexivité et symétrie sont

claires, et seule la transitivité fait probléme. Supposenst™ v =TT w. Par hypothése, les
mots v\ ju, u\ fv, v\ jw etw\ ;v existent et sont vides. Don@\ yu)\ r(v\ jw) existe, et il
est vide. Comme¢ a la propriété du cube syw, u, w}, ceci entraindu) yv)\ ¢ (u\ fw) E;{ g,
donc (u\ jv)\ s(u\ fw) = . L'existence du mofu\ yv)\ ¢ (u\ yw) entraine en particulier celle
deu\ jw. De plus,u)\ ;v = e entraine(u\ yv)\ s (u\ fw) = u\ jw. Nous avons done\ jw =e.
Un argument symétrique donne\ su = ¢, doncu =; " w. Donc =/ est transitive, et (i)
entraine (ii).

Supposons maintenant (ii), et montrons (iii). Puisque la relaﬁaﬁ est symétrique et
transitive, il suffit de montrer que, s\ ;v existe et qu'on a’ f v, alorsu\ ;o' existe aussi

et on au\ v’ E; u\fu et v\ ju E;{ v\ ru. Or, sous ces hypothése, le lemme 4.7 entraine
u(u\ o) E? v(v\ fu), doncu(u\ fv) E}r v'(v\su), soit, par (i), u(u\ fv) E}r+ v (v\fu),

et donc (v'(v\ fu))\ ¢ (u(u\fv)) = . Ceci entraine en particulig’ (v\ fu))\ ru = €, soit,

par (1.4),

(5.4) (\u)\r(0"\su) =e.

Nous déduisons que)\ su, et, par conséquent) o', existent. Comme etv’ jouent maintenant
des rbles symetrlques le calcul precedent danfigru)\ ¢ (v\ fu) =€, ce qui, conjugué a (5.4),
démontrev’\ yu :' * o\ fu, doncv’\ ju = =; * v\ su. Un calcul semblable donne

(u\po)\f(u\pv') = et (u\sv')\f(u\sv) =c¢,

d'otu\ jv Ej{* u'\ sv, et, finalemen’u\fv = o'\ yv. Donc (i) implique (iii).

On sait quey/ :;E+ u entraineu’ _f u. Inversement, supposon$ =" «. Par construction,

on au~lu ~y g, cest-a-direu\ ju = . Si (jii) est vraie, on déduit qua’ E;{ u entraine

lexistence deu\ su’ et u'\ yu, et qu'on au/\ju =} u\ju=¢, etu\su' = u\fu=e¢, soit
u' =/ u. Ceci montre que (iii) entraine (ii).

Finalement, supposons (ii) et (iii), et soienw, w des mots quelconques sur Siu\ ;v N'est
pas définip\ su ne I'est pas non plus, €t\ rv)\ s (u\ fw) et(v\ ru)\s(v\ ;w) sont tous deux.,

donc (5.2) est vraie. Supposons qugv etv)\ u soient définis. Par (1.4), on a
(u\p)\ s (u\pw) = (u(u\ o)) \pw et (v\ru)\;(v\sw) = (v(v\su))\ w.

Supposons(u(u\ fv))\sw défini. Par le lemme 4.7, on a(u\v) E;{ v(v\fu), donc
u (u\ fv) E; v (v\fu). Alors (iii) entraine qugv(v\fu))\ fw est également défini, et qu'on
a (v(v\fu)\yw =/ (u(u\sv))\sw. Par (i), on déduitw(v\yu))\fw =" (u(u\ )\ w,
donc en particulier((u(u\ fv))\fw)\s((v(v\ru))\fw) = €. Un calcul symétriqgue donne
((0(0\ pu)\jw)\ s ((u(u ou))\ jw) = &, d'00 (u(u\ ;o))\ jw =] (v(v\fu))\fw, qui est la
condition (5.2) pouw, v,w. Donc (ii) et (iii) entrainent (i). O

Il est alors facile d’'établir les conditior{€’; ) et (Cs).

LEMME 5.7.-Soit f une fonction de redressement shr ayant la propriété du cube

sur Mo(X). Alors le monoide(X; Ry)™ satisfait & la condition(C), c’est-a-dire admet la
simplification a gauche.

Démonstration. -Soit M le monoide (¥; Ry)*. Supposonsu@ = uv’ dans M, soit

uv =/ wv'. Par la proposition 5.6, on av =; " wv/, c'est-a-dire(uv)~ (uv') ~y . Par
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construction, on a(uv)t(uv’) ~y v1’, donc, par unicité du résultat du redressement,
—++

v ~ye, soitv =T v/, quientraine =7 o, ett=v". O
LEMME 5.8.-Soit f une fonction de redressement shir ayant la propriété du cube
surMo(X). Alors, quels que soient les matsv sur ¥, il y a équivalence entre
(i) les motsu\ jv etv\ yu sont définis
(ii) les éléments etw admettent un multiple & droite commun dans le mon¢itez ;).

Dans ce cag; et admettent un ppcm a droite, a saveiv; v, etu)\ yv représenta\.

Démonstration. -Supposons (i). Par le lemme 4.7, o)\ v) E}r v(v\yu), et la classe
commune de ces deux mots est un multiple a droite commun pour les clagseswd®onc (ii)
est vérifiée.

Inversement, supposons (ii). Il existe des mgtet v’ vérifiantuv’ =, vu'. Puisquef a la
propriété du cube, ceci impliquey’ E}H_ vu/ par la proposition 5.6, soit’ ' ulvu/ N~y E.
Ainsi, le redressement du met uLvu’ converge, et, a fortiori, celui du sous-mot;'v
converge aussi, ce qui est dire que les mdtg etv\ yu existent, et on a (i). De plus, I'hypothése
o o ~ ¢ € implique I'existence de mots”, v" satisfaisant

[

v'il(u\ffu) Ay ", (v\ju) M ~p oM NyE.

Ainsi, @’ est un multiple a droite de la classew@gu, et, doncpu’ est un multiple a droite de la
classe de V; u : cette derniére est donc ppcm a droitedetv. O

LEMME 5.9.-Soit f une fonction de redressement shir ayant la propriété du cube
sur Mo(X). Alors le monoideX; Ry)* satisfait a la condition(C>) : toute paire d’éléments
ayant un multiple a droite commun admet un ppcm a droite.

Démonstration. -Supposons que et7 admettent un multiple a droite commun dawvis Par
le lemme 5.8, les mots)\ yv et v\ ru sont définis, e V; v etv V¢ u représentent un ppcm a
droitedeu etv. O

Nous passons a la conditig@'s).

LEMME 5.10.-Soit f une fonction de redressement S0y telle qu'il existe une partieX
de Mo(X) close par\ ;. Alors le f-redressement converge toujours, et donc I'opératjprest
partout définie suMo(X). De plus, si le redressement de tout motv avecu, v € X requiert
au plusk étapes et se termine avec un mot de longueur au flators le redressement d’un
mot quelconque sUE U ¥ ! requiert au pIus}Lkrlg(w)2 étapes, et il se termine avec un mot de
longueur au plug-1g(w).

Démonstration. -Soitw un mot surs U XL, Ecrivonsw = ui'--ufr avecu; € X, e; = +1
pour chaque, et r < lg(w). Soit p le nombre d’exposants; positifs. Un argument inductif
illustré sur la Fig. 9 montre gu'il existe des mats ..., v, dansX tels quew soit f-redressable
env; - -vpv;il ---v, 1, et que le redressement se décompose(en- p) redressements de

mots de la formeyl‘lwg avecwi, we dansX. Les bornes en résultent, puisqu’on a toujours
p(r—p)<r?/4. O

LEMME 5.11.-Soit f une fonction de redressement sty ayant la propriété du cube
sur Mo(Y), et telle quef satisfasse a la conditiofx). Alors le monoidgX; R)™ satisfait
a la condition(C3).
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Fig. 9. Convergence du redressement.

Démonstration. -Soit X la cléture deX par I'opération)\ ;. D’apres le lemme 5.8, l'opéra-
tion \ ; est partout définie sut:; R¢) ™. Il résulte du lemme 5.8 que I'ensemble des éléments du
monoide représentés par un motXeest clos par I'opératioly, et qu’il engendre le monoide
puisquiilinclutX. O

Finalement, nous déduisons la réciproque de la proposition 5.4 :

PrRoOPOSITION 5.12. —Soit f une fonction de redressement siyrayant la propriété du cube
sur Mo(X), et satisfaisant a la conditiof). Alors le monoid€X; R;)™ est un monoide de
Garside, et, donc, le group&; R/) est un groupe de Garside.

Démonstration. Par la proposition 2.1, il suffit d’établir que le monoi(e; R;)* satisfait
aux conditions(Cy), (C4), (C2), (C3) et (C1). Les quatre premiéres conditions résultent des

lemmes 5.5, 5.7, 5.9 et 5.11. Enfin, po;), d'aprés le lemme 2.3, il suffit d’établir la
surjectivité de I'applicatiorr — z* sur les éléments simples ; compte tenu de la correspondance
entre opératioly surM et opération, ; surMo(X), et entre égalité dany et z}“*-equivalence
dansMo(X) due a la satisfaction paf de la prioriété du cube, la conditiofx) donne le

résultat. O

6. Critérespour la propriétédu cube

La propriété du cube pour la fonctighest primordiale pour I'étude du monoide; R;)™ :
si elle n’est pas satisfaite, on ne sait essentiellement rien dire, alors que, si elle I'est, on peut
contréler la divisibilité et I'égalité a I'aide de redressements de mots et, en particulier, établir
assez simplement I'éventuel caractére petit gaussien du monoide. Il est donc crucial de savoir
reconnaitre si une fonction de redressement donnée satisfait ou non la propriété du cube.

Si f est une fonction de redressement sur un ensemble ¥inét u, v, w des mots sui;,
établir la propriété du cube env,w se fait de fagon effective a I'aide de redressements. Plus
précisément, il existe un processus consistant en une suite finie de redressements tel que, si la
condition est vérifiée, alors le processus se termine en un nombre fini d’étapes et il donne une
preuve de la condition cherchée. Cette situation, plus faible que la décidabilité puisqu’il se peut,
si la condition n’est pas vérifiée, qu'on n’obtienne pas de réponse en un temps fini, est typique
d’une condition récursivement énumérable — ou semi-décidablg? ¢ai.

Considérons maintenant la propriété du cube sur I'enseiblg:) entier : comme il existe
une infinité de triplets de mots dah$o(X), énumérer ceux-ci systématiquement et vérifier la
condition pour chacun d’eux ne permet pas d’'établir, méme de fagon théorique, la propriété en un
nombre fini d'étapes. On ne peut obtenir un critere effectif que si on sait par avance que la pro-
priété du cube sur un certain sous-ensemble filNldéX) entraine la propriété du cube partout.
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Nous rappelons d'abord deux résultats partiels dans cette direction obtenus antérieurement.
Le premier est implicite dans la preuve de Garside que le monoide des tBsssegisfait aux
conditions(Cy ) et (Cs).

PROPOSITION 6.1 [13,15]. -Soit f une fonction de redressement sbr telle que le
monoidgY; Ry)* satisfasséC;"). Alors f a la propriété du cube suvlo(Y) si et seulement si
elle a la propriété du cube s, si et seulement si elle a la propriété du cube faiblesur

Le critere précédent s’applique aux présentations standards des groupes d’Artin-Tits, la
condition(Cy) étant vérifiée puisque les relations préservent la longueur : les résultats de [5]
montrent alors la propriété du cube sur les générateurs. Il en est de méme pour les présentations
de groupe considérés dans [7] : elles sont associées a des fonctions de redrefseltesrgue
f(a,b) n'est défini que pous dansA etb dansB, { A, B} étant une partition de 'ensemble des
générateurs : la propriété du cube sur les lettres est triviale car tout triplet contient nécessairement
deux lettres ded, ou deux lettres dé3, pour lesquelles aucun redressement n’est possible; les
groupes ainsi présentés ne sont pas gaussiens, puisque, dans le monoide associé, deux élément
de A, ou deB, n’ont pas de multiple commun.

Mis & part de tels cas, il est en général difficile d'établir la conditiGji ), et aucune méthode
uniforme n’est connue — voir [23] pour un exemple mettant en jeu I'algorithme de Knuth—Bendix.

Un autre critére pour la propriété du cube est établi dans [15], a partir d'une définition
alternative de celle-ci :

LEMME 6.2. —Soit f une fonction de redressement stiret X une partie deMo(X). Alors
f ala propriété du cube suk si et seulement sion a

(6.1)  w\s(u(u\sv)) E; w\f(v(v\fu)), et (u(u\sv))\sw E}r (v(v\pu))\ pw
pour tousu, v, w dansX.

Démonstration. -ta relation (1.4) donne

(u\p)\ s (u\ jw) = (u(u\ o)) \jw et (v\ju)\;(0\jw) = (v(v\fu))\sw,

donc (5.2) est équivalente a la seconde des relations (6.1). Pour la premiére, en utilisant (1.4) et
le lemme 4.7, et en supposant (5.2) satisfaite gauw, v) et pour(w, v, u), on obtient

w\f(u(u\v)) = (w\fu)- ((u\fw)\;(u\sv))

(
=1 (w\pu) - ((w\pu)\s(w\sv))
=7 (w\sv) - ((w\s0)\s(w\fu))
=1 (\r0) - (0\ )\ ;@0\ j0)) =w\s (v(\ju). O

DEFINITION 6.3.— Soitf une fonction de redressement siiret X une partie déMo(X).
Pouru E;{ v, définissonsl (u, v) comme le nombre minimal d&-relations nécessaires pour
transformen, env. On dit alors quef estk-cohérentesur X si, pour tous, v, w dansX, on a

(6.2)  dy(w\su(u\sv),w\po(v\su)) +ds((u(u\ o))\ sw, (v(©\fu)\fw) <k.

Par définition, siX est fini, et sif a la propriété du cube (faible) su¥, alors elle est
k-cohérente pour un certain Un critére suffisant mais non nécessaire est :

PROPOSITION 6.4 [15]. =Si f est une fonction de redressement suui est1-cohérente
sury, alors f a la propriété du cube su¥lo(X).
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Le critére de la proposition 6.4 est automatiquement vérifié dans le cas de deux générateurs,
mais il I'est rarement dans le cas général.

Nous allons maintenant établir un nouveau critére, qui s’applique dans tous les cas et ne
nécessite aucune vérification préalable.

PROPOSITION 6.5. —=Soit f une fonction de redressement sk, et X une partie de
Mo(X) U {L} quiinclutX et est close pak . Alors f a la propriété du cube suMo(X) s
et seulement si, elle a la propriété du cube ur

Il est évident que la condition est nécessaire, et tout le travail consiste a montrer qu’elle est
suffisante. La démonstration est décomposée en plusieurs étapes. Jusqu’a la fin de la section,
nous supposons qug est une fonction de redressement fixé Syrque X est une partie
de Mo(X) U {L} qui inclut X et est close pak, et quef a la propriété du cube suX.

D'apres la proposition 5.6, il suffit que nous montrions la compatibilité de I'opératjoat
de larelation= f

LEMME 6.6.—Pour u,v,v’ € X, la relation v' =;" v entraine v'\ju =;" v\su et

u\ fv’ E?Jr u\ sv.
Démonstration. -Supposons que\ yu existe. Par hypothese, nous avefis;v = v\ jv’ =e¢.
Commey a la propriété du cube s§u,v’, u}, nous déduisons

V\pu=e\p('\pu) = 0"\ )\ s (v"\pu) =5 0\ ")\ p(0\ ) =\ p(v\fu) = v\ u.
Ceci entraine en particulier qué\ yu et doncu\ fv’ existent. Utilisant la propriété du cube
en{u,v,v’}, nous trouvons

(u\p)\ s\ ") =7 (0\pu)\p(0\p0') = (v\fu)\ e =e¢,

qui entraing(u\ yv)\ r(u\ sv') = €. On obtient(u\ fv’)\ s (u\ yv) = ¢ symétriquement, d’otl on
déduitu) sv’ E}r+ u\fv. O

LEMME 6.7.— (i)La relation =} est transitive surX.

(i) Pour u,v,u’,v" dans X, la conjonction dew’ =} u et v =" v entraine

v\ pu E}H_ v\ pu.

Démonstration. 4i) Supposonsu,v,w € X etu =/ v =/ w. Par hypothése, on a

; —t+ ; —++
u\fv = v\fu = ¢. Appliquant le lemme 6.6 & =;" w, on obtientu\;w =;" ¢ et

w\ju =1 ¢, doncu\ jw = w\ ju=¢, soitu =11 w
(i) Supposons que)\ yu existe. En appliquant le lemme 6.6, on obtient

o'\ pu :}H v\ ju :f+ v\ fu,

qui entrainev’\ yu’ Ej{* v\ pu par (i), puisques’\ s, v'\ yu et v\ ju appartiennent &, ce
dernier étant supposeé clos pgr. O

Nous introduisons maintenant des raffinements de la relaﬁﬁﬁ.
DEFINITION 6.8.—Pouru, v’ dansMo(X) U {_L}, on dira queu zﬁf’; u’ est vérifié si

onau=u =g, et, pourp > 1, queu :(f”@ u’ est vérifié s'il existe deux décompositions

w=y - up, u' =uf - -ul, telles quon aituy, ..., u, € X etu; =7 u; pour tout).
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Fig. 10. Démonstration du lemme 6.9.

Ainsi, v/ =}, u est la conjonction de’ =" u et deu,u’ € X.

LEMME 6.9. — (i) Toute relationu E%/ u' entraineu = u’

(i) La conjonction des relations’ E(fpg, u et E(fqg/ v entraineu’\ yv’ :fy u\sv et

v\ pu :(fpy v\ pu.

Démonstration. i) Le résultat est clair par récurrence gynoter que, méme pour, v’ € X,
il 'y a en général aucune raison pour que, remproquenazeﬂfr+ u’ entraineu 5?2/ u’).

(ii) Observons d’abord que le résultat est vrai pput 0 et pourq = 0. En effet, poup =0,
onau =u=¢, doncu’\ ;o' =& =u\ v, et, pourg =0, on av’ = v =¢, doncv’\ ;u’ =u’ et
v\fu=u.

Ensuite, nous utilisons une récurrencegu g. Supposons’ *gcp) u etv’ Egcqg/ v. D'apres
ce qui précéde, nous pouvons suppgserl etq > 1. Alors, on peut écrire = uqug, v’ = ujuf
avec u/, :fr uy et u _gcpyl) ug, et, de mémey = vyvy, v = Vvl avecv) :fr v, et

o
vh :;qy ) vy, POSONSI) ; = 11 €tv; o = v, PUISU; j = Vi1 ;\ it j—1 €101 = Us i1\ fVi—1,

(Flg 10). L'hypothése que&X est close palk ¢ entraine |nduct|vement gue tous Ies mo;a,
uj 1, vi, €tv; sont dansX U {1}. Le lemme 6.7(ii) donne} ; :f Ty et V)4 :f .
Ensuite, I'hypothése de récurrence doru’iga2 z}’j;” uy 2 et v1,2 E}TJF v1 2. Elle donne de
mémeuy ; =" usy etwy, =01 vay, et, finalementul , =70 ug s etvh, =40 vy,
Réunissant les relations, on déduit\ ;v" = uj juj 5 E%/ ug U220 = u\sv, et v'\ju =

v’172v’272 ngg, V1,222 =V\ju. O
DEFINITION 6.10. —Pouw, v’ dansMo(X) U { L}, on dira quev =" v’ est vérifié s'i
existe deux décompositioms= vovivavs, v/ = vjvivhvs et deux entierg, r vérifiant
(i) g :fq%, g, etv} :sz/ v3,
_
(i) vi,v9,v],v5 € X, etv) :f T\ jup, etoy =/ v\ sor

LEMME 6.11.-Larelationv =/ 1"+’ entrainev =; " v/

Démonstration. -Avec les notations de la définition onadabafd=;" v, etvy =" vy

par le lemme 6.9(i), sortvo1 L e etvgtvy e De meme par hypothése, on a
U2 _}“ Vi \ jor, Soitvyt (v)\ ju1) Ay e, et, symétriquements, ' (v)\ u1) A e. On trouve

-1,/ _ -1 -1, -1 -1 7/ 1 1 /
v v —U3 ’UQ Ul ’UO U0U11}2U3

-1 -1 =17,/ -1, -1 IAYW —1,.7 .7 -1/
AU Uy U U0 v u3 vy (01 pu) (V) \ fU1) T vavs Ay vz vg p e
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lorsque tous les mots;, v/ sont dansMo(%), et on conclut ques =7 v’ est vrai. D’un

autre cOté, si au moins un des motsest L, le motv, correspondant est également et on
—t+,

av=v'=1,doncv =;"v. O
LEMME 6.12. -La conjonction de/’ =), u etv’ =} 1" v entraineu’\ ;o' =} u\ v et
_(
o'\ pu/ :ff'y v\ fu.
Démonstration. -Nous raisonnons par récurrence sugupposons’ =/}, u etv’ =17 v.
)ttt

Pourp = 0, la seule possibilité est’ = u = ¢, doncu'\ jv' =o' =" v =1u\u, etle résultat
est vrai. Supposons= 1. Fixons des décompositions= vgviv2v3, v/ = vjvjvhvs comme dans
la définition 6.10. On posey =u et% = . eton d(/éfinit/de proche enproche=v;_1\ ju;_1
etw; = u;\ yv;, et, de mémey); = v}, \pu}_; etw) = u’)\ yv’.

Vo U1 V2 V3

Uo u Uy us Uy

Wo w1 w2 w3

Par hypothese, nous avoa's= ; u et :(fqy vp, donc le lemme 6.9 donne

(6.3) up = u
(6.4) wpy =4

)
y U
)ywo

Par hypothésey, et v] sont dansX, donc il en est de méme dg\ sv; etv]\ sv:. Toujours

par hypothése, nous avons = vy\sv} etvy =/ v{\sv1, donc, par le lemme 6.6, nous
obtenons

(6.5) ug = v\ pug = (v1\;0))\puz = (v1\ )\ s (01\ yua),

(6.6) wy =g\ pvy = ug\ p(vr\pv}) = (v1\ pur)\ s (v1\s0}),

et, mutatis mutandis

(6.7) A CAVENVICAVTA

(6.8) wh =1 W\ pul)\ (0] \ jor)-

Commef a la propriété du cube suX, le mot de droite dans (6.5) est**—équivalent a

(Wi\sv1)\r(v1\ fu1), et, comme tous les mots concernés sont damrs que :;EJr est transitive

surX d'aprés le lemme 6.7(ii), nous déduisons

(6.9) ug =7 (01 \po1)\ 5 (v7\ pun).

Nous avons vu que; :;EJr uy estvrai, etuy, uf, v] etv]\ jv1 sontdansy, donc, en appliquant

le lemme 6.6 deux fois en partant de (6.7) et de (6.9), nous obtewgolzlz;;{+ us, €t méme
uh 5}1; us3 puisqueus etuf sont dansX par construction.

En appliqguant de méme la propriété du cube et la transitivite’sﬁéF surX, nous obtenons a
partir de (6.6) et (6.8) les relations
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(6.10) wy =7 (wn\ jor) \(ur\ pv}) = wi\ s (ur\ sv1),

(6.11) wy =4 (ui\ o)\ p(ui\ por) = wh\ p(ul\ por).
Comme on auj =/ uy, le lemme 6.6 donne d'aborah \ jv; =/ uj\ v} = wi, d'ol, en

utilisant (6.10), le lemme 6.6 a nouveau, et la transitivitéd;é+ surX,
(6.12) wo E;-_+ wr\ fwl,
et, par un argument symétrique en partant de (6.11),

(6.13) wh _; wi\ fws.

Maintenant, nous avons vu qué = —( ) v us estvérifiée, et, par hypothese, nous avﬂonggﬁ} V3.
En appliquant le lemme 6.9, nous deduisons

(6.14) u :S}g/ Uy,

(6.15) wh E;i, w3.

Par construction, on @\ v = wowywews €tv\ ju = u4, et, de mémey’\ v’ = wiwjwyws et
o'\ ju’ = uy. Alors, la conjonction de (6.3), (6.12), (6.13) et (6.15) donfigv’ =, 1" u\ v,
et (6.14) donne’\ ju’ :f Y v\ yu, ce qui est le résultat escompté.

Supposons finalemept> 2. On écritu = ujug, v’ = v uf avecu) :5}; uy etuf _gcpyl) Us.

En appliquant I'hypothése de récurrence;du), v etv’, nous obtenons
(6.16) up\so' =y " ui\ o
(6.17) V\pup =00\ pur

Ensuite, en utilisant (6.16) et en appliquant 'hypothése de récurremged, u, \ jv etu)\ s/,
nous obtenons

(6.18) up\p (Wi \sv') =557 ua\ (ur\ )
(6.19) (Wi \po" )\ sy =P (ur\ )\ pua.

La relation (6.18) est/\ ;o' =3 u\ v, tandis que la concaténation de (6.17) et (6.19) donne

v\ ju’ :Ef’y v\ ru. La démonstration est donc complétes

Nous pouvons maintenant compléter la démonstration de la proposition 6.5.

Démonstration. -Soit f une fonction de redressement &lirX une partie déo(X) U{L}
close par\, et telle quef ait la propriété du cube suX. D’aprés la proposition 5.6, il suffit
que nous montrions que la conjonction de=] u etv' = v entraineu’\ ;o' =} u\sv et

v\ pu =; T v\ ju. Comme= f T est une relation transitive, il suffit de prouver 'implication dans
le cas ou on a utilisé exactement une relationfdepour transformerv enuw'v’. Supposons
donc, sans perte de généralité puisque la conclusion cherchée est symétrigueet quev’
soit obtenu a partir de en utilisant une relation de la présentation, c’est-a-dire en remplagant
un facteuraf(a,b) par le facteurbf(b,a) correspondant. On a donc des décompositions
v =wvgaf(a,b)vs etv' =wvobf(b,a)vs. Soientp, ¢, r les longueurs des mots v, et vs. Par
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hypothesey}. est inclus dans(, doncu’ = u entraineu’ ES(-I;;/ u, et, de méme, ona, ngl; Vo

et vg ng; vs, €t, par conséquent, on@d =/ 1" v par définition. Par le lemme 6.12, on

déduitu) ;o' =17 u\ o’ eto\ju =) v\su, et, de 13, en particuliew)\ o' =} u\ v’ et
v\ su E? v\ fu, C€ qui est exactement ce que nous voulions démontrer.

_t++

Remarque- Au lieu d'utiliser la relation=;", et ses raffinements='?), et =4+

iy et =37, nous

pourrions espérer n'utiliser partout que la r'elatiesrjf, ce qui simplifierait la démonstration,
notamment parce que}r est partout transitive. Il est douteux qu’une telle approche naive puisse
aboutir, car la contrepartie du lemme 6.6 n'a aucune raison d'étre veaiori, 'hypothése
u’ E}_ u n'impligue aucune conséquence directe pour les mpis’ etu’\ fu.

Question6.13. — Soitf une fonction de redressement &iyret X une partie délo(X)U{L}
close paf\ ;. Que peut-on déduire de I'hypothése qua la propriété du cube faible sif — en
particulier dans le caX’ = Mo(X) ?

Cette question, qui est ouverte, est de peu d'intérét algorithmique car la seule méthode
systématique connue pour établir la propriété du cube faible (5.3) est d’établir la propriété du
cube forte (5.2).

En rapprochant les propositions 5.4, 5.12, et 6.5, nous obtenons une version explicite du
théoréme3’ de l'introduction :

PROPOSITION 6.14. —Pour f fonction de redressement stif notons(xx) la conjonction des
conditions suivantes

(i) la cléture X de X pour )\ ; existe et elle est finie

(i) la fonction f a la propriété du cube SUL;

(iii) notantX¥ la cléture deX par \; — qui nécessairement existe et est fini@)sét (i) sont
vérifiées — il existe un mét dansxV tel que, pour tout dansX, on aitQ\ ju =« etil existev
dansX" vérifiantv\ ;Q =17 .

Si M est un monoide de Garside, etfsest un sélecteur de ppcm sur une partie générafrice
de M, alors f est une fonction de redressement 3irelle satisfait aux conditioné«x) et
M admet la présentatiof; R;)*. Inversement, sf est une fonction de redressement Sur
satisfaisant aux conditionsx), alors le monoid€X; R¢)™ est un monoide de Garside, gest
un sélecteur de ppcm siik.

Les conditions mises en jeu dans la proposition précédente sont d&typsi le monoide
(¥; Ry)* est un monoide de Garside, alors les conditions (i), (ii) et (iii) sont vérifiées, donc,
partant de 'ensemble firki, on déterminera en un nombre fini d’étapes la cléturEgeur) ;,
puis on établira la propriété du cube pgusur cette cléture, et, enfin, la condition (iii), toujours
par un nombre fini de redressements qui, par hypothése, convergent tous en un nombre fini
d’'étapes.

Exemple6.15. — Considérons la présentatién b; aba = b)*, associée au complémeyit
défini parf(a,b) = ba et f(b,a) = b. La cloture de{a, b} par\ ; est 'ensemblda, b, ba, bab, €,
ab}. Que f ait la propriété du cube sur cet ensemble se vérifie directement — en fait, on peut
aussi appliquer ici le critére de la proposition 6.4 car I'alphabet est réduit a deux lettres. Enfin, la
cldture de{a, b, ba, bab, ¢, ab} parV, estl'ensembléa, b, ba, bab, ¢, ab, aba, bb, abab, baba}, et il
est immédiat de vérifier que les chdix= abab et 2 = baba conviennent pour la condition (iii).
(Noter que le groupéu, b; aba = b?) est le groupe de tressé rapporté aux générateurs= o,
etb = 0'2(71.)
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Il est alors facile de déduire le théoréme B de I'introduction. Partant d’'une présentation sup-
posée finie d’'un group€&' (resp.d’un monoideM ), nous pouvons énumeérer systématiquement
toutes les présentations de(resp.de M) en appliquant les transformations de Tietze, et, pour
chacune d’elles, tester si elle est complémentée, c’est-a-dire associée a une fonction de redresse-
ment, et si cette derniére satisfait aux conditions de la proposition 6.14. &lest un groupe
de Garsideresp. M est un monoide de Garside) si et seulement si la réponse est positive pour
au moins une des présentations, ce qui se trouvera établi en un nombre fini d’étapes pour au-
tant que les tests des diverses présentations soient menés en paralléle, c’est-a-dire sans attendre
I’hypothétique fin d’un test pour passer au suivant.

Remarque— Un groupe de Garside peut s’exprimer comme groupe de fractions de plusieurs
monoides : par définition, au moins un de ceux-ci est un monoide de Garside, mais ce n'est pas
nécessairement le cas des autres. Par exemple, le groupe de Besssisa la fois le groupe
de fractions des monoideés, b; aba = bab)™ et (a,b;aba = b?)T, qui sont de Garside, et du
monoide(a, b; aba = baab) ™, qui n’est pas atomique. De la méme fagon, un monoide de Garside
peut admettre plusieurs présentations associées a des compléments différents, et les conditions
de la proposition 6.14 ne valent que pour ceux de ces compléments qui sont des sélecteurs
de ppcm : ainsi, le monoide de Garsi@e b, c;ab = bc = ca)*t admet aussi la présentation
{a,b,c;ab=bc = ca,aba = caa)™, pour laquelle le redressement n’est pas toujours convergent.

Il serait donc incorrect d’énoncer la proposition 6.14 sous la forme « Le moiibide,)* est
un monoide de Garside si et seulement satisfait aux conditionéxx) ».
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