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GROUPES DE GARSIDE

PAR PATRICK DEHORNOY

RÉSUMÉ. – Les monoïdes de Garside sont introduits comme monoïdes simplifiables où existent ppcm et
pgcd et où sont satisfaites des conditions convenables de finitude, et les groupes de Garside comme groupes
de fractions de monoïdes de Garside. La famille des groupes de Garside contient les groupes de tresses, les
groupes d’Artin-Tits sphériques, et diverses généralisations considérées antérieurement.1 Dans cet article,
nous montrons que les groupes de Garside sont bi-automatiques, et qu’être un groupe de Garside est une
propriété récursivement énumérable, c’est-à-dire qu’il existe un algorithme énumérant la liste infinie de tous
ces groupes. Ce résultat repose sur une méthode effective pour reconnaître les présentations des monoïdes
de Garside.

 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. – Define a Garside monoid to be a cancellative monoid where right and left lcm’s exist and
that satisfy additional finiteness assumptions, and a Garside group to be the group of fractions of a Garside
monoid. The family of Garside groups contains the braid groups, all spherical Artin-Tits groups, and various
generalizations previously considered.2 Here we prove that Garside groups are biautomatic, and that being a
Garside group is a recursively enumerable property, i.e., there exists an algorithm constructing the (infinite)
list of all small Gaussian groups. The latter result relies on an effective, tractable method for recognizing
those presentations that define a Garside monoid.

 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

L’objet de cet article est l’étude par des méthodes algébriques et combinatoires d’une classe de
groupes, appelés groupes de Garside, qui contient en particulier les groupes de tresses classiques,
tous les groupes d’Artin-Tits sphériques, et diverses extensions de ces groupes précédemment
introduites. Les groupes de Garside sont définis comme groupes de fractions des monoïdes de
Garside, ces derniers étant définis par l’existence de notions convenables de plus petit commun
multiple (ppcm) et de plus grand commun diviseur (pgcd), et la satisfaction de conditions de
noethérianité et de génération finie. On démontre ici :

THÉORÈMEA. – Tout groupe de Garside est bi-automatique.

THÉORÈMEB. – Etre un groupe de Garside et un monoïde de Garside sont des propriétésΣ0
1,

c’est-à-dire récursivement énumérables.

1 En particulier, les groupes de Garside introduits dans [17] sont un cas particulier de ceux considérés ici, qui, eux,
avaient été appelés petits groupes gaussiens ; ce changement de nom a été décidé afin d’uniformiser la terminologie avec
d’autres travaux récents de Bessis, Charney, Digne, Michel, entre autres.

2 In particular, the Garside groups considered in [17] are special cases of those considered here; the latter had been
called “small Gaussian” in earlier works; the name has been changed in order to uniformize the terminology with works
by Bessis, Charney, Digne, Michel, and other authors.
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Le théorème A, qui résout positivement une conjecture de [17] (énoncée en termes de petit
groupe gaussien), implique en particulier que tout groupe de Garside a un problème de mot et un
problème de conjugaison décidables, et qu’il satisfait une inégalité isopérimétrique quadratique.

Le théorème B signifie qu’il existe un algorithme (théorique) qui énumère systématiquement
toutes les présentations de groupes de Garside et de monoïdes de Garside. Il repose sur
l’existence d’un critère effectif caractérisant certaines présentations des monoïdes de Garside.
Plus précisément, il existe des conditions explicites(∗∗) de complexitéΣ0

1 telle qu’on ait les
résultats suivants, dont les termes seront définis plus bas :

THÉORÈMEB′. – (i) SiM est un monoïde de Garside, et sif est un sélecteur de ppcm sur une
partie génératriceΣ deM , alorsM admet la présentation complémentée〈Σ;Rf 〉+, et celle-ci
satisfait aux conditions(∗∗).

(ii) Inversement, si〈Σ;Rf 〉+ est une présentation complémentée satisfaisant aux condi-
tions (∗∗), alors le monoïde qu’elle définit est un monoïde de Garside, etf est un sélecteur
de ppcm surΣ.

Si la démonstration du théorème B′, qui occupe la plus grande partie de l’article, est assez
délicate, les conditions(∗∗) qu’il met en jeu sont simples, et, en particulier, leur implantation
sur ordinateur est aisée. La conjonction des théorèmes A et B′ permet donc de construire de
nombreux exemples de groupes automatiques.

Les propriétés algébriques des groupes de tresses et de leurs extensions ont fait l’objet de
nombreux travaux. Dans le cas des groupes de tresses, la plupart des résultats classiques sur les
problèmes de mots et de conjugaison, les formes normales, et l’automaticité sont présents ou
implicites dans les travaux de Garside [21] et Thurston [27] – voir aussi [2,19]. On sait que les
méthodes et les résultats s’étendent à des classes de groupes plus vastes : groupes d’Artin-Tits
sphériques [5,18,8,9], groupes des tresses des groupes de réflexions complexes [6], groupes de
Garside au sens de [17] et [4] – qu’on appellera ici « groupes de Garside au sens restreint ». La
classe des groupes de Garside considérés ici, et introduits dans [17] sous l’appellation « petits
groupes gaussiens », inclut strictement toutes les classes précédentes. Par exemple, les groupes
〈a, b;abpa= bq〉 sont pourq � p� 1 des groupes de Garside n’appartenant à aucune des familles
précédentes.

Un groupe de Garside est le groupe de fractions d’un monoïde dans lequel existe une bonne
théorie de la divisibilité et des ppcm (la définition précise sera donnée au début de la section 1).
Déjà relevée chez Garside et Deligne, l’importance des ppcm dans les monoïdes de tresses a
été dégagée explicitement par Thurston dans la construction de formes normales et, de là, de
structures automatiques [27,20], et elle est au centre de l’étude développée dans [17] pour les
groupes dits de Garside. En un sens, le théorème A n’est qu’une extension naturelle du résultat
analogue établi dans [17] pour les groupes de Garside au sens restreint, lequel ne fait que
reprendre l’argument de [9] pour les groupes d’Artin-Tits sphériques, qui, à son tour, n’est qu’une
adaptation de l’argument original de [27]. Le point nouveau consiste ici à s’affranchir d’une
hypothèse technique superflue incluse dans la définition des groupes de Garside au sens restreint,
à savoir la propriété (vérifiée dans le cas des tresses et des groupes d’Artin-Tits) que l’élément
fondamental∆ est le ppcm des générateurs minimaux. L’intérêt de la présente approche ne
tient pas tant à l’affaiblissement des hypothèses obtenu qu’à l’argument utilisé pour établir le
résultat, à savoir l’utilisation systématique des compléments : siM est un monoïde admettant la
simplification à gauche, et où deux éléments quelconques admettent un unique ppcm à droite,
nous appelleronscomplément(à droite) dex dansy, et noteronsx\y, l’unique élémentz tel que
xz est le ppcm à droite dex ety. L’étude pour elles-mêmes de l’opération\ et de sa contrepartie
à gauche/ semble nouvelle. Nous montrons ici comment construire à l’aide de ces opérations
des formes normales explicites et des structures automatiques. De telles constructions sont déjà
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présentes dans [27] et [20] dans le cas des tresses, et le passage aux groupes de Garside serait
une extension facile si toutes les hypothèses avaient été conservées. La tâche en fait n’est pas
si aisée, car les constructions initiales utilisaient au moins trois conditions que nous éliminons
ici : préservation de la longueur dans les relations définissant le groupe, existence d’une structure
de groupe de Coxeter sous-jacente (le groupe symétrique et ses opérations de treillis dans le
cas des tresses), centralité de l’élément∆2. S’affranchir de telles hypothèses exige de reprendre
l’étude du début, avec des arguments et un enchaînement différents, tout en aboutissant à des
démonstrations plus simples et naturelles que celles de [8] et [17]. Il semble donc que les groupes
de Garside constituent un cadre bien adapté, ce que confirment d’autres travaux récents : [14], où
il est montré que les groupes de Garside, et, plus généralement, les groupes gaussiens sont sans
torsion, [23], où est adaptée la solution du problème de conjugaison décrite par Morton et ElRifai
[19] dans le cas des tresses, [24], où il est montré que tout groupe de Garside se décompose en
produit croisé de groupes de Garside avec centre monogène.

Sauf dans des cas triviaux, il est très difficile de reconnaître les propriétés combinatoires d’un
groupe à partir d’une présentation, et de nombreux résultats d’indécidabilité sont connus [3]. Il
existe en particulier très peu de critères permettant de reconnaître qu’un monoïde se plonge
dans le groupe de même présentation [1,25], et on sait que la preuve d’un tel résultat par
Garside dans le cas des groupes de tresses est à l’origine de la plupart des développements
algébriques ultérieurs sur ces groupes. Le théorème B repose sur une nouvelle méthode dans
cette direction. L’outil essentiel utilisé ici est une opération combinatoire sur les mots appelée
redressement. Introduite dans [11], et considérée sous une forme similaire dans [26], puis étudiée
sytématiquement dans [13], cette opération est une contrepartie syntaxique à l’opération de
complément : à partir d’une certaine fonctionf déterminée par la présentation lorsque celle-ci
est d’un certain type dit complémenté, le redressement permet de définir une opération binaire\f

sur les mots de sorte que, siM est un monoïde engendré par un ensembleΣ, et siu, v sont des
mots surΣ représentant respectivement les élémentsx et y deM , alors le motu\fv représente
l’élémentx\y, sous la condition que la fonctionf , c’est-à-dire la présentation considérée, vérifie
une certaine condition dite propriété du cube, déjà implicite dans le théorème H de [21]. Il a été
montré dans [17] que tous les groupes de Garside admettent une présentation complémentée, et,
réciproquement, on y a donné des conditions suffisantes pour qu’une présentation complémentée
définisse un groupe de Garside. Ces conditions au demeurant sont d’intérêt pratique limité, car
elles nécessitent d’une part d’établir la noethérianité d’une relation et, d’autre part, de vérifier
la propriété du cube pour une infinité de mots : dans les deux cas, il s’agit de conditions
de type infinitaire (conditions respectivementΠ1

1 et Π0
1 dans le langage de la théorie de la

récursivité, c’est-à-dire mettant en jeu une quantification universelle portant respectivement
sur les suites de mots et les mots). Dans certains cas particuliers, comme celui des tresses et,
plus généralement, lorsque les relations de la présentation considérée préservent la longueur, la
condition de noethérianité est triviale, et la propriété du cube se réduit à une vérification finie,
qui constitue le travail de Garside dans [21]. Notre travail ici consiste à montrer que, dans le cas
général, la condition de noethérianité peut être déduite de conditions effectives plus faibles, et
qu’il est suffisant de vérifier la propriété du cube pour des triplets de mots pris dans un certain
ensemble fini. De la sorte, et comme énoncé dans le théorèmeB′, nous obtenons un critère
algorithmique – et simple : si, par exemple, nous entrons la présentation standard d’un monoïde
de tresses dans l’algorithme, celui-ci répondra en un temps fini qu’il s’agit d’un monoïde de
Garside, et il fournira une description explicite d’une structure automatique. Le prix à payer pour
ces résultats est une analyse fine du processus de redressement des mots – lequel jouait déjà un
rôle technique essentiel dans la construction d’un ordre total sur les tresses [16].

Le plan de l’article est le suivant. Dans la section 1, nous définissons les notions de monoïde
de Garside et de groupe de Garside ; nous établissons des propriétés de base des opérations de
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complément, et nous décrivons un treillis fini attaché à chaque monoïde de Garside et qui le
caractérise. Dans la section 2, on établit des formules de dualité reliant les opérations de ppcm,
pgcd, et complément à gauche et à droite dans tout monoïde de Garside. En fait, on travaille ici
dans un cadre plus général : ainsi, on obtient à la fois des formules de dualité utiles pour la preuve
du théorème A, et une caractérisation des monoïdes de Garside par des hypothèses plus faibles
(mais moins naturelles) que celles de la définition initiale, lesquelles seront prises comme point
de départ pour la preuve du théorèmeB′. Dans la section 3, on démontre le théorème A. Grâce
au pgcd, on définit une forme normale unique pour les éléments de tout groupe de Garside :
cette forme, la « mixed canonical form » de [20], est bien connue dans le cas des tresses, le point
spécifique ici étant la simplicité de la preuve d’automaticité, ainsi que la possibilité de construire
effectivement des automates (ou des transducteurs) calculant les formes normales. En particulier,
on montre comment calculer le pgcd à gaucheet le pgcd à droite avec l’élément∆ au moyen
d’un automate dont les états sont des fonctions sur la clôture des atomes par complément (et
non des diviseurs de∆ ainsi qu’il est classique pour le pgcd à gauche). Dans la section 4, on
montre que tout groupe de Garside admet une présentation de forme syntactique particulière,
dite complémentée, et que toutes les opérations du monoïde, ppcm, pgcd, compléments, peuvent
se calculer à partir de l’opération de redressement des mots déduite de la présentation. Ceci
donne en particulier une solution effective au problème de mot (du monoïde et du groupe).
Dans la section 5, et grâce à la caractérisation de la section 2, on montre que les présentations
complémentées de groupes de Garside satisfont à certaines conditions nécessaires et suffisantes,
dont la propriété du cube. À ce stade, le théorèmeB′ n’est pas établi, car le critère obtenu requiert
de vérifier la propriété du cube pour tous les triplets de mots : l’objet de la section 6 est alors
de montrer qu’il suffit d’effectuer cette vérification pour un ensemble fini de mots, à savoir la
clôture des générateurs par l’opération\f . Ceci établit le résultat cherché, et fournit un critère
pratique, ainsi que l’illustre un exemple.

Si Σ est un alphabet, etR une famille de relations surΣ, c’est-à-dire une famille de paires de
mots surΣ, nous noterons〈Σ;R〉+ le monoïde engendré parΣ et présenté par les relationsR, et
〈Σ;R〉 le groupe correspondant.

L’auteur remercie Matthieu Picantin pour ses remarques judicieuses.

1. Calcul des compléments

SiM est un monoïde, etx, y des éléments deM , on dira quex est diviseur à gauche dey, ou,
de façon équivalente, quey est multiple à droite dex, s’il existez vérifiantxz = y ; on parlera
de diviseur ou de multiple propre si, en outre, on az �= 1. De là une notion naturelle de plus petit
multiple commun (ppcm) à droite :z est un ppcm à droite dex et y si z est un multiple à droite
dex et dey, et un diviseur à gauche de tout multiple à droite commun àx et y. De la même
façon,z est un plus grand commun diviseur à gauche, ou pgcd à gauche, dex et y si z est un
diviseur à gauche dex ety, et un multiple à droite de tout diviseur à gauche commun àx ety.

Il n’y a en général aucune raison pour qu’un ppcmz dex et y, s’il existe, soit unique, non
plus que l’élémenty′ vérifiantz = xy′. Cependant, des conditions assez faibles garantissent cette
unicité.

LEMME 1.1. –SoitM un monoïde simplifiable à gauche où1 est le seul élément inversible.
Alors la relation « être un diviseur à gauche propre » est un ordre partiel surM , et les ppcm à
droite et pgcd à gauche de deux éléments sont uniques quand ils existent.

Démonstration. –Par hypothèse, la conjonction dex �= 1 et y �= 1 impliquexy �= 1 dansM ,
donc la relation « être un diviseur à gauche propre » est transitive ; queM soit simplifiable à
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gauche entraîne que cette relation est irréflexive, et c’est donc un ordre (strict). Quand ils existent,
le ppcm à droite et le pgcd à gauche de deux élémentsx, y sont la borne supérieure et la borne
inférieure dex et y dans l’ordre ci-dessus.✷

DÉFINITION 1.2. – Sous les hypothèses du lemme précédent, nous noteronsx ∨ y le ppcm
à droite dex et y, quand il existe ; dans ce cas, l’unique élémentz vérifiantx ∨ y = xz sera
notéx\y, lu «x sousy », et appelécomplément à droitedey surx.

On a donc

x∨ y = x(x\y) = y(y\x)(1.1)

dès quex ∨ y est défini. De façon symétrique (donc sous l’hypothèse que le monoïde est
simplifiable à droite), nous notonsx ∨̃ y le ppcm à gauche dex et y quand il existe, etx/y
l’unique élémentz vérifiantx ∨̃ y = zx. La contrepartie de (1.1) est alors

x ∨̃ y = (x/y)y = (y/x)x(1.2)

(Fig. 1). Noter quex est un diviseur à gauche dey si et seulement siy\x est défini et égal à1 :
dans ce cas,x\y est le quotient «x−1y » et, de même,x/y est le quotient «xy−1 » dans le cas où
y est un diviseur à droite dex – ce qui explique et justifie nos notations.

L’objet de notre étude est la famille des monoïdes appelés gaussiens dans [17] et [14]. Ceux-ci
sont définis en termes de ppcm et de pgcd : essentiellement, un monoïde gaussien est un monoïde
avec uniques ppcm et pgcd à droite et à gauche, et un monoïde de Garside est un monoïde
gaussien satisfaisant une condition forte de génération finie. Pour une définition précise, nous
aurons besoin d’une notion supplémentaire :

DÉFINITION 1.3. – SoitM un monoïde. On dit qu’un élémentx deM est unatomesi x est
distinct de1 et quex= yz entraîney = 1 ouz = 1. On dit queM estatomiquesiM est engendré
par ses atomes et si, de plus, pour toutx dansM , la norme||x|| dex, définie comme la borne
supérieure des longueurs des décompositions dex en produit d’atomes, est finie.

On remarquera que1 est nécessairement le seul élément inversible dans un monoïde atomique,
puisque, par définition, on a||xy|| � ||x||+ ||y|| pour tousx, y, et ||x|| � 1 pourx �= 1.

La définition suivante d’un monoïde gaussien apparaît dans [17] :

DÉFINITION 1.4. – (i) On dit qu’un monoïdeM estgaussiensiM est atomique, simplifiable,
et si deux éléments quelconques deM admettent un ppcm à droite et à gauche, et un pgcd à
droite et à gauche.

(ii) On dit qu’un monoïde gaussienM est unmonoïde de Garsides’il contient unélément
de Garside, ce dernier étant défini comme un élément∆ tel que les diviseurs à gauche de∆
coïncident avec les diviseurs à droite de∆, ils soient en nombre fini, et ils engendrentM .

Fig. 1. Complément à droite et à gauche.
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(iii) Tout monoïde gaussien satisfait aux conditions de Ore, et admet donc un groupe de
fractions. On dit qu’un groupeG est ungroupe gaussien(resp.un groupe de Garside) s’il
existe un monoïde gaussienM (resp.un monoïde de GarsideM ) tel queG soit le groupe de
fractions deM .

Exemple1.5. – Les groupes de tresses [21] et, plus généralement, tous les groupes d’Artin-
Tits sphériques, c’est-à-dire associés à un groupe de Coxeter fini, sont des groupes de Garside [5,
18], l’élément dit fondamental étant un élément de Garside. Plus généralement, tous les groupes
de Garside au sens de [17] sont des groupes de Garside au sens ci-dessus, mais la réciproque
est fausse : un groupe de Garside au sens restreint de [17] est un groupe de Garside dans lequel,
de surcroît, le ppcm à droite des atomes est un élément de Garside. Un contre-exemple typique
est〈a, b ;aba= b2〉+ : il y a ici deux atomes, à savoira et b, dont le ppcm estb2, qui n’est pas
un élément de Garside, puisqueab est un diviseur à gauche mais pas à droite deb2 ; par contre,
l’élément∆ = b3 est un élément de Garside.

Nous allons dans la suite établir divers résultats sur les monoïdes de Garside, en particulier
l’équivalence de la définition originale avec plusieurs définitions alternatives. Tous ces résultats
reposent sur les propriétés algébriques des opérations de ppcm et de complément, que nous allons
établir maintenant. Il sera utile de disposer de telles propriétés dans un cadre plus général que
celui des monoïdes de Garside. En particulier, nous considérerons le cas où l’opération de ppcm
(à droite) n’est pas nécessairement partout définie. Pour ce faire, nous utiliserons un symbole⊥
signifiant « non défini » : de la sorte,x ∨ y = ⊥ signifie quex et y n’ont pas de ppcm, et une
égalité telle quex ∨ y = x′ ∨ y′ signifie que soitx ∨ y et x′ ∨ y′ sont définis et ils sont égaux,
soit ni x ∨ y, ni x′ ∨ y′ ne sont définis. On convient qu’on a toujoursx⊥ = ⊥x= ⊥. Ainsi les
égalités (1.1) et (1.2) sont toujours satisfaites, que les ppcm et compléments mentionnés soient
définis ou non.

Pour formuler de façon compacte nos hypothèses, nous utiliserons les abréviations suivantes :

DÉFINITION 1.6. – On dira qu’un monoïdeM satisfait la condition
– (C0) si l’élément1 est le seul inversible deM ;
– (C+

0 ) siM est atomique ;
– (C1) siM admet la simplification à gauche ;
– (C̃1) siM admet la simplification à droite ;
– (C2) si deux éléments deM admettant un multiple à droite commun admettent un ppcm à

droite ;
– (C+

2 ) si deux éléments quelconques deM admettent un ppcm à droite ;
– (C3) siM possède une partie génératrice finieP close par\, c’est-à-dire telle quex, y ∈ P

entraînex\y ∈ P ;
– (C+

3 ) si M possède une partie génératrice finieS close par\ et ∨, c’est-à-dire telle que
x, y ∈ S entraînex\y ∈ S etx∨ y ∈ S.

Noter que(C+
0 ) entraîne(C0), et, de même,(C+

2 ) entraîne(C2), et (C+
3 ) entraîne(C3). La

conjonction de(C0), (C1) et (C2) est le cadre naturel pour que les opérations de ppcm et de
complément à droite soient bien définies – donc, en particulier, pour que(C3) et (C+

3 ) aient
un sens – et(C+

2 ) est la condition additionnelle garantissant que ces opérations soient partout
définies. Sous l’hypothèse que(C0), (C1) et (C2) sont satisfaites, l’égalité (1.1) est toujours
valable, de même quex∨ y = y ∨ x, et

(xy) ∨ (xz) = x(y ∨ z).(1.3)
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LEMME 1.7. –SoitM un monoïde satisfaisant(C0), (C1) et (C2). Pour tousx, y, z dansM ,
on a :

(xy)\z = y\(x\z), z\(xy) = (z\x) ·
(
(x\z)\y

)
(1.4)

(x∨ y)\z = (x\y)\(x\z) = (y\x)\(y\z), z\(x∨ y) = (z\x)∨ (z\y)(1.5)

Démonstration. –Pour (1.4), on a, en utilisant (1.1) et (1.3),

xy
(
(xy)\z

)
= (xy) ∨ z = (xy) ∨ (x∨ z) = (xy) ∨

(
x(x\z)

)
= x

(
y ∨ (x\z)

)
= xy

(
y\(x\z)

)
,

z
(
(xy)\z

)
= (xy)∨ z = xy

(
(z\x)\y

)
= x(z\x)

(
y\(z\x)

)
= z(x\z)

(
y\(z\x)

)
,

et on simplifie à gauche parxy dans le premier cas, et parz dans le second. Pour (1.5),
appliquer (1.4) àx ∨ y = x(x\y) donne directement(x ∨ y)\z = (x\y)\(x\z). Comme∨
est symétrique, cette expression est aussi(y\x)\(y\z). Enfin, on trouve, en appliquant (1.4),
l’égalité précédente, et (1.1),

z\(x∨ y) = z\
(
x(x\y)

)
= (z\x)

(
(x\z)\(x\y)

)
= (z\x)

(
(z\x)\(z\y)

)
= (z\x)∨ (z\y).

(Fig. 2). Remarquer que les formules sont valides lorsqu’un des ppcm n’est pas défini, chacune
des expressions ayant alors la valeur⊥, c’est-à-dire étant non définie.✷

Dans le contexte précédent, pourX,Y ⊆M etk � 1, on poseX\Y = {x\y ;x ∈X,y ∈ Y },
Xk = {x1 · · ·xk ; x1, . . . , xk ∈X}, etX0 = {1}.

LEMME 1.8. –SoitM un monoïde satisfaisant aux conditions(C0), (C1) et (C2), etP une
partie génératrice deM close par\. Alors, pour toutk, on aM\P k ⊆ P k, P k est close par\
et par diviseur à droite, etM satisfait à la condition(C+

2 ).

Démonstration. –On montre par induction suri+ k que la conjonction dex ∈ P i et y ∈ P k

entraînex\y ∈ P k. Pour k = 0, c’est-à-dire poury = 1, on a x\y = 1, et le résultat est
vrai. Supposonsk = 1. Pour i = 0, soit x = 1, le résultat est vrai. Pouri = 1, le résultat est
l’hypothèse queP est clos par\. Pour i � 2, écrivonsx = x1x

′ avecx1 ∈ P et x′ ∈ P i−1.
Par (1.4), on ax\y = x′\(x1\y). L’hypothèse d’induction donnex1\y ∈ P , d’oùx′\(x1\y) ∈ P .
Supposons enfink � 2. On écrit y = y1y

′ avec y′ ∈ P et y′ ∈ P k−1. Par (1.4), on a
x\y = (x\y1)((y1\x)\y′). L’hypothèse d’induction donnex\y1 ∈ P et y1\x ∈ P i. On déduit
(y1\x)\y′ ∈ P k−1, d’oùx\y ∈ P k.

On a ainsi montréP i\P k ⊆ P k pour touti, d’oùM\P k ⊆ P k si P engendreM , c’est-à-
dire queM est la réunion des ensemblesP i. On a aussiP k\P k ⊆ P k, doncP k est clos par
l’opération\. De plus, supposonsy ∈ P k et y = zx. On a alorsx= z\y, doncx ∈ P k.

Fig. 2. Complément itéré.
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Les calculs précédents montrent quex\y, donc aussix ∨ y, existent pour toutx dansM et
tout y dansP k, pour toutk. CommeP engendreM , on déduit quex\y et x ∨ y existent pour
tousx, y dansM , etM satisfait donc à la condition(C+

2 ). ✷
LEMME 1.9. –SoitM un monoïde satisfaisant(C0), (C1) et (C2), et P un sous-ensemble

deM clos par\. SoitS la clôture deP par∨.
(i) L’ensembleS est clos par\ et∨. SiP est fini, alorsS est fini, on acard(S) � 2card(P ) ;

par conséquent, la condition(C3) entraîne la condition(C+
3 ).

(ii) Pour tousi, k, on aSi\Sk ⊆ Sk etSi ∨ Sk ⊆ Ssup(i,k) ; en particulier,Sk est clos par\
et∨ pour toutk.

Démonstration. –(i) Par construction, tout élément deS peut être exprimé comme ppcm à
droite d’un sous-ensemble fini deP , donc, siP a n éléments,S a au plus2n éléments. Par
construction,S est clos par∨, et il s’agit de montrer qu’il est également clos par\. Supposons
x= x1∨· · ·∨xp, y = y1∨· · ·∨yq avecx1, . . . ,yq ∈ P . Nous voulons établirx\y ∈ S. D’abord,
(1.5) entraînex\y = (x\y1) ∨ · · · ∨ (x\yq), donc il suffit de montrerx\yj ∈ P pour toutj. On
utilise une induction surp� 1. Pourp= 1, le résultat est l’hypothèse queP est clos par ppcm à
droite. Sinon, posonsx′ = x1 ∨ · · · ∨ xp−1. Par (1.5), nous obtenons

x\yj = (x′ ∨ xp)\yj = (x′\xp)\(x′\yj);

L’hypothèse d’induction entraînex′\xp ∈ P et x′\yj ∈ P , d’où (x′\xp)\(x′\yj) ∈ P puisque
P est clos par\.

(ii) L’ensembleS étant clos par\, le lemme 1.8 donneSi\Sk ⊆ Sk directement. On établit la
relationSi ∨Sk ⊆ Ssup(i,k) par récurrence surinf(i, k). Le résultat est trivial pourinf(i, k) = 0.
Pourinf(i, k) = 1, soit par exemplek = 1, on utilise une récurrence suri : supposantx ∈ Si et
y ∈ S, on posex= x1x

′ avecx1 ∈ S etx′ ∈ Si−1. Par les formules du lemme 1.7, on trouve

x∨ y = (x1 ∨ y)
(
(x1\y)\x′

)
∈ S · Si−1 = Si.

Supposons enfininf(i, k) � 2. On écritx = x1x
′, y = y1y

′ avecx1, y1 ∈ S, x1 ∈ Su−1, et
y′ ∈ Sk−1. Les règles du lemme 1.7 donnent

x∨ y = (x1 ∨ y1)
((

(x1\y1)\x′
)
∨

(
(y1\x1)\y′

))
.

On a alorsx1 ∨ y1 ∈ S, puis, d’après ce qui précède,(x1\y1)\x′ ∈ Si−1, et(y1\x1)\y′ ∈ Sk−1,
d’où ((x1\y1)\x′) ∨ ((y1\x1)\y′) ∈ Sinf(i−1,k−1) par hypothèse de récurrence, et, finalement,
x∨ y ∈ Ssup(i,,). ✷

Sous les hypothèses précédentes, tout élément deS qui s’exprime comme le ppcm à droite
dek éléments deP peut aussi s’exprimer comme produit dek éléments deP . En effet, on peut
établir par récurrence une formule générale du type

x∨ y ∨ z ∨ · · ·= x · (x\y) ·
(
(x\y)\(x\z)

)
· · · .

Nous allons dans la suite donner plusieurs définitions équivalentes des monoïdes de Garside. La
première provient de la remarque que, siM est un monoïde de Garside et que∆ est un élément
de Garside dansM , alors l’ensembleS des diviseurs de∆ est clos par les opérations de ppcm,
pgcd et complément à droite et à gauche. L’existence d’un tel ensemble peut en fait être prise
comme définition :

4e SÉRIE– TOME 35 – 2002 –N◦ 2



GROUPES DE GARSIDE 275

PROPOSITION 1.10. –SoitM un monoïde gaussien,∆ est élément deM , et S une partie
deM . Alors il y a équivalence entre

(i) ∆ est élément de Garside, etS est l’ensemble des diviseurs(à gauche ou à droite) de∆ ;
(ii) S est une partie génératrice finie deM qui est close par diviseur, ppcm, complément et

pgcd à droite et à gauche, et∆ est le ppcm à droite deS.

Démonstration. –Supposons (i). Supposonsx ∈ S et x = yz : alors il existex′ vérifiant
xx′ = ∆, d’où y(zx′) = ∆, et y est dansS. Ainsi, S est clos par diviseur à gauche, et, par
un argument symétrique, par diviseur à droite.

Soient maintenantx, y dansS. Par hypothèse,∆ est multiple à droite dex ety, donc dex∨ y.
Par conséquent,x ∨ y est dansS, et il en est de même dex\y, qui en est un diviseur à droite.
Le cas du ppcm et du complément à gauche est symétrique ; le cas des pgcd est trivial. Enfin,∆,
étant élément deS, en est nécessairement ppcm à droite et à gauche puisqueS est clos par ces
opérations.

Réciproquement, supposons (ii). Le premier problème est de montrer que l’ensembleS̃ des
diviseurs à gauche de∆ coïncide avecS. D’abord, par construction, tout élément deS est
diviseur à gauche de∆, et S est donc inclus dans̃S. Soit x un élément quelconque dẽS.
Il existe doncx′ vérifiant xx′ = ∆, d’où x = ∆/x′. Par le lemme 1.9, on aM\S ⊆ S, et
donc, symétriquement,S/M ⊆ S, d’où en particulierx = ∆/x′ ∈ S. DoncS est l’ensemble
des diviseurs à gauche de∆.

Le second problème est de montrer de même queS coïncide avec l’ensemble des diviseurs à
droite de∆. Ce point résultera du calcul précédent (renversé par symétrie) pourvu qu’on montre
que∆ est le ppcm à gauche deS. Comme∆ est dansS, il s’agit de montrer que tout élémentx
deS est un diviseur à droite de∆. Soitx un tel élément. Par hypothèse,x∨̃∆ existe et est dansS :
il existey vérifiantx∨̃∆ = y∆, et, puisquey∆ est dansS, il existez vérifianty∆z = ∆. Comme
∆ est dansS, et queS est clos par diviseur à gauche et à droite,y et z sont dansS. Il existe
doncy′ dansS, à savoiry′ = y\∆, vérifiant yy′ = ∆, et, puisque la simplification à gauche
est possible, on déduity′ = ∆z. Puisquey′ est dansS, il existe ensuitey′′ dansS, à savoir
y′′ = y′\∆, vérifianty′y′′ = ∆, d’où ∆ = ∆zy′′. Ceci entraînezy′′ = 1, d’où z = y′′ = 1, donc
y∆ = ∆, et, finalement,y = 1, ce qui montre quex est diviseur à droite de∆. ✷

On notera que l’argument précédent utilise seulement(C0), et non(C+
0 ).

DÉFINITION 1.11. – SiM est un monoïde de Garside, on appelleprimitifs à droite les
éléments de la clôture des atomes deM par l’opération\, et simplesles éléments de la clôture
des éléments primitifs par l’opération∨ – qui est aussi la clôture des atomes par\ et∨.

SiM est un monoïde de Garside, alors l’ensemble des atomes deM est la partie génératrice
minimale deM , l’ensemble des éléments primitifs à droite est la partie génératrice close par\
minimale, l’ensembleS des éléments simples est la partie génératrice close par\ et∨ minimale,
et son ppcm est l’élément de Garside de norme minimale.3 Avec les notations précédentes, la
structure(S,∨,∧) est un treillis (fini), et il en est de même de la structure symétrique(S, ∨̃, ∧̃).

PROPOSITION 1.12. –Un monoïde de Garside est déterminé par l’ensemble de ses éléments
primitifs à droite et la restriction de l’opération\ à ces éléments.

Démonstration. –SoitM un monoïde de Garside, etP l’ensemble de ses éléments primitifs
à droite. Par hypothèse,P engendreM , donc il suffit de montrer que, pour tousx1, . . . , xp,
y1, . . . , yq dansP , la conditionx1 · · ·xp = y1 · · ·yq peut s’exprimer en terme de la restriction de\

3 Dans le cas des groupes d’Artin-Tits, les éléments simples sont aussi appelésréduitsdans la littérature.
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àP . Orx1 · · ·xp = y1 · · ·yq équivaut à(x1 · · ·xp)\(y1 · · ·yq) = (y1 · · ·yq)\(x1 · · ·xp) = 1, et les
règles de calcul du lemme 1.7 montrent que(x1 · · ·xp)\(y1 · · ·yq) s’exprime comme produit de
q éléments deP déterminés de proche en proche à partir dex1, . . . , yq à l’aide de l’opération\.
Par exemple, pourp= q = 2, on trouve

(x1x2)\(y1y2) =
(
x2\(x1\y1)

)
·
((

(x1\y1)\x2

)
\
(
(y1\x1)\y2

))
.

En vertu de la condition(C0), le produit de cesq éléments vaut1 si et seulement si chacun d’eux
vaut1, ce qui donne une condition du type requis. Par exemple,x1x2 = y1y2 est équivalent à la
conjonction des quatre égalités

x2\(x1\y1) = 1,
(
(x1\y1)\x2

)
\
(
(y1\x1)\y2

)
= 1,

y2\(y1\x1) = 1,
(
(y1\x1)\y2

)
\
(
(x1\y1)\x2

)
= 1. ✷

PROPOSITION 1.13. –Un monoïde de GarsideM est déterminé par son graphe caractéris-
tique, défini comme la restriction aux éléments simples du graphe de Cayley atomique, c’est-à-
dire la famille des triplets(x, a, y) oùx et y sont simples eta est un atome vérifiantxa= y.

Démonstration. –Notons S l’ensemble des éléments simples deM , et Γ son graphe
caractéristique. D’après la proposition précédente, il suffit de montrer que, pourx, y dansS,
la valeur dex\y est déterminée parΓ. Soientx, y des éléments deS, donc des sommets deΓ. Le
ppcm à droite dex et y est la borne supérieure dex et y dansΓ, c’est-à-dire l’unique sommetz
accessible depuisx et y dansΓ tel que, pour tout sommetz′ accessible depuisx et y, z′ soit
accessible depuisz. Alors x\y est l’unique sommety′ deΓ tel qu’il existe un chemin de1 à y′

qui porte les mêmes étiquettes que le chemin dex à z. En effet, sia1, . . . , ak est la suite des
étiquettes du chemin dex à z dansΓ, on ax\y = a1 · · ·ak dansM . Le seul point à justifier
est l’existence d’un chemin étiquetéa1, . . . , ak depuis1 dansΓ : or, pouri � k, a1 · · ·ai est
un diviseur à gauche dex\y, donc un élément deS, et donc l’arête(a1 · · ·ai−1, ai, a1 · · ·ai)
appartient bien àΓ. ✷

Exemple1.14. – La Fig. 3 montre le graphe caractéristique dans le cas du monoïde〈a, b;
aba= b2〉+, dont les critères de la section 6 montreront qu’il est un monoïde de Garside : il y a
ici 8 éléments simples. Noter que le ppcm à droite des atomes, à savoirb2, n’est pas l’élément∆,
qui estb3.

En effaçant les étiquettes du graphe caractéristique, on obtient le diagramme de Hasse du
treillis des éléments simples. Ce graphe ne détermine pas le monoïde à isomorphisme près.

Fig. 3. Graphe caractéristique du monoïde〈a, b;aba = b2〉+ (les arêtes pleines représententa, les tiretéesb).
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Fig. 4. Graphe de Cayley du monoïde〈a, b;aba = b2, a2 = 1, b4 = b〉+ (les arêtes pleines représententa,
les tiretéesb).

Par exemple, les monoïdes〈a, b;ab = ba〉+ et 〈a, b;a2 = b2〉+ sont tous deux des monoïdes
de Garside ; les graphes de Cayley associés sont respectivement

Les graphes non étiquetés sous-jacents sont identiques, alors que les monoïdes ne sont pas
isomorphes, puisque les graphes étiquetés ne le sont pas.

LorsqueM est le monoïde d’Artin-Tits associé à un groupe de Coxeter finiW , les éléments
simples deM sont en bijection avec les éléments deW , et le graphe caractéristique deM
s’obtient à partir du graphe de Cayley deW en orientant les flèches, c’est-à-dire en supprimant
les relations de torsionx2 = 1. Cette propriété ne s’étend pas au cas d’un monoïde de Garside
général, puisque, dans l’exemple 1.14, tous les sommets du graphe n’ont pas le même degré, ce
qui exclut que ce dernier soit la projection du graphe de Cayley d’un groupe.

Question1.15. – Le graphe caractéristique d’un monoïde de Garside est-il la projection du
graphe de Cayley d’un monoïde quotient deM obtenu en ajoutant des relations de torsion ?

Le réponse est positive dans le cas de l’exemple 1.14 : siW est le monoïde obtenu en ajoutant
à la présentation les relations de torsiona2 = 1 et b4 = b (la seconde est en fait conséquence
de la première), alors le graphe caractéristique deM s’obtient à partir du graphe de Cayley
deW en supprimant des arêtes de torsion (Fig. 4). Le groupe〈a, b;aba= b2〉 est le groupe de
tressesB3, présenté à partir des générateursa= σ1 et b= σ2σ1. Le groupeB3 est également le
groupe de fractions du monoïde de GarsideB+

3 , dont le groupe de Coxeter associé est le groupe
symétriqueS3. Remarquer que ce dernier admet la présentation〈a, b;aba= b2, a2 = 1, b3 = 1〉,
et qu’il s’obtient donc à partir du monoïde〈a, b;aba= b2, a2 = 1, b4 = b〉+ en quotientant par la
relationb3 = 1.

2. Dualité dans les monoïdes de Garside

L’objet de cette section est à la fois d’établir des formules de calcul valables dans tout monoïde
de Garside (lemmes 2.5 et 2.6), et de donner une nouvelle caractérisation de ceux-ci par des
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conditions plus faibles que celles de la définition initiale qui seront utilisées dans la section 5. Le
résultat est le suivant :

PROPOSITION 2.1. –Un monoïde est un monoïde de Garside si, et seulement si, il vérifie les
conditions(C0), (C1), (C2), (C3), et(C̃1).

Tout monoïde gaussien satisfait par définition aux conditions(C0), (C1), (C2) et (C̃1), et tout
monoïde de Garside satisfait en outre la condition(C3) d’après la proposition 1.10, donc les
conditions de la proposition 2.1 sont nécessaires. Le problème est de montrer que ces conditions
sont aussi suffisantes, et, en particulier, de montrer qu’elles entraînent l’existence des ppcm
à gauche qui n’y sont pas mentionnés, non plus que l’atomicité. La démonstration comporte
plusieurs résultats intermédiaires, et repose sur l’existence d’une dualité échangeant division à
gauche et à droite pour les éléments simples.

LEMME 2.2. –SoitM un monoïde satisfaisant aux conditions(C0), (C1) et (C+
2 ), S une

partie génératrice deM close par\ et∨, et admettant un ppcm à droite∆.
(i) Pour tout entierk, l’ensembleSk est clos par\ et∨, tout diviseur à droite de∆k appartient

à Sk, et tout élément deSk est un diviseur à gauche de∆k.
(ii) Posonsx∗ = x\∆ pourx∈ S. Alors, on ax∗ ∈ S etxx∗ = ∆. Pourx, y dansS, y∗ est un

diviseur à droite dex∗ si x est un diviseur à gauche dey, et l’implication réciproque est vraie si
M admet la simplification à droite.

(iii) La fonctionx �→ x∗∗ s’étend en un endomorphismeφ deM qui envoieSk dans lui-même
pour toutk, et, pour toutx dansM , on a

x∆ = ∆φ(x).(2.1)

Démonstration. –(i) Le lemme 1.9(iii) affirme queSk est clos par\ et∨, et le lemme 1.8 que
tout diviseur à droite de∆k appartient àSk, puisque∆k est élément deSk par construction.

Supposonsx ∈ Sk. On démontre par récurrence surk quex est un diviseur à gauche de∆k.
Pourk = 0, on ax = 1, et le résultat est trivial. Pourk = 1, le résultat découle de la définition
de ∆. Supposonsx ∈ Sk aveck � 2. On écritx = x1x

′ avecx1 ∈ S et x′ ∈ Sk−1. Par (1.4),
on a

∆k\x=
(
∆k\x1

)
·
((
x1\∆k

)
\x′

)
.

Puisquex1 est dansS, il est diviseur à gauche de∆, donc de∆k, donc on a∆k\x1 = 1, et,
d’autre part, toujours par (1.4),

x1\∆k = (x1\∆)·
(
(∆\x1)\∆k−1

)
= (x1\∆)·

(
1\∆k−1

)
= (x1\∆)·∆k−1.

On déduit

∆k\x=
(
(x1\∆)∆k−1

)
\x′ = ∆k−1\

(
(x1\∆)\x′

)
.

Par le lemme 1.8,(x1\∆)\x′ est dansSk−1, donc, par hypothèse de récurrence, cet élément est
un diviseur à gauche de∆k−1. On déduit∆k−1\((x1\∆)\x′) = 1, soit finalement∆k\x= 1, et
x est diviseur à gauche de∆k.

(ii) Supposonsx ∈ S. Comme∆ est dansS, on ax∗ = x\∆ ∈ S puisque, par hypothèse,
S est clos par\. Par définition,x est diviseur à gauche de∆, donc on axx∗ = x ∨ ∆ = ∆.
Supposons quex ety soient dansS etx est un diviseur à gauche dey, disonsy = xz. On a alors
xx∗ = ∆ = yy∗ = xzy∗, d’oùx∗ = zy∗, ety∗ est diviseur à droite dex∗. Inversement,x∗ = zy∗

entraîneyy∗ = xzy∗, doncxz = y si la simplification à droite pary∗ est permise.
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(iii) Supposonsx ∈ S. Alorsx∗ est dansS, doncx∗∗ est défini, et on obtient

x∆ = x(x∗x∗∗) = (xx∗)x∗∗ = ∆x∗∗.(2.2)

Soit x un élément quelconque deM . PuisqueS engendreM , il existe une décomposition, en
général non unique, dex comme produit d’éléments deS. Supposonsx= x1 · · ·xp = y1 · · ·yq,
avecx1, . . . , xp, y1, . . . , yq ∈ S. Par (2.2), on obtient

∆x∗∗1 · · ·x∗∗p = x1 · · ·xp∆ = x∆ = y1 · · ·yq∆ = ∆y∗∗1 · · ·y∗∗q ,

et, puisque ∆ est simplifiable à gauche, il n’y a pas d’ambiguïté à définirφ par
φ(x) = x∗∗1 · · ·x∗∗k . Alors, par construction,φ est un endomorphisme deM , et (2.1) est véri-
fiée pour toutx dansM . Enfin,x ∈ Sk entraîneφ(x) ∈ Sk par construction. ✷

Nous introduisons désormais la condition de finitude(C3) dans les hypothèses. Notons que,
même siM est un monoïde de type fini, les conditions(C0), (C1) et (C+

2 ) ne garantissent
pas (C3), c’est-à-dire l’existence d’une partie génératrice finie close par\ : le monoïde de
Baumslag–Solitar〈a, b;ab2 = ba〉+ est un contre-exemple, car on a alorsa\bn = b2n pour toutn,
et la clôture par\ de l’ensemble des atomes{a, b} est infinie.

D’après le lemme 1.9, siM est un monoïde vérifiant les conditions(C0), (C1), (C2) et (C3),
il existe une partie finieS close par\ et∨. En particulier,S admet un ppcm à droite∆, qui est
élément deS, etM vérifie les hypothèses du lemme 2.2.

LEMME 2.3. –SoitM un monoïde vérifiant les conditions(C0), (C1), (C2) et (C3), etS une
partie génératrice finie deM close par\ et∨. Soient∗, φ comme dans le lemme2.2. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes:

(i) Le monoïdeM satisfait(C̃1), c’est-à-dire admet la simplification à droite;
(ii) L’applicationx �→ x∗ est une permutation deS ;
(iii) Il existem tel queφm(x) = x soit vérifié pour toutx dansS ;
(iv) L’applicationφ est un automorphisme deM , et une permutation deSk pour toutk.

Démonstration. –Notons ∆ le ppcm à droite deS. PuisqueS est fini, (ii) et (iii) sont
équivalents, et, puisqueφ est un endomorphisme, queS engendreM , et queφ envoieSk dans
lui-même pour toutk, il en est de même de (ii) et (iv).

Supposonsx, y ∈ S etx∗ = y∗. On a alorsxx∗ = ∆ = yy∗ = yx∗, d’où x= y siM admet la
simplification à droite. Donc (i) entraîne l’injectivité de∗ surS, donc (ii) puisqueS est fini.

Inversement, supposonsxz = yz. Pourk assez grand,x, y et z sont dansSk, doncz est un
diviseur à gauche de∆k, etxz = yz entraînex∆k = y∆k. Par (2.1), on trouve

∆kφk(x) = x∆k = y∆k = ∆kφk(y),

d’oùφk(x) = φk(y), etx= y si (iv) est vérifiée. Donc (iv) entraîne (i).✷
Nous supposons désormais, jusqu’à la fin de cette section, queM est un monoïde satisfaisant

aux conditions(C0), (C1), (C2), (C3), et (C̃1), et queS est une partie génératrice finie deM
close par\ et ∨. Gardant les conventions précédentes, nous notons∆ le ppcm à droite deS,
et, pourx dansS, nous posonsx∗ = x\∆, et nous notonsφ l’automorphisme deM induit
parx �→ x∗∗.

LEMME 2.4. – (i)Les implications du lemme2.2(i) sont des équivalences: pour toutk, il y a
équivalence entre être diviseur à gauche de∆k, être diviseur à droite de∆k, et appartenir àSk.

(ii) Tout élément deSk admet au pluscard(S)k diviseurs à gauche.
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(iii) Le monoïdeM est atomique, etx ∈ Sk entraîne||x|| � card(S)k ; en particulier, on a
||∆|| � card(S).

(iv) Deux éléments quelconques deM ont un pgcd à gauche. La structure(M,∨,∧) est un
treillis, et (S,∨,∧) est un treillis fini de minimum1 et de maximum∆.

Démonstration. –(i) Par le lemme 2.3,φ est un automorphisme deM . Supposons quex divise
à gauche∆k, soitxz = ∆k. On a alors

φ−k(z)xz = φ−k(z)∆k = ∆kz,

d’où, en simplifiant à droite,∆k = φ−k(z)x, etx divise à droite∆k.
(ii) D’après (i), tout diviseur à gauche d’un élément deSk est lui-même élément deSk, d’où

le résultat puisqu’on acard(Sk) � card(S)k.
(iii) Supposonsx ∈ Sk, et x = x1 · · ·xn avecx1, . . . , xn �= 1. Par construction,x1 · · ·xi

est un diviseur à gauche dex, donc de∆k, pour touti, ce qui entraînex1 · · ·xi ∈ Sk. Les
conditions(C0) et (C1) entraînentx1 · · ·xi �= x1 · · ·xj pouri �= j. On a donc

n� card
(
Sk

)
� card(S)k,

soit ||x|| � card(S)k.
(iv) D’après le lemme 2.4(ii), l’ensemble des diviseurs à gauche de tout élément deM est fini.

Donc, pourx, y quelconques dansM , l’ensemble des diviseurs à gauche communs dex et y
est fini, et il admet un ppcm à droite, lequel est un pgcd à gauche dex et y par construction.
Que(M,∨,∧) soit un treillis est alors standard. PourS, nous remarquons que, pourx, y ∈ S,
l’ensemble des diviseurs à gauche dex ety est inclus dansS et donc que le ppcm à droite de cet
ensemble, qui estx∧ y, appartient àS. ✷

L’étape suivante consiste à utiliser la dualitéx �→ x∗ pour montrer la symétrie de la structure.
Par le lemme 2.3, nous savons que l’applicationx �→ x∗ est une permutation deS. Pourx dansS,
nous noterons∗x l’unique élément deS vérifiant ( ∗x)∗ = x. Alors, pour toutx dansS, nous
avons

∆ = x · x∗ = ∗x · x,(2.3)

et, donc,∗(x∗) = x. D’après le lemme 2.2(ii), six ety sont dansS, x est diviseur à gauche dey
si et seulement siy∗ est diviseur à droite dex∗, et, par conséquent,x est diviseur à droite dey si
et seulement si∗y est diviseur à gauche de∗x.

LEMME 2.5. – (i)Deux éléments quelconques deM admettent un ppcm à gauche et un pgcd
à droite.

(ii) L’ensembleS est clos par les opérations/, ∨̃ et ∧̃, et, pourx, y ∈ S, on a

x/y = (∗x∧ ∗y)\ ∗y, x ∨̃ y = (∗x∧ ∗y)∗, x ∧̃ y = (∗x∨ ∗y)∗.(2.4)

(iii) L’élément∆ est ppcm à gauche deS, et, pour toutx dansS, on a ∗x= ∆/x.

Démonstration. –(i) Soient x, y quelconques dansM . Alors il existe k tel que x et y
appartiennent àSk, ce qui, par le lemme 2.4, entraîne que∆k est un multiple à gauche dex
et dey. D’après [17, Proposition 2.4], ceci est suffisant pour assurer l’existence d’un ppcm à
gauche et d’un pgcd à droite pourx ety.

(ii) Par définition,∗x∧ ∗y est un diviseur à gauche de∗x et ∗y, donc(∗x∧ ∗y)∗ est un multiple
à gauche dex ety, et donc dex ∨̃ y. Donc, en particulier,x ∨̃ y est dansS, et∗(x∨ y) est défini.
Ensuite,x et y sont des diviseurs à droite dex ∨̃ y, donc∗(x ∨̃ y) est un diviseur à gauche de∗x
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et de∗y, donc de∗x ∧ ∗y. Par conséquent,(∗x ∧ ∗y)∗ est un diviseur à droite dex ∨̃ y, et nous
déduisonsx ∨̃ y = (∗x∧ ∗y)∗.

On trouve ensuite

∗yy = ∆ = ∗(x ∨̃ y)(x ∨̃ y) = (∗x∧ ∗y)(x/y)y,

d’où ∗y = (∗x∧ ∗y)(x/y), qui donnex/y = (∗x∧ ∗y)\ ∗y.
L’argument est semblable pour le pgcd à droite. Comme∗x et ∗y sont des diviseurs à gauche

de∗x ∨ ∗y, (∗x ∨ ∗y)∗ est diviseur à droite dex et dey, donc dex ∧̃ y. D’un autre côté,x ∧̃ y
est un diviseur à droite d’un élément deS, donc il est élément deS. Puisquex ∧̃ y est diviseur à
droite dex et y, ∗x et ∗y sont diviseurs à gauche de∗(x ∧̃ y), donc∗x∨ ∗y est diviseur à gauche
de∗(x ∧̃ y), etx ∧̃ y est diviseur à droite de(∗x∨ ∗y)∗.

(iii) On a déjà noté que∆ est multiple à gauche de tout élément deS. Puisque∆ appartient
à S, ceci entraîne que∆ est ppcm à gauche deS. Soit x quelconque dansS : on a alors
∗xx= ∗x(∗x)∗ = ∆ = ∆ ∨̃ x= (∆/x)x, d’où ∗x= ∆/x. ✷

Nous avons ainsi complété la démonstration de la proposition 2.1. En effet, il s’agissait
de montrer qu’un monoïdeM comme ci-dessus est un monoïde de Garside. Or, d’après le
lemme 2.4(iii),M est atomique ; par définition, deux éléments quelconques deM admettent
un ppcm à droite ; ils admettent un pgcd à gauche par le lemme 2.4(iii), et un ppcm à gauche et
un pgcd à droite par le lemme 2.5, doncM est un monoïde gaussien. Enfin, la partieS considérée
ci-dessus est finie, elle engendreM , et on a vu qu’elle est close par chacune des opérations\, /,
∨ et ∨̃. Par la proposition 1.10, on déduit queM est un monoïde de Garside.✷

Les formules de dualité (2.4) sont valables dans tout monoïde de Garside, et elles déterminent
les opérations/, ∨̃ et ∧̃ en termes de leurs contreparties\, ∨ et∧. Ces formules ne s’appliquent
qu’aux éléments de l’ensembleS considéré, ce qui n’est pas une restriction véritable : pour des
élémentsx, y arbitraires, on peut déterminer les valeurs dex/y, x ∨̃y etx ∧̃y soit en utilisant une
décomposition dex et y en produit d’éléments deS, soit – ce qui est essentiellement équivalent
– en remplaçantS par une puissanceSk telle quex et y appartiennent àSk ; on sait alors que
l’ensembleSk a la mêmes propriétés de clôture queS. Nous terminerons cette section par une
formule générale exprimant le pgcd de deux éléments arbitraires en termes des opérations de
complément\ et/.

LEMME 2.6. –SoitM un monoïde gaussien. Alors, pour tousx, y dansM , on a

x∨ y = (x∧ y)·
(
(x\y) ∨̃ (y\x)

)
,(2.5)

et, donc,x∧ y = (x∨ y)/((x\y) ∨̃ (y\x)).
Démonstration. –Posonsx′ = y\x, y′ = x\y, x′′ = x′/y′, ety′′ = y′/x′. Par définition, nous

avons

x∨ y = xy′ = yx′ et x′ ∨̃ y′ = x′′y′ = y′′x′.
D’après la première égalité,x ∨ y est un multiple à gauche dex′ et y′, donc il existez vérifiant
x∨ y = z(x′ ∨̃ y′). On déduitxy′ = zx′′y′, doncx= zx′′, et, de même,y = zy′′. Doncz est un
diviseur à gauche dex ety, donc dex∧ y.

Réciproquement, supposonsx = z1x1 et y = z1y1. On a z1x1y
′ = z1y1x

′ = x ∨ y,
donc x1y

′ = y1x
′. Il existe donc z′′ vérifiant x1 = z′′x′′ et y1 = z′′y′′. On déduit

z1z
′′x′′y′ = z1z′′y′′x′ = x∨ y, d’où z1z′′ = z. Par conséquent,z1 est un diviseur à gauche dez,

et on conclut quez est le pgcd à gauche dex et y. ✷
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3. Structure automatique

Nous établissons ici que tout groupe de Garside est bi-automatique (théorème A de
l’introduction), et, de surcroît, que cette structure automatique s’explicite très simplement en
termes des opérations de complément.

Dans un premier temps, nous allons construire une forme normale dans tout groupe gaussien
(de Garside ou non). SoitM un monoïde quelconque, etS une partie génératrice deM .
Alors tout élément deM s’écrit comme produit fini d’éléments deS. L’idée pour obtenir une
décomposition distinguée, classique pour les groupes de tresses depuis [18,2,20,19], consiste
à pousser les éléments deS par exemple vers la gauche, de sorte que le premier élément soit
maximal.

DÉFINITION 3.1. – SoitM un monoïde, etS une partie deM . Pourx, y ∈M , on dira que
x⊥S y est vérifié si, pour tout diviseur à gauches dey appartenant àS \ {1}, on axs /∈ S.

Le point crucial de la construction est le résultat suivant, qui est une conséquence immédiate
des règles du calcul des compléments :

LEMME 3.2. –SoitM un monoïde vérifiant les conditions(C0), (C1) et(C2), etS une partie
deM close par\ et ∨. Soit (x1, . . . , xp) une suite d’éléments deS vérifiantxi ⊥S xi+1 pour
tout i. Alors on ax1 ⊥S x2 · · ·xp.

Démonstration. –(Fig. 5) Supposonsx1s1 ∈ S, avecs1 ∈ S ets1 �= 1. Il s’agit de montrer que
s1 n’est pas un diviseur à gauche dex2 · · ·xp. Posons de proche en prochesi = xi\si−1 pour
2 � i� p, et montrons par récurrence suri qu’on axisi ∈ S, si ∈ S etsi �= 1. Pouri= 1, ce sont
les hypothèses posées plus haut. Pouri� 2, on asi = xi\si−1 etxisi = xi ∨ si−1, d’où si ∈ S
et xisi ∈ S, puisquexi est dansS, si−1 aussi par hypothèse de récurrence, etS est clos par\
et∨ ; par ailleurs, la conjonction dexi−1si−1 ∈ S etxi−1 ⊥S xi entraîne quesi−1 n’est pas un
diviseur à gauche dexi, c’est-à-dire quexi\si−1, qui estsi, ne vaut pas1. On a doncsp �= 1. Or,
par les règles du lemme 1.7, on asp = (x2 · · ·xp)\s1, etsp �= 1 signifie donc ques1 n’est pas un
diviseur à gauche dex2 · · ·xp. ✷

Fig. 5. Décomposition normale.

PROPOSITION 3.3. –Soit M un monoïde gaussien – ou, plus généralement, un monoïde
vérifiant (C+

0 ), (C1), et (C+
2 ) – etS une partie génératrice deM close par\ et ∨. Alors tout

élément deM possède une unique décompositionx1 · · ·xp avecx1, . . . , xp ∈ S et xi ⊥S xi+1

pour touti.

Démonstration. –On prouve d’abord l’existence d’une décomposition comme ci-dessus pour
tout élémentx deM par récurrence sur la norme||x||. Pour||x|| = 0, on ax = 1, et le résultat
est vrai. Supposonsx �= 1. NotonsDiv(x) l’ensemble des diviseurs à gauche dex. Soit x1

un élément de norme maximale dansDiv(x). Commey ∈ Div (x) entraîne||y|| � ||x||, un tel
élémentx1 existe, et, commeDiv(x) contient au moins un atome, on ax1 �= 1. Écrivons
x= x1x

′. On a alors||x′|| � ||x||−||x1 ||< ||x||, donc, par hypothèse de récurrence,x′ possède une
décompositionx′ = x2 · · ·xp avecxi ∈ S etxi ⊥S xi+1 pouri� 2. On a alorsx= x1x2 · · ·xp,
et il s’agit de montrerx1 ⊥S x2. Soitx un diviseur à gauche propre dex2 appartenant àS. Alors
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x1x est un diviseur à gauche dex1x2, donc dex, et on a||x1x|| � ||x1||+ ||x||> ||x1||, ce qui, par
définition dex1, entraînex1x /∈ S.

Pour l’unicité, il suffit de montrer que, si(x1, . . . , xp) est une suite d’éléments deS vérifiant
xi ⊥S xi+1 pour 1 � i < p, alorsx1 est déterminé par le produitx1 · · ·xp. En effet, puisque
M est simplifiable à gauche, une récurrence montre ensuite quex2, . . . ,xp sont déterminés de
même. Posonsx = x1 · · ·xp. Par construction,x1 appartient àDiv(x) ∩ S. Supposons quex1s
soit un diviseur à gauche dex : alorss est un diviseur à gauche dex2 · · ·xp, par le lemme 3.2,
on ax1 ⊥S x2 · · ·xp, et donc on déduitx1s /∈ S. Ceci signifie quex1 est un élément de norme
maximale dansDiv(x) ∩ S, ce qui déterminex1 de façon unique, carDiv(x) ∩ S est clos par
ppcm à droite et, six1 etx′1 étaient deux éléments distincts de norme maximale dansDiv(x)∩S,
l’élémentx1 ∨ x′1 contredirait cette maximalité.✷

On considère maintenant le cas des monoïdes de Garside. Supposons queM soit un monoïde
de Garside. Nous savons queM admet une unique partie génératrice minimale, à savoir
l’ensembleA de ses atomes, et que la clôtureS deA par\ et∨ est la plus petite partie génératrice
deM qui soit close par ces opérations. Notons queS est également la clôture deA par les
opérations à gauche/ et ∨̃. En effet, d’après le lemme 2.5(ii), l’ensembleS est clos par/ et ∨̃,
donc, siS̃ désigne la clôture deA par / et ∨̃, nous avons̃S ⊆ S. Comme les hypothèses sont
symétriques, un argument similaire donneS ⊆ S̃, d’où S = S̃. On note∆ le ppcm deS, et les
opérations de dualité réfèrent au complément dans∆ : pourx dansS, on posex∗ = x\∆, et
∗x= ∆/x.

Nous allons appliquer la proposition 3.3 en prenant pourS l’ensemble des éléments simples.
En fait, la minimalité n’est requise nulle part, et nous pourrions aussi bien utiliser à la place deS
une partie génératrice quelconque qui soit close pour\ et∨, en particulier toute partieSk avec
k � 1.

La condition d’orthogonalité mentionnée dans la construction s’exprime simplement en termes
de pgcd.

LEMME 3.4. –SoitM un monoïde de Garside, etS l’ensemble de ses éléments simples. Pour
x, y dansS, x⊥S y équivaut àx∗ ∧ y = 1.

Démonstration. –On ax ⊥S y si et seulement si, pour tout diviseur à gauche simples dey
distinct de1, xs n’est pas simple, c’est-à-dire quexs n’est pas un diviseur à gauche de∆ deS,
soit encore ques n’est pas un diviseur à gauche dex\∆, qui estx∗. ✷

PROPOSITION 3.5. –SoitM un monoïde de Garside. Tout élémentx deM admet une unique
décomposition de la formex1 · · ·xp avecx1, . . . , xp simples distincts de1 etx∗i ∧xi+1 = 1 pour
tout i. Pourx �= 1, le premier facteur de la décomposition estx∧∆.

Démonstration. –D’après la proposition 3.3 et le lemme 3.4, seule la dernière assertion reste
à démontrer. Supposonsx �= 1, et soitx1 · · ·xp la décomposition dex donnée par la proposition.
Par construction,x1 est un diviseur à gauche simple dex de norme maximale. Puisqu’il est
simple,x1 est un diviseur à gauche de∆, donc dex∧ ∆, et, de là, nous avons||x1|| � ||x ∧∆||.
D’un autre côté,x∧∆ est un diviseur à gauche simple dex, donc, par définition dex1, on doit
avoir ||x1|| = ||x∧∆||, d’oùx1 = x∧∆ puisquex1 est un diviseur à gauche dex∧∆. ✷

La forme normale précédente sera appelée forme normale à gauche pourM . De façon
symétrique, nous avons une forme normale à droite :

PROPOSITION 3.6. –SoitM un monoïde de Garside. Tout élémentx deM admet une unique
décomposition de la formexq · · ·x1 avecx1, . . . , xq simples et∗xi ∧̃ xi+1 = 1 pour touti. Pour
x �= 1, le dernier facteur de la décomposition estx ∧̃∆.
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Considérons maintenant le cas des groupes de Garside. Il se ramène à celui des monoïdes
grâce à l’existence de fractions irréductibles.

LEMME 3.7. –SoitM un monoïde de Garside, etG son groupe de fractions. Alors tout
élémentz deG admet une unique décompositionz = x−1y avecx, y ∈M et x ∧ y = 1, et,
symétriquement, une unique décompositionz = x′y′−1 avecx′, y′ ∈M etx′ ∧̃ y′ = 1.

Démonstration. –Par définition, tout élémentz deG admet une décompositionz = x′−1
y′

avecx′, y′ ∈M . Posantx′ = z′x et y′ = z′y avecz′ = x′ ∧ y′, on ax ∧ y = 1 et z = x−1y par
construction. Par le lemme 2.6, on obtientx∨y = x(x\y) = y(y\x) = (x\y)∨̃(y\x). Supposons
alorsz = x′′−1

y′′ avecx′′, y′′ ∈M . De x−1y = (x\y)(y\x)−1 on déduitx′′(x\y) = y′′(y\x),
donc, puisquex(x\y) est le ppcm à gauche dex\y et y\x, l’existence dez′′ vérifiantx′′ = z′′x
ety′′ = z′′y. Alorsx′′ ∧ y′′ = 1 entraînez′′ = 1, soitx′′ = x et y′′ = y. ✷

DÉFINITION 3.8. – Dans le contexte du lemme précédent, les élémentsx et y seront appelés
le dénominateuret lenumérateur gauchesdez, et notésD(z) etN(z) ; symétriquement,x′ ety′

seront appelés numérateurs et dénominateurs à droite, et notésÑ(z) et D̃(z). Ainsi, pour toutz
dansG, on a

z =D(z)−1N(z) = Ñ(z)D̃(z)−1,

avecD(z)∧N(z) = Ñ(z) ∧̃ D̃(z) = 1.

En rassemblant les éléments, nous obtenons l’existence des formes normales appelées « mixed
canonical forms » dans [20, Chap. 9] :

PROPOSITION 3.9. –SoitG le groupe de fractions d’un monoïde de GarsideM .
(i) Tout élément deG admet une unique décomposition de la formex−1

p · · ·x−1
1 y1 · · ·yq,

avecx1, . . . , xp, y1, . . . , yq éléments simples deM vérifiantx1 ∧ y1 = 1, et, pour toutk,
x∗k ∧ xk+1 = 1, ety∗k ∧ yk+1 = 1.

(ii) Tout élément deG admet une unique décomposition de la formexp · · ·x1y
−1
1 · · ·y−1

q ,
avecx1, . . . , xp, y1, . . . , yq éléments simples deM vérifiantx1 ∧̃ y1 = 1, et, pour toutk,
∗xk ∧̃ xk+1 = 1, et ∗yk ∧̃ yk+1 = 1.

Dans le contexte précédent, nous dirons que la suite(x−1
p , . . . , x

−1
1 , y1, . . . , yq) est la forme

normale à gauche de l’élémentz, et que(xp, . . . , x1, y
−1
1 , . . . , y

−1
q ) en est la forme normale à

droite.
Nous allons montrer que les formes normales précédentes sont associées à une structure (bi)-

automatique. La démonstration est extrêmement simple, qui contraste avec les calculs de [9],
repris dans [17]. Les seuls résultats dont nous aurons besoin sont les suivants :

LEMME 3.10. –SoitM un monoïde gaussien.
(i) Supposons quex′ divise à gauchezx, et y′ divise à gauchezy. Alors x′ ∧ y′ divise à

gauchez(x∧ y) ; donc, en particulier,x∧ y = 1 entraînex′ ∧ y′ = x′ ∧ y′ ∧ z.
(ii) Si ∆ est un élément de Garside deM , on a(xy) ∧ ∆ = (x(y ∧ ∆)) ∧ ∆ pour tousx, y

dansM .

Démonstration. –(i) Par définition,x′ ∧ y′ divise à gauchezx et zy, donc il divise leur pgcd à
gauche, qui estz(x∧y). Pourx∧y = 1, on déduit quex′∧y′ divise à gauchez, doncx′∧y′∧ z.

(ii) Posonsy′ = y ∧ ∆. Alors (xy) ∧ ∆ est le ppcm à droite des diviseurs de∆ qui divisent
à gauchexy, soit (xy) ∧ ∆ =

∨
{s;∆\s = (xy)\s = 1}. On a (xy)\s = y\(x\s) ; or, pour

s divisant ∆, x\s divise ∆, donc la conditiony\(x\s) = 1 dans la formule précédente est
équivalente ày′\(x\s) = 1, d’où
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xy ∧∆ =
∨

{s;∆\s= y\(x\s) = 1}=
∨

{s;∆\s= y′\(x\s) = 1}= xy′ ∧∆. ✷
Il est alors très facile de calculer, pours simple, la forme normale d’un élémentzs±1 à partir

de celle dez. Dans le cas de la forme normale à gauche, il est commode de décrire le passage
de la forme normale dez à celle dezs−1, et à celle dez∆ : le passage dez à zs s’en déduit en
écrivantzs= z∆(s∗)−1.

LEMME 3.11. –SoitG le groupe de fractions d’un monoïde de GarsideM , et (y−1
q , . . . , y

−1
1 ,

x1, . . . , xp) la forme normale à gauche d’un élémentz deG.
(i) Pour s simple, la forme normale à gauche dezs−1 est (y′−1

q+1, . . . , y
′
1
−1, x′1, . . . , x

′
p),

avecsp+1 = s, puis x′i = xi/si+1 et si = si+1/xi pour p � i � 1, ensuitet1 = s1,
y′j = tjyj ∧∆ et tj+1 = yj\(tjyj) pour1 � j � q, et, enfin,y′q+1 = tq+1.

(ii) La forme normale à gauche dez∆ est(y−1
q , . . . , y

−1
2 , y

∗
1 , x

∗∗
1 , . . . , x

∗∗
p ).

(iii) La forme normale à gauche dez∆−1 est(y−1
q , . . . , y

−1
1 , (

∗x1)−1, ∗∗x2, . . . ,
∗∗xp).

Démonstration. –(i) Par construction, on ax′isi+1 = sixi pour touti, et y′jtj+1 = tjyj pour
tout j, donc le diagramme

commute, et on obtienty′−1
q+1 · · ·y′1−1x′1 · · ·x′p = y−1

q · · ·y−1
1 x1 · · ·xps

−1 = zs−1. La seule

question est de montrer que la suite(y′−1
q+1, . . . , y

′
1
−1, x′1, . . . , x

′
p) est bien une forme normale

à gauche. Par construction, tous les facteurs sont simples, et il s’agit de vérifier les conditions de
pgcd.

Considérons d’abord le cas dex′i etx′i+1. Par définition, on a

x′ix
′
i
∗s∗∗i = ∆s∗∗i = si∆ = sixix

∗
i = x′isi+1x

∗
i ,

doncx′i
∗s∗∗i = si+1x

∗
i , ce qui montre quex′i

∗ est un diviseur à gauche desi+1x
∗
i . Par ailleurs,

on a x′i+1si+2 = si+1xi, donc x′i+1 est un diviseur à gauche desi+1xi+1. Comme on a
si+1 ∧ x′i+1 = 1 par construction, etx∗i ∧ xi+1 = 1 par hypothèse, le lemme 3.10(i) donne
x′i

∗ ∧ x′i+1 = 1, comme souhaité.
Considérons maintenant le cas dey′1 et x′1. À nouveau,x′1 est diviseur à gauche des1x1, et,

de même,y′1 est diviseur à gauche des1y1. On as1 ∧x′1 = 1 par construction, etx1 ∧ y1 = 1 par
hypothèse, d’oùx′1 ∧ y′1 = 1 par le lemme 3.10(i).

Considérons finalement le cas dey′j et y′j+1. Par définition, on ay′j = tjyj ∧ ∆. Or, par
hypothèse, on a aussiyj = (yj · · ·yq)∧∆. Par le lemme 3.10(ii), on déduit

y′j = (tjyj · · ·yq) ∧∆ = (y′jy
′
j+1 · · ·y′q+1) ∧∆,

donc, en particulier,y′j
∗ ∧ (y′j+1 · · ·y′q+1) = 1, et, a fortiori,y′j

∗ ∧ y′j+1 = 1.
(ii) On axi∆ = ∆x∗∗i pour touti, et, par ailleurs,y1y∗1 = ∆, donc le diagramme
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est commutatif, et on obtienty−1
q · · ·y−1

2 y
∗
1x

∗∗
1 · · ·x∗∗p = z∆. La seule question est à nouveau

de montrer que la suite(y−1
q , . . . , y

−1
2 , y

∗
1 , x

∗∗
1 , . . . , x

∗∗
p ) est une forme normale à gauche, soit,

les facteurs étant clairement simples, de montrer que les conditions de pgcd entre deux termes
consécutifs sont vérifiées. Or, pour touti, on a(x∗∗i )∗∧x∗∗i+1 = (x∗i ∧xi+1)∗∗ = 1∗∗ = 1, puisque
l’applicationx �→ x∗∗ induit un automorphisme deM . Ensuite, on ay∗1 ∧ y2 = 1 par hypothèse,
puis, pourj � 2, y∗j ∧ yj+1 = 1, toujours par hypothèse.

(iii) L’argument est similaire. On a cette fois∗∗xi∆ = ∆xi pour touti, et ∗x1x1 = ∆, d’où le
diagramme commutatif

qui donney−1
q · · ·y−1

1 (∗x1)−1∗∗x2 · · · ∗∗xp = z∆−1. Il s’agit encore de vérifier les conditions de
pgcd entre termes voisins : pour touti, on a(∗∗xi)∗ ∧ ∗∗xi+1 = ∗∗(x∗i ∧ xi+1) = ∗∗1 = 1, et,
enfin,(∗x1)∗ ∧ y1 = x1 ∧ y1 = 1. ✷

PROPOSITION 3.12. –Tout groupe de Garside est bi-automatique.

Démonstration. –Soit M un monoïde de Garside, etG son groupe de fractions. SoitS
l’ensemble des éléments simples deM . Considérons le langageL formé par les formes normales
à gauche, considérées comme mots sur l’alphabetS ∪ S−1. D’abordL est un langage régulier,
car l’appartenance d’un mot àL est définie par des conditions locales consistant en une liste
(finie) de lettres permises après chaque lettre : après une lettre négativey−1, les lettres autorisées
sont les lettres positivesx vérifiantx∧ y = 1, et les lettres négativesy′−1 vérifianty′∗ ∧ y = 1 ;
après une lettre positivex, les lettres autorisées sont les lettres positivesx′ vérifiantx∗ ∧ x′ = 1.

Ensuite la formule explicite du lemme 3.11(i) montre que la distance entre la forme normale
d’un élémentz et celle dezs−1 est uniformément bornée par2 (en termes de l’alphabetS), ce
qui établit la propriété du2-compagnon de route – ou «2-fellow traveller property ». On déduit
que le langage des formes normales à gauche est associé à une structure automatique.

Enfin, la symétrie de la forme normale entraîne une propriété de compagnon de route
similaire pour la multiplication à gauche, et donc le langageL est associé à une structure bi-
automatique. ✷

À côté du résultat d’existence précédent, qui ne décrit pas explicitement les automates mis en
jeu, nous allons maintenant construire des automates très simples calculant les formes normales.
Nous considérerons ici seulement le cas des monoïdes. Le cas des groupes n’est pas directement
couvert par cette approche, mais les algorithmes décrits à la section 4 montrent comment se
ramener à des fractions irréductibles, et, de là, du groupe au monoïde.

Le cas de la forme normale à droite est le plus facile, et la solution est une extension naturelle
de celle décrite dans [20, chapitre 9] pour les groupes de tresses. Nous allons décrire un automate
fini d’alphabetA et d’ensemble d’étatsS calculant le dernier facteur de la forme normale à
droite, au sens où l’état final obtenu après lecture d’un motu par l’automate estu ∧̃ ∆, où u
désigne la classe du motu dans le monoïde. On rappelle qu’un tel automate est la donnée d’une
fonctionT :S ×A→ S et d’un état initialq ; l’état final de l’automate après lecture du motu
est, par définition, l’étatT (q, u) défini inductivement, en notantε le mot vide, parT (q, ε) = q et
T (q, ux) = T (T (q, u), x). On part de formules de calcul de pgcd.

LEMME 3.13. –SoitM un monoïde de Garside. Pours, t simples, on a

st∧∆ = ∗(t∗/s∗∗), et st ∧̃∆ = (∗∗t\∗s)∗.(3.1)
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Démonstration. –La forme normale à gauche des est(s), donc, par le lemme 3.11(ii), celle
des∆ est(∆, s∗∗), et celle dest, qui ests∆(t∗)−1, est(∗(t∗/s∗∗), s∗∗/t∗). Or, par définition, le
premier terme de cette suite estst∧∆.

Un argument symétrique montre que la forme normale à droite de∆t est (∗∗t,∆), et que
celle de st est (∗s\∗∗t, (∗∗t\∗s)∗). Par définition, le dernier terme de cette dernière suite
estst ∧̃∆. ✷

PROPOSITION 3.14. –Soit M un monoïde de Garside,A l’ensemble de ses atomes,S
l’ensemble de ses simples, et∆ l’élément simple maximal. DéfinissonsT :S × A → S par
T (s, a) = (∗∗a\∗s)∗. Alors, pour tout motu surA, on au ∧̃ ∆ = T (1, u), c’est-à-dire que le
résultat de la lecture deu par l’automate(T,1) est le dernier terme de la forme normale à
droite deu.

Démonstration. –On a trivialementε ∧̃ ∆ = 1 = T (1, ε), donc, pour montrer le résultat
inductivement, il suffit de démontrer l’égalité

xa ∧̃∆ = T (x ∧̃∆, a)

pourx dansM eta dansA. Par le lemme 3.10(ii) (en fait, sa contrepartie pour le pgcd à droite),
on a (xa) ∧̃ ∆ = ((x ∧̃ ∆)a) ∧̃ ∆. Commex ∧̃ ∆ et a sont simples, le résultat découle alors
immédiatement de la formule (3.1).✷

Remarque. – Comme dans [20], nous pouvons considérer un transducteur, défini comme un
automate muni d’une fonction de sortieO envoyantS ×A dans l’ensemble des mots surA. On
définit alors la sortie produite par la lecture du motu comme le motO(q, u) inductivement défini
parO(q, ε) = ε etO(q, ua) = O(q, u)O(T (q, u), a). La démonstration précédente montre que,
si nous posonsO(s, a) = ∗s\∗∗a, alors, pour tout motu surA, on au=O(1, u)·T (1, u) : c’est
dire que le motO(1, u) représente le reste du motu lorsque le dernier terme de la forme normale
à droite a été retiré. En faisant lire par le transducteur le motO(1, u), on obtiendra de même
l’avant-dernier terme de la forme normale à droite deu, et ainsi de suite. Cette itération fournit
un algorithme de complexité quadratique déterminant la forme normale à droite.

Exemple3.15. – La Fig. 6 représente le transducteur calculant la forme normale à droite pour
le monoïde〈a, b;aba= b2〉+. Les états (domaines cerclés) correspondent aux éléments simples.
Les flèches pleines représentent la lecture dea, les tiretées la lecture deb ; la présence d’une
étiquetteu sur une flèchex entre les étatss et t signifie qu’on aT (s, x) = t et O(s, x) = u,

Fig. 6. Transducteur pour〈a, b;aba = b2〉+.
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c’est-à-dire que, partant de l’états et lisant la lettrex, on passe dans l’étatt en produisant le
motu.

Pour la forme normale à gauche, nous pouvons trivialement obtenir des résultats analogues
en considérant des pseudo-automates lisant les mots de droite à gauche, mais la véritable
question est l’existence d’automates standard lisant de gauche à droite. L’approche précédente
échoue, car il est en général faux que la valeur de(xa) ∧ ∆ ne dépende que des valeurs
de x ∧ ∆ et dea : dans le groupe de tressesB3, on aσ1σ2 ∧ ∆ = σ1σ

2
2 ∧ ∆ = σ1σ2, mais

σ1σ2σ1 ∧ ∆ = ∆ �= σ1σ
2
2σ1 ∧ ∆ = σ1σ2. Par contre, la construction est encore possible en

prenant comme ensemble d’états l’ensemblePP , oùP est l’ensemble des éléments primitifs à
droite deM , c’est-à-dire la clôture des atomes par l’opération\.

PROPOSITION 3.16. –SoitM un monoïde de Garside,A l’ensemble de ses atomes, etP
l’ensemble de ses éléments primitifs à droite. DéfinissonsT :PP ×A→ PP par

T (f, a) = ra ◦ f(3.2)

oùra est définie poura ∈A etp ∈ P par ra(p) = a\p. Alors, pour tout motu surA, on a

u∧∆ =
∨

{p ∈ P ;T (id, u)(p) = 1}

– et donc l’automate(T, id) détermine le premier facteur de la forme normale à gauche deu.

Démonstration. –Pour x dans M , notons fx l’application de P dans P définie par
fx(p) = x\p. On af1 = id par définition, et, d’après les formules des compléments, il vient, pour
x∈M , a ∈A et p ∈ P ,

fxa(p) = (xa)\p= a\(x\p) = a\fx(p) = ra
(
fx(p)

)
,

soit fxa = ra ◦ fx, et, inductivement,fu = T (id, u) pour tout motu surA. Or, pourp primitif,
p est un diviseur à gauche dex si et seulement si on ax\p = 1, soit fx(p) = 1. Le seul point
à montrer est donc quex ∧ ∆ est égal au ppcm à droitex′ des éléments primitifs divisantx
à gauche. Or, tout élément primitif est simple, doncx′ est un diviseur à gauche dex ∧ ∆.
Inversement,x∧∆ est simple, donc, d’après les résultats de la section 1, il est un ppcm à droite
d’éléments primitifs, lesquels sont nécessairement des diviseurs à gauche dex. ✷

Remarque. – L’approche précédente s’applique également à la forme normale à droite.
Introduisons l’ensemblẽP des élémentsprimitifs à gauchecomme la clôture des atomes par
l’opération /. Pour x ∈ M , définissonsf̃x : P̃ → P̃ par f̃x(p) = p/x. Alors la fonction f̃x

est calculée inductivement par la règlẽfxa(p) = f̃x(p/a). On obtient doncf̃u = T̃ (id, u), où

T̃ = P̃ P̃ ×A→ P̃ P̃ est déterminée par

T̃ (f, a) = f ◦ r̃a,(3.3)

avecra : p �→ p/a, formule qui est la contre partie exacte de (3.2). On obtient alors, pour tout
motu surA,

u ∧̃∆ =
∨̃

{p∈ P̃ ; T̃ (id, u)(p) = 1} :

l’automate(T̃ , id) détermine le dernier facteur de la forme normale à droite deu. Ces résultats
montrent à nouveau le rôle central des opérations\ et / : les automates précédents sont
essentiellement la table de ces opérations sur les clôtures des atomes.
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Fig. 7. Automate pour le pgcd à gauche dansB3.

Exemple3.17. – La Fig. 7 montre l’automate calculant le pgcd à gauche avec∆ dans le cas
du monoïde de tressesB+

3 , de présentation〈a, b;aba = bab〉+. Il y a deux atomes, à savoir
a et b, et cinq éléments primitifs à droite (et à gauche), à savoir1, a, b, ab, ba. On obtient un
automate à20 états, représenté sur la Fig. 7 (les flèches en plein représententa, les flèches en
tireté représententb).

4. Présentations

On montre ici que tout groupe de Garside admet une présentation d’un certain type,
dit complémenté, et que toutes les opérations du monoïde se calculent à partir d’une telle
présentation au moyen d’une opération combinatoire appelée redressement de mots. Les résultats
du début de la section figurent, avec des notations différentes, dans [17], auquel nous renvoyons
pour d’autres détails et les démonstrations manquantes.

Pour tout ensembleΣ, nous noteronsMo(Σ) l’ensemble des mots surΣ, c’est-à-dire le
monoïde libre de baseΣ ; le mot vide est notéε. SiΣ est une partie génératrice d’un monoïdeM ,
alors, par définition, tout élémentx deM admet des décompositions comme produit d’éléments
deΣ : pourw dansMo(Σ), on notera comme précédemmentw l’imagex dew dansM ; on dira
alors quew est une expression dex, et quex est l’évaluation dew dansM .

DÉFINITION 4.1. – SoitM un monoïde vérifiant les conditions(C0), (C1) et (C2), etΣ est
une partie génératrice deM . On appellesélecteur de ppcmsurΣ toute application (partielle)f
deΣ×Σ dansMo(Σ) tel que, poura, b∈ Σ, f(a, b) est une expression dea\b lorsque ce dernier
existe.

Par définition, on aa\a = 1 pour touta dansΣ, donc, sif est un sélecteur de ppcm surΣ,
et siM satisfait à la condition(C0), c’est-à-dire n’admet pas d’inversible autre que1, alors,
nécessairement,f(a, a) est le mot videε. Par ailleurs, par définition,a\b existe si et seulement
si b\a existe, et, par conséquent, le domaine de tout sélecteur de ppcm est un sous-ensemble
symétrique deΣ×Σ.

DÉFINITION 4.2. – SoitΣ un ensemble non vide. On appellefonction de redressementsurΣ
une application partielle deΣ× Σ dansMo(Σ) vérifiantf(a, a) = ε pour touta, et telle que le
domaine def est symétrique. On note alorsRf la famille des relationsaf(a, b) = bf(b, a) pour
(a, b) ∈Dom(f), et ≡+

f la congruence surMo(Σ) engendrée parRf . On dit qu’une présentation
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de monoïde estcomplémentéesi elle est associée à une (nécessairement unique) fonction de
redressement.

PROPOSITION 4.3 [17]. –SoitM un monoïde gaussien – ou, plus généralement, un monoïde
vérifiant les conditions(C+

0 ), (C1) et (C2). SoitΣ une partie génératrice quelconque deM , et
f un sélecteur de ppcm surΣ. Alors f est une fonction de redressement surΣ et 〈Σ;Rf 〉+ est
une présentation complémentée deM .

Démonstration. –Notons ∼ la congruence surMo(Σ) telle queM est Mo(Σ)/ ∼. Par
définition d’un sélecteur de ppcm, on aaf(a, b) ∼ bf(b, a) poura, b ∈ Dom(f), doncu ≡+

f v

entraîneu∼ v puisque les paires{af(a, b), bf(b, a)} engendrent≡+
f .

Réciproquement, nous montrons queu ∼ v entraîneu ≡+
f v par récurrence sur||u||. Pour

||u|| = 0, on au = v = 1, donc, par(C0), u = v = ε, et u ≡+
f v. Supposonsu, v �= ε. On écrit

u = au1, v = bv1, aveca, b ∈ Σ. L’hypothèseu = v signifie queu est un multiple commun à
droite dea et b. Par(C2), il existe un motw vérifiantu= v = (a∨ b)w, d’où

u= au1 ∼ af(a, b)w∼ bf(b, a)w∼ bv1 = v.

Par (C1), on déduitu1 ∼ f(a, b)w et v1 ∼ f(b, a)w. Or, par (C+
0 ), on a ||f(a, b)w|| �

||u||−||a||< ||u||, et, de même,||f(b, a)w||< ||u||. Appliquant l’hypothèse de récurrence, on déduit
u1 ≡+

f f(a, b)w, etv1 ≡+
f f(b, a)w, d’où

u= au1 ≡+
f af(a, b)w ≡+

f bf(b, a)w ≡+
f bv1 = v,

et doncu ≡+
f v. ✷

Question4.4. – Le résultat précédent reste-t-il valable lorsque la condition(C+
0 ) (atomicité)

est affaiblie en(C0) (pas d’inversible autre que1) ?

SiM est un monoïde gaussien,Σ une partie génératrice deM , etf un sélecteur de ppcm surΣ,
alors toutes les opérations deM se calculent à partir def de façon effective. Pour le démontrer,
nous introduisons une opération combinatoire sur les mots appeléeredressement(« reversing »
en anglais).

Par définition, sif est un sélecteur de ppcm surΣ, le mot f(a, b) est une expression de
l’élémenta\b deM pour tousa, b dansΣ. L’idée est d’étendre l’applicationf en une opération
binaire partielle notée\f surMo(Σ) de sorte que, pour tous motsu, v surΣ, le motu\fv soit
une expression du complémentu\v, quand ce dernier existe.

Dans toute la suite, lorsqueΣ est un alphabet, nous introduirons une copie disjointe notéea−1

pour chaque lettrea de Σ, et nous noteronsΣ−1 l’ensemble des lettresa−1. Pour tout motw
sur Σ ∪ Σ−1, on notew−1 le mot obtenu en échangeant chaque lettrea avec la lettrea−1

correspondante, et en renversant l’ordre des lettres. Ainsi, siG est un groupe engendré parΣ
et si le motw représente l’élémentx deG, alorsw−1 représentex−1.

DÉFINITION 4.5 [13,17]. – Soitf une fonction de redressement surΣ. Pourw, w′ mots
surΣ∪Σ−1, on dit quew estf -redressableenw′, notéw�f w

′, si on peut passer dew àw′ en
un nombre fini d’étapes consistant à remplacer un sous-mot de la formea−1b aveca, b ∈ Σ par
le motf(a, b)f(b, a)−1 correspondant. Pouru, v mots surΣ, on définitu\fv comme l’unique
mot u′ sur Σ tel qu’il existe un motv′ sur Σ vérifiant u−1v �f v

′u′
−1, s’il existe, etu ∨f v

commeu·(u\fv).
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On associe à chaque redressement de mot un graphe planaire (voisin d’un diagramme de Dehn)
composé de flèches verticales et horizontales étiquetées par des éléments deΣ, et tel que le
redressement du mota−1b enf(a, b)f(b, a)−1 se traduit par la fermeture du motif

Nous renvoyons à [16, chapitre II], et considérons ici simplement un exemple.

Exemple4.6. – Soit Σ = {a, b}, et soit f l’application de Σ2 dans Mo(Σ) définie par
f(a, b) = ba, f(b, a) = b, f(a, a) = f(b, b) = ε. Le monoïde〈Σ;Rf 〉+ est ici 〈a, b;aba= b2〉+.
La figure ci-dessous illustre le redressement du mota−1ba2 en le motbab2ab−1a−1b−1, qui donne
donca\fba

2 = bab2a et ba2\fa= bab.

L’opération\f est en général une opération partielle surMo(Σ), non nécessairement définie
pour tous les mots : comme\f coïncide avecf sur Σ × Σ, c’est le cas sif n’est pas partout
définie surΣ × Σ, mais, même sif est partout définie, il se peut que le redressement d’un mot
ne se termine pas en un nombre fini d’étapes. Comme dans la section 1, nous noteronsu\fv = ⊥
quandu\fv n’existe pas, et nous étendons\f en une opération partout définie surMo(Σ)∪{⊥}
en posantu\f⊥ = ⊥\fu = ⊥\f⊥ = ⊥ pour toutu, et de même pour le produit des mots. De
même, nous étendons≡+

f en une congruence surMo(Σ) ∪ {⊥} en déclarant⊥ ≡+
f ⊥ vrai, et

u ≡+
f ⊥ faux pour toutu dansMo(Σ).

LEMME 4.7 [13]. –Soit f une fonction de redressement surΣ. Alors, pour tous motsu, v
surΣ, on au(u\fv) ≡+

f v(v\fu).

D’après nos conventions, le résultat précédent signifie que soitu\fv etv\fu sont définis et on
a l’équivalence annoncée, soit ni l’un ni l’autre n’est défini. La démonstration est une induction
facile sur le nombre d’étapes élémentaires de redressement.

PROPOSITION 4.8 [17]. –SoitM un monoïde gaussien – ou, plus généralement, un monoïde
vérifiant les conditions(C+

0 ), (C1) et (C2) – Σ une partie génératrice deM , et f un sélecteur
de ppcm surΣ. Alors, pour tous motsu, v dansMo(Σ), le motu\fv existe dansMo(Σ) si et
seulement si l’élémentu\v existe dansM , et, dans ce cas,u\fv est une expression deu\v, et
u∨f v est une expression deu∨ v.

Démonstration. –Le lemme 4.7 montre que, siu\fv est défini, alors la classe deu∨f v est un
multiple à droite commun des classes deu et v, donc, par(C2), le ppcm à droite de ces classes
existe.
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Inversement, montrons par induction surn que, siu et v sont deux mots tels queu∨ v existe
et qu’on ait||u ∨ v|| = n, alorsu\fv existe et représenteu\v. Pourn = 0, on au = v = ε, et
les résultats sont triviaux. Supposonsn � 1. Pouru = ε ou v = ε, les résultats sont à nouveau
triviaux. Supposonsu = au1 et v = bv1 aveca, b ∈ Σ, et soitz = u ∨ v. Par hypothèse,z est
multiple à droite commun àa et b, doncf(a, b) et f(b, a) sont définis. Ensuitez est multiple à
droite commum deau1 et af(a, b), doncu1 et f(a, b) ont un multiple à droite commun, donc
un ppcm à droite. Or, par construction, on a||u1 ∨ f(a, b)|| � ||z|| − ||a|| = n − 1, donc, par
hypothèse de récurrence,u1\ff(a, b) existe et il représenteu1\f(a, b). De même,v1\ff(b, a)
existe et représentev1\f(b, a) ; finalement, en posantu2 = f(a, b)\fu1 et v2 = f(xy, a)\fv1,
on a de même queu2\fv2 existe et représenteu2\v2. Doncu\fv est défini, et il représente

(
v1\f(b, a)

)
·
((
f(b, a)\v1

)
\
(
f(a, b)\u1

))
,

lequel est, d’après les formules de complément,u\v. ✷
DÉFINITION 4.9. – Soitf une fonction de redressement surΣ. Pouru, v mots surΣ, on dit

queu ≡++
f v est vérifié si on au\fv = v\fu = ε, c’est-à-direu−1v �f ε. On étend≡++

f de

sorte que⊥ ≡++
f ⊥ soit vrai, etu ≡++

f ⊥ et⊥ ≡++
f u faux pour tout motu.

Par le lemme 4.7,u ≡++
f v entraîneu ≡+

f v. Dans le cas d’un monoïde gaussien, la
proposition 4.8 affirme que cette implication est une équivalence. Nous allons en déduire une
solution pour le problème de mot du monoïde par redressement, et, pour celui du groupe
associé, par double redressement. On notera≡f la congruence surMo(Σ ∪ Σ−1) engendrée

par ≡+
f et les paires{aa−1, ε} et {a−1a, ε} pour a dansΣ, de sorte que le groupe〈Σ;Rf 〉

estMo(Σ ∪ Σ−1)/ ≡f . Remarquons que, par construction,w �f w
′ entraînew ≡f w

′ pour
tousw,w′ mots surΣ∪Σ−1.

PROPOSITION 4.10. –SoitM un monoïde gaussien – ou, plus généralement, un monoïde
vérifiant les conditions(C+

0 ), (C1) et (C2) – Σ une partie génératrice deM , et f un sélecteur
de ppcm surΣ.

(i) Deux motsu, v surΣ représentent le même élément deM si et seulement si on au ≡++
f v,

c’est-à-direu−1v�f ε.
(ii) Supposons queM vérifie de surcroît la condition(C+

2 ), et soitG le groupe de fractions
deM . Alors un motw surΣ∪Σ−1 représente1 dansG si et seulement si il existe deux motsu, v
surΣ vérifiantw�f uv

−1 etu−1v�f ε.

Démonstration. –(i) Par le lemme 4.7, la condition est suffisante. Inversement,u= v entraîne
u\v = v\u= 1, d’oùu\fv = v\fu= ε par la proposion 4.8.

(ii) La condition est suffisante, carw �f w
′ entraînew ≡f w

′. Inversement, supposons

w�f uv
−1. Alorsw ≡f ε entraîneu ≡f v, doncu ≡+

f v puisqueM se plonge dansG, d’où
u−1v�f ε par (i). ✷

SiM est un monoïde gaussien, les opérations\ et∨ deM se déterminent par redressement à
partir de tout sélecteur de ppcm. Le pgcd, ainsi que les opérations symétriques de ppcm à gauche
et de pgcd à droite, peuvent également être calculées à l’aide de redressements, à condition
d’introduire, à côté d’un sélecteur à droite associé au ppcm à droite comme ci-dessus, une notion
symétrique de sélecteur à gauche et de redressement à gauche : supposantΣ partie génératrice
deM , on appellerasélecteur de ppcm à gauchesurΣ une applicatioñf deΣ×Σ dansMo(Σ)
telle que, pour tousa, b dansΣ, f̃(a, b) représente l’élémenta/b, s’il existe. Sif̃ est une fonction
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de redressement surΣ, et siw,w′ sont deux mots surΣ ∪Σ−1, on dira quew estf̃ -redressable
à gauche enw′, notéw �̃f̃ w

′, si on peut passer dew àw′ en un nombre fini d’étapes consistant

à remplacer un facteur du typeab−1 aveca, b ∈ Σ par le facteur̃f(b, a)−1f̃(a, b) correspondant.
Les résultats sont alors symétriques : introduisantu/f̃ v comme l’unique motu′ tel qu’il existe

v′ vérifiant uv−1
�̃f̃ v

′−1u′, et u ∨̃f̃ v comme(u/f̃ v)·v, on obtient queu/f̃ v représente

l’élémentu/v, etu ∨̃f̃ v l’élémentu ∨̃ v. On déduit alors du lemme 2.6 :

PROPOSITION 4.11. –SoitM un monoïde gaussien,Σ une partie génératrice deM , et f et
f̃ respectivement un sélecteur de ppcm à droite et à gauche surΣ. Alors, pour tous motsu, v
surΣ, le mot(u∨f v)/f̃ ((u\fv) ∨̃f̃ (v\fu)) représenteu∧ v.

On obtient donc le pgcd à gauche deu et v par un triple redressement : on redresse à droite
u−1v env′u′−1, qu’on redresse à gauche enu′′−1v′′, et un représentant du pgcd à gauche deu
et v est obtenu en redressant à gauche le motuu′′−1. Les opérations du groupe de fractions se
calculent de façon semblable. En particulier, dénominateurs et numérateurs se déterminent par
double redressement.

PROPOSITION 4.12. –SoitG le groupe de fractions d’un monoïde gaussienM , Σ une partie
génératrice deM , etf et f̃ respectivement un sélecteur de ppcm à droite et à gauche surΣ. Soit
z un élément quelconque deG, etw un mot surΣ ∪ Σ−1 représentantz. Soientu, v, u′, v′ les
mots surΣ vérifiantw�f vu

−1
�̃f̃ u

′−1v′. Alorsu′ représenteD(z), etv′ représenteN(z).

Démonstration. –Par construction, on az = u′−1v′, donc, d’après le lemme 3.7, il suffit de
montreru′ ∧ v′ = 1. Or, par construction, on au′ = u/f̃ v et v′ = v/f̃ u : si u′ et v′ avaient un
diviseur à gauche non trivial commun,u′v et v′u ne pourraient représenter un ppcm à gauche
deu etv. ✷

Commez = 1 équivaut àD(z) = N(z) = 1, nous en déduisons une solution alternative du
problème de mot.

COROLLAIRE 4.13. –Sous les mêmes hypothèses, un motw surΣ∪Σ−1 représente1 dansG
si, et seulement si, il existe deux motsu, v surΣ vérifiantw�f uv

−1
�̃f̃ ε.

Enfin, le lemme 3.11 montre comment calculer par redressement la forme normale (à gauche)
de tout élément d’un groupe de Garside : supposant que(vq −1, . . . , v1

−1, u1, . . . , up) soit la
forme normale dez, on obtient la forme normale dez∆ en déterminant les élémentsui

∗∗, donc
par double redressement face à un mot représentant∆. Pourw représentant un élément simple, on
obtient le numérateur de la forme normale dezw−1 en redressant à gauche le motu1 · · ·upw

−1 ;
le dénominateur s’obtient alors par une succession de calculs de pgcd, donc également par
redressement. Noter que le lemme 3.13 permet de déterminer successivement chaque facteur
du dénominateur à l’aide d’un unique redressement.

5. Reconnaître les monoïdes de Garside

Nous avons vu dans la section précédente que tout monoïde de Garside admet une présentation
complémentée〈Σ;Rf 〉+, où f est une fonction de redressement surΣ, et qu’alors toutes les
opérations du monoïde et celles de son groupe de fractions se déterminent parf -redressement.
Nous abordons ici la question réciproque de reconnaître quand une présentation complémentée
définit un monoïde de Garside.

Le fait d’admettre une présentation complémentée est une hypothèse faible, et des conditions
sur la fonction de redressement considérée doivent être ajoutées pour que le monoïde associé ait
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de bonnes propriétés. Nous allons établir une liste de conditions nécessaires vérifiées par tout
sélecteur de ppcm dans un monoïde de Garside, puis montrer que ces conditions sont suffisantes.
Nous partirons (une fois encore) des propriétés de l’opération\.

LEMME 5.1. –SoitM un monoïde gaussien – ou, plus généralement, un monoïde vérifiant
les conditions(C0), (C1) et (C2). Alors, pour tousx, y, z dansM , on a

(x\y)\(x\z) = (y\x)\(y\z).(5.1)

Démonstration. –D’après le lemme 1.7, le membre de gauche dans (5.1) est égal à(x∨ y)\z,
et celui de droite à(y ∨ x)\z : comme∨ est une opération commutative, les deux sont égaux.
Par ailleurs, si l’une des expressions n’est pas définie, il en est de même de l’autre.✷

LEMME 5.2. –SoitM un monoïde gaussien – ou, plus généralement, un monoïde vérifiant les
conditions(C+

0 ), (C1) et (C2) – Σ une partie génératrice quelconque deM , et f un sélecteur
de ppcm surΣ. Alors, pour tous motsu, v, w dansMo(Σ), on a

(u\fv)\f (u\fw) ≡++
f (v\fu)\f(v\fw).(5.2)

Démonstration. –Compte tenu de la proposition 4.8, la formule (5.2) est la traduction directe
de la formule (5.1). ✷

DÉFINITION 5.3. – Soitf une fonction de redressement surΣ.
(i) PourX ⊆ Mo(Σ) ∪ {⊥}, on dit quef a la propriété du cube(resp.la propriété du cube

faible) surX si la relation (5.2)resp.la relation

(u\fv)\f (u\fw) ≡+
f (v\fu)\f(v\fw)(5.3)

est vérifiée pour tousu, v, w dansX .
(ii) On dit quef vérifie la condition(∗) s’il existe une partie finieX deMo(Σ) qui est close

par\f , c’est-à-dire telle que, pour tousu, v dansX , u\fv existe et appartient àX , et si, de plus,
la clôtureX∨ deX par∨f est finie et il existeΩ dansX∨ tel que, pour toutu dansX∨, on ait
Ω\fu= ε et il existev dansX∨ vérifiantv\fΩ ≡++

f u.

Affirmer quef a la propriété du cube sur un triplet{u, v,w} signifie, lorsque tous les mots
mis en jeu sont définis, que le cube représenté sur la Fig. 8 se ferme au sens où, partant des
trois arêtes étiquetéesu, v,w et utilisant le redressement de mots pour construire les six faces, le
redressement des trois petites faces triangulaires restantes se termine avec des mots vides.

PROPOSITION 5.4. –SoitM un monoïde de Garside,Σ une partie génératrice finie deM ,
et f un sélecteur de ppcm surΣ. Alors la fonctionf a la propriété du cube surMo(Σ) et elle
vérifie la condition(∗).

Démonstration. –Le lemme 5.2 exprime quef a la propriété du cube surMo(Σ). NotonsX
l’ensemble des expressions des éléments primitifs à droite deM . CommeΣ est fini, et que la
longueur des expressions dansMo(Σ) de chaque élémentx deM est bornée supérieurement
par ||x||, l’ensembleX est fini. Supposonsu, v ∈X . Par la proposition 4.8, le motu\fv est une
expression deu\v : commeu et v sont primitifs à droite, il en est de même deu\v, et u\fv
appartient àX . DoncX est clos par\f .

Par le même raisonnement, l’ensembleY des expressions des éléments simples deM est un
ensemble fini de mots qui est clos par les opérations\f et∨f , et qui inclutX . Par conséquent, la
clôtureX∨ deX par∨f est finie, et elle contient au moins une expression pour chaque élément
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Fig. 8. Propriété du cube.

simple deM . Soit Ω une expression quelconque de l’élément∆ dansX∨. Pour tout motu
dansX∨, le mot Ω\fu représente∆\u, qui est1, et on a donc nécessairementΩ\fu = ε.
Inversement, siΩ vérifie Ω\fu = ε pour toutu dansX∨, Ω représente nécesairement∆,
puisqu’il représente un élément qui est un multiple de tous les éléments simples.

D’après la proposition 2.1, l’applications �→ s\∆ est surjective sur les simples deM . Donc,
pour tout motu dansX∨, il doit exister un élément simples vérifiantu = s\∆. Cet éléments
a au moins une expressionv dansX∨, et la conditionu = v\∆ entraîneu ≡++

f v\fΩ. Par
conséquent, la condition(∗) est vérifiée. ✷

Nous allons maintenant montrer que les conditions nécessaires de la proposition 5.4 sont
aussi suffisantes, et, pour cela, utiliser la caractérisation de la proposition 2.1 en termes des
conditions(Ci). La condition(C0) est gratuite.

LEMME 5.5. –Soitf une fonction de redressement surΣ. Alors le monoïde〈Σ;Rf 〉+ satisfait
à la condition(C0), c’est-à-dire n’a d’autre inversible que1.

Démonstration. –Par construction,u ≡+
f ε n’est possible que pouru= ε. ✷

Le point crucial est le résultat suivant, qui montre l’importance de la propriété du cube.

PROPOSITION 5.6. –Soit f une fonction de redressement surΣ. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) La fonctionf a la propriété du cube surMo(Σ) ;
(ii) Les relations≡+

f et ≡++
f coïncident;

(iii) La relation ≡+
f est compatible avec l’opération\f , au sens où la conjonction deu′ ≡+

f u

etv′ ≡+
f v entraîneu′\fv

′ ≡+
f u\fv.

Démonstration. –Supposons (i), et montrons (ii). Par le lemme 4.7, la relation≡++
f est

toujours incluse dans la relation≡+
f . Pour prouver l’inclusion réciproque, puisque, par

définition, ≡+
f est la relation d’équivalence engendrée par les paires(uaf(a, b)v, ubf(b, a)v)

aveca, b ∈Σ etu, v ∈ Mo(Σ), il suffit de montrer qu’on auaf(a, b)v ≡++
f ubf(b, a)v, soit

v−1f(b, a)−1b−1u−1uaf(a, b)v�f ε,
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ce qui est trivial, et que≡++
f est une relation d’équivalence. Réflexivité et symétrie sont

claires, et seule la transitivité fait problème. Supposonsu ≡++
f v ≡++

f w. Par hypothèse, les
mots v\fu, u\fv, v\fw et w\fv existent et sont vides. Donc(v\fu)\f(v\fw) existe, et il
est vide. Commef a la propriété du cube sur{v, u,w}, ceci entraîne(u\fv)\f (u\fw) ≡+

f ε,
donc(u\fv)\f (u\fw) = ε. L’existence du mot(u\fv)\f (u\fw) entraîne en particulier celle
deu\fw. De plus,u\fv = ε entraîne(u\fv)\f (u\fw) = u\fw. Nous avons doncu\fw = ε.
Un argument symétrique donnew\fu = ε, doncu ≡++

f w. Donc ≡++
f est transitive, et (i)

entraîne (ii).
Supposons maintenant (ii), et montrons (iii). Puisque la relation≡+

f est symétrique et

transitive, il suffit de montrer que, siu\fv existe et qu’on av′ ≡+
f v, alorsu\fv

′ existe aussi

et on au\fv
′ ≡+

f u\fv et v′\fu ≡+
f v\fu. Or, sous ces hypothèse, le lemme 4.7 entraîne

u(u\fv) ≡+
f v(v\fu), donc u(u\fv) ≡+

f v
′(v\fu), soit, par (ii), u(u\fv) ≡++

f v′(v\fu),
et donc (v′(v\fu))\f (u(u\fv)) = ε. Ceci entraîne en particulier(v′(v\fu))\fu = ε, soit,
par (1.4),

(v\fu)\f (v′\fu) = ε.(5.4)

Nous déduisons quev′\fu, et, par conséquent,u\fv
′, existent. Commev etv′ jouent maintenant

des rôles symétriques, le calcul précédent donne(v′\fu)\f(v\fu) = ε, ce qui, conjugué à (5.4),
démontrev′\fu ≡++

f v\fu, doncv′\fu ≡+
f v\fu. Un calcul semblable donne

(u\fv)\f (u\fv
′) = ε et (u\fv

′)\f (u\fv) = ε,

d’où u\fv ≡++
f u′\fv, et, finalementu\fv ≡+

f u
′\fv. Donc (ii) implique (iii).

On sait queu′ ≡++
f u entraîneu′ ≡+

f u. Inversement, supposonsu′ ≡+
f u. Par construction,

on a u−1u �f ε, c’est-à-direu\fu = ε. Si (iii) est vraie, on déduit queu′ ≡+
f u entraîne

l’existence deu\fu
′ et u′\fu, et qu’on au′\fu ≡+

f u\fu = ε, et u\fu
′ ≡+

f u\fu = ε, soit

u′ ≡++
f u. Ceci montre que (iii) entraîne (ii).

Finalement, supposons (ii) et (iii), et soientu, v,w des mots quelconques surΣ. Siu\fv n’est
pas défini,v\fu ne l’est pas non plus, et(u\fv)\f (u\fw) et(v\fu)\f(v\fw) sont tous deux⊥,
donc (5.2) est vraie. Supposons queu\fv etv\fu soient définis. Par (1.4), on a

(u\fv)\f (u\fw) =
(
u(u\fv)

)
\fw et (v\fu)\f (v\fw) =

(
v(v\fu)

)
\fw.

Supposons(u(u\fv))\fw défini. Par le lemme 4.7, on au(u\fv) ≡+
f v(v\fu), donc

u (u\fv) ≡+
f v (v\fu). Alors (iii) entraîne que(v(v\fu))\fw est également défini, et qu’on

a (v(v\fu))\fw ≡+
f (u(u\fv))\fw. Par (ii), on déduit(v(v\fu))\fw ≡++

f (u(u\fv))\fw,
donc en particulier((u(u\fv))\fw)\f ((v(v\fu))\fw) = ε. Un calcul symétrique donne
((v(v\fu))\fw)\f ((u(u\fvu))\fw) = ε, d’où (u(u\fv))\fw ≡++

f (v(v\fu))\fw, qui est la
condition (5.2) pouru, v,w. Donc (ii) et (iii) entraînent (i). ✷

Il est alors facile d’établir les conditions(C1) et (C2).

LEMME 5.7. –Soit f une fonction de redressement surΣ ayant la propriété du cube
sur Mo(Σ). Alors le monoïde〈Σ;Rf 〉+ satisfait à la condition(C1), c’est-à-dire admet la
simplification à gauche.

Démonstration. –Soit M le monoïde 〈Σ;Rf 〉+. Supposonsuv = uv′ dans M , soit
uv ≡+

f uv
′. Par la proposition 5.6, on auv ≡++

f uv′, c’est-à-dire(uv)−1(uv′) �f ε. Par
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construction, on a(uv)−1(uv′) �f v
−1v′, donc, par unicité du résultat du redressement,

v−1v′ �f ε, soitv ≡++
f v′, qui entraînev ≡+

f v
′, etv = v′. ✷

LEMME 5.8. –Soit f une fonction de redressement surΣ ayant la propriété du cube
surMo(Σ). Alors, quels que soient les motsu, v surΣ, il y a équivalence entre

(i) les motsu\fv etv\fu sont définis;
(ii) les élémentsu etv admettent un multiple à droite commun dans le monoïde〈Σ;Rf 〉+.

Dans ce cas,u etv admettent un ppcm à droite, à savoiru∨f v, etu\fv représenteu\v.

Démonstration. –Supposons (i). Par le lemme 4.7, on au(u\fv) ≡+
f v(v\fu), et la classe

commune de ces deux mots est un multiple à droite commun pour les classes deu etv. Donc (ii)
est vérifiée.

Inversement, supposons (ii). Il existe des motsu′ et v′ vérifiantuv′ ≡+
f vu

′. Puisquef a la

propriété du cube, ceci impliqueuv′ ≡++
f vu′ par la proposition 5.6, soitv′−1

u−1vu′ �f ε.

Ainsi, le redressement du motv′−1
u−1vu′ converge, et, a fortiori, celui du sous-motu−1v

converge aussi, ce qui est dire que les motsu\fv etv\fu existent, et on a (i). De plus, l’hypothèse
v′

−1
u−1vu′ �f ε implique l’existence de motsu′′, v′′ satisfaisant

v′
−1(u\fv) �f v

′′−1
, (v\fu)−1u′ �f u

′′, v′′
−1
u′′ �f ε.

Ainsi, u′ est un multiple à droite de la classe dev\fu, et, donc,vu′ est un multiple à droite de la
classe dev ∨f u : cette dernière est donc ppcm à droite deu etv. ✷

LEMME 5.9. –Soit f une fonction de redressement surΣ ayant la propriété du cube
sur Mo(Σ). Alors le monoïde〈Σ;Rf 〉+ satisfait à la condition(C2) : toute paire d’éléments
ayant un multiple à droite commun admet un ppcm à droite.

Démonstration. –Supposons queu et v admettent un multiple à droite commun dansM . Par
le lemme 5.8, les motsu\fv et v\fu sont définis, etu ∨f v et v ∨f u représentent un ppcm à
droite deu et v. ✷

Nous passons à la condition(C3).

LEMME 5.10. –Soit f une fonction de redressement surΣ, telle qu’il existe une partieX
deMo(Σ) close par\f . Alors lef -redressement converge toujours, et donc l’opération\f est
partout définie surMo(Σ). De plus, si le redressement de tout motu−1v avecu, v ∈X requiert
au plusk étapes et se termine avec un mot de longueur au plus,, alors le redressement d’un
mot quelconque surΣ∪Σ−1 requiert au plus1

4k· lg(w)2 étapes, et il se termine avec un mot de
longueur au plus,· lg(w).

Démonstration. –Soitw un mot surΣ∪Σ−1. Écrivonsw = ue1
1 · · ·uer

r avecui ∈X , ei = ±1
pour chaquei, et r � lg(w). Soit p le nombre d’exposantsei positifs. Un argument inductif
illustré sur la Fig. 9 montre qu’il existe des motsv1, . . . ,vr dansX tels quew soitf -redressable
en v1 · · ·vpv−1

p+1 · · ·v−1
r , et que le redressement se décompose enp(r − p) redressements de

mots de la formew−1
1 w2 avecw1, w2 dansX . Les bornes en résultent, puisqu’on a toujours

p(r− p) � r2/4. ✷
LEMME 5.11. –Soit f une fonction de redressement surΣ, ayant la propriété du cube

sur Mo(Σ), et telle quef satisfasse à la condition(∗). Alors le monoïde〈Σ;Rf 〉+ satisfait
à la condition(C3).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



298 P. DEHORNOY

Fig. 9. Convergence du redressement.

Démonstration. –SoitX la clôture deΣ par l’opération\f . D’après le lemme 5.8, l’opéra-
tion \f est partout définie sur〈Σ;Rf 〉+. Il résulte du lemme 5.8 que l’ensemble des éléments du
monoïde représentés par un mot deX est clos par l’opération\, et qu’il engendre le monoïde
puisqu’il inclutΣ. ✷

Finalement, nous déduisons la réciproque de la proposition 5.4 :

PROPOSITION 5.12. –Soitf une fonction de redressement surΣ, ayant la propriété du cube
sur Mo(Σ), et satisfaisant à la condition(∗). Alors le monoïde〈Σ;Rf 〉+ est un monoïde de
Garside, et, donc, le groupe〈Σ;Rf 〉 est un groupe de Garside.

Démonstration. –Par la proposition 2.1, il suffit d’établir que le monoïde〈Σ;Rf 〉+ satisfait
aux conditions(C0), (C1), (C2), (C3) et (C̃1). Les quatre premières conditions résultent des
lemmes 5.5, 5.7, 5.9 et 5.11. Enfin, pour(C̃1), d’après le lemme 2.3, il suffit d’établir la
surjectivité de l’applicationx �→ x∗ sur les éléments simples ; compte tenu de la correspondance
entre opération\ surM et opération\f surMo(Σ), et entre égalité dansM et ≡++

f -equivalence
dansMo(Σ) due à la satisfaction parf de la prioriété du cube, la condition(∗) donne le
résultat. ✷

6. Critères pour la propriété du cube

La propriété du cube pour la fonctionf est primordiale pour l’étude du monoïde〈Σ;Rf 〉+ :
si elle n’est pas satisfaite, on ne sait essentiellement rien dire, alors que, si elle l’est, on peut
contrôler la divisibilité et l’égalité à l’aide de redressements de mots et, en particulier, établir
assez simplement l’éventuel caractère petit gaussien du monoïde. Il est donc crucial de savoir
reconnaître si une fonction de redressement donnée satisfait ou non la propriété du cube.

Si f est une fonction de redressement sur un ensemble (fini)Σ, et u, v,w des mots surΣ,
établir la propriété du cube enu, v,w se fait de façon effective à l’aide de redressements. Plus
précisément, il existe un processus consistant en une suite finie de redressements tel que, si la
condition est vérifiée, alors le processus se termine en un nombre fini d’étapes et il donne une
preuve de la condition cherchée. Cette situation, plus faible que la décidabilité puisqu’il se peut,
si la condition n’est pas vérifiée, qu’on n’obtienne pas de réponse en un temps fini, est typique
d’une condition récursivement énumérable – ou semi-décidable, ouΣ0

1 [3].
Considérons maintenant la propriété du cube sur l’ensembleMo(Σ) entier : comme il existe

une infinité de triplets de mots dansMo(Σ), énumérer ceux-ci systématiquement et vérifier la
condition pour chacun d’eux ne permet pas d’établir, même de façon théorique, la propriété en un
nombre fini d’étapes. On ne peut obtenir un critère effectif que si on sait par avance que la pro-
priété du cube sur un certain sous-ensemble fini deMo(Σ) entraîne la propriété du cube partout.
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Nous rappelons d’abord deux résultats partiels dans cette direction obtenus antérieurement.
Le premier est implicite dans la preuve de Garside que le monoïde des tressesB+

n satisfait aux
conditions(C1) et (C2).

PROPOSITION 6.1 [13,15]. –Soit f une fonction de redressement surΣ telle que le
monoïde〈Σ;Rf 〉+ satisfasse(C+

0 ). Alorsf a la propriété du cube surMo(Σ) si et seulement si
elle a la propriété du cube surΣ, si et seulement si elle a la propriété du cube faible surΣ.

Le critère précédent s’applique aux présentations standards des groupes d’Artin-Tits, la
condition(C+

0 ) étant vérifiée puisque les relations préservent la longueur : les résultats de [5]
montrent alors la propriété du cube sur les générateurs. Il en est de même pour les présentations
de groupe considérés dans [7] : elles sont associées à des fonctions de redressementf telles que
f(a, b) n’est défini que poura dansA et b dansB, {A,B} étant une partition de l’ensemble des
générateurs : la propriété du cube sur les lettres est triviale car tout triplet contient nécessairement
deux lettres deA, ou deux lettres deB, pour lesquelles aucun redressement n’est possible ; les
groupes ainsi présentés ne sont pas gaussiens, puisque, dans le monoïde associé, deux éléments
deA, ou deB, n’ont pas de multiple commun.

Mis à part de tels cas, il est en général difficile d’établir la condition(C+
0 ), et aucune méthode

uniforme n’est connue – voir [23] pour un exemple mettant en jeu l’algorithme de Knuth–Bendix.
Un autre critère pour la propriété du cube est établi dans [15], à partir d’une définition

alternative de celle-ci :

LEMME 6.2. –Soitf une fonction de redressement surΣ, etX une partie deMo(Σ). Alors
f a la propriété du cube surX si et seulement si on a

w\f

(
u(u\fv)

)
≡+

f w\f

(
v(v\fu)

)
, et

(
u(u\fv)

)
\fw ≡+

f

(
v(v\fu)

)
\fw(6.1)

pour tousu, v, w dansX .

Démonstration. –La relation (1.4) donne

(u\fv)\f (u\fw) =
(
u(u\fv)

)
\fw et (v\fu)\f (v\fw) =

(
v(v\fu)

)
\fw,

donc (5.2) est équivalente à la seconde des relations (6.1). Pour la première, en utilisant (1.4) et
le lemme 4.7, et en supposant (5.2) satisfaite pour(u,w, v) et pour(w,v, u), on obtient

w\f

(
u(u\fv)

)
= (w\fu) ·

(
(u\fw)\f (u\fv)

)
≡+

f (w\fu) ·
(
(w\fu)\f(w\fv)

)
≡+

f (w\fv) ·
(
(w\fv)\f (w\fu)

)
≡+

f (w\fv) ·
(
(v\fw)\f (v\fu)

)
=w\f

(
v(v\fu)

)
. ✷

DÉFINITION 6.3. – Soitf une fonction de redressement surΣ, etX une partie deMo(Σ).
Pouru ≡+

f v, définissonsdf (u, v) comme le nombre minimal deRf -relations nécessaires pour
transformeru env. On dit alors quef estk-cohérentesurX si, pour tousu, v,w dansX , on a

df

(
w\fu(u\fv),w\fv(v\fu)

)
+ df

((
u(u\fv)

)
\fw,

(
v(v\fu)

)
\fw

)
� k.(6.2)

Par définition, siX est fini, et sif a la propriété du cube (faible) surX , alors elle est
k-cohérente pour un certaink. Un critère suffisant mais non nécessaire est :

PROPOSITION 6.4 [15]. –Si f est une fonction de redressement surΣ qui est1-cohérente
surΣ, alorsf a la propriété du cube surMo(Σ).
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Le critère de la proposition 6.4 est automatiquement vérifié dans le cas de deux générateurs,
mais il l’est rarement dans le cas général.

Nous allons maintenant établir un nouveau critère, qui s’applique dans tous les cas et ne
nécessite aucune vérification préalable.

PROPOSITION 6.5. –Soit f une fonction de redressement surΣ, et X une partie de
Mo(Σ) ∪ {⊥} qui inclut Σ et est close par\f . Alors f a la propriété du cube surMo(Σ) si,
et seulement si, elle a la propriété du cube surX .

Il est évident que la condition est nécessaire, et tout le travail consiste à montrer qu’elle est
suffisante. La démonstration est décomposée en plusieurs étapes. Jusqu’à la fin de la section,
nous supposons quef est une fonction de redressement fixé surΣ, queX est une partie
de Mo(Σ) ∪ {⊥} qui inclut Σ et est close par\f , et quef a la propriété du cube surX .
D’après la proposition 5.6, il suffit que nous montrions la compatibilité de l’opération\f et
de la relation≡+

f .

LEMME 6.6. –Pour u, v, v′ ∈ X , la relation v′ ≡++
f v entraîne v′\fu ≡++

f v\fu et

u\fv
′ ≡++

f u\fv.

Démonstration. –Supposons quev\fu existe. Par hypothèse, nous avonsv′\fv = v\fv
′ = ε.

Commef a la propriété du cube sur{v, v′, u}, nous déduisons

v′\fu= ε\f(v′\fu) = (v′\fv)\f (v′\fu) ≡++
f (v\fv

′)\f (v\fu) = ε\f(v\fu) = v\fu.

Ceci entraîne en particulier quev′\fu et doncu\fv
′ existent. Utilisant la propriété du cube

en{u, v, v′}, nous trouvons

(u\fv)\f (u\fv
′) ≡++

f (v\fu)\f (v\fv
′) = (v\fu)\fε= ε,

qui entraîne(u\fv)\f (u\fv
′) = ε. On obtient(u\fv

′)\f (u\fv) = ε symétriquement, d’où on
déduitu\fv

′ ≡++
f u\fv. ✷

LEMME 6.7. – (i)La relation ≡++
f est transitive surX .

(ii) Pour u, v, u′, v′ dans X , la conjonction deu′ ≡++
f u et v′ ≡++

f v entraîne

v′\fu
′ ≡++

f v\fu.

Démonstration. –(i) Supposonsu, v,w ∈ X et u ≡++
f v ≡++

f w. Par hypothèse, on a

u\fv = v\fu = ε. Appliquant le lemme 6.6 àv ≡++
f w, on obtient u\fw ≡++

f ε et

w\fu ≡++
f ε, doncu\fw =w\fu= ε, soitu ≡++

f w.
(ii) Supposons quev\fu existe. En appliquant le lemme 6.6, on obtient

v′\fu
′ ≡++

f v′\fu ≡++
f v\fu,

qui entraînev′\fu
′ ≡++

f v\fu par (i), puisquev′\fu
′, v′\fu et v\fu appartiennent àX , ce

dernier étant supposé clos par\f . ✷
Nous introduisons maintenant des raffinements de la relation≡++

f .

DÉFINITION 6.8. – Pouru, u′ dansMo(Σ) ∪ {⊥}, on dira queu ≡(0)
f,Y u

′ est vérifié si

on a u = u′ = ε, et, pourp � 1, queu ≡(p)
f,Y u

′ est vérifié s’il existe deux décompositions

u= u1 · · ·up, u′ = u′1 · · ·u′p telles qu’on aitu1, . . . ,u′p ∈X etu′j ≡++
f uj pour toutj.
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Fig. 10. Démonstration du lemme 6.9.

Ainsi, u′ ≡(1)
f,Y u est la conjonction deu′ ≡++

f u et deu,u′ ∈X .

LEMME 6.9. – (i)Toute relationu ≡(p)
f,Y u

′ entraîneu ≡++
f u′.

(ii) La conjonction des relationsu′ ≡(p)
f,Y u et v′ ≡(q)

f,Y v entraîneu′\fv
′ ≡(q)

f,Y u\fv et

v′\fu
′ ≡(p)

f,Y v\fu.

Démonstration. –(i) Le résultat est clair par récurrence surp (noter que, même pouru,u′ ∈X ,
il n’y a en général aucune raison pour que, réciproquement,u ≡++

f u′ entraîneu ≡(p)
f,Y u

′).
(ii) Observons d’abord que le résultat est vrai pourp= 0 et pourq = 0. En effet, pourp= 0,

on au′ = u= ε, doncu′\fv
′ = ε= u\fv, et, pourq = 0, on av′ = v = ε, doncv′\fu

′ = u′ et
v\fu= u.

Ensuite, nous utilisons une récurrence surp+ q. Supposonsu′ ≡(p)
f,Y u et v′ ≡(q)

f,Y v. D’après
ce qui précède, nous pouvons supposerp� 1 etq � 1. Alors, on peut écrireu= u1u2, u′ = u′1u

′
2

avecu′1 ≡++
f u1 et u′2 ≡(p−1)

f,Y u2, et, de même,v = v1v2, v′ = v′1v
′
2 avec v′1 ≡++

f v1 et

v′2 ≡(q−1)
f,Y v2. Posonsu0,j = uj etvi,0 = vi, puisui,j = vi−1,j\fui,j−1 etvi,j = ui,j−1\fvi−1,j

(Fig. 10). L’hypothèse queX est close par\f entraîne inductivement que tous les motsui,1,
u′i,1, vi, et v′i sont dansX ∪ {⊥}. Le lemme 6.7(ii) donneu′1,1 ≡++

f u1,1 et v′1,1 ≡++
f v1,1.

Ensuite, l’hypothèse de récurrence donneu′1,2 ≡(p−1)
f,Y u1,2 et v′1,2 ≡++

f v1,2. Elle donne de

mêmeu′2,1 ≡++
f u2,1 et v′2,1 ≡(q−1)

f,Y v2,1, et, finalement,u′2,2 ≡(p−1)
f,Y u2,2 et v′2,2 ≡(q−1)

f,Y v2,2.

Réunissant les relations, on déduitu′\fv
′ = u′2,1u

′
2,2 ≡(p)

f,Y u2,1u2,2 = u\fv, et v′\fu
′ =

v′1,2v
′
2,2 ≡(q)

f,Y v1,2v2,2 = v\fu. ✷
DÉFINITION 6.10. – Pourv, v′ dansMo(Σ) ∪ {⊥}, on dira quev ≡+++

f,Y v′ est vérifié s’il
existe deux décompositionsv = v0v1v2v3, v′ = v′0v

′
1v

′
2v

′
3 et deux entiersq, r vérifiant

(i) v′0 ≡(q)
f,Y v0, etv′3 ≡(r)

f,Y v3,

(ii) v1, v2, v′1, v
′
2 ∈X , etv′2 ≡++

f v1\fv
′
1, etv2 ≡++

f v′1\fv1.

LEMME 6.11. –La relationv ≡+++
f,Y v′ entraînev ≡++

f v′.

Démonstration. –Avec les notations de la définition, on a d’abordv′0 ≡++
f v0 et v′3 ≡++

f v3

par le lemme 6.9(i), soitv−1
0 v

′
0 �f ε et v−1

3 v
′
3 �f ε. De même, par hypothèse, on a

v2 ≡++
f v′1\fv1, soit v−1

2 (v′1\fv1) �f ε, et, symétriquement,v′2
−1(v′1\fv1) �f ε. On trouve

alors

v−1v′ = v−1
3 v

−1
2 v

−1
1 v

−1
0 v

′
0v

′
1v

′
2v

′
3

�f v
−1
3 v

−1
2 v

−1
1 v

′
1v

′
2v

′
3 �f v

−1
3 v

−1
2 (v1\fv

′
1)(v

′
1\fv1)−1v′2v

′
3 �f v

−1
3 v

′
3 �f ε,
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lorsque tous les motsvi, v′i sont dansMo(Σ), et on conclut quev ≡++
f v′ est vrai. D’un

autre côté, si au moins un des motsvi est⊥, le motv′i correspondant est également⊥, et on
av = v′ = ⊥, doncv ≡++

f v′. ✷
LEMME 6.12. –La conjonction deu′ ≡(p)

f,Y u et v′ ≡+++
f,Y v entraîneu′\fv

′ ≡+++
f,Y u\fv et

v′\fu
′ ≡(p)

f,Y v\fu.

Démonstration. –Nous raisonnons par récurrence surp. Supposonsu′ ≡(p)
f,Y u etv′ ≡+++

f,Y v.

Pourp= 0, la seule possibilité estu′ = u= ε, doncu′\fv
′ = v′ ≡+++

f,Y v = u\fu, et le résultat
est vrai. Supposonsp= 1. Fixons des décompositionsv = v0v1v2v3, v′ = v′0v′1v′2v′3 comme dans
la définition 6.10. On poseu0 = u etu′0 = u′, et on définit de proche en procheuj = vj−1\fuj−1

etwj = uj\fvj , et, de même,u′j = v′j−1\fu
′
j−1 etw′

j = u′j\fv
′
j .

Par hypothèse, nous avonsu′ ≡(1)
f,Y u etv′0 ≡(q)

f,Y v0, donc le lemme 6.9 donne

u′1 ≡(1)
f,Y u1,(6.3)

w′
0 ≡(q)

f,Y w0.(6.4)

Par hypothèse,v1 et v′1 sont dansX , donc il en est de même dev1\fv
′
1 et v′1\fv1. Toujours

par hypothèse, nous avonsv2 ≡++
f v1\fv

′
1 et v′2 ≡++

f v′1\fv1, donc, par le lemme 6.6, nous
obtenons

u3 = v2\fu2 ≡++
f (v1\fv

′
1)\fu2 = (v1\fv

′
1)\f(v1\fu1),(6.5)

w2 = u2\fv2 ≡++
f u2\f(v1\fv

′
1) = (v1\fu1)\f (v1\fv

′
1),(6.6)

et,mutatis mutandis,

u′3 ≡++
f = (v′1\fv1)\f (v′1\fu

′
1),(6.7)

w′
2 ≡++

f (v′1\fu
′
1)\f (v′1\fv1).(6.8)

Commef a la propriété du cube surX , le mot de droite dans (6.5) est≡++
f -équivalent à

(v′1\fv1)\f (v′1\fu1), et, comme tous les mots concernés sont dansX et que≡++
f est transitive

surX d’après le lemme 6.7(ii), nous déduisons

u3 ≡++
f (v′1\fv1)\f(v′1\fu1).(6.9)

Nous avons vu queu′1 ≡++
f u1 est vrai, etu1, u′1, v′1 etv′1\fv1 sont dansX , donc, en appliquant

le lemme 6.6 deux fois en partant de (6.7) et de (6.9), nous obtenonsu′3 ≡++
f u3, et même

u′3 ≡(1)
f,Y u3 puisqueu3 etu′3 sont dansX par construction.

En appliquant de même la propriété du cube et la transitivité de≡++
f surX , nous obtenons à

partir de (6.6) et (6.8) les relations
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w2 ≡++
f (u1\fv1)\f (u1\fv

′
1) =w1\f(u1\fv

′
1),(6.10)

w′
2 ≡++

f (u′1\fv
′
1)\f (u′1\fv1) =w′

1\f (u′1\fv1).(6.11)

Comme on au′1 ≡++
f u1, le lemme 6.6 donne d’abordu1\fv

′
1 ≡++

f u′1\fv
′
1 = w′

1, d’où, en

utilisant (6.10), le lemme 6.6 à nouveau, et la transitivité de≡++
f surX ,

w2 ≡++
f w1\fw

′
1,(6.12)

et, par un argument symétrique en partant de (6.11),

w′
2 ≡++

f w′
1\fw1.(6.13)

Maintenant, nous avons vu queu′3 ≡(1)
f,Y u3 est vérifiée, et, par hypothèse, nous avonsv′3 ≡(r)

f,Y v3.
En appliquant le lemme 6.9, nous déduisons

u′4 ≡(1)
f,Y u4,(6.14)

w′
3 ≡(r)

f,Y w3.(6.15)

Par construction, on au\fv = w0w1w2w3 et v\fu = u4, et, de même,u′\fv
′ = w′

0w
′
1w

′
2w

′
3 et

v′\fu
′ = u′4. Alors, la conjonction de (6.3), (6.12), (6.13) et (6.15) donneu′\fv

′ ≡+++
f,Y u\fv,

et (6.14) donnev′\fu
′ ≡(1)

f,Y v\fu, ce qui est le résultat escompté.

Supposons finalementp� 2. On écritu= u1u2, u′ = u′1u
′
2 avecu′1 ≡(1)

f,Y u1 etu′2 ≡(p−1)
f,Y u2.

En appliquant l’hypothèse de récurrence àu1, u′1, v etv′, nous obtenons

u′1\fv
′ ≡+++

f,Y u1\fv(6.16)

v′\fu
′
1 ≡(1)

f,Y v\fu1.(6.17)

Ensuite, en utilisant (6.16) et en appliquant l’hypothèse de récurrence àu2, u′2, u1\fv etu′1\fv
′,

nous obtenons

u′2\f (u′1\fv
′) ≡+++

f,Y u2\f (u1\fv)(6.18)

(u′1\fv
′)\fu

′
2 ≡(p)

f,Y (u1\fv)\fu2.(6.19)

La relation (6.18) estu′\fv
′ ≡+++

f,Y u\fv, tandis que la concaténation de (6.17) et (6.19) donne

v′\fu
′ ≡(p)

f,Y v\fu. La démonstration est donc complète.✷
Nous pouvons maintenant compléter la démonstration de la proposition 6.5.

Démonstration. –Soit f une fonction de redressement surΣ, X une partie deMo(Σ) ∪ {⊥}
close par\f , et telle quef ait la propriété du cube surX . D’après la proposition 5.6, il suffit
que nous montrions que la conjonction deu′ ≡+

f u et v′ ≡+
f v entraîneu′\fv

′ ≡+
f u\fv et

v′\fu
′ ≡+

f v\fu. Comme≡+
f est une relation transitive, il suffit de prouver l’implication dans

le cas où on a utilisé exactement une relation deRf pour transformeruv en u′v′. Supposons
donc, sans perte de généralité puisque la conclusion cherchée est symétrique,u′ = u et quev′

soit obtenu à partir dev en utilisant une relation de la présentation, c’est-à-dire en remplaçant
un facteuraf(a, b) par le facteurbf(b, a) correspondant. On a donc des décompositions
v = v0af(a, b)v3 et v′ = v0bf(b, a)v3. Soientp, q, r les longueurs des motsu, v0 et v3. Par
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hypothèse,Σ est inclus dansX , doncu′ = u entraîneu′ ≡(p)
f,Y u, et, de même, on av0 ≡(q)

f,Y v0

et v3 ≡(r)
f,Y v3, et, par conséquent, on av′ ≡+++

f,Y v par définition. Par le lemme 6.12, on

déduitu\fv
′ ≡+++

f,Y u\fv
′ et v′\fu ≡(p)

f,Y v\fu, et, de là, en particulier,u\fv
′ ≡+

f u\fv
′ et

v′\fu ≡+
f v\fu, ce qui est exactement ce que nous voulions démontrer.✷

Remarque. – Au lieu d’utiliser la relation≡++
f , et ses raffinements≡(p)

f,Y et ≡+++
f,Y , nous

pourrions espérer n’utiliser partout que la relation≡+
f , ce qui simplifierait la démonstration,

notamment parce que≡+
f est partout transitive. Il est douteux qu’une telle approche naïve puisse

aboutir, car la contrepartie du lemme 6.6 n’a aucune raison d’être vraie :a priori, l’hypothèse
u′ ≡+

f u n’implique aucune conséquence directe pour les motsu\fu
′ etu′\fu.

Question6.13. – Soitf une fonction de redressement surΣ, etX une partie deMo(Σ)∪{⊥}
close par\f . Que peut-on déduire de l’hypothèse quef a la propriété du cube faible surX – en
particulier dans le casX = Mo(Σ) ?

Cette question, qui est ouverte, est de peu d’intérêt algorithmique car la seule méthode
systématique connue pour établir la propriété du cube faible (5.3) est d’établir la propriété du
cube forte (5.2).

En rapprochant les propositions 5.4, 5.12, et 6.5, nous obtenons une version explicite du
théorèmeB′ de l’introduction :

PROPOSITION 6.14. –Pourf fonction de redressement surΣ, notons(∗∗) la conjonction des
conditions suivantes:

(i) la clôtureΣ̃ deΣ pour\f existe et elle est finie;
(ii) la fonctionf a la propriété du cube sur̃Σ ;
(iii) notantΣ̃∨ la clôture deΣ̃ par ∨f – qui nécessairement existe et est finie si(i) et (ii) sont

vérifiées – il existe un motΩ dansΣ̃∨ tel que, pour toutu dansΣ̃∨, on aitΩ\fu= ε et il existev
dansΣ̃∨ vérifiantv\fΩ ≡++

f u.
SiM est un monoïde de Garside, et sif est un sélecteur de ppcm sur une partie génératriceΣ

deM , alors f est une fonction de redressement surΣ, elle satisfait aux conditions(∗∗) et
M admet la présentation〈Σ;Rf 〉+. Inversement, sif est une fonction de redressement surΣ
satisfaisant aux conditions(∗∗), alors le monoïde〈Σ;Rf 〉+ est un monoïde de Garside, etf est
un sélecteur de ppcm surΣ.

Les conditions mises en jeu dans la proposition précédente sont de typeΣ0
1 : si le monoïde

〈Σ;Rf 〉+ est un monoïde de Garside, alors les conditions (i), (ii) et (iii) sont vérifiées, donc,
partant de l’ensemble finiΣ, on déterminera en un nombre fini d’étapes la clôture deΣ pour\f ,
puis on établira la propriété du cube pourf sur cette clôture, et, enfin, la condition (iii), toujours
par un nombre fini de redressements qui, par hypothèse, convergent tous en un nombre fini
d’étapes.

Exemple6.15. – Considérons la présentation〈a, b;aba = b2〉+, associée au complémentf
défini parf(a, b) = ba et f(b, a) = b. La clôture de{a, b} par\f est l’ensemble{a, b, ba, bab, ε,
ab}. Quef ait la propriété du cube sur cet ensemble se vérifie directement – en fait, on peut
aussi appliquer ici le critère de la proposition 6.4 car l’alphabet est réduit à deux lettres. Enfin, la
clôture de{a, b, ba, bab, ε, ab}par∨f est l’ensemble{a, b, ba, bab, ε, ab, aba, bb, abab, baba}, et il
est immédiat de vérifier que les choixΩ = abab etΩ = baba conviennent pour la condition (iii).
(Noter que le groupe〈a, b;aba= b2〉 est le groupe de tressesB3 rapporté aux générateursa= σ1

et b= σ2σ1.)
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Il est alors facile de déduire le théorème B de l’introduction. Partant d’une présentation sup-
posée finie d’un groupeG (resp.d’un monoïdeM ), nous pouvons énumérer systématiquement
toutes les présentations deG (resp.deM ) en appliquant les transformations de Tietze, et, pour
chacune d’elles, tester si elle est complémentée, c’est-à-dire associée à une fonction de redresse-
ment, et si cette dernière satisfait aux conditions de la proposition 6.14. AlorsG est un groupe
de Garside (resp.M est un monoïde de Garside) si et seulement si la réponse est positive pour
au moins une des présentations, ce qui se trouvera établi en un nombre fini d’étapes pour au-
tant que les tests des diverses présentations soient menés en parallèle, c’est-à-dire sans attendre
l’hypothétique fin d’un test pour passer au suivant.

Remarque. – Un groupe de Garside peut s’exprimer comme groupe de fractions de plusieurs
monoïdes : par définition, au moins un de ceux-ci est un monoïde de Garside, mais ce n’est pas
nécessairement le cas des autres. Par exemple, le groupe de tressesB3 est à la fois le groupe
de fractions des monoïdes〈a, b;aba = bab〉+ et 〈a, b;aba = b2〉+, qui sont de Garside, et du
monoïde〈a, b;aba= baab〉+, qui n’est pas atomique. De la même façon, un monoïde de Garside
peut admettre plusieurs présentations associées à des compléments différents, et les conditions
de la proposition 6.14 ne valent que pour ceux de ces compléments qui sont des sélecteurs
de ppcm : ainsi, le monoïde de Garside〈a, b, c;ab = bc = ca〉+ admet aussi la présentation
〈a, b, c;ab= bc= ca, aba= caa〉+, pour laquelle le redressement n’est pas toujours convergent.
Il serait donc incorrect d’énoncer la proposition 6.14 sous la forme « Le monoïde〈Σ;Rf 〉+ est
un monoïde de Garside si et seulement sif satisfait aux conditions(∗∗)».
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