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LES NOMBRES DE TAMAGAWA LOCAUX ET
LA CONJECTURE DE BLOCH ET KATO POUR
LES MOTIFSQ(m) SUR UN CORPS ABÉLIEN

PAR DENIS BENOIS1 ET THONG NGUYEN QUANG DO

RÉSUMÉ. – Dans cet article nous calculons les nombres de Tamagawa locaux pour les motifsQ(m) sur
un corps abélien. Nos résultats entraînent la compatibilité de la conjecture de Bloch et Kato (usuelle et
équivariante) avec l’équation fonctionnelle. Comme le casm < 0 de la conjecture usuelle est équivalent
à la version cohomologique de la conjecture de Lichtenbaum, on en déduit la validité de la conjecture de
Bloch et Kato pour les corps abéliens.

 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. – In this paper we compute the local Tamagawa numbers for the motivesQ(m) over an
abelian number field. Our results imply the compatibility of Bloch–Kato’s conjecture (usual as well as
equivariant) with the functional equation. Il follows that the usual conjecture holds for all abelian fields,
since the casem < 0 is known to be equivalent to the cohomological version of the Lichtenbaum conjecture.

 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

0. Introduction

0.1. La conjecture de Bloch et Kato sur les nombres de Tamagawa des motifs peut être
considérée comme une vaste généralisation de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer sur la
valeur spéciale ens = 1 de la fonctionL d’une courbe elliptique (qui elle-même est un analogue
de la formule de Dirichlet donnant le résidu ens = 1 de la fonction zêta de Dedekind). En
utilisant le formalisme des structures motiviques, on peut dire en gros que les conjectures de
Deligne et Beilinson (voir e.g. [43]) déterminent la valeur spécialeL∗(M,0) de la fonctionL
d’un motif M à coefficients dansQ à un rationnel non nul près et que la conjecture de Bloch et
KatoCBK(M) détermine ce rationnel au signe près (voir [7,17,18]).

Énonçons cette conjecture dans le cas du motifQ(m) sur un corps de nombresF . On peut
associer à ce motif les objet suivants :

(i) un nombre réelTam0
∞(Z(m)), défini via l’application “régulateur” de Beilinson ;

(ii) pour toute place finiev deF , un nombre rationnelTam0
v(Z(m)), défini via la théorie des

périodesp-adiques. Un résultat général de Bloch et Kato [7] affirme queTam0
v(Z(m)) = 1 pour

presque toute placev. On peut donc définir un nombre de Tamagawa global en posant

Tam0
F

(
Z(m)

)
=
∏
v

Tam0
v

(
Z(m)

)
,
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oùv parcourt toutes les places finies deF et∞ ;
(iii) un certain groupe de Safarevič–TateIIIF (Z(m)).
Soit ζF (s) la fonction zêta de Dedekind deF . On noter(m) l’ordre du zéro deζF (s) en

s = m et l’on appellevaleur spécialedeζF (s) ens = m la limite

ζ∗F (m) = lim
s→m

(s−m)−r(m)ζF (s).

Bien entendu, sim > 1 on aζ∗F (m) = ζF (m), et la notation n’intervient que pourm � 1. La
conjecture de Bloch et Kato [7] pour le motifQ(m) surF relie ζ∗F (m), l’ordre deIIIF (Z(m))
et les nombres de Tamagawa. Sim = 0,1 elle est équivalente à la formule de Dirichlet (voir [17],
section 8.3). Pourm �= 0,1 on peut l’énoncer sous la forme suivante.

CONJECTURECBK(Q(m)). – SoitF un corps de nombres. Alors, pour tout entierm �= 0,1
on a

ζ∗F (m) =± #IIIF (Z(m))
w1−m(F )wm(F )

Tam0
F

(
Z(m)

)
oùwm(F ) = #H0(F,Q/Z(m)).

Dans le casF = Q cette conjecture a été démontrée (à une puissance de2 près) dans l’article
original de Bloch et Kato [7]. Remarquons que Bloch et Kato ne considèrent que des motifs purs
du poids� −1 ce qui signifie dans notre cas quem � 1. Le cas général a été introduit dans
[17,18]. Dans [18] Fontaine et Perrin-Riou énoncent aussi une conjecture sur les nombres de
Tamagawa locaux qui entraîne la compatibilité de la conjecture de Bloch et Kato avec l’équation
fonctionnelle.

Pourm � 2, il est facile de voir ([18], II.5.3) queCBK(Q(1 − m)) est équivalente (à une
puissance de2 près) à la version cohomologique de la conjecture de Lichtenbaum

ζ∗F (1−m) 2=±
#Kcoh

2m−2(OF )
wm(F )

Rm(F ),

où Kcoh
2m−2(OF ) est la partie “cohomologique” deK2m−2(OF ), Rm(F ) est le régulateur de

Beilinson et
2= signifie l’égalité à une puissance de2 près. Pour les corps abéliens cette formule

a été démontrée dans [28], mais avec des facteurs eulériens erronés qui ont été rectifiés dans [27]
(voir aussi l’appendice).

On se propose dans cet article de calculer les nombres de Tamagawa locaux (usuels et
équivariants) pour les motifsQ(m) sur les corps locaux abéliens en utilisant la suite exacte
de Perrin-Riou [35] et la structure galoisienne additive de l’anneau des entiers de ces corps.
On en déduit la compatibilité à l’équation fonctionnelle (et donc la validité) de la conjecture de
Bloch–Kato pour les corps de nombres abéliens.

0.2.Donnons le plan de l’article. Le §1 rappelle la définition des nombres de Tamagawa des
représentationsl-adiques. Il contient aussi un certain nombre des calculs “bien connus” pour
lesquels il est difficile de trouver des références commodes. Le résultat principal est démontré
dans le §2 où l’on calcule les nombres de TamagawaTam0

v(Z(m)) pour un corps abélien,
généralisant ainsi le théorème 4.2 de [7] (voir aussi [36]). Dans le reste de l’article, pour la
commodité du lecteur, on montre comment en déduire la conjectureCBK(Q(m)) pour les
corps abéliens. Le §3 rappelle le formalisme motivique utilisé dans l’énoncé de la conjecture
de Bloch et Kato. Dans le §4 on calcule l’ordre du groupe de Safarevič IIIF (Z(m)) en termes
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deKcoh
2m−2(OF ) en reliant la conjectureCBK(Q(m)) pour un entierm négatif à la conjecture

de Lichtenbaum et dans le §4 on montre la compatibilité deCBK(Q(m)) avec l’équation
fonctionnelle suivant [18]. Ces calculs sont bien connus pour des spécialistes et se trouvent
implicitement dans [17,18].

Par rapport à une première version de ce texte, il y a deux changements importants :
(i) Suivant une suggestion du rapporteur, dans la démonstration du théorème 2.1 nous utilisons,

au lieu de la loi de réciprocité explicite, une généralisation de la suite exacte de Coleman
établie par Perrin-Riou [35]. Ceci permet de calculer du même coup les nombres de Tamagawa
équivariants (voir proposition 2.4.4), ce qui semble utile pour la version équivariante de la
conjectureCBK(Q(m)) (voir [8,9]).

(ii) Nous profitons de cette opportunité pour corriger quelques erreurs dans l’article [28]. En
particulier, la version cohomologique de la conjecture de Lichtenbaum, démontrée dans [28],
théorème 6.4, comportait un facteur eulérien erronéEm(F ). L’erreur consistait à confondre le
groupe des “unités cyclotomiques tordues” avec le sous-module galoisien engendré par l’élément
de Deligne-Soulé (voir [28], p. 715). Le facteurEm(F ) est compensé par l’indice relatif de ces
deux réseaux, dont le calcul a été fait dans [27]. Dans l’appendice on refait ce calcul d’indice par
une méthode différente et l’on corrige d’autres points de [28] qui sont inexacts.2

0.3. Après avoir soumis à publication une première version de cet article, nous avons pris
connaissance des prépublications [22] et [9].

Huber et Kings montrent la conjecture de Bloch et Kato pour tous les motifs de Dirichlet, ce
qui donne en particulier la conjectureCBK(Q(m)) sur un corps abélien. Leur démonstration
pour les entiers négatifs est complètement différente de celle de [28] et utilise essentiellement
les systèmes d’Euler. Pour montrer la compatibilité avec l’équation fonctionnelle ils calculent
les nombres de Tamagawa locaux des motifs de Dirichlet suivant la méthode de [7]. Ce calcul
résulte de la proposition 2.4.4 ci-dessous (voir aussi la remarque 2.4.5).

Dans [9] Burns et Greither montrent la version équivariante deCBK(Q(m)) dans le cas
m � 0. Leur résultat entraîne aussi la conjecture de Lichtenbaum cohomologique pour les corps
abéliens grâce à la fonctorialité par rapport aux sous-extensions. Notons que la proposition 2.4.4
doit donner la compatibilité de la conjecture équivariante avec l’équation fonctionnelle.3

0.4. Notations. Dans tout cet articleF est une extension finie deQ. On noteOF l’anneau des
entiers deF . On fixe une clôture algébriqueF deF . Pour toute placev deF (finie ou infinie),
on noteFv le complété deF par rapport àv. On poseGF = Gal(F/F ) etGFv = Gal(F v/Fv).
On noter1 (resp.2r2) le nombre des places réelles (resp. imaginaires) deF .

Si M est unZp-module topologique, muni d’une action continue d’un groupeG, on désigne
parHi(G,M) les groupes de cohomologie continue à coefficients dansM (voir [44]).

Si P est un module projectif de rangn sur un anneau commutatifA, on posedetA P =
n
∧ P .

On dit qu’unA-moduleM estparfaits’il admet une résolution finie par desA-modules projectifs
de type fini :

0→ Pm→ · · ·→ P0→M → 0.

Dans ce cas on définit le déterminant deM par la formule :

detAM =
⊗

0�i�m
(detAPi)(−1)

i

2 Dans la dernière version de leur prépublication [22] (Mars 2002), Huber et Kings continuent à émettre des réserves
sur les corrections apportées à [28]. Nous ne comprenons pas ces réserves, et nous invitons le lecteur à juger sur pièces.

3 D. Burns nous a indiqué qu’on a besoin d’un résultat un peu plus général. Voir [5].
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(voir [25], section 2.1).
Si deux sous-groupesH1 et H2 d’un groupeG sont commensurables (i.e. siH1 ∩ H2 est

d’indice fini dansH1 etH2) on note(H1 : H2) l’indice généralisé

(H1 : H1 ∩H2)
(H2 : H1 ∩H2)

.

1. Rappels sur les nombres de Tamagawa des représentationsl-adiques

Soitp un nombre premier. On fixe une extension finieK deQp. SoitOK l’anneau des entiers
deK. On noteUK le groupe des unités deOK et U1

K le groupe des unités principales. Soient
K0 le sous-corps non-ramifié maximal deK et σ le Frobenius absolu, opérant surK0. On note
k le corps résiduel deK et l’on poseq = Card(k).

1.1. Nombres de Tamagawa des représentationsl-adiques (l �= p)

(Voir [18].) Soit l �= p un nombre premier et soitV une représentationl-adique deGK . Soit
IK le sous-groupe d’inertie deGK . On pose

D(V ) = V IK

et

H1
f (K,V ) = ker

(
H1(K,V )→H1(IK , V )

)
.

DoncH1
f (K,V ) est isomorphe àH1(k,V IK ) et l’on a une suite exacte

0→H0(K,V )→ D(V )
1−ϕ−−→D(V )→H1

f (K,V )→ 0,

ce qui nous fournit un isomorphisme canonique

iV :Lf(V ) = detQlH
0(K,V )⊗

(
detQlH

1
f (K,V )

)−1 ∼→ Ql.

Si T est unZl-réseau stable sous l’action deGK , on noteTam0
K(T ) l’unique puissance del telle

que

iV
(
Lf(T )

)
= ZlTam0

K(T ).

1.2. Nombres de Tamagawa des représentationsp-adiques (l = p)

(Voir [7], §2, [17,18].) SoitBdR,p le corps des périodesp-adiques construit par Fontaine
et soitBcris,p l’anneau des périodes cristallines [15,16]. AlorsBdR,p est muni d’une filtration
exhaustive et séparée décroissanteBidR,p et d’une action continue deGK . L’anneauBcris,p est
uneK0-algèbre munie d’une actionσ-semi-linéaire du Frobeniusϕ et d’une action continue
deGK . On a une injection naturelle

Bcris,p ⊗K0 K → BdR,p.

Les anneauxBdR,p etBcris,p sont reliés par la suite exacte fondamentale

0→ Qp→ Bcris,p
f→Bcris,p ⊕

(
BdR,p/B

0
dR,p

)
→ 0,
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oùf(x) = ((1− ϕ)x,x (mod B0
dR,p)) (voir [7] §2, [16]).

SoitV une représentationp-adique deGK et soit

Dcris(V ) = (Bcris,p ⊗Qp V )GK

et

DdR(V ) = (BdR,p ⊗Qp V )GK

le module cristallin et le module filtré associés àV par la théorie de Fontaine. AlorsDcris(V )
est unK0-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action semi-linéaire du Frobeniusϕ et
DdR(V ) est unK-espace vectoriel de dimension finie muni de la filtration

DidR(V ) =
(
BidR,p ⊗Qp V

)GK
.

On appelleespace tangentdeV le quotienttV (K) = DdR(V )/D0
dR(V ). Soit

H1
f (K,V ) = ker

(
H1(K,V )→H1(K,Bcris,p ⊗Qp V )

)
.

Alors le produit tensoriel de la suite exacte fondamentale parV donne par cohomologie une suite
exacte

0→H0(K,V )→ Dcris(V )
f→Dcris(V )⊕ tV (K) δV→H1

f (K,V )→ 0.(1)

L’applicationδV induit un homomorphisme

expK,V : tV (K)→ H1
f (K,V )

qu’on appelleapplication exponentiellede Bloch et Kato. On pose

Lf(V ) = detQpH
0(K,V )⊗

(
detQpH

1
f (K,V )

)−1
.

Alors la suite exacte (1) nous fournit un isomorphisme canonique

iV :Lf(V ) ∼→
(
detQptV (K)

)−1
.

SoitT unZp-réseau deV stable sous l’action deGK et soitω une base dedetQptV (K). On note
H1
f (K,T ) l’image inverse deH1

f (K,V ) dansH1(K,T ) et l’on pose

Lf (T ) = detZpH
0(K,T )⊗

(
detZpH

1
f (K,T )

)−1
.

On appellenombre de Tamagawaet on noteTam0
K,ω(T ) l’unique puissance dep telle que

iV
(
Lf(T )

)
= Zp ·Tam0

ω(T )ω−1,

oùω−1 est la base duale deω.

1.3. Le casV = Qp(m)

On considère maintenant le casV = Qp(m). Le moduleDcris(Qp(m)) est unK0-espace
vectoriel de dimension1. Soit ε = (ζpn)n�0 un système de racines primitives de l’unité tel que

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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ζppn = ζpn−1 , soit [ε] ∈ BdR,p son représentant de Teichmüller et soitt = log[ε] (voir [15]). Alors
l’élément

em = t−m ⊗ ε⊗m ∈ DdR

(
Qp(m)

)
ne dépend pas du choix deε et donne une base canonique deDcris(Qp(m)). Le Frobenius
ϕ opère surem par ϕ(em) = p−mem. Le moduleDdR(Qp(m)) est unK-espace vectoriel de
dimension 1, engendré parem et muni de la filtration

DidR
(
Qp(m)

)
=
{

DdR(Qp(m))�K si i � −m,
0 sinon.

On écrit la suite exacte (1) pourQp(m) :

0→ H0
(
K,Qp(m)

)
→Dcris

(
Qp(m)

) f→ Dcris

(
Qp(m)

)
⊕ tQp(m)(K)

δm→ H1
f

(
K,Qp(m)

)
→ 0.

Si m �= 0, alors l’application

1− ϕ :Dcris

(
Qp(m)

)
→Dcris

(
Qp(m)

)
est une bijection et l’application exponentielle donne un isomorphisme

expK,m : tQp(m)(K) ∼→H1
f

(
K,Qp(m)

)
.(2)

On a une famille de suites exactes courtes

0→ µpn → K
∗ pn→K

∗→ 0.

En prenant les applications “cobord” et en passant à la limite projective on obtient une
applicationρ :K∗ → H1(K,Zp(1)). La série exponentielleE(x) =

∑∞
n=0 xn/n! donne un

isomorphisme local entreOK etUK qui induit un isomorphismeK � UK ⊗Qp. En composant
cet isomorphisme avecρ on obtient une application

K
∼→ UK ⊗Qp→H1

(
K,Qp(1)

)
.(3)

On sait qu’elle coïncide avecexpK,1 (voir [7], section 3.10). En particulier, le groupe
H1
f (K,Qp(1)) coïncide avec l’image de l’applicationρ⊗Qp :UK ⊗Qp→H1(K,Qp(1)).
Le lemme suivant est bien connu (voir par exemple [7], §3).

LEMME 1.3.1. – (i)Soitm �= 1. Alors

H1
f

(
K,Qp(m)

)
=


H1(K,Qp(m)) si m � 2,

H1(k,Qp) si m = 0,

0 si m � −1.

(ii) Soitl �= p. Alors

H1
f

(
K,Ql(m)

)
=
{

H1(k,Ql) si m = 0,

0 sinon.
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Démonstration. –(i) Si m �= 0 l’application exponentielle est un isomorphisme entre
tQp(m)(K) et H1(K,Qp(m)). En particulier, on aH1

f (K,Qp(m)) = 0 pour m < 0 et
dimQp H1

f (K,Qp(m)) = [K : Qp] pourm � 1.
Soitm � 2. La caractéristique d’Euler–Poincaré

χ
K

(
Qp(m)

)
=

2∑
i=0

dimQp Hi
(
K,Qp(m)

)
est égale à−[K : Qp]. CommeH2(K,Qp(m)) est dual deH0(K,Qp(1−m)), on obtient

dimQp H1
(
K,Qp(m)

)
= [K : Qp]

et doncH1
f (K,Qp(m)) etH1(K,Qp(m)) coïncident.

Si m = 0, on a tQp(0)(K) = 0, Dcris(Qp(0)) = K0 et l’applicationδ0 :K0 → H1
f (K,Qp)

envoie α ∈ K0 sur le caractèreψα(g) = cg − c, où (1 − ϕ) c = α. On en déduit que
H1
f (K,Qp) = H1(k,Qp).
La partie (ii) du lemme est claire.✷
Soit w

(p)
m (K) = #H0(K,Qp/Zp(m)). On noteTam0

K(Zp(m)) le nombre de Tamagawa
calculé par rapport à un élément dedetQp DdR(Qp(m)) qui engendre le réseaudetZp OKem
et l’on pose

Tam0
K

(
Z(m)

)
=
∏

l premier

Tam0
K

(
Zl(m)

)
.

LEMME 1.3.2. –On a

Tam0
K

(
Z(m)

)
=


qm
(
H1(K,Zp(m)) : expK,m(OK)

)
si m � 2,

1 si m = 0,1,

w
(p)
m (K) si m � −1.

Démonstration. –Soit l �= p, alors la représentationQl(m) est non-ramifiée, d’où
Tam0

K(Zl(m)) = 1 (voir [18], chapitre I, proposition 4.2.2). (Notons qu’on peut montrer fa-
cilement cette formule en calculant l’ordre deH1(K,Zl(m)).)

Si m � −1, alorsH1
f (K,Qp(m)) = 0 etH1

f (K,Zp(m)) = H1(K,Zp(m))tor. La suite exacte
courte

0→ Zp(m)→ Qp(m)→ Qp/Zp(m)→ 0

donne un isomorphisme

H1
(
K,Zp(m)

)
tor

�H0
(
K,Qp/Zp(m)

)
,

d’où Tam0
K(Z(m)) = w

(p)
m (K).

Si m = 0, on a une suite exacte

0→H0(K,Zp)→OK0

1−ϕ−−→OK0 →H1
f (K,Zp)→ 0,

doncTam0
K(Zp(0)) = 1.
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Si m � 1, le groupeH0(K,Zp(m)) est nul, l’application1− ϕ envoieem sur(1− p−m)em,
d’où l’on obtient

Tam0
K

(
Zp(m)

)
= qm

(
H1
f (K,Zp(m)) : expK,m(OK)

)
.

Enfin, pour calculer le nombre de Tamagawa dans le casm = 1, on utilise l’isomorphisme (3).
On a

q
(
H1
f (K,Zp(1)) : expK,1(OK)

)
= q1−e(K/Qp)

(
U1
K :E(pOK)

)
= 1. ✷

Dans le §2 nous allons poursuivre plus avant le calcul des nombres de Tamagawa pourm � 2
dans le cas abélien.

2. Calcul des nombres de Tamagawa non-archimédiens

Dans tout ce paragraphe,p est un nombre premier impair fixé. SoitK une extension finie
de Qp de degréN . On noteOK l’anneau des entiers deK , k son corps résiduel, et l’on pose
q = Card(k). Soit dK le discriminant deK/Qp et soit| |p la valeur absolue surK normalisée
par|p|p = 1. Pour simplifier les notations, on pose

w
(p)
1−m(K) = #H0

(
K,Qp/Zp(1−m)

)
.

THÉORÈME 2.1. –SiK est abélien surQp, alors pour toutm � 2, on a

Tam0
K

(
Z(m)

)
= w

(p)
1−m(K)

∣∣(m− 1)!
∣∣N
p
|dK |m−1p .

La démonstration du théorème est donnée dans la section 2.3. On fixe une extension non-
ramifiéeL0/Qp telle queK soit contenu dansL∞ = L0(ζp∞) et l’on poseL = L0K . Alors la
suite exacte de Perrin-Riou ramène le calcul deTam0

K(Z(m)) au calcul de l’indice(LL,m : OL)
d’un certainZp-réseauLK,m deL. On calcule cet indice dans la proposition 2.2.4 en utilisant
la structure galoisienne additive deOL (voir [30,31]). Les sections 2.2.1–2.2.3 rassemblent des
résultats préliminaires dont nous aurons à faire usage.

Remarques. – (i) Pour les corps cyclotomiques le théorème 2.1 a été énoncé dans [36] (voir
aussi [35], no. 3.4).

(ii) Notre démonstration originelle suivait la méthode de [7] pour déduire le théorème 2.1 de
la loi de réciprocité explicite [25,35] (elle est reprise par exemple dans l’appendice de [22]). La
démonstration simplifiée que nous donnons ici utilise la suite exacte de Perrin-Riou au lieu de la
loi de réciprocité, suivant une suggestion du rapporteur.

2.2. Préliminaires

2.2.1.Soit L0 une extension finie non-ramifiée deQp. On fixe un systèmeε = (ζpn)n�1
des racines primitivespn-ièmes de l’unité vérifiantζppn = ζpn−1 . Soient Ln = L0(ζpn) et
L∞ =

⋃
nLn. On poseGn = Gal(Ln/L0) et G∞ = Gal(L∞/L0) et l’on noteχ : G∞→ Z∗p

le caractère cyclotomique. Soitσ l’automorphisme de Frobenius deL0/Qp. On munit l’anneau
des séries formellesOL0 [[X ]] d’une action du Frobeniusϕ et d’une action continue du groupe
G∞ en posant

ϕ
(∑

aiX
i
)

=
∑

aσi ϕ(X)i, ϕ(X) = (1 + X)p − 1,

γ(X) = (1 + X)χ(γ) − 1, γ ∈ G∞.
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Soit

RL0 =
{

f ∈OL0 [[X ]]
∣∣∣ ∑
ζp=1

f
(
ζ(1 + X)− 1

)
= 0
}

.

On sait queR est unOL0 [[G∞]]-module libre engendré par l’élément1 + X (voir par exemple
[35]). SoitD = (1 + X)d/dX et soit∆m :R → Zp l’homomorphisme défini par

∆m
(
f(X)

)
= TrL0/Qp Dmf(0).

Pour toutn � 1 on définit une applicationΞm,n :RL0 → Ln en posant

Ξm,n(f) = pn(m−1)

(
n−1∑
k=0

fσ
k−n

(ζpn−k − 1)
pmk

− (1− pmσ−1)−1fσ
−1

(0)
pm(n−1)

)
.

Cette définition est justifiée par le lemme suivant.

LEMME 2.2.2. –Soit H le sous-espace deQp[[X ]] formé des éléments qui convergent sur
la boule unité. Alors l’équation(1 − φ/pm)F = f a une solution dansH si et seulement si
∆m(f) = 0. Dans ce cas on a

Ξm,n(f) = pn(m−1)F σ
−n

(ζpn − 1).

Démonstration. –La première assertion du lemme est démontrée dans la proposition 2.2.1 de
[35]. Ensuite, si(1− ϕ/pm)F = f on a

F (ζpn−k − 1)− 1
pm

F σ(ζpn−k−1 − 1) = f(ζpn−k − 1),

d’où

F (ζpn − 1) =
n−1∑
k=0

fσ
k

(ζpn−k − 1)
pmk

+
F σ

n

(0)
pmn

.

Il est facile de voir queF (0) =−pm(1− pmσ−1)−1fσ
−1

(0), d’où le lemme. ✷
2.2.3.Soit K une extension finie abélienne deQp. On noteK0 le sous corps maximal non-

ramifié deK . Par la théorie du corps de classes,K est contenu dans l’extension cyclotomique
maximale deQp. Donc il existe une extension non-ramifiée finieL0/K0 telle queK soit contenu
dansL∞. Soit n le plus petit entier tel queK ⊂ Ln. On poseL = L0K et G = Gal(L/L0).
L’extensionLn/L est modérément ramifiée et l’on noter son degré. L’extensionL/K est non-
ramifiée etGal(L/K) est isomorphe àGal(L0/K0). On pose

LK,m = TrLn/K
(
Ξm,n(RL0)

)
,

LL,m = TrLn/L
(
Ξm,n(RL0)

)
,

L′L,m = TrLn/L
(
Ξm,n(RK0)

)
.

On note queLL,m = L′L,m ⊗OK0
OL0 . Comme l’extensionL0/K0 est non-ramifiée, l’anneau

OL0 est unOK0 [Gal(L0/K0)]-module libre de rang1. Alors, pour toutOK0 [Gal(L/K)]-
moduleM , on a des isomorphismes

TrL/K(M ⊗OK0
OL0)� (M ⊗OK0

OL0)
Gal(L/K) �M.
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CommeLL,m = L′L,m ⊗OK0
OL0 , il en résulte queLK,m = LGal(L/K)L,m et que

(LL,m : OL) = (LK,m : OK)[L:K].

PROPOSITION 2.2.4. –On a

(LK,m : OK) = q−m |dK |m−1p .

Démonstration. –Soit

xn = ζpn + ζpn−1 + · · ·+ ζp

et soitxL = TrLn/L(xn). On noteAG l’ordre maximal deQp[G] et on pose

AG,L0 = OL0 ⊗Zp AG.

Alors OL est unAG,L0 -module libre engendré parxL (voir [30,31]). D’autre part, commeRL0

est engendré par1 + X , le réseauLL,m est engendré surOL0 [G] par l’élément

yL,m = TrLn/L(yn,m)

où

yn,m = pn(m−1)

(
n−1∑
k=0

ζpn−k

pmk
− (1− pm)−1

pm(n−1)

)
.

Donc

(OL :LL,m) =
(
AG : Zp[G]

)[L0:Qp](
Zp[G]xL : Zp[G]yL,m

)[L0:Qp]
.

L’indice (AG : Zp[G]) est calculé dans [30], p. 134 pour un groupe abélien quelconque. Si
#G = pab, avec(p, b) = 1 et siQ(k) est le nombre de solutions de l’équationXk = 1 dansG,
alors (

AG : Zp[G]
)
= p

pa−1
p−1 b+d(G)

où

d(G) =
1
2

∑
µ�a

(
Q

(
#G

pµ

)
− #G

pµ

)
.

Comme dans notre cas le groupeG est cyclique, on a

(
AG : Zp[G]

)
= p

(pn−1−1)
r .

Calculons maintenant l’indice(Zp[G]xL : Zp[G]yL,m). Pour un caractère

ψ ∈ X(Gn) = Hom(Gn,Qp)

on considère l’idempotent habituel

eψ =
1

#Gn

∑
g∈Gn

ψ(g)−1g ∈ Qp[G].
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Alors le lemme 1 de [19] donne

(
Zp[G]xL : Zp[G]yL,m

)
=
∣∣∣∣∏ eψ(yn,m)∏

eψ(xn)

∣∣∣∣
p

,

oùψ parcourt tous les caractères deGn qui se factorisent parG. Pour tout caractèreψ ∈X(Gn)
de conducteurpk on a

eψ(xn) =
{

eψ(ζpk) si k �= 0,

(1− p)−1 si k = 0.

et

eψ(yn,m) =

{
pmk−neψ(ζpk) si k �= 0,

pm−n+1 1−pm−1

(1−p)(1−pm) si k = 0.

Donc (
Zp[G]xL :Zp[G]yL,m

)
= p−α

où

α =
p− 1

r

(
n∑
k=2

(mk − n)
(
pk−1 − pk−2

)
+ (m− n + 1)

)

=
(m− 1)npn−1(p− 1)

r
− m(pn−1 − 1)

r
+ 1.

Donc(LL,m : OL) = p[L0:Qp]β , où

β =
(m− 1)npn−1(p− 1)

r
− (m− 1)(pn−1 − 1)

r
+ 1.

On adLn = dLn/L drL. Comme

dLn = pn[Ln:Qp]−[L0:Qp]p
n−1

(cf. par exemple [47], Proposition 2.1) et commedLn = dLn/L drL on obtient

(LL,m : OL) = q−m[L:K]|dL|m−1p .

CommedL = d
[L0:K0]
K , et comme(LL,m : OL) = (LK,m : OK)[L:K] on en déduit la proposi-

tion. ✷
2.3. Démonstration du théorème 2.1

2.3.1.On reprend les notations de la section 2.2.5. SoitZ(Zp(m)) = lim
←−
n

H1(Ln,Zp(m)) et

soit Z̃(Zp(1)) = lim
←−
n

H1
f (Ln,Zp(m)). Alors

Z̃
(
Zp(1)

)
� lim
←−
n

U1
Ln , Z

(
Zp(1)

)
� lim
←−
n

L∗n/(L
∗
n)
pn ,
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et l’on a une suite exacte

0→ Z̃
(
Zp(1)

)
→Z
(
Zp(1)

) v→ Zp→ 0,

où l’applicationv est induite par valuation. En prenant le produit tensoriel de cette suite par
Zp(m− 1) et en posant̃Z(Zp(m)) = Z̃(Zp(1))(m− 1) on obtient la suite exacte

0→ Z̃
(
Zp(m)

)
→Z
(
Zp(m)

) v→ Zp(m− 1)→ 0.(4)

Soit HL = Gal(L∞/L). Si m �= 1 alors,(Zp(m − 1))HL � H0(L,Qp/Zp(m − 1)), et l’on a
une suite exacte

0→ Z̃
(
Zp(m)

)
HL

→ Z
(
Zp(m)

)
HL

v→H0
(
L,Qp/Zp(m− 1)

)
→ 0

(voir [35,28]). D’autre part, sim �= 1 on a un isomorphisme canonique

Z
(
Zp(m)

)
HL

�H1
(
L,Zp(m)

)
(voir [35], proposition 3.2.1).

2.3.2.Perrin-Riou ([35], proposition 4.1.3) construit une suite exacte (qui généralise celle de
Coleman [11]) :

0→ Zp(m)→ Z̃
(
Zp(m)

)
→R

∆m⊗εn−−−−→ Zp(m)→ 0,(5)

telle que le diagramme suivant est commutatif

0
(
Z̃(Zp(m))/Zp(m)

)
HL

RHL

TrLn/L Ξm,n

Zp(m)HL 0

H1(L,Qp(m)) L.
(m−1)! expL,m

Les flèches verticales de ce diagramme sont injectives. Par le lemme 1.3.2 il suffit de montrer
que (

expK,m(OK) : H1(K,Zp(m))
)
w
(p)
1−m(K) = qm

∣∣(m− 1)!
∣∣−N
p

|dK |1−mp .

CommeH1(K,Zp(m)) = H1(L,Zp(m))Gal(L/K) et comme

#H0
(
L,Qp/Zp(m− 1)

)
= w

(p)
1−m(K),

le résultat cherché découle de la proposition 2.2.4, et le théorème est démontré.

2.4. Nombres de Tamagawa équivariants

2.4.1.Le résultat principal de cette section n’est pas utilisé dans suite. On calcule ici les
nombres de Tamagawa équivariants introduits dans [26] et [35]. Ce calcul est une conséquence
immédiate de la suite exacte de Perrin-Riou. Remarquons néanmoins que la section 3.5 de
[35] contient des erreurs dues à l’utilisation incorrecte des déterminants (les modules qu’elle
considère ne sont pas toujours parfaits surZp[Gn]). Un résultat équivalent est démontré, en
termes légèrement différents, dans l’article non publié de Kato [26].
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2.4.2.On garde les notations des sections précédentes, en particulierL0 désigne une extension
non-ramifiée finie deQp. On considèreZp(m) commeZp[[G∞]]-module. Il est facile de voir
qu’il admet une résolution

0→ Zp[[G∞]]→ Zp[[G∞]]→ Zp(m)→ 0.

Si m �= 0, alors en prenant les coinvariants l’on obtient une résolution

0→ Zp[Gn]→ Zp[Gn]→H0
(
Ln,Qp/Zp(m)

)
→ 0.

DoncH0(Ln,Qp/Zp(m)) est parfait surZp[Gn] pourm �= 0 (ceci résulte aussi du lemme de
Tate [38], lemma 8).

Alors les suites (4) et (5) montrent queH1(Ln,Zp(m)) = Z(Zp(m))HLn est aussi parfait.
2.4.3.Soitm �= 0,1. Alors la suite exacte (1) donne un isomorphisme

iéq :
(
detQp[Gn]H

1
f (Ln,Qp(m))

)−1 � (detQp[Gn]tQp(m)(Ln)
)−1

.

CommeQp[Gn]-module,DdR(Qp(m)) = Ln est la somme directe de[L0 : Qp] copies de
Qp(ζpn). L’élément xn =

∑n
i=1 ζpi définit ainsi une base dedetQp[Gn] tQp(m)(Ln)) qu’on

note ωn. Soit ω−1n son dual. On appellenombre de Tamagawa équivariantun élément

Tam(0)
Zp[Gn],ωn

(Zp(m)) ∈ Qp[Gn] tel que

iéq
(
det−1Zp[Gn]

H1
f (Ln,Zp(m))

)
= Tam(0)

Zp[Gn],ωn

(
Zp(m)

)
ω−1.

On note qu’il est unique modulo les inversibles deZp[Gn]. Rappelons queH1
f (Ln,Zp(m)) =

H1(Ln,Zp(m)) pour m positif. Si m est négatif, alorstQp(m)(Ln) = 0 et le nombre de
Tamagawa ne dépend pas deωn. On aH1

f (Ln,Qp(m)) = 0 et donc

Tam(0)
Zp[Gn]

(
Zp(1−m)

)
Zp[Gn]� (m− 1)!−[L0:Qp]det−1Qp[Gn]

(
1− ϕ|Dcris(Qp(1−m))

)
⊗ detZp[Gn]H

0
(
Ln,Qp/Zp(1−m)

)
.

Soit ι l’involution deQp[Gn] qui envoieg surg−1. Pour tout caractèreψ deGn on notepηψ son
conducteur.

PROPOSITION 2.4.4. –Soitm � 2. Alors pour toutn � 1 on a

Tam(0)
Zp[Gn],ωn

(
Zp(m)

)
/Tam(0)

Zp[Gn]

(
Zp(1−m)

)ι
= (m− 1)!−[L0:Qp]

(∑
ψ �=1

p(1−m)ηψ+(n−ηψ)eψ − pn−1e1

)
.

Démonstration. –CommeH1(Ln,Zp(m)) � Z(Zp(m))HLn , la suite exacte de Perrin-Riou
donne

detZp[Gn]H
1
(
Ln,Zp(m)

)
� detZp[Gn]Z̃

(
Zp(m)

)
HLn

⊗ detZp[Gn]H
0
(
Ln,Qp/Zp(m− 1)

)
� detZp[Gn]RHLn ⊗ detZp[Gn]H

0
(
Ln,Qp/Zp(m− 1)

)
.

Donc
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Tam(0)
Zp[Gn],ωn

(
Zp(m)

)
Zp[Gn]� det−1Qp[Gn]

(
1−ϕ|Dcris(Qp(m))

)
⊗ detZp[Gn]H

0
(
Ln,Qp/Zp(m− 1)

)
⊗ det−1Zp[Gn]

RHLn ⊗ detZp[Gn]Zp[Gn]ωn.

Un calcul facile montre que

detZp[Gn]H
0
(
Ln,Qp/Zp(1−m)

)ι � det−1Zp[Gn]
H0
(
Ln,Qp/Zp(m− 1)

)
.

Donc

Tam(0)
Zp[Gn]

(
Zp(1−m)

)ι
Zp[Gn]� (m− 1)!−[L0:Qp]det−1Qp[Gn]

(
1− ϕ|Dcris(Qp(1−m))

)
⊗ det−1Zp[Gn]

H0
(
Ln,Qp/Zp(m− 1)

)
.

Alors

Tam(0)
Zp[Gn],ωn

(
Zp(m)

)
/Tam(0)

Zp[Gn]

(
Zp(1−m)

)ι
Zp[Gn]

� (m− 1)!−[L0:Qp]
(
1− ϕ|Dcris(Qp(1−m))

)
⊗ det−1Qp[Gn]

(
1−ϕ|Dcris(Qp(m))

)
⊗ det−1Zp[Gn]

RHLn ⊗ detZp[Gn]Zp[Gn]ωn.

Le déterminantdet−1Zp[Gn]
RHLn ⊗ detZp[Gn]Zp[Gn]ωn est calculé caractère par caractère dans

la démonstration de la proposition 2.2.4. Siψ �= 1 on aeψ(xn)/eψ(ym,n) = pn−mηψ et siψ = 1
on a

eψ(xn)
eψ(yn,m)

=−pn−1
1− p−m

1− pm−1

=−pn−1det−1Qp

(
1− ϕ|Dcris(Qp(1−m))

)
⊗ detQp

(
1− ϕ|Dcris(Qp(m))

)
,

d’où la proposition. ✷
Remarque2.4.5. – Le théorème 2.1 ne découle pas automatiquement de la proposition 2.4.4.

En effet, pour déduire 2.1 de 2.4.4 il faut comparer le réseauZp[Gn]xn avecOLn , ce qui
nécessite la connaissance de la structure galoisienne deOLn (voir la démonstration de la
proposition 2.2.4). Remarquons aussi qu’en général le moduleOLn n’est pasZp[Gn]-parfait.

Néanmoins, les nombres de Tamagawa équivariants sont liés aux nombres de Tamagawa
usuels des “motifs de Dirichlet” [22] de la façon suivante. On considèreQp(m) comme une
représentation deGLn . Soit E une extension finie deQp contenant toutes les racines de l’unité
d’ordrepn−1. Alors la représentation induite

IndLn/L0Qp(m) = Qp[Gn](m)

se décompose surE en somme directe des représentations de DirichletVψ = E(ψ)(m) :

V = E[Gn] (m) =
⊕

ψ∈X(Gn)
Vψ .

Pour un caractère de Dirichletψ, le réseau canoniqueT = OE [Gn] deV définit un réseauTψ
deVψ qui dépend du choix den � ηψ . En particulier, siηψ = n, alors laψ-partie de la formule
démontrée précédemment donne la formule suivante :

Tam0
Ln,eψ(xn)

(
Tψ(m)

)
/Tam0

Ln

(
Tψ−1(1−m)

)
=
∣∣(m− 1)!

∣∣[L0:Qp]

p
p−(m−1)n.
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3. Rappels sur le motifQ(m)

Dans toute la suite de cet articleF est une extension finie deQ. On noter1 (resp.2r2) le
nombre des places réelles (resp. imaginaires) deF .

3.1. Le motif Q(m)

3.1.1. Réalisations deQ(m) (voir par exemple [12]). Pour le formalisme général des motifs et
les notations non expliquées voir [17,18]. Soitm un nombre entier. Le motifQ(m) est un motif
pur de poids−2m dont les réalisations surF sont :

Réalisation de Betti.Pour toutv|∞ on a

Q(m)B,v = (2πi)mQ.

On poseQ(m)B =
∏
v|∞Q(m)B,v.

Réalisation de de Rham.On aQ(m)dR = F avec la filtration

Q(m)idR =
{

F si i � −m,
0 sinon.

On poseZ(m)dR = OF .
Réalisationsp-adiques.La réalisationp-adique deQ(m) est l’espace vectoriel

Qp(m) = Zp(m)⊗Qp,

muni de l’action naturelle deGF .
Pourm = 1 l’isomorphisme de comparaison

Q(1)B,v ⊗Q Qp
∼→ Qp(1)

est induit par la famille d’applications

2πiZ → µpn ,

x �→ exp(x/n).

CommeQ(m) = Q(1)⊗m, en prenant les produits tensoriels, on en déduit des isomorphismes
pour toutm.

L’isomorphisme de comparaison

Q(m)B,v ⊗Q C
∼→ Q(m)dR ⊗F C

est induit par l’inclusion naturelle(2πi)mQ ⊂ C.
3.1.2. La cohomologie motivique.Comme on ne peut pas travailler dans la catégorie

conjecturaleMMF des motifs mixtes, on introduit la cohomologie motivique de Beilinson [10]
en posant

H0
M
(
F,Q(m)

)
=
{

Q si m = 0,
0 sinon,

et

H1
M
(
F,Q(m)

)
=
{

K2m−1(F )⊗Q si m � 1,
0 sinon.
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La nullité deH1
M pourm < 1 s’explique par des raisons de poids. On sait queK1(OF ) = O∗F et

queK2m−1(OF ) = K2m−1(F ) pourm � 2. L’image deK2m−1(OF ) dansH1
M(F,Q(m)) est

unZ-réseau qu’on noteH1
M,f (F,Q(m))Z. On pose

H1
M,f
(
F,Q(m)

)
= H1

M,f
(
F,Q(m)

)
Z
⊗Z Q.

Conjecturalement, ce groupe classifie les extensions deQ(0) parQ(m) ayant “bonne réduction”
en toutes les places finies. Il est clair qu’il coïncide avecH1

M(F,Q(m)) pour toutm �= 1.
3.1.3. La structure de Hodge deQ(m) ([17], §5, 6 et [18], section III.1). Dans cette section on

rappelle le calcul de la cohomologie de HodgeH1
HM pour le motifQ(m). Pour toute place infinie

on noteQ(m)+B,v la partie deQ(m)B,v fixée parGFv et l’on poseQ(m)+B =
⊕
v|∞Q(m)+B,v .

Pour simplifier la notation on pose

H1
HM
(
F,Q(m)B ⊗R

)
=
⊕
v|∞

H1
HM
(
Fv,Q(m)B,v ⊗R

)
.

Alors on a

H1
HM
(
F,Q(m)B ⊗R

)
= 0 si m � 0,

et sim � 1 le groupeH1
HM(F,Q(m)B ⊗R) est inclus dans une suite exacte courte

0→ Q(m)+B ⊗Q R → Q(m)dR ⊗Q R →H1
HM
(
F,Q(m)B ⊗R

)
→ 0.(5)

D’autre part, pourm � 1, la dualité entreQ(m) et Q(1−m) nous fournit une suite exacte

0→ Q(m)+B ⊗Q R → Q(m)dR ⊗Q R
β→ Q(m− 1)+B ⊗Q R → 0(6)

(on peut expliciter cette suite, en remarquant que l’applicationβ est induite par l’isomorphisme

F ⊗Q R
∼→
[
CX(F )

]+
,

a⊗ b→
∏

τ∈X(F )
aτb

et par la décompositionC � R(m− 1)⊕R(m)). Donc, pourm � 1, les suites (5) et (6) donnent

H1
HM
(
F,Q(m)B ⊗R

)
�Q(m− 1)+B ⊗R

�
{

R(m− 1)r1 si m � 1 est pair,
R(m− 1)r1+r2 si m � 1 est impair.

(7)

3.2. Régulateurs

(Voir [6,33,39,43].) Pour toutm � 1 on dispose d’une suite exacte

0→H1
M,f
(
F,Q(m)

)
⊗R

r∞,m−−−−→H1
HM
(
F,Q(m)B ⊗R

)
→H0

M
(
F,Q(1−m)

)∗ ⊗R → 0(8)

(voir [17], section 6.10). Sim = 1, cette suite coïncide avec la suite

0→O∗F ⊗Q R
r∞,1−−→ Rr1+r2

ψ→ R → 0,

4e SÉRIE– TOME 35 – 2002 –N◦ 5



MOTIFS Q(m) SUR UN CORPS ABÉLIEN 657

où r∞,1 est le régulateur de Dirichlet donné par la formulex �→ (log ‖ x ‖v)v et oùψ envoie
(α1, . . . , αr1+r2) sur

∑
iαi. Si u1, . . . , ur1+r2−1 est une base du groupeO∗F modulo torsion, on

appellenombre régulateurde Dirichlet, notéR1(F ), le déterminant habituel fabriqué à partir
deslog ‖ ui ‖v .

Si m � 2, le groupeH0
M(F,Q(1 − m)) est nul et l’applicationr∞,m est le régulateur de

Beilinson, qui induit un isomorphisme

H1
M,f
(
F,Q(m)

)
⊗Q R �H1

HM
(
F,Q(m)B ⊗R

)
.

L’espaceR(m − 1) a une base canonique(2πi)m−1, ce qui donne, grâce à (7), une base de
H1
HM(F,Q(m)B ⊗R). On appellenombre régulateurde Beilinson le déterminant

Rm(F ) = det
(
r∞,m

(
H1
M,f (F,Q(m))Z

))
calculé dans cette base.

La suite (8) induit un isomorphisme

detH1
M,f
(
F,Q(m)

)
⊗ det−1H0

M
(
F,Q(1−m)

)
⊗R � detH1

HM
(
F,Q(m)B ⊗R

)
(9)

et pour toutm � 1 le nombre régulateur peut être vu comme le déterminant de cet isomorphisme
calculé dans les bases canoniques.

3.3. Nombres de Tamagawa archimédiens

(Voir [17,18].)
3.3.1.SoitM un motif surF et soittM = MdR/M0

dR. Pour toute place infiniev on noteM+
B,v

la partie deMB,v fixée parGal(C/Fv) et on poseM+
B =
⊕
v|∞M+

B,v. On noteH1
MM,f (F,M)

le sous-espace deH1
MM(F,M) classifiant les extensions deQ(0) parM ayant bonne réduction

en toutes les places finies. Soit

Lf(M) = detQH0
MM(F,M)⊗ det−1Q H1

MM,f (F,M).

Fontaine et Perrin-Riou définissent ladroite fondamentaledeM en posant

∆f (M) = Lf(M)⊗Lf
(
M∗(1)

)
⊗ det−1Q M+

B ⊗ detQtM

et construisent un isomorphisme canonique

iM :R⊗∆f (M) ∼→ R.

Rappelons cette construction dans le casM = Q(m). Comme on ne dispose pas de la catégorie
MMF , on travaille avec le groupeH1

M,f(F,Q(m)), qui est conjecturalement isomorphe à
H1
MM,f(F,M).
Soitm � 1. Alors les groupesH0

M(F,Q(m)) etH1
M(F,Q(1−m)) sont nuls. Donc on a

∆f
(
Q(m)

)
= det−1H1

M
(
F,Q(m)

)
⊗ detH0

M
(
F,Q(1−m)

)
⊗ det−1Q(m)+B ⊗ detQ(m)dR,

et l’on obtient l’isomorphismeim :R⊗∆f (Q(m)) ∼→ R en composant l’isomorphisme (9) avec
la suite exacte (6). D’autre part, on a

∆f
(
Q(1−m)

)
= det−1H1

M
(
F,Q(m)

)
⊗ detH0

M
(
F,Q(1−m)

)
⊗ det−1Q(1−m)+B ,
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et l’on obtient l’isomorphismei1−m :R ⊗ ∆f (Q(1 − m)) ∼→ →R en composant les isomor-
phismes (9) et (7).

Les réseauxZ(m)B, Z(m)dR et H1
M(F,Z(m))Z déterminent unZ-réseau canonique

∆f (Z(m)) de∆f (Q(m)) et l’on pose

Tam0
∞
(
Z(m)

)
=
∣∣im(∆f (Z(m))

)∣∣−1.
LEMME 3.3.2. –Soitn = [F : Q]. Alors pour toutm � 1 on a
(i) Tam0

∞(Z(1−m)) = Rm(F ) (le nombre régulateur de Beilinson) ;
(ii)

Tam0
∞
(
Z(m)

)
=
{

(2π)mn−r2 |dF |−1/2Rm(F ), si m est pair,
(2π)mn−r2π−r1 |dF |−1/2Rm(F ), si m est impair.

Démonstration. –La formule (i) est évidente. Pour démontrer (ii), on note que l’application
β envoie uneZ-base(ω1, . . . , ωn) de OF sur le parallélépipède(

∑
τ ωτ1 , . . . ,

∑
τ ωτn), dont le

volume est égal à

±det(ωτi ) = |dF |1/2. ✷
4. Groupe de Safarevǐc–Tate

4.1. Groupes de Selmer et de Safarevič–Tate

(Voir [18], section II.5.3.)
4.1.1.Dans ce paragraphe,F est une extension finie deQ. Soitp un nombre premier et soitV

une représentationp-adique deGF . Pour toute place finiev deF le sous-groupeH1
f (Fv , V ) de

H1(Fv, V ) est donc bien défini (cf. §1). Siv|∞ , on poseH1
f (Fv, V ) = 0. Soit x ∈ H1(F,V ).

Pour toute placev on noteXv l’image dex dansH1(Fv, V ) et l’on pose

H1
f (F,V ) =

{
x ∈ H1(F,V ) | xv ∈ H1

f (Fv, V ) pour toutv
}
.

On fixe un réseauT de V stable parGF . Soit H1
f (Fv , V/T ) l’image de H1

f (Fv , V ) dans
H1(Fv, V/T ). On appellegroupe de SelmerdeT le groupe

H1
f (F,V/T ) =

{
x∈ H1(F,V/T ) | xv ∈ H1

f (Fv, V/T ) pour toutv
}

et l’on définit le groupe de Safareviˇc–TateIIIF (T ) comme le quotient deH1
f (F,V/T ) par

l’image deH1
f (F,V ). DoncIIIF (T ) est le noyau de l’application

H1(F,V/T )
H1
f (F,T )⊗Qp/Zp

→
∏
v

H1(Fv, V/T )
H1
f (Fv, T )⊗Qp/Zp

.

PROPOSITION 4.2. – (i)Le groupeIIIF (T ) est fini.
(ii) SoitT ∗ = Hom(T,Zp) la représentation duale. Alors il existe une dualité parfaite

IIIF (T )× IIIF
(
T ∗(1)

)
→ Qp/Zp.

En particulier, les groupesIIIF (T ) et IIIF (T ∗(1)) ont même ordre.

Démonstration. –Voir [14] et [18], propositions 5.3.5 et 5.4.2.✷
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4.3. Régulateursp-adiques

(Voir [42,13].) Soitp un nombre premier impair et soit

chi,m :K2m−i(OF )⊗Zp→Hi
ét

(
OF [1/p],Zp(m)

)
(i = 1,2)

l’application “caractère de Chernp-adique” construite par Soulé [42] et Dwyer–Friedlander [13].
La conjecture de Quillen–Lichtenbaum affirme quechi,m est un isomorphisme pourm � 2. Nous
aurons besoin des résultats partiels suivants dans cette direction :

(i) L’applicationch1,m est surjective, de noyau fini [13] ;
(ii) Le groupeK2m−2(OF ) est fini et l’applicationch2,m est surjective, scindée [42,13,24].
On noteKcoh

2m−2(OF ) le sous-groupe deK2m−2(OF ) isomorphe à
⊕
pH2

ét(OF [1/p],Zp(m)).
Le résultat suivant est bien connu.

LEMME 4.3.1. –Pourm � 1, l’application ch1,m induit un isomorphisme

H1
M,f
(
F,Q(m)

)
⊗Qp �H1

f

(
F,Qp(m)

)
.

Pourm � 0 les deux groupes sont nuls.

Démonstration. –La suite exacte de localisation en cohomologie étale ([42], p. 268)

0→H1
ét

(
OF [1/p],Qp(m)

)
→ H1

(
F,Qp(m)

)
→
⊕
v�p

H0
(
Fv,Qp(m− 1)

)
montre queH1(F,Qp(m)) est isomorphe àH1

ét(OF [1/p],Qp(m)) si m �= 1. D’autre part, on a
la suite exacte de Poitou–Tate (pour toutm) :

0→
⊕
v|p

H2
(
Fv,Qp/Zp(1−m)

)∧→ H2
ét

(
OF [1/p],Qp/Zp(1−m)

)∧
→H1

ét

(
OF [1/p],Qp(m)

)
→
⊕
v|p

H1
(
Fv,Qp(m)

)
(pour unZp-moduleM on noteM∧ son dual de Pontryagin). Soitm � −1. La finitude de
K−2m(OF ) entraîneH2

ét(OF [1/p],Qp/Zp(1−m)) = 0 [42] donc l’application

H1
(
F,Qp(m)

)
→
⊕
v|p

H1
(
Fv,Qp(m)

)
est injective. CommeH1

f (Fv,Qp(m)) = 0, on aH1
f (F,Qp(m)) = 0.

Si m = 0, la deuxième flèche de la suite de Poitou–Tate est surjective par la théorie du corps
de classes, et l’on obtient également queH1

f (Fv ,Qp(m)) = 0.
Soit m � 2. Alors H1

f (Fv,Qp(m)) coïncide avecH1(Fv,Qp(m)) et l’application ch1,m
donne un isomorphisme

K2m−1(F )⊗Qp �H1
(
F,Qp(m)

)
.

Enfin, sim = 1, l’application composée

K1(OF )⊗Qp
ch1,m−−→H1

ét

(
OF [1/p],Zp(1)

)
⊗Qp→H1

(
F,Qp(1)

)
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coïncide avec l’application “cobord” de Kummer

O∗F ⊗Qp→H1
(
F,Qp(1)

)
induite par les suites exactes courtes

0→ µpn → F
∗ pn→ F

∗→ 0.

La description des groupesH1
f (Fv,Qp(1)) donnée dans la section 1.2 montre que l’image de ce

cobord est égale àH1
f (F,Qp(1)). ✷

Remarque4.3.2. – On conjecture que pour tout motifM les applications naturelles

H1
MM,f (F,M)⊗Qp→H1

f (F,Mp)

sont des isomorphismes (voir [7], conjecture 5.3 et [17], §6).

On pose

IIIF
(
Z(m)

)
=
∏
p

IIIF
(
Zp(m)

)
.

PROPOSITION 4.4. – (i) Soit p un nombre premier impair et soitm � 2. Alors le groupe
IIIF (Zp(m)) est canoniquement isomorphe au noyau du morphisme de localisation:

H2
ét

(
OF [1/p],Zp(m)

)
→
⊕
v|p

H2
(
Fv,Zp(m)

)
.

De plus,IIIF (Zp(1))� Cl(p)(F ), où Cl(F ) désigne le groupe de classes deF .
(ii) Pourm � 2 on a

#IIIF
(
Z(m)

) 2= w1−m(F )∏
p

∏
v|pw

(p)
1−m(Fv)

#Kcoh
2m−2(OF ).

Démonstration. –Soit m � 2. Il résulte des lemmes 4.3.1 et 1.3.1 que les groupes
H1
f (F,Qp(1 − m)) et H1

f (Fv,Qp(1 − m)) sont nuls. AlorsIIIF (Zp(1 − m)) est le noyau de
l’application

H1
(
F,Qp/Zp(1−m)

)
→
∏
v

H1
(
Fv,Qp/Zp(1−m)

)
.

La suite exacte de localisation en cohomologie étale montre queH1(F,Qp/Zp(1 − m)) est
isomorphe àH1

ét(OF [1/p],Qp/Zp(1 − m)), et par le théorème de dualité de Poitou–Tate (voir
par exemple [32]) les noyaux des applications

H1
ét

(
OF [1/p],Qp/Zp(1−m)

)
→
∏
v

H1
(
Fv,Qp/Zp(1−m)

)
et

H2
ét

(
OF [1/p],Zp(m)

)
→
⊕
v|p

H2
(
Fv,Zp(m)

)
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sont duaux entre eux. En utilisant la dualité de la proposition 4.2 entreIIIF (Zp(1 − m)) et
IIIF (Zp(m)) on obtient (i).

On écrit la suite exacte de Poitou–Tate :

0→ IIIF
(
Zp(m)

)
→H2

ét

(
OF [1/p],Zp(m)

)
→
⊕
v|p

H2
(
Fv,Zp(m)

)
→H0

ét

(
OF [1/p],Qp/Zp(1−m)

)
→ 0.

Par dualité locale,H2(Fv,Zp(m))∧ �H0(Fv,Qp/Zp(1−m)) , d’où l’on obtient, pourm � 2 :

#IIIF
(
Zp(m)

)
=

w
(p)
1−m(F )∏

v|pw
(p)
1−m(Fv)

#H2
ét

(
OF [1/p],Zp(m)

)
.

Comme le produit des ordres desH2
ét(OF [1/p],Zp(m)) est égal à#Kcoh

2m−2(OF ), la formule (ii)
est démontrée.

Soit maintenantm = 0. Alors H1
f (Fv,Qp) coïncide avecHom(Gal(Fnrv /Fv),Qp), et donc

IIIF
(
Zp(0)

)
= Hom

(
Gal(Fnr/F ),Qp/Zp

)
= Hom

(
Cl(p)(F ),Qp/Zp

)
.

La proposition est démontrée.✷
Remarque4.5. – Pourm � 2 on peut calculer le groupeIIIF (Zp(m)) directement, sans

passage par le dual, en utilisant les résultats de Schneider [38]. En effet, on vérifie facilement
queIIIF (Zp(m)) s’identifie au noyau du morphisme de localisation

H1(F,Qp/Zp(m))
DivH1(F,Qp/Zp(m))

→
∏
v

H1(Fv,Qp/Zp(m))
DivH1(Fv,Qp/Zp(m))

,

où Div désigne le sous-groupe divisible maximal. Un calcul bien connu ([38], §4) montre que ce
noyau coïncide avec le noyau du morphisme de localisation

H1
ét(OF [1/p],Qp/Zp(m))
DivH1(F,Qp/Zp(m))

→
⊕
v|p

H1(Fv ,Qp/Zp(m))
DivH1(Fv,Qp/Zp(m))

.

La finitude deK2m−2(OF ) (resp. la dualité locale) entraîne que le groupe de gauche (resp.
chaque groupe de droite) est canoniquement isomorphe àH2

ét(OF [1/p],Zp(m)) (resp. à
H2(Fv,Zp(m))). Donc, finalement,

IIIF
(
Zp(m)

)
� ker

(
H2
ét

(
OF [1/p],Zp(m)

)
→
⊕
v|p

H2
(
Fv,Zp(m)

))

et l’on retrouve la proposition 4.4.

Remarque4.6. – La proposition 4.4 suggère qu’il doit exister une définition globale de
IIIF (Z(m)). En effet, pourm = 2, la conjecture de Quillen–Lichtenbaum est vraie, et donc
le noyau de localisation de 4.4(i) s’identifie à lap-partie du noyau sauvage duK2; par suite,
IIIF (Z(2)) s’identifie, à2-torsion près, au noyau sauvage. Pourm > 2, IIIF (Z(m)) devrait
alors être (toujours à2-torsion près) l’analogue supérieur du noyau sauvage (voir aussi [1,34]).
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5. La conjecture de Bloch et Kato

On reprend les notations et les conventions de §3. En particulier,F désigne une extension finie
deQ de degrén.

THÉORÈME 5.1. –Supposons queF est abélien surQ. Alors, pour tout entierm �= 0,1 on a

ζ∗F (m) 2=± #IIIF (Z(m))
w1−m(F )wm(F )

Tam0
F

(
Z(m)

)
,

Démonstration. –Soit m � 2. La formule du théorème en1 − m n’est rien d’autre que la
version cohomologique de la conjecture de Lichtenbaum, qui a été démontrée dans [28] pour les
corps abéliens. En effet, pourm � 2 (voir [28], theorem 6.4 et l’appendice ci-après) :

ζ∗F (1−m) 2=±
#Kcoh

2m−2(F )
wm(F )

Rm(F ).

Mais, dans la proposition 4.4, on a montré que

#IIIF
(
Z(1−m)

)
= #IIIF

(
Z(m)

) 2= w1−m(F )∏
p

∏
v|pw

(p)
1−m(Fv)

#Kcoh
2m−2(F ).

Les nombres de Tamagawa pourZ(1 − m) ont été calculés dans le lemme 1.3.2. Le tout mis
ensemble donne la formule du théorème en1−m pourm � 2.

Démontrons maintenant la formule enm � 2. Comme∏
v|p

|dFv |p = |dF |p,

il résulte du théorème 2.1 que∏
v�∞

Tam0
v

(
Z(m)

)
=
∏
v�∞

w1−m(Fv)d1−mF Γ(m)−N .

En utilisant la formule donnantTam0
∞(Z(m)), on voit qu’il suffit de montrer que

ζF (m) =±
#Kcoh

2m−2(F )d1/2−mF

wm(F )Γ(m)n
πsm(F ),

où sm(F ) est égal àmn− r2 si m est pair et àmn− r1 − r2 sinon. Il suffit d’utiliser le lemme
suivant, qui est une conséquence immédiate de l’équation fonctionnelle :

LEMME 5.2. –Pourm � 2 on a

ζF (m) = d
1/2−m
F Γ(m)−nπsm(F )ζ∗F (1−m).

Démonstration du lemme. –Soit ΓR(s) = π−s/2Γ(s/2) et ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s). L’équation
fonctionnelle deζF (s) s’écrit alors

ΓR(s)r1ΓC(s)r2ζF (s) = d
1/2−s
F ΓR(1− s)r1ΓC(1− s)r2ζF (1− s).
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Comme

Γ(1− z)Γ(z) =
π

sinπz
,

on aΓ(−m)∗ = Γ(m + 1)−1 et le lemme résulte d’un calcul facile.✷
Remarque5.3. – En utilisant la proposition 4.4 et le lemme 1.3.2 on peut réécrire les formules

bien connues de Dirichlet pourζ∗F (1) et ζ∗F (0) sous la forme suivante

ζ∗F (m) =±#IIIF (Z(m))
w1(F )

Tam0
F

(
Z(m)

)
, m = 0,1

(voir aussi [17], section 8.3).

Remarque5.4. – SoitF un corps de nombres quelconque. Alors la première partie de la
démonstration du théorème 5.1 montre que pourm � 2 les conjectures de Lichtenbaum et de
Bloch et Kato en1 − m sont équivalentes. Par l’équation fonctionnelle, si la conjecture de
Lichtenbaum en1−m est vraie, alors la conjecture de Bloch et Kato est vraie enm si la formule
du théorème 2.1 reste vraie pour un corps local quelconqueK, i.e. si

Tam0
K

(
Zp(m)

)
= w

(p)
1−m(K)

∣∣(m− 1)!
∣∣N
p
|dK |m−1p .

On conjecture bien sûr la validité générale de cette formule. C’est un cas très particulier de la
conjectureCEP,K(V ) de Fontaine et Perrin-Riou [18], qui relie les nombres de Tamagawa des
représentations duales et implique la compatibilité de la conjecture de Bloch et Kato à l’équation
fonctionnelle (voir [18], section III.4.5).

Appendix A. Sur la conjecture de Lichtenbaum

A.1. Notations

La démonstration de la version cohomologique de la conjecture de Lichtenbaum dans [28]
comportait des erreurs que nous corrigeons dans cet appendice en n’hésitant pas, chaque fois que
c’est nécessaire, à reprendre en détail les arguments de [28].

On fixe un nombre premierp �= 2 et on noteQ(p) la Zp-extension cyclotomique deQ. On
poseΓ = Gal(Q(p)/Q) et Λ = Zp[[Γ]]. Soit F un corps abélien. On poseK = Q(p) ∩ F ,
Fn = F (ζpn) et F∞ =

⋃
nFn. SoientΓF = Gal(Q(p)/K) et G∞ = Gal(F∞/F ). On note

UFn (resp.UFn,p) le groupe des unités deFn (resp. le groupe desp-unités deFn). Pour
toute valuationv|p on noteU1

v,n le groupe des unités principales du corpsFv,n = Fv(ζpn) et
Un =

⊕
v|pU1

v,n. SoitF nrn (resp.F ab,p
n ) la p-extension abélienne non-ramifiée maximale (resp.

la p-extension abélienne, non-ramifiée hors dep, maximale) deFn. On poseXn = (F nrn /Fn)
et Xn = Gal(F ab,pn /Fn). Si Mn est un système projectif deZ[Gal(Fn/F )]-modules, on pose
Mn = Mn⊗Zp etM∞ = lim

←−
Mn. Pour simplifier on noteHp,m(F ) le groupe de cohomologie

H1
ét(OF [1/p],Zp(m)). Poura, b ∈ Q on dit qu’ils sontp-adiquement équivalents et on note

a
p∼ b, lorsqueab−1 est une unitép-adique.

A.2. Unités locales et unités circulaires

A.2.1.On noteDF le sous-groupe deF ∗ engendré par{
±1,NQ(ζn)/Q(ζn)∩F (1− ζan) | n > 1, a ∈ Z, (a,n) = 1

}
.
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On définit le groupe des unités circulaires (resp.p-unités circulaires) comme étant l’intersection
CF =DF ∩UF (resp.CF,p =DF ∩UF,p) et l’on pose

C∞(F ) = lim
←−
n

CFn , Cp,∞(F ) = lim
←−
n

CFn,p

(voir [40]). Les suites exactes de Kummer

0→ Z/pnZ(1)→ F ∗n
pn→ F ∗n → 0

donnent une application injective

Up,∞(F )→ lim
←−
n

H1
(
OFn [1/p],Zp(1)

)
,

oùUp,∞(F ) = lim
←−
n

UFn,p. Soient

Up,m,∞(F ) = Up,∞(F )⊗Zp(m− 1) et Cp,m,∞(F ) = Cp,∞(F )⊗Zp(m− 1).

En prenant le produit tensoriel parZp(m − 1) et en passant aux coinvariants par rapport à
G∞ = Gal(F∞/F ) on obtient une application injective

Up,m,∞(F )G∞ ↪→ Hp,m(F ) = H1
(
OF [1/p],Zp(m)

)
dont le conoyau est calculé dans [28], théorème 3.2. Cette application induit une flèche

κF :Cp,m,∞(F )G∞ → Hp,m(F ).

SoitHcycl
p,m (F ) = Im(κF ) (c’est le module notéKcycl

2m−1(F ) dans [28]).

THÉORÈME A.2.2 (voir théorème 5.4 de [28]). –On a la formule suivante(
Hp,m(F ) : Hcycl

p,m (F )
) p∼H2

(
OF [1/p],Zp(m)

)∓#kerκF ,

où l’on prend la partie− (resp.+) si m est pair(resp. impair).

Démonstration. –La démonstration de ce théorème donnée dans [28] comportait les deux
erreurs suivantes :

(i) L’application κF n’est pas toujours injective. Il est facile de voir quekerκF = 0, si et
seulement si le quotient deCp,∞(F ) par saΛ-torsion estΛ-libre. C’est vrai, en particulier, dans
le cas cyclotomique [29] et dans le cas absolument semi-simple. Néanmoins, ce n’est pas vrai en
général (voir [4]).

(ii) Soit G = Gal(F (ζp)/F ∩ Q(p)). Alors G � P ×∆ où P est lep-groupe de Sylow deG
et ∆ est supplémentaire deP . Les corpsF (ζp) et Q(p) sont totalement disjoints surK donc le
groupe∆ opère surF∞. Pour tout caractèreψ ∈ X(∆) on noteeψ l’idempotent correspondant
etZp[ψ] l’anneau engendré par les valeurs deψ. SiM est unZp[∆]-module quelconque, on pose
Mψ = eψ(M ⊗Zp[ψ]).

On a une suite exacte

0→ U∞(F )/C∞(F )→U∞(F )/C∞(F )→ X∞→X∞→ 0
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(voir, par exemple, [28], section 5). En prenant laψ-partie de cette suite on obtient :

0→
(
U∞(F )/C∞(F )

)ψ→
(
U∞(F )/C∞(F )

)ψ→ (X∞)ψ → (X∞)ψ → 0.

La démonstration du théorème 5.4 de [28] utilise le résultat suivant.✷
THÉORÈME A.2.3 (théorème 5.2 de [28]). –Pour tout ψ ∈ X(∆) les Λ[ψ]-modules

(U∞/C∞)ψ et (X∞)ψ ont même série caractéristique.

Démonstration. –La démonstration de ce dernier théorème donnée dans la thèse de Villemot
[46] et citée dans [28] était incorrecte. Villemot considère des caractères quelconques de
Gal(F (ζp)/F ∩ Q(p)), mais utilise une décomposition en “pseudo-idempotents” qui est
manifestement erronée. Le cas semi-simple (i.e.ψ ∈ X(∆)) qu’on considère ici a été redémontré
dans [3], théorème 3.1.✷

Remarquons que pour les caractèresψ du groupeG la structure du moduleU∞(F )ψ/C∞(F )ψ

a été donnée par Tsuji [45] (voir aussi [20], qui tensorise parQp).

A.3. Calcul du régulateur

La version cohomologique de la conjecture de Lichtenbaum, démontrée dans [28], théorème
6.4 comportait un facteur eulérien erronéEm(F ). L’erreur consistait à confondreHcycl

2m−1(F )
modulo torsion avec le sous-module galoisien engendré par les éléments de Beilinson (voir [28],
p. 715). Le facteurEm(F ) est compensé par l’indice relatif de ces deux réseaux dont le calcul
a été fait dans [27] (qui permet aussi d’autres applications). Pour la commodité du lecteur, nous
allons refaire ici ce calcul d’indice par une méthode différente.

A.3.1. Les éléments de Deligne–Soulé et de Beilinson.On fixe un système(ζn)n∈N de racines
de l’unité telles queζknk = ζn. SoitN ∈ N et soitp �= 2 un nombre premier. Pour toutn ∈ N on
pose

cm(ζN )n = corQ(ζNpn)/Q(ζN )

[
δNpn(1− ζNpn)⊗ ζ

⊗(m−1)
pn

]
∈ H1

(
Q(ζN ),Z/pnZ(m)

)
où δNpn(1− ζNpn) est l’image de1− ζNpn par l’application de Kummer

Q(ζNpn)∗→ H1
(
Q(ζNpn),Z/pnZ(1)

)
.

Soit cm,∞(ζN ) = lim
←−

cm(ζN )n ∈ H1(Q(ζN ),Zp(m)).

PROPOSITION A.3.2. –Soitl un nombre premier. Alors

corQ(ζNl)/Q(ζN )cm,∞(ζNl) =
{

(1− lm−1Fr−1l )cm(ζN ), si (l,Np) = 1,

cm(ζN ), si l|Np.

Démonstration. –C’est un résultat bien connu. Voir, par exemple, [41] et [37], section 1.5.✷
A.3.3. On adopte les conventions et les notations suivantes. On fixe un corps abélienF

de conducteurN . On noteDp,m(Q(ζN )) le Zp[Gal(Q(ζN )/Q)]-module deHp,m(Q(ζN ))
engendré parcm(ζN ) et l’on pose

Dp,m(F ) = TrQ(ζN )/F Dp,m
(
Q(ζN )

)
.

AlorsDp,m,∞(F ) = lim
←−

Dp,m(Fn) est unZp[[G∞]]-module libre etDp,m(F ) = Dp,m,∞(F )G∞ .
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Pour tout nombre premierl �= p, l’inverse du FrobeniusFr−1l opère sur les racinesp-ièmes

de l’unité parFr−1l (ζpn) = ζl
−1

pn . On notePl(X) = (1 + X)al l’élément deΛ qui correspond à
Fr−1l .

Pour tout caractèreψ deGal(F/K) on pose

Eψ,m(F ) =
∏
ψ̂

∏
l|N

(
1− ψ̂−1(l)lm−1

)

où ψ̂ parcourt tous les caractères deGal(F/Q) prolongeantψ.
On fixe une extensionE deQp contenant les valeurs de tous les caractèresψ deGal(F/K)

et pour toutGal(F/K)-module sansZp-torsionM on poseMψ = eψ(M ⊗OE).
On a une suite exacte

0→ Zp(m)→ Cp,m,∞(F )→Cp,m,∞(F )→ 0,

oùCp,m,∞(F ) est sansΛ-torsion.

LEMME A.3.4. –Soitψ un caractère deGal(F/K) vérifiantψ(−1) = (−1)m−1. Alors

Cψp,m,∞(F )G∞ =
∣∣Eψ,m(F )

∣∣−[E:Qp]
p

Dψp,m(F ).

Démonstration. –Montrons d’abord qu’il existe un corpsF ′ linéairement disjoint deK sur
Q et tel queF = F ′K . Si (p,N) = 1 on prendF ′ = F . Si p|N , on aN = N ′pt avect � 1. Le
même argument que dans la section 2.2.3 montre queQ(ζN )∩Q(p) = K et donc queQ(ζN ) est
le compositum des corpsK etQ(ζpN ′), qui sont linéairement disjoints surQ. On prend pourF ′

la partie deQ(ζpN ′) fixée parGal(Q(ζN )/F ).
Alors Cp,m,∞(F ) et Dp,m,∞(F ) ont des structures naturelles deZp[Gal(F ′(ζp)/Q)] [[Γ]]-

modules et nous sommes dans la situation étudiée dans [45]. On peut considérerψ comme un
caractère deGal(F ′(ζp)/Q). Soitω le caractère de Teichmüller du groupeGal(Q(ζp)/Q). Il est
clair que

eψ
(
Cp,m,∞(F )⊗OE

)
= eψω1−m

(
Cp,∞(F )⊗OE

)
(m− 1),

où le caractèreψω1−m est pair. On sait ([45], lemma 6.2) que ce module estOE [[Γ]]-libre,
engendré pareψ(cm,∞(ζf ′)), où f ′ désigne la partie du conducteur deψ première àp. D’autre
part, le moduleDψp,m,∞(F ) est engendré surOE [[Γ]] par l’élément∏

l|N
l �=p

(
1−ψ−1(l)Pl(X)lm−1

)
eψ
(
cm,∞(ζf ′)

)
.

Rappelons la formule bien connue suivante. SoitA un Λ � Zp[[X ]]-module libre de rang1 et
soitB un sous-module deA engendré par un polynômeG(X). Alors

(AΓn : BΓn) =
∣∣∣∣ ∏
ζpn=1

G(ζ − 1)
∣∣∣∣−1
p

.

En appliquant cette formule aux modulesCψp,m,∞(F ) et Dψp,m,∞(F ) et en prenantΓn = ΓF , on
obtient le lemme. ✷
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LEMME A.3.5. –On a la formule suivante(⊕
ψ

Cψp,m,∞(F )G∞ :
⊕
ψ

Dψp,m(F )
)

=
(
Cp,m,∞(F )G∞ ⊗OE : Dp,m(F )⊗OE

)
,

oùψ parcourt tous les caractères deGal(F/K) vérifiantψ(−1) = (−1)m−1.

Démonstration. –Remarquons que siψ(−1) = (−1)m, alorsCψp,m,∞(F ) = 0.
Soit pM la plus grande puissance dep divisant l’ordre deGal(F/K). Considérons le

diagramme commutatif suivant

0 pM (⊕ψDψp,m,∞(F ))

f

pM (⊕ψCψp,m,∞(F ))

g

A

h

0

0 Dp,m,∞(F )∆F ⊗OE Cp,m,∞(F )∆F ⊗OE B 0.

où ∆F = Gal(F (ζp)/F ). Le raisonnement suivant a été déjà utilisé par Burns et Greither
pour montrer la nullité de l’invariantµ de (U∞/Dp,1,∞)ψ dans le cas cyclotomique (voir [9],
p. 25). Dans la démonstration du lemme A.3.4 on a vu queDψp,m,∞(F ) est un sous-module de
Cψp,m,∞(F ) engendré par le polynôme∏

l|N
l �=p

(
1−ψ−1(l)Pl(X)lm−1

)
.

Donc A a un invariantµ nul. D’autre part, on sait (voir [20], lemma 2.3) queCp,m,∞(F )
est engendré en tant que module galoisien par les élémentscm,∞(ζk), k|N . Alors le même
raisonnement montre queB a aussi un invariantµ nul.

Commecokerf et cokerg sont tués par une puissance dep, ils ont un invariantλ nul. Le
diagramme ci-dessus montre alors quecokerf et cokerg ont même série caractéristique.

On considère maintenant le diagramme commutatif :

0 0

0 (cokerf)ΓF pM (⊕Dψp,m,∞(F )ΓF ) Dp,m,∞(F )G∞ ⊗OE (cokerf)ΓF 0

0 (cokerg)ΓF pM (⊕Cψp,m,∞(F )ΓF ) Cp,m,∞(F )G∞ ⊗OE (cokerg)ΓF 0

AΓF BΓF

0 0

CommeDp,m,∞(F ) estΛ-libre, les colonnes verticales sont exactes. Le même argument montre
quepMCψp,m,∞(F )ΓF s’injecte dansCp,m,∞(F )G∞ ⊗OE , donc

coker(f)ΓF = coker(g)ΓF = 0.
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On sait que siM est unΛ-module de torsion de série caractéristiqueG, alors

#MΓn/#MΓn =
∣∣∣∣ ∏
ζpn=1

G(ζ − 1)
∣∣∣∣−1
p

.

En appliquant cette formule àcokerf et àcokerg on obtient

coker(f)ΓF = coker(g)ΓF .

Par chasse dans le diagramme on en déduit que#AΓF = #BΓF d’où le lemme. ✷
Pour toutZp-moduleM on poseM̃ = M/Zp-torsion. Soit

Em(F ) =
∏
ψ

Eψ,m(F ).

PROPOSITION A.3.6. –On a(
H̃p,m(F ) : Dp,m(F )

) p∼ Em(F )#H2
(
OF [1/p],Zp(m)

)∓
,

où l’on prend la partie− (resp.+) si m est pair(resp. impair).

Démonstration. –CommeDp,m(F ) = Dp,m,∞(F )G∞ , on a

(
Hcycl
p,m (F ) : Dp,m(F )

)
=

(Cp,m,∞(F )G∞ : Dp,m(F ))
#kerκF

.

Les lemmes A.3.4 et A.3.5 montrent que

(
Cp,m,∞(F )G∞ : Dp,m(F )

)
=
∣∣Em(F )

∣∣−1
p

.

CommeHp,m(F ) et Hcycl
p,m (F ) ont mêmeZp-torsion, la proposition résulte maintenant du

théorème A.2.2. ✷
Pour tout entierm � 1 on pose

Lim(z) =
∞∑
k=1

zk

km
.

Cette série converge si|z|< 1 et admet un prolongement analytique surC \ [1;∞). On note que
si m � 2, alorsLim(z) converge si|z|= 1. Pour un caractère de Dirichlet

ψ :Gal
(
Q(ζN )/Q

)
� (Z/NZ)∗→ C∗

on pose

Fm(ψ, ζN ) =
∑

g∈Gal(Q(ζN )/Q)
ψ(g)Lim(ζgN ).
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PROPOSITION A.3.7. – (i) Soitψ un caractère de conducteurfψ et soitψ̃ : (Z/fψZ)∗→ C∗

le caractère primitif correspondant. Alors∏
l|N

(
1− ψ̃(l)lm−1

)
fm−1ψ Fm(ψ̃, ζN ) = Nm−1Fm(ψ, ζN ).

(ii) Siψ est un caractère primitif moduloN vérifiantψ(−1) = (−1)m−1, alors

L′(1−m,ψ) =
1
2

(m− 1)!
(2πi)m−1

Nm−1lm(ψ, ζN ).

Démonstration. –Voir [21,33].

On rappelle queH1
M(Q(ζN ),Q(m)) = K2m−1(Q(ζN )) ⊗ Q. Dans [2] Beilinson construit

des élémentsBm(ζN ) ∈ H1
M(F,Q(m)) vérifiant les propriétés remarquables suivantes.

THÉORÈME A.3.8 (Beilinson, Huber–Wildeshaus). – (i)L’application régulateur

r∞,m :H1
M
(
Q(ζN ),Q(m)

)
→ R(m− 1)+B

envoieBm(ζN ) sur

−Nm−1(m− 1)!
∑

g∈Gal(Q(ζN )/Q)
Lim(ζgN )g.

(ii) Soit

rp,m :H1
M
(
Q(ζN ),Q(m)

)
→ H1

(
Q(ζN ),Qp(m)

)
le régulateurp-adique. Alors

rp,m
(
Bm(ζN )

)
= c̃m(ζN ),

où c̃m(ζN ) = cm(ζN ) si p|N et c̃m(ζN ) = (1− pm−1Fr−1p )cm(ζN ) sinon.

Démonstration. –Voir [2,23,33].

THÉORÈME A.3.9. –SoitF un corps abélien. Alors pour toutm � 2 on a

ζ∗F (1−m) 2=±
#Kcoh

2m−2(F )
wm(F )

Rm(F ).

Démonstration. –Nous répétons les arguments de [28], pp. 709–715. SoitN le conducteur de
F . On noteBm(Q(ζN )) le sous-module galoisien deH1

M(Q(ζN ),Q(m)) engendré parBm(ζN )
etBm(F ) l’image de ce module par la corestriction dansH1

M(F,Q(m)).
Il résulte du théorème A.3.8 que

covol
(
r∞,m(Bm(F ))

)
= Em(F )

∏
ψ(−1)=(−1)m−1

(m− 1)!
(2πi)m−1

fm−1ψ Fm(ψ, ζfψ ).

Alors la proposition A.3.7 donne :

Em(F )
∏

ψ(−1)=(−1)m−1

L′(1−m,ψ) = covol
(
r∞,m(Bm(F ))

)
.
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D’autre part, on a

∏
ψ(−1)=(−1)m

L′(1−m,ψ) =

∏
p#H2

ét(OF [1/p],Zp(m))±

w1−m(F )

(on prend la partie+ (resp.−) si m est pair (resp. impair), voir [28], théorème 6.3 et p. 710).
Donc

Em(F )ζ∗F (1−m) 2=
#Kcoh

2m−2(F )±

w1−m(F )
covol

(
r∞,m(Bm(F ))

)
.

Comme

Rm(F ) =
covol(r∞,m(Bm(F )))

(K̃2m−1(F ) : Bm(F ))
,

il suffit de calculer l’indice(K̃2m−1(F ) : Bm(F )). Le théorème A.3.8(ii) donne(
K̃2m−1(F ) : Bm(F )

) p∼ (H̃p,m(F ) : Dp,m(F )
)
.

Alors, par la proposition A.3.6 on a(
K̃2m−1(F ) : Bm(F )

) 2= Em(F )#Kcoh
2m−2(F )∓.

On en déduit le théorème.✷
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