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LA JÎ-MATRICE POUR LES ALGÈBRES QUANTIQUES
DE TYPE AFFINE NON TORDU

PAR ILARIA DAMIANI

RÉSUMÉ. - Ici on étudie la ^-matrice des algèbres quantiques de type affine non tordu : grâce aux résultats
contenus dans [8], [25], [26] il s'agit de trouver une base de U^ et une U^~ duales par rapport à la forme de Killing.

Après avoir rappelé les notations (1 et 2), les résultats généraux (2, 3) et ceux connus pour le cas fini - et
conséquemment pour les racines réelles - (4), le premier pas est d'étudier l'action du coproduit sur les vecteurs
relatifs aux racines imaginaires (5 et 7), en utilisant les propriétés de commutation analysées dans 6.

Ensuite on décrit quelques propriétés de dualité des bases de PBW (8) et on calcule la forme de Killing sur les
vecteurs relatifs aux racines imaginaires (9), pour conclure enfin avec l'étude complète des propriétés de dualité (10).

On résume donc les résultats dans la formule exponentielle pour la -R-matrice (11). © Eisevier, Paris

ABSTRACT. - This paper deals with thé study of thé .R-matrix for non-twisted affine quantum algebras: thanks
to thé results of [8], [25], [26] this problem reduces to looking for dual bases of U^ and Uq (dual with respect
to thé Killing form).

After recalling thé notations (1 and 2), thé général results (2 and 3) and thé well known facts about thé finite
case and thé real root vectors (4), thé first step consists in studying thé action of thé coproduct on thé imaginary
root vectors (5 and 7) by applying thé commutation ruies found in 6.

Thé second step is describing some duality properties of thé PBW-bases (8), computing thé Killing form on thé
imaginary root vectors (9) and finally giving complète détails on thé duality properties (10).

Thèse results are gathered together in 11, where an explicit exponential formula for thé Jî-matrix is given.
© Eisevier, Paris

0. Introduction

Dans cet article on calcule la Jî-matrice R = RQ pour les algèbres quantiques Uq = Uq(^)
de type affine non tordu, en étudiant l'action du groupe des tresses généralisé et ses relations
avec le coproduit A, à l'aide de certaines « Jî-matrices partielles », qui ont d'abord été
introduites par Levendorskii-Soibelman (cf. [18]) pour la détermination de jRg dans le
cas fini.

Levendorskii-Soibelman-Stukopin, dans [19], trouvent -R—^, mais ils affirment ne pas
Sl{Z)

savoir comment étendre leur résultat au cas affine non tordu général.
Khoroshkin-Tolstoy, dans [15], donnent une formule générale pour ̂ , mais ils n'étudient

pas l'action du groupe des tresses et utilisent d'autres techniques.
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494 I. DAMIANI

Dans cet article on généralise les techniques de [18], [19], en les appliquant à une base
de type PBW de Uq (cf. [2]), ce qui permet de décrire assez précisément le coproduit A
sur les vecteurs E^ relatifs aux racines positives.

Les racines positives réelles ne présentent aucune différence avec le cas fini, sauf qu'il y
a deux suites de racines positives au lieu d'une seule; mais tout marche comme dans [17]
et on ne rencontre pas de vraies difficultés.

D'un autre côté pour les racines imaginaires, qui n'appartiennent pas à l'orbite des racines
simples sous l'action du groupe de Weyl, il faut donner d'autres arguments: essentiellement,
on arrive à décrire /\(Eçrn6.i)) (m > 0, i ç. IQ: cf. définition 2.7) grâce au fait que

(i) les vecteurs Eçm6,i) sont points fixes pour le sous-groupe du groupe des tresses
généralisé engendré par [T^\j ç Io} et en particulier pour T p , où o;ï,...,a;n sont
les copoids fondamentaux de l'algèbre de Kac-Moody de type fini associée à g
et p" est leur somme;

(ii) on connaît exactement les règles de commutation entre £'(m<5,i) et Ej, Es-c,j (j € Io)',
(iii) la formule de Levendorskii-Soibelman (cf. [18]) entraîne des bonnes propriétés de

commutation, qu'on étudie au moyen d'une analyse de la relation d'ordre sur <!>-(-
relative à la base de PBW choisie.

On arrive ainsi à trouver une base de U^ et une base de Uq qui soient duales par
rapport à la forme de Killing, et donc, grâce aux liens entre la Jî-matrice et la forme
de Killing décrits dans [8], [25], [26], à donner une formule exponentielle explicite pour
la Jî-matrice dans le cas affine non tordu, qui généralise celle connue dans le cas fini
(et dans le cas sl(î)).

J'ai abordé ce problème d'après les conseils et les encouragements des Professeurs
Corrado De Concini, Tetsuji Miwa, Nikolaj Reshetikhin et Marc Rosso, qui a aussi lu
mon manuscrit, en me donnant plusieurs indications pour l'améliorer; je voudrais aussi
remercier Georges Papadopoulo qui a corrigé mon français.

1. Définitions et préliminaires

Dans ce paragraphe on donne les définitions, les notations et les propriétés principales
qui seront utilisées ensuite.

NOTATION 1. - Soit Q une C-algèbre de Lie simple de dimension finie; on dénote:
1) IQ = {l,...,n} l'ensemble des sommets du diagramme de Dynkin (pour

l'identification entre Io et {!,..., n} voir [4]);
2) o : Io —> {±1} une fonction telle que aij ^ 0 =^> o{i)o{j) == —1;
3) (} une sous-algèbre de Cartan de Q (engendrée par {fa i , ...,fan} = {hi\i ç Io})',
4) $o == ^o,+ u (—^o,+) Ç b* 1e système des racines (c'est-à-dire fl == f) (D (Oae^oSo-)»

et dimcfla = 1 Va G <l>o), ^o,+ l'ensemble des racines positives et {ai, ...,û^} =
= {ai\i G Jo} l'ensemble des racines simples;

5) Qo = Sa6^oïa = ̂ içio2^ le réseau des racines;
6) Qo == Soe^o ~^a = ^içio^î le réseau des co-racines et Pô' = Homz(Qo^) ==

= ^içiQÎcji le réseau des co-poids (Qo Ç Po'); -PO,+ = Z^ejo ̂ 1 ̂ t l'ensemble
des co-poids dominants;

7) P = \ Eae^ a = E.̂ o ̂  ̂  PO W ^ Qo);
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LA Jî-MATRICE POUR LES ALGÈBRES QUANTIQUES 495

8) WQ le groupe de Weyi.

NOTATION 2. - Soit 0 une C-algèbre de Lie simple de dimension finie; on dénote Q
l'algèbre de Kac-Moody de type affine non tordue correspondant à 5, c'est-à-dire

s ^f l^cC^r^eCceo
où [• , • ] est défini de la façon suivante:

(i) c est central, c'est-à-dire [c,x\ = 0 Va; e g;
(ii) ad<9 = ̂ , c'est-à-dire [9, x (g) t^} = mx 0 t^ \/x e Q, Vm e Z;

(iii) [a;(g)f\2/0^] = [^^]0r+s+(a;|î/)r^_,cVr^;^ç0,Vr^GZ,où(•|•)estlaforme
bilinéaire symétrique invariante non dégénérée de Q (correctement normalisée).

NOTATION 3. - Soient Q et Q comme dans la notation 2; pour Q on dénote:
1)1= {0,1, ...,n} D Jo l'ensemble des sommets du diagramme de Dynkin;
2) A = (aij)ijçi la matrice de Cartan généralisée et D = diag(d,|% G J) la matrice

diagonale à coefficients entiers positifs (et premiers entre eux) telle que DA soit
symétrique (do = 1);

3) 6 = t) 0 Ce C 09 Ç Q la sous-algèbre de Cartan;
4) $ = $+ u (-$+) Ç ()* le système des racines, $+ = $^ U ^lm l'ensemble

des racines positives, {ao,...,0n} = {a,|% e J} l'ensemble des racines simples,
^lm == {m^|m > 0} l'ensemble des racines imaginaires positives où 8 = 0 + ao et 6
est la racine la plus haute de fl, <S>^ = $o,+ U {a + m6\a ç^o.m > 0} l'ensemble
des racines réelles positives; remarquons que

fl = f) C (Caç^Ôa)

où dimcéa = ^ T ^ ^-U.T •f <c:ôim: ^onc sl on ^e^mt ^a multiplicité
d'une racine a comme la dimension de l'espace propre associé à a on peut
identifier l'ensemble $+ des « racines positives avec leurs multiplicités » à
$+ = $^ U (^lm x Jo); on appelle p : $+ -^ $+ l'application naturelle;

5) Q = Z^ç<î> ïoi = (B^jZo;, = QQ ® Zoo = Qo ^16 le réseau des racines, < la
relation d'ordre sur Ç donnée par a < f3 ̂  /3 - a e Q+ où Ç+ = ̂ . ^ Na,;

6) VT; G Q

r

Par(î?)= ^=(-7i,...,^)|r^0, ^ei>+Vn = 1, ...,r, ^p(-7n) = î?}/ ~
H==l

où ~ est la relation d'équivalence donnée par

(7i^^ 7r) ~ (71,...,%) ̂ r = s et ^açGr tel que 7^ = 7a(u) V^=l , . . . , r ;

de plus P= uî?eQ+ Par(7y); on remarque que équivalemment

P={(7i,...,7,)|reN,7,e$+ W=l,. . ,r , 71 ^ ... ^ 7,}

où ^ est une relation d'ordre totale de $+: par la suite (cf. définition 2.4) on choisira
une relation d'ordre totale bien déterminée de 1»+;

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



496 I. DAMIANI

7) (•!•) la forme bilinéaire symétrique invariante sur ô, correctement normalisée (on
a que (hi\hj) = -r1); on remarque que (•| ') | , est non dégénérée, donc induit une

d'j ' •5

identification entre 1} et ()*, et une forme bilinéaire symétrique sur ()* (et sur Q),
encore dénotée par (• |-); on sait que la matrice de cette forme sur Q par rapport
à la base {ai\i G 1} est DA\ on dénote alors par Ooo l'élément de I)* tel que
(û/oolQ e Zo;oo) = 0 et (aoo|ao) = 1, et par Qoo le réseau Qoo = Q ® ^oo;

8) T le groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin;
9) W = Wo ix Qo le groupe de Weyl, W = Wo K Pô = W x T le groupe de Weyl

généralisé, {,so,...,5yi} = { ^ | % € 1} Ç VF l'ensemble des réflexions simples de W:
5i,. ..^Sn sont les réflexions simples de Wo c Wo x Qo et 5o est l'élément de
Wo ix Çô défini par SQ = («s^, —0"); ici 0" est la coracine relative a 0 et se est la
réflexion orthogonale de direction 0, c'est-à-dire SQ = wsiW~1 où w G Wo ^ % G ^o
sont tels que 0 = w(Q^); ça donne l'identification entre W et Wo K Qo;

10) l : W —^ N la fonction longueur, c'est-à-dire la fonction définie de la façon suivante:

l(w) = mm{meN|EiTçT,%i , . . . ,%yn ç.1 tels que w = s^ • ... • 5^r};

on remarque que la fonction longueur restreinte à Wo est la fonction longueur de Wo;
11) B le groupe des tresses (engendré par {Ti\i ç.1}), B = B xi T le groupe des tresses

généralisé, et T : W —^ B la section telle que T^ = T^ - ... • T^ si w = 5^ • ... • 5^
et Z(w) = r (B est le groupe des tresses associé à W).

REMARQUE 4. - W agit sur Qoo (et sur <î>), et (- | - ) est W^-invariante;

DÉFINITION 5. - Soit Q l'algèbre de Kac-Moody de type affine non tordu associée à fl;
on dénote par Uq = Uq{^} l'algèbre quantique de Q (engendrée par l'ensemble

{E^F^K^^D^içI}

sur C(ç)) avec les relations suivantes:

K\K^ = K\^^ VA,/^eQooî

K^=q^^E,K^ V A e Q ^ V z e J ,

K^F, = q-^^F^ V À G Q ^ , V z G J ,

[^^l-^^-^ ^ J ^ I
Oi-Oi

1^ [1 ~a^3} E^E^- = 0 = 1^ [1 ~al3'\ FIF^——- Vz / ,GJ,
r=0 I- -'^ r=0 L -1^

où on pose
(i) K^ = P;

(ii) K^ = K^0 . ... . K^-D^ si À = E^u{oo} ̂ ^ ^ Qoo;
(iii) ^ = ç^^ Va e ̂ re, ç, = ̂ , Vz ç J, Ç(^<ç^) = q, Vm > 0,V% e J;
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LA JÎ-MATRICE POUR LES ALGÈBRES QUANTIQUES 497

^rm _ —rrn
(iv) [m\q. = g r _ q - r Vm,r € Z,

( o2"1-!^a ci n- (= A1'®
(m)^ ^Tr slae<p+ Vm€Z,

m si a e ̂ lm x Jo

Vm € N,VreZ, Va€$+ [m]^!= F îM^ (m)J= n î̂ )-
v) Va € $+, Va; e ̂

rn

expja-)= ̂  -——.
(m)J'

m>0

REMARQUE 6. - On rappelle qu'on a les structures suivantes attachées à Uq:
1) une Q-graduation Uq == Q^QUq r, où Ei ç Uq a,. Fi € Uq -a - , K^ ç Uq o Vî e J,

^±1 G ^,o;
2) une décomposition triangulaire de Uq: Uq S ZY~ ®U° ® U'- ^ U^ 0 Z^° 0 Z^~, où

^g~, U^ et ̂  sont les sous-algèbres de Uq engendrées respectivement par {Ei\i ç. J},
{Kt^D^içI} et {Fi\içl};

3) une anti-involution anti-linéaire fî : Uq —> Uq définie par

fl(Ei)=Fi, fî{Fi)=Ei, Çî{Ki)=K^\ n(D)=D-1, Î2(ç)=g-1;

4) une action du groupe des tresses commutant à f2 et telle que Ti(K\) = KS^(\),
TiÇEi) = -FiKi et Ti(Ej) G U^^ \/i € I , Vj G 1 \ {i}, VA G Qoo;

5) une structure de Hopf (A, e. S), dont le coproduit A : Uq —> Uq 0 Uq est donné par

A(£;,) = Ei 0 1 + K, ® ̂ ,,

A(Fi)=l®F.+Fi<g)^1,

A(^)=^0^;

remarquons que A o Î2 = (0 ® fî) o a o A où CT : Uq ® Uq —»• Uq 0 Z^g est défini par
cr(x <g) y) = y ® a;;

6) la forme de Killing, c'est-à-dire l'unique forme bilinéaire (•, •) : U]-° çQUf0 —> C(ç)
telle que

(i) (a;,yiî/2) = (A(a;),yi ® 1/2) Va;e^>°, Vyi,y2 ë^0;
(ii) (a;ia;2,y) = (2-2 0 a;i,A(y)) Va;i,a;2 ë^0, Vye^<°;
(iii) (J^A,^) = î-^'^ VA,jueQoo;
(iv) (^A,F) = o = (F,,̂ ) Vî e J, VA e Q^;
(v) (^,F,) = —^—— ^ j ç l ;

^li Q-i

remarquons que ( • , • ) a les propriétés suivantes:
a) ( ' ? ' ) |^^ox^< o = 0 si 77 ^ 77;

'^g,^ ^^q^^

b) (•, •)|^+ ^_ est non dégénérée VT/ G Q+;
c) (rr^J) ='(ï^) = {x,yK^) ̂ x e^+, V^/e^-, VÀeÇ^.
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498 I. DAMIANI

2. PBW-bases

On introduit maintenant des vecteurs associés aux racines réelles et une base de
type Poincaré-Birkhoff-Witt pour Uq et on en décrit brièvement quelques propriétés
fondamentales.

NOTATION 1. - Soit N = <(2/f) et soit i : {1,.... 2mn} -> IQ (m > 0) tel que

Vy'eJo #{uç{1^.^2mn}\in=j}=2m

(c'est-à-dire, ^^^ ûi;^ = 2m /f); on dénote par i \î —> ï une suite cyclique de période
mN telle que \fu = 1, ...,2mn EÎT^ G T tel que

u

•^(i) • - • s.çi^Tu = o;̂  • ... • uj^ avec lu = ̂ l(avec ^ = ^ l \ < j j i
v=i

On remarque qu'une telle suite L existe, car /| est une fonction additive (cf. [l], [2], [3]).

DÉFINITION 2. - Soit i comme décrite dans la notation 1; on pose alors, VfcçZ,

g (^ g^\ ̂  [ -^(i) • - • ^(fc-l^û^)) si k > 1
W Pk ) . ^(o)-...-^(fc+i)(a^)) si k<0.

Pour la proposition suivante voir [2]:

PROPOSITION 3. - Les (3k vérifient les propriétés suivantes:
1) k \—f (3k définit une bijection de î sur $^;
2) {f3k\k>l}={r6-a\r>Q,aç<S>o^} et {(3k\k^O}={rS-}-a\r^O,aç^}. D

DÉFINITION 4. - On définit la relation d'ordre sur <!>+ (notée ^) par
1) 0k ^ (3l si et seulement si: soit 1 < k < l, soit k < l < 0, soit k>l>l\
2) (3k ^ a ^ (3i Va <E ^lm x Jo, Vfc > 0 > Z;
3) (r8,i) -^ {s8,j) si et seulement si: soit r > s soit r = 5 et i <, j.
Par abus de notation, on note aussi ^ la relation d'ordre lexicographique qu'on en déduit

sur P de la façon suivante: (71,..., 7^) ^ (71,..., 7s) si et seulement si: soit 3k < min{r, s}
tel que 7^) = 7^) V-u < fc et 7^) ^ 7^(fc), soit r < 5 et 7^) = 7^(^) Vu < r, où
ae ©^ et re 65 sont tels que 7^.(i) ^ ... ^ 7^^) et 7^(1) ^ ... ^ 7^(5).

On écrit aussi a -< (3 si a -< (3 et a / /?.

REMARQUE 5. - La relation d'ordre ^ est « presque convexe », c'est-à-dire que si
o^7i ^ • - • ^ 7r ^ ^+ et ^(ù^) = Z^=iP(7n) (r > 1) alors ou bien a,71,...,7,,
appartiennent toutes à ^>lm x IQ ou bien 71 -< a -< 7^.

REMARQUE 6. - Notons par ^ soit la relation d'ordre sur $+ donnée par

^/ l(<î• lp^xJo)x(^xJo) = ^ l(^xJo)x(^x7o)

et
-<' \~ — ^ 1
-^ l^+\((^mxJo)x(^xJo)) ~ - l^+\((^xJo)x(^xJro))

soit, par abus de notation, la relation d'ordre lexicographique associée sur V\ la relation
d'ordre ^/ est alors encore « presque convexe ».

4e SÉRIE - TOME 31 - 1998 - N° 4



LA jR-MATRICE POUR LES ALGÈBRES QUANTIQUES 499

DÉFINITION 7. - Soit i comme décrite dans la notation 1; on définit alors les vecteurs
relatifs aux racines positives (avec multiplicité) de la façon suivante:

p /- z^_ J^(1) •-•^(fc-i)(£'^)) s i f c ^ l
^M— ^ / 3 k ) ~ 1 T-1 . .T-1 r / ^ / ^ d ^ < n-l ^ ( o ) • • • -^(fc+i^'WJ sl A; S u,

Ê(^)(-£^)= -E^-^^+g,-2^^-^ Vr>0^çJo,

exp((g. - ̂ -1) ̂ £(^)^) = 1 - (ç, - ̂ -1) ̂ È^i^ VzeJo,
r>0 r>0

F,=»(^a) Vael>+, F(^)=ÎÎ(^)).

DÉFINITION 8. - Supposons donné, Va e 1>+, un élément x^ G ^g; on définit alors
V7 = (7i,...,7r) e^P

^(7) = ̂ 7.(1) • - • ̂ (r) . ^(-7) = ̂ (.) • - • ̂ .(l)

où a ç ©y. est tel que 7^(1) ^ ... ^ 7^(^).
On rappelle ici le théorème suivant, donnant une base de type PBW pour Uq (cf. [2]):

THÉORÈME 9. - Les ensembles

{E{j)\^P} et {E{-j)\^çP}

sont deux bases de U^ indexées par P. De plus, si Uc[q,q-1] est la C[g, q~1}-sous-algèbre
de Uq engendrée par

f v\ _ r)—l 'v _ v~^- ^
\E^F^ ————r, ———-^-\a^içl l,
l 9 - q qi - Qi \

on a

(Z/2Z)»+2 ̂  ̂ [g,g-l]/(î - l)^C[,,î-l] ̂  U{Q)

(U(0} est l'algèbre enveloppante de Q), où pour chaque a G <!>+ on a Ea ^ ±60,
Fa i->- ±fa, avec

(e f }= Ue^t"1,^®!-"1) si a = m6 + (3 (/3e$o,+,m > 0)
° K./'/î®*"1^®*-"1) 5i Q=m^- /3 (/3e$o,+,m>0).

D
On rappelle aussi la formule de Levendorskii-Soibelman (cf. [2], [18]) qui décrit des

bonnes propriétés de commutation pour ces bases:

THÉORÈME 10. - V^y = (71, ....-y,,) (E P, Va £ <&+,

^(7)£a - g-''̂ '0^,^^) = ^ a^)
21

(^.a)^^7^,»)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



500 I. DAMIANI

et

-B(-7)^ - q-^E^EÇ-y) = ^ ^(-7)'
(^^^('y.a)

OU

^(7; o0 = ̂  (̂ MÛ-)) - ̂  (X^MoO).
7z^a 7z^<Q

Enfin on rappelle le résultat suivant (cf. [l], [4]):
D

PROPOSITION 11. - Vr ç N VZ ç JQ ^6+a. = ÎLT(^) ^ -E;(r+l)6-a. = T^T^^)

(en particulier, Erê^-oa, £'(r+i)6-a, ^^ ^((r+i)6,î) ^^ dépendent pas de u); de plus Vr, s > 0
Vz,j e Jo

^iÇEçrôJ)) = E(r6J),

[E^E^] = ±(o(^)o^))-Im^k^^,^.,

[̂ .)^u.)]= ̂ (offloa))^'^9-^;^1.
r ^ ^

D
On conclut ce paragraphe en introduisant les définitions suivantes:

DÉFINITION 12. — On définit les sous-ensembles suivants de <Ï>+:

^ ^ _ n ^ | K ^ < f c } si f c ^ l
-^^J- < [ { ^ | 0 > r > f c } si f c ^ O ;

$+(oo)={/î,|r>l}, ^+(-oo)={/3,|r<0},

^(^^^xJo,

$+(ob) = ^+(00) U $+(im), $+(-ob) = $+(-00) U $+(im).

DÉHNITION 13. - Soit * e Z U {±oo,=L6b,im}; on définit alors ^(*) comme la
sous-algèbre de Uq engendrée par {Ea \a €$+(*)}.

On définit aussi ^°(*) - ̂ +(*)^°, ^-(*) = ̂ (^(*)), ^<0(*) = "(^>0(*)).

REMARQUE 14. - La formule de Levendorskii-Soibelman implique que

V*GZu{±oo,±ob, im}

{£(7)|7ne$+(*)Vn=l, . . . ,r} et {^(-7)|7,e$+(*) Vn = 1, ...,r}

sont deux bases de ̂ (*) (où on a posé 7 == (71, ...,7r)). D
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3. La fi-matrice: résultats généraux

On introduit maintenant la ^î-matrice et on donne les résultats généraux, que l'on
utilisera par la suite pour le calcul explicite de R^.

DÉFINITION 1. - Soit A une algèbre de Hopf dont le coproduit est dénoté par A; un
élément R e A 0 A est dit une Jî-matrice pour A si

( a) R est inversible,
(*) b) -Ri2-Ri3^23 = ̂ 23-Ri3-Ri2î

c) 7îA(a) = ^\a}R VaçA,

oùJîi2= ^01, ^23= 10-R, ^13= (l0cr)(IÎ0l) sont dans A 0 A (g) A et A' = croA
(cr(a 0 6) = b (g) a).

REMARQUE 2. - Soit A une algèbre de Hopf avec coproduit A; si U et V sont
deux A-modules la structure d'algèbre de Hopf sur A induit d'une façon naturelle
une structure de A-module sur U (g) Y, et on a, grâce à la coassociativité de A, que
{U (g) V) 0 W ^ U (g) (Y 0 IV) pour (7, Y, IV A-modules.

En général, ce n'est pas vrai que î/0 V ^ V0 Î7; mais s'il existe une Jî-matrice pour A,
elle fournit un isomorphisme a u y o R ' . U ^ V ^ V ^ U pour chaque pair de ^-modules
U et Y (ici o-u,v est défini par cr^y('u 0 v) = v (g) u).

On remarque encore que pour obtenir un isomorphisme entre U (g) V et Y 0 [7 il n'est
pas nécessaire d'avoir un élément R ç. A 0 A: en fait on n'a utilisé que le fait d'avoir
(induit par R) un endomorphisme linéaire de U 0 V".

Les considérations précédentes suggèrent une définition légèrement plus générale de
Jî-matrice:

DÉFINITION 3. - Soient A une algèbre de Hopf, A son coproduit et 0 une catégorie de
A-modules; on appelle Jî-matrice de A (relative à la catégorie 0) une ruie R qui associe
à chaque pair (U, V) d'objets de 0 un endomorphisme Ruy de U 0 V satisfaisant (*),
c'est-à-dire

a) R^^^ est inversible,
r \ r)U,V,W r)U\V,W r>U,V,W _ jjU,V,W T)U,V,W r>U,V,Wo) n^ 11^ n^ — n^ n^ n^ ,
c) ^^(a) = A^a)^^ VaeA

Ici R^ dénote R^ 0 id^, R^ dénote ïdu 0 R^ et R^ dénote
(idu 0 (Tw,v){RU'w 0 idy)(id[/ 0 ay^), où [/, y, W sont objets de 0. On a alors
que a^y o Ruy : (7 0 V —> V 0 i7 est un isomorphisme de A-modules W, Y.

On revient maintenant à l'étude des algèbres quantiques. Dans ce contexte on a le
résultat suivant (cf. [8], [25], [26]):

THÉORÈME 4. - \/rî C Ç+ soit Cr, Ç-U^ 0^-^ Vêlement canonique de la forme de Killing
( ' , ' ) ; de plus soit t^o e 1) 0 f) l'élément canonique de (•[•); alors, si on pose

MEs)^'
^€Ç+

6w û ^M^ Iî est une R-matrice pour Uq.
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REMARQUE 5. - Puisque ̂ çQ+ crï ^t une « somme infinie », R (comme définie dans
le théorème 4) n'est pas un élément de Uq 0 Uq\ il faut donc donner une catégorie de
Uq -modules 0 où R définit un endomorphisme de U 0 V pour chaque pair d'objets de
0, pour qu'il ait un sens.

Dans ce but, on remarque que la définition même de C^ implique que si 0 est la catégorie
des ^g-modules sur lesquels tous les Ei agissent d'une façon localement niipotente, alors
Z^eç+ ^-n dénote un bien défini endomorphisme de U 0 V pour tous U, V objets de 0.

Or, si U est un objet de 0, on a en particulier que U est Qoo -gradué; on définit alors
q-^ : U (g) V -^ U (g) V ((7, V objets de 0) par

^\u^=^^u^

On ne considérera dorénavant que Uq -modules qui vivent dans la catégorie 0, et on
applique les même considérations de cette remarque à toutes les sommes infinies qui
apparaîtront par la suite.

Le problème de trouver la Jî-matrice pour Uq est ainsi ramené à l'étude de la forme
de Killing.

4. Les racines réelles

Maintenant on a les ingrédients principaux pour aborder le calcul de la .R-matrice: on
se propose de décrire C^ (cf. théorème 3.4), c'est-à-dire de trouver deux bases de U^ et
Uq qui soient duales par rapport à ( • , • ) .

L'idée est de réussir à contrôler A(^) et d'utiliser le lien entre la forme de Killing
et le coproduit.

On commence donc en décrivant le comportement des racines réelles, qui est exactement
le même que celui que Levendorskii et Soibelman ont décrit dans le cas fini; on renvoie
à [18], [5] pour les démonstrations.

DÉFINITION 1. - Soit i e J; on pose

D _ \ ^ \^i____^ ) ~ti 77171 T^'~n /o V^ V^^ - 2^ ——r^n——Ei Ki ® Fi Kiw-n>0

et
te - qrr^

n>0
^=E—h——F^^-^0 ^Jçz-

LEMME 2. - Pour tout V, W dans 0 et pour tout ici. Ri et Ri induisent des opérateurs
bien définis sur V (g) W; Ri et Ri sont inversibles et on a

^T<k~
^ ~ ̂  W ^ ^ î^
D-l _ V^ W ~ ^i ) ^i_______ m j^-n ^ i-m r^n^i - 2^ ——m——Ei Ki 0 Fi K-

n>0 ^J^-

et

D-l _ V^ fa~1 - g^)7^ yn ^ cm.^ - L. ——^——F. 0 ̂  '
n>0 [nï<îi'
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de plus

^(îr^îr1)^);
enfin

A(r,(rr)) = R^ . (T, 0 r,)(A(^)) . R, \fx^U,

et
A^-1^)) = ̂ -1 . (î71 0 ̂ -^(A^)) • Ri \/xeU,.

D

DÉFINITION 3. - Soit L comme dans 2.1 et soit k e Z; on définit alors des .R-matrices
partielles comme suit:

( À,(I) si k = 1
p^_ T^_,{R^)R{k - 1) s i Â ; > l
"W - ^(o) si fc = 0

TJ_\ (^(fc))^(fc+l) s i f c < 0 ,

où Vfc ç Z

^ „ f ^ ( i ) ' - ' ^ ( f c ) s i f c > l
k ' \ 5,(o) • ... • ^(A;) si k ^ 0.

On a alors le théorème suivant, qui résoud le cas des racines réelles:

THÉORÈME 4.
1) On a le lien suivant entre le coproduit, l'action du groupe des tresses et les R-matrices

partielles: 1x ç. Uq

A(r^(^)) = R(k)-1. (2^ 0 r,J(A(^)) . R(k) si k ̂  1,

A(r;^0r)) = À:fc)-1 . (T^ 0 Î^KA^)) . À(Â;) si k < 0;

2) fc5' R-matrices partielles ont la propriété suivante: soit k ç. Z; alors

^(ÂO^e^^ et R(krl=^mW®m'W
U U

où l^K^ ® l'^K^, m^K^ 0 m^K^ GU^(k + 1) ® ^g-_^(A: + 1) /WMr
ÇM^Me 7u e Ç+ si k ^ l , et l^ 0 /^^ m^ 0 m^(fc) G ̂ -(A; - 1) 0 ̂ (fc - 1)
5( k ^ 0;

3) on a /a propriété suivante pour le coproduit des vecteurs relatifs aux racines réelles:

A(^) - {Eft, ® 1 + K^ ® E^)^\K) ® U^ et

A(F/3, ) - (1 ® F^ + F^ ® K^) e^- 0 Uf\k} si k > 1

A(^ ) - (^ ® 1 + ̂  ® £^ ) e^° ® U^{k) et

A(F^) - (1 ® F^ + F^ ® K^) çU,(k) ® Uf9 si k ̂  0;
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4) si^= (7i,...,7r),7 = (^i^^^s}^P sont tels que

{7^7^11 < - u < r , l ^ î ; ^ 5 } Ç $+(oo)

ou bien

{7^7v|l < î A < r , l < - y ^ 5 } Ç ^(-oo),

on a

(Ê(-^F(-7))/0^7-7;

5) 57 7 = (71, ...,7^) e P est tel que

{7n|l < u < r} C $+(oo) ou bien {7^1 < u < r} Ç ̂ (-oo)

on a

{E{-^F{-^= n w ̂  •
aç^ ^a Qo) 1-

D

5. Premier contrôle de l'action du coproduit sur U^-g,im

On aborde maintenant l'étude des vecteurs relatifs aux racines imaginaires: comme ils
ne sont pas définis au moyen de l'action du groupe des tresses, les techniques utilisées
par Levendorskii et Soibelman afin d'obtenir un contrôle du coproduit ne s'appliquent pas
dans le cas de ces racines; mais ce qu'on connaît de ces vecteurs et de leurs relations avec
le groupe des tresses et les vecteurs relatifs aux racines réelles est suffisant pour pouvoir
en déduire des premières propriétés.

LEMME 1. - La définition de E^ entraîne immédiatement que

T^(E^)=E^ si k>l etT^l(E^)=E^_^ si k < 0;

de plus, si k > 1 3m > 0 tel que

T^WçUf0 (etT^^Je^0 V m > m )

et si k < 0 3m > 0 tel que

T^(W e^<° (et T^(^) e^<° Vm >, m).

PROPOSITION 2. - ̂ ç^+(im) =^ A(:r) eU^°(6o) ̂ ^(-ob).

Preuve. - Comme x eZ^-(im) on sait que T^(x) = x V% e IQ (cf. proposition 11);
en particulier, on a alors T^p-(x) = x.

Le lemme 1 entraîne que si A (a;) ^ U^°(6o) 0 ̂ +, 3m > 0 tel que
(Î2m^ 0 T2^)(A(^)) ^ ̂ >0 0 ̂ ; de même si A(rr) ^ U^ 0 ̂ +(-6b), 3m > 0 tel

^ue (^"nîp' ^ T2^p-)(A(:r)) ^ Uq 0 ̂ >0; on va prouver que cela est impossible.
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Soient d'abord m > 0 et

(r2^0T2^)(A(^)= ^ X^F(7)01)
r?(=Q-|-

^çPar(r,)

avec Xy ç ̂ 0 0 Z^g. Alors, on a

Uf°0U,3^(x) = A(T2^(rr)) = R{mN)-\T^ ^ T^)(A(x))R(mN) =

= R(mN)~1 ^ X^(^F(7) (g) l)R(mN) =
^6Q+

^€Par(7,)

=Â(m7V)-1 Y, X^R{mN)(K^F(j) (g)-l)+
^€Q+

^€Par(r,)

+^(m7V)-1 ^ X^F(^)0l^(m7V)];
^€Q+

^€Par(r,)

or, R(mN) = ̂ ^ ^(3)^ avec lyK^ ç_U^ r^ (cf. théorème 4.4, 2), donc pour7ePar(^)
on a

[^^(7)^.]ee,/<^°^_,/;

cela entraîne que si rj est maximal dans

{7)eÇ+|37 e Par(77) tel que X^_ ^ 0}

et si 7 e Par {rf) est tel que Xy / 0, alors ou bien RÇmN^X^RÇmN) = 0 (donc
X^ = 0, ce qui contredit le choix de 7) ou bien T] = 0.

Mais T] = 0 veut dire (T^mp- ^ T^mp^(^(x)) e ̂ >0 0 Z^, et ça pour tout m > 0,
donc A^r) e ̂ ^(ob) 0 ̂ +.

La preuve que A(rc) ç^° 0 U^{—6o) est tout à fait pareille:
soient m > 0 et

(ÎÏ^ ̂  T2-^)(A^)) := ^ X^(l 0 F(7)) avec X^e^ 0 Uf°.
î?eQ+

^_ePar(77)

Alors, on a

^0^+^A(^)=A(^2-^(rr))=a(l-m7V)- l ^ X^(l 0 F^))R(1 - mN) =
T?eQ+

^€Par(r,)

=a(l-m7V)~1 ^ X^(l-m7V)(l0F(7))+
^€Q+

^ePar(r,)
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+Jî(l-mAO-1 ^ X^l0F(7)^(l-mAO];
^(=Q-)-

j(=Par(r7)

or si J?(l-mAO = E^ ̂  avec l'^U^^ on a pour tout 7 e Par(^)

?)-^^^/<^0^-^;
cela entraîne que si 77 est maximal dans

{7)(EÇ+|37 ç Par(7)) tel que X^ ̂  0}

et si 7 e Par (77) est tel que X^ / 0, alors ou bien R(l - mN^X^RÇl - mN) = 0
(ce qui contredit le choix de 7)" ou bien 77 = 0.

Mais TÎ == 0 veut dire (î^ 0 T^){/\(x)) çU^° 0 ̂ , et ça pour tout m > 0, donc
ACr)e^°0^(-6c).

En conclusion

A^eH^œ^^-œ).

D

REMARQUE 3. - La proposition 2 fournit en particulier des informations sur A(J^)
pour a e <l>+(im); mais ces informations peuvent être affinées: en effet, les vecteurs Ea
(a e $+(im)) ont, par rapport aux autres éléments de U^, des meilleures propriétés
(notamment des meilleures propriétés de commutation avec £m6±a, pour içlo) qui n'ont
pas été utilisées. On va maintenant les étudier pour obtenir des résultats plus précis.

Le premier pas consiste à démontrer que, sous certaines conditions, le seul vecteur avec
des relations de commutation « simples » est zéro.

6. Relation (Tordre sur $4. et ç-commutation

LEMME 1.
1) Soit k > 1; alors 3i e Jo tel que E^E, / q^^E^E^ (c'est-à-dire, E^ et E,

ne q-commutent pas);
2) soit k <, 0; alors 3i e Jo tel que E^Eg^ / q^^Es-^E^ (c'est-à-dire, E^

et Es-a, ne q-commutent pas);
3) soit m > 0; alors, si

E^(^),^]=OV7eJo oubien [^ a,E^i}.Eê-^} = 0 Vj-eJo,
i^Io içlo

on a di = 0 V% ç Jo.'
4) soit m > Oetsoitx(EU^(im)nUq^6 tel que [x,E,] = OV%eJo oubien [x.Es-^] = 0

V% ç Jo.* alors x = 0.

Preuve.
1) k > 1 => 3a G $o,+, rn > 0 tels que (3k = rnS - a\ or E^ appartient à l'algèbre

engendrée par {^|%eJo}, donc en supposant que E^E, = q^^EiE^ \/i ç Io
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on trouverait Em6-aEa = q'^^E^Emô-a', en particulier (grâce aux propriétés
de la spécialisation à q = 1) on aurait [emô-a^a] = 0, ce qui est absurde car
[em6-^e^\ = [/, 0 r\ej = -h^ 0 t^ ^ 0.

2) k <: 0 =>- 3a e $o,+?^ ^ 0 tels que (3k = m6 -{- a', donc T^ÇE^) = Em'6-^-a où
m' = m + (/^, a) > 0; d'un autre côté

T^(E^) = T^(E^) = T,-\Ei) = -K^F^

donc la condition

E^E^=q^^E^E^

est équivalente à la condition

[Em'6-\-a^Fi} = 0;

si cette condition était satisfait \/i ç. IQ, comme Fo, appartient à l'algèbre engendrée
par {Fi\içlo}, on aurait [Em'ô-^a^Fo,} = 0, ce qui est impossible car dans l'algèbre
enveloppante de s on a [e^+cn/a] / 0.

3) On a

[Y^a^^E^ = (^^(o^oO))-17'^)^^^, et
içlo içlo

[^ffl^^,,), £',-»,] = -(^^(oc^oa))"11"1^)^^-^,
î€l"o îê^o

donc l'assertion suit du fait que la matrice (|/^j]gJî,jeJo est non-dégénérée (car,
par exemple, (a^)^jejo est non-dégénérée).

4) Soit x = ̂  a^EÇj) çU^(im) n ̂ ,^6 \ {0} (avec m > 0) et soient
(i) k = mïn{l > 0|3^y = (71 :̂  ... ^ 7^.) tel que 04 / 0 et (7^) ePar(fô)};

(ii) 7 = (71 ^ ... ^ 7r) tel que a^ / 0 et (7^) çÏar(fc(?);
, . . . . „ . , - , r, ,. . f Ek6-\-oa si X^ = £^
(m) X, = ̂  ou Es-ai, Yi = { F -,, y - F

^ l^Çk-\-l)6-ai sl ^i — ^6-a^

(iv) TT^^ : ̂ + —> C(q)E^ • ... - E^_^Yi (i G Jo) la projection par rapport à la base
{£(7)} de U^ si X, = Ei et à la base {^(-7)} de ^+ si X, = E^.

Alors
7r^(M]) = ̂ a^,,([E(7),X,]) =

2

= ̂  ̂ 71, ...,7.-i,(fc6j))7T^([^(7l^-^7r-l,(^j)),^]) =

j'e^o

= ( ̂ (1 + #{^ < r\^ = (fc^j)})a(^,...,^_,,(^j)))^i • - • F^-AEçkôj^Xi}',
j^Io

donc si [rc,JQ] = 0 V% G Jo» on a aussi

[£(1 + #{^ < r!^ = (fe(î^')})a(7l,...,7.-l,(^•))JE;(^^^] = ° ^^-^O;
jÇlo
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il suit alors de 3) que 0^(71,...,7.-i,(fc6j)) = 0 Vj'eJo, ce qui est impossible car a^ ^ 0 pour
le choix de 7. - Q

Pour généraliser ce lemme, en étendant les conditions sous lesquelles un élément xç.U
ne peut pas ç-commuter avec tous les E, ou bien tous les E^-a, (z e Io), il faut maintenani
étudier quelques propriétés de la relation d'ordre -< sur P.

LEMME 2. - Soient
(i) (7i ^ • • • ^ 7r) € P et u < r tels que 7^ -< ̂

(ii) y = (^ ^ ... ^ y) et 7" = (7^ ^ ... ^ y') tels que 7, ^ 7^ et 7, ^ 7^.
A/or5'

(7i,...,7^_i,7^+i,...,7^y) ^ (7l,...,7^_l,7 / /).

P^MV^. - Soit v > u tel que 7^ = 7^+1 = ... = 7^ ^ 7^+1; alors v < r et

(7i,...,7^_i,7^+i,...,7^y) =:

= (7l ^ ... ^ 7u-i ^ 7u+i ^ ... ^ 7^ ^ mm{7^7^+i} ^ ...) =

= (7i ^ ... ^ 7^-i ^ min{7^7^i} ̂  ...);

d'un autre côté

(71, ...^r-i^y') = (7l ^ ... ^ 7. ^ ...),

et comme 7^ ^ mm{7^7^+i} on a l'assertion. D

LEMME 3. - Soient
(i) (7i ^ • • • ^ 7r) ê P ^ u < r tels que 7^ = 7 .̂;

(ii) Y = (7^ ^ ... ^ 7^) ^7" = (7^ ^ ... ^ y) teisque^ > 7" ̂ mn^^'} ̂  7,.
Ator^

(7i,...,7^_i,7^+i,...,7^,y) ^ (7l,...,7^_l,7 / /)

et on a que (71, ...,7^_i,7^+i, ...,7^,^) = (71, ...^.^Y') si et seulement s i ' Y = y.

Preuve. - II suit immédiatement du fait que

(7l^•••,7n-l,7^+1^^7r,7 /) = (7l ^ ... ^ 7r-l ^7^ ... ^ 70

et

(71,...,7r-l,Y') - (7l ^ ... ^ 7r-l ^ 7l' ^ ... ^ 71").

D
LEMME 4. - Soient

(i) 7 = (71 ^ ... ^ 7^)., 7 = (71 ^ ... ^ 7^) ePar^) r^ que 7 ^ 7 ;
(ii) Y = (7^ ^ ...) ^ 7" = (7^ ^ ...) r^ que 7^ ^ 7^ ^ 7^ ^ 7,"

Alors, ou bien
a) 3fc < min{r, 5+1} tel que 7, = 7, V% < fc, 7^ -^ 7^, ^? J^c

(71,...,7r-i,7') ^ (^i.-.^-i.y');
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ou bien
b) r < s, 7, = 7, Vî < r, 7r,7r,...,7^ ̂ +(im) f^r clairement Yf^ p^t) = pÇ^Ïr))'

Dans le cas b) 5'; de plus on a

(iii) 7 = (7i ^ • • • ^ 7u) ^ P^^ + 7n) avec 7^ e $+(-oo);
(iv) k < min{r,H — 1} tel que 7^ = 7i V% < fc, 7^ -< 7^;
(v) î Ç {r,..,5};

on trouve que
c) ^_> (7i,...,7^-i,(7^çz,Q^ + E^=r,^^z^(^))'

Preuve. - Comme 7 / 7 ç Par(?7), si k est tel que 7^ = 7^ V% < fc il faut avoir
fc < min{r,5}.

Si fc < min{r,5 + 1} il est clair que a) est vrai.
Si k > min{r, s + 1} on a mm{r, s + 1} ^ fe < min{r, 5}, donc fc = r < 5; alors il

est clair que p(^r) = Z^=r^(^) (et ̂  > ̂ r\ donc en particulier ^r ^ ^+(im), et aussi
7i ç $+(im) Vf = r,...,5.

Maintenant soient 7, fc et Z comme dans iii)-v).
Alors

s

^7l,...,7^-l,(7^)^ez,Q /J•+^p(7^)) =
^i

s

= ^7i,...,7^_i,(7^)^çî,a^ +^p(7^)) =
^T

S

= ^7i^-^7fc-i.7fc^-,7r-i,(7^)^ez^j+^^(7^)) ^
v^T

^ (71,...,7^) =7,

car fc < r — 1 et 7fc -< 7fe. D

REMARQUE 5. - Comme les preuves des lemmes 2, 3 et 4 n'utilisent que le fait que ^ est
« presque convexe », le lemme reste vrai si on remplace ^ par ^'et^-^—oo) par $+(oo).

COROLLAIRE 6. - Soit rj > 0 et soit x e^(ob) H U^ tel que xEi = q^^Eix V% e Jo/
alors x = 0; de même si yeU^~(-6o) H^ (r] > 0) est tel que yE^-o^ = q^^Es-o^y
Vi ç: Io on a y = 0.

Preuve. - Soit x = ̂  0^(7) G^+(ôb) H U^ \ {0} tel que xE, = q^^E^x Vz e Jo
et soit 7= mm{7/|ay / 0} avec 7 = (71 ^ ... ^ 7r).

Si 7y. e ^+(co) la formule de Levendorskii-Soibelman et le lemme 1 nous disent que
3i e IQ tel que

E^E, - q^^EiE^ = ^ b^EÇY) ̂  0;
y^(7^,a^)
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soient Y = min{7"|6y- ^ 0} et

^•M^C(q)E^.....E^E(Y)=

=c(ç)^(7i,..,7,_i,y)
la projection par rapport à la base {E(^)} de U^\ alors les lemmes 2, 3 et 4 impliquent que

0 = 7r*{xEi - q^^Eix) =
r

= ̂ (a^ç-^-^l^-)^ ..... E^(E^E, - q^^E.E^E^ ..... E,\ =
V=U /

r

-E^^^^17^00^'^^'-'^-!'^)
v==u

où u est tel que 7^1 -< ̂  = 7^1 = ... = ̂  donc a^ = 0, ce qui contredit le
choix de 7 et de 7'.

On a alors 7^ e $+(im).
Il suit encore des lemmes 2 et 4 que si

7r:^+-.^.....^_^+(-dc)

est la projection par rapport à la base {E{^)} de U^ on a

0 = 7r(xEi - q^^Eix) =

= E^ . ... . E^_, [(r - u + l)a^+

+ E ^l,...^-!^)^®.^]

^(7r)

où u < r est tel que 7^-1 -^ 7^ = 7^+1 == ... = 7^.
Mais

( r -^+l)aA+ ^ ^...^^^^©^^(^n^^)
^(7r.)

et (r - u + l)û^ ^ 0, ce qui contredit le fait que 7r{xEi - q^^Eix) = 0 V% e IQ (voir
le point 4) du lemme 1).

Donc x = 0.
De même, en remplaçant ^ avec :<', £, avec i?6-a,, oo et -ob par -oo et 6b, on

prouve, grâce à la remarque 5, que si

î/=^a^E(7)e^+(6b)n^ avec 77 > 0
2

est tel que

yEs-^ = q^^Es^y Vî-çJo

alors y = 0. Q
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7. Contrôle sur A(£(^))

Les résultats des paragraphes précédents nous permettent de démontrer la proposition
suivante:

PROPOSITION 1. - Soit a e $+(im); alors

A(^) - (E^ 0 1 + Kpç^ 0 E^) çU^°(oo) 0 ̂ (-oo).

Preuve. - Soit (a) e Par(m^) et prouvons d'abord que

A(EJ - (^ 0 1 + Km6 ^ E^} G^^ôb) 0 ̂ (-oo).

Soient
A(^) - (^ 0 1 + J^ 0 E^} = ̂  ̂  0 E{8)E{^)

6^

avec E(6)eU^{im\ E{j) G^-(-oo), ^^e^>0(œ), et

X= ^^^0E(^(7);
^:
^0

On veut prouver que X = 0.
Or on sait que \/i E IQ 3ca,i G C(ç) tel que

[E^^Ei] = Cc,,iEm6+a, et Q /^,m^+ û^e<I>+(-oo),

donc
[A(E,),^ 0 1 + Ki 0 £,] = c^A^^Je^0 0^+(-oo);

de plus

[E^ 0 1 + ̂ 6 0 -Ba, ̂  0 1 + ̂  0 £,] =

= C^i(Em6^ 0 1 + ̂ m6+a, 0 ̂ m<5+aj C^0 0 ̂ +<-œ),

et si a; e U^(-oo) on a aussi que pour tout î/ e ̂ >0

[^/ 0 .r, Ei 0 1 + ̂  0 E,] ç^0 0 ̂ (-oo);

il suit alors que Vz e Jo [-Ï, ̂  0 1 + ̂  0 £,] e ̂ >0 0 ̂ (-oo).
Supposons X 7^ 0 et soit rj G Q+ minimal dans

{7/|35 / 0, 37 tels que (ê,7)ePar(7/) et u^ ^ 0}.

On a alors

[;^^ 01+^0^]=
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= S ^.2'̂ 1 0 ̂ (^^(2) + "̂  ̂  (E(6)E(j)Ei - q-^^EiEÇQE^})}
T]' ,6_,-ï:6^</),

(^ePai^r,7)

donc si S_ -^ 0 et 7 sont tels que (^,7) G Par(^) il faut avoir [14 ,̂ jy = 0 V% G Jo,
c'est-à-dire Vî G Jo

u^K^Ei = q-^^Em^K^

où Z4,^-1 e ^+(ob).
Cela implique que ^,/y = 0 (grâce au corollaire 6.6), ce qui contredit le choix de 77.

Donc X = 0 et

A(EJ - (E, 0 1 + K^ 0 EJ e^ob) 0 ̂ (-oo).

Soient maintenant

A(^) - (^ 0 1 + A:̂  ^E^)= ^ E{j)E(S_)K^6-^ 0 ̂
•^i^.l'Y:

(^^)€Par(77)

avec £(^) 6^(00), E(^)e^+(im), ^e^+(-oo), et

y = ^ ^(^)£(^)^^_^ 0 vs_^
Tî,6_,-y:^0,

(^)ipar(r?)

On veut prouver que Y == 0.
Or on sait que Vî ç Jo ^CQ/^ ç C(ç) tel que

[£Jo,, ̂ 6-aJ = ̂ £'(^+1)6-0, et 5 - a,, (m + 1)6 - ai e $+(cx)),

donc
[A(EJ,A(^_,J] = c^A(^+i),_,jG^°(oo) 0^;

de plus [AT^ 0 ^,A(£^'_^)] e ^°(oo) 0 ̂ +, et si ^ ç H^°(oo) on a aussi que
pour tout y ç U^~ [a: 0 ?/,A(£'<5_aJ] € U^°(oo) 0 ̂ ; il suit alors que V% G Jo
[Y + E, 0 1, A(^-,J] ç ̂ "(oo) 0 ̂ +.

Supposons Y / 0 et soit T] ç Q+ minimal dans

{?/GÇ+|^) ^ 0, 37 tels que (7,^)ePar(^) et v^ / 0}.

On a alors que 0 < r] < m8 et que

[y+^0i,A(^_,j]=
= [ ^ E(j)E(6)K^-r, 0 ̂ , ̂ 6-0, 0 ̂ -aj + ̂  ̂ t 0 2/t

^:^0, t
(^,6,)çPar(r,)

où ^^t 0 ?/t € ̂ ^U^ 0 Z^. Mais

[^(7)^œJ^^-^ 0 ̂ , J^-a. 0 ̂ -.J =
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= E(j)E(8)K^^_^ 0 (v^E^ - ç'^^-a^),

donc, pour que [Y + E^ 0 1, A(^_,J] eZ^oo) 0 ̂ + V% ç Jo il faut que

v^Es-c^ = q'^^Es.^v^ V%GJo,W,7 tels que 6 / 0 et (7,5) ePar(^),

donc, grâce au corollaire 6.6 (on rappelle que v^-y ^Uq'(-oo) H Uq^mô-rj),

V6^=0 W),7 tels que 5 ̂  0 et (7,^)ePar(^),

ce qui contredit le choix de T].
On a alors Y = 0 et

A(^) - (Ê, 0 1 + ̂ (,) 0 E^) çU^(oo) 0 ̂ (-oo)

D

COROLLAIRE 2. - 5o^ m > 0 et soit x une combinaison linéaire des Eçm6,i) (pour i e Io);
alors

A(.r) - (x 0 1 + Km6 0 ̂ ) ̂ °(oo) 0 ̂ (-oo).^ ^^^ ^/^^

5'; î/ ^5'? MTÎ^ combinaison linéaire des F^^ (pour i G 1^), alors

W - (10^+1/0 K.mô) e^-(-oo) 0 U^°{oo).

Preuve. - L'assertion est un corollaire immédiat de la proposition 1 et des relations
entre A et 0. Q

8. Propriétés de dualité de la base de PBW

On va maintenant aborder le problème de trouver deux bases de U^ et U~ duales par
rapport à la forme de Killing.

PROPOSITION 1. - Soient a e $+ et y_ = (71 -< ... ^ 7^,) e P; si

{E^F(-j)) / 0 ou bien (E(-j),F^ / 0

on a r = 1.

Preuve. - On démontre la proposition par récurrence sur ht(a) en se rappelant que ^ est
une relation d'ordre « presque convexe » : si ht(a)=l, l'assertion est évidente.

Supposons alors ht(a) > 1 et r > 1 (donc 0 < ht(7^) < ht(a)); on a les cas suivants:
1) a e <t>+(im): on a alors %. C $+(-60); mais

A(^) - (E^ 0 1 + Kpç^ 0 ̂ eZ^oû) 0^

et
A(FJ - (1 0 F, + ̂  0 K^)eU, 0^<o(oc);
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donc
(E^FÇ-j)) = (A(F,),F^ 0F^ .... .F^) = 0

et
(F(-7),F,) = (^ ..... F^ 0 F^A(FJ) = 0;

2) ae$+(oo), c'est-à-dire 3A; ^ 1 tel que a = /î^: alors 7^ > a, donc 7^ ^ ^+(fc+ 1);
mais

A^^e^^fc+l)^^
et

A^e^-^H^fc+l);
donc

(F,,F(-7)) = (A(E,),F^ 0 F^ ..... F^) = 0

et
(F(-7),FJ = (^._, • ... •^ 0^,A(FJ) = 0;

3) ae<i>+(-oo), c'est-à-dire 3fc < 0 tel que a = (3k'' encore, ça implique que 71 ^ a,
donc 71 ^ ^+(fc - 1); mais

A^JG^^^+^-I)

et
A(F,)e^-(fc-l)0^<°;

donc
(F,,F(-7)) = (A(FJ,F^ •.... F^ 0 F^) = 0

et
(F(-7),F,) = (E^ 0 F^ ..... F^,A(F,)) = 0.

D

REMARQUE 2. - La proposition 1 entraîne, en particulier, que si a e <S>^ et 7 e Par(a)
sont tels que

(F,,F(-7))^0 ou bien (F(-^),F,)/0

alors 7 = (a). D

9. La forme de Killing sur les vecteurs relatifs aux racines imaginaires

II faut maintenant étudier les vecteurs relatifs aux racines imaginaires: on verra que la
remarque 8.2 n'est plus satisfaite si a est imaginaire et qu'il faudra donc transformer ces
vecteurs pour en obtenir de nouveaux qui aient un meilleur comportement. Le but de ce
paragraphe est donc de calculer (F(^,),F(^)).

DÉFINITION 1. - Soit j G IQ\ on appelle TTJ la projection TT^ : Uq 0 Uq —> Uq 0 C(q)Ej.

REMARQUE 2. - 7^(A(£'(^,))) est un multiple de Em6-a,Kj 0 Ej.
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Preuve. - Si m6 - a, = (3k, + ... + A, avec k^..., kr ^ 1 on a r = 1, car fî^ est de la
forme m^ — ̂  avec 7^ ç ̂ o,+. ' D

On peut alors donner la définition suivante:

DÉFINITION 3. - Vm > 0 V%j ç Jo on définit c^ e C(g) par

7r,(A(J^^))) = c^E^-^K, 0 ̂ .

LEMME 4. - 56^ m > 0; alors V%,j'ç Jo

c1-7

(^(m<$,i),^(m6,j)) = -gl. _i m——.2.

Preuve. - On sait que F^j) + -F(m6,j) appartient à la sous-algèbre de Uq engendrée
par {F(r6,j)|0 < r < m}, donc

(£'(m6,z),-F(m<$,j)) = -(^(m^),^(m6,j)) = (-B(m6,z), FjF^Ô-a, - q]Fm6-o^,F^

or FjF^-a, = F(-(m6 - a,, a,)), donc {E^i^F^-c.,) = 0, d'où

(£'(m6,î)^(m6j)) = -ç|(-B(m<5,i), Fm6-OjFj) =

= -ç|(A(^^)),F .̂.,, 0F,) = -^(7r,A(F(^,)),F^_^. 0F,) =

= -g,2^(F^-^,F^_^.)(F„F,) = -g? .̂

Pour calculer c^ on suit les pas suivants:

LEMME 5. - Vm > 0, V%,j ç Jo on a

^=(o(z)oo)rl?^^.l2m]^.

Preuve. - On sait que

[E(^E,\ = (o^oœrl7^^^, [^,,,),£,] = [2r^E^,.
D'un autre côté Vu e Jo on a

Vj{^[E(^s,u), Ej]) = [7r,(A(E(^,u))), Ej 0 1] + [^^) ® 1, Kj 0 ̂ •j =

= [-jrj^(E(^s,u))),E, 01]= c^[^5_^^.,^.] 0 ̂ . = -q]c^E^)K, 0 ̂ ,^m'-'^mb,])^] W J-^j,

D

donc on a çjc^[2m]g, = (o(^)o(J))TOçJc^'[ma^]g„ d'où

^ = (^^oO))"1^^^.
l2mjg^
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LEMME 6. - Vm > 0, V%,j ç IQ on a

^•]̂  = Wo^r-1^}^.

Preuve. - Soit TT, : U^° 0 U^ —> ^rn>oC(q)Em6-ajKj 0 Ej la projection par rapport
à la base {E{-j)Kx 0 EÇ-j^)} de ^>0 0 U^ et soient r, 5 > 0; alors

^jÇ^^Çrô^E^Ô^)) =

= 7r,(7T,(A(£(^)))(£(^) 0 1) + (Ê(^) 0 1)7T,(A(E(^)))) =

= ̂ {(c^E^-^E^ + C:^(^,)E^_^.)^ 0 E,) = 4J[^-^,Ê(^)]^• 0 Ê, =

= cyWo^Y^'^E^-^K, 0 E,;
0

mais Eçr6,i)Eçs6,i} = Eçs6,i}Eçr6,z^ (ionc on trouve que

^•(o^oO))81^ = c^o^oO-))-1^;

en particulier pour r = m, s = 1 on obtient l'assertion. D

LEMME 7. - Vî e 7o cl1 = (1 - g,"4).

PreMve.

TT,(A(£;(^))) = -7r,(A(Ê(ê,i))) = 7r,(A(£;,_^.^ - q^EiEs-^)) =

= 7Ti(A(Eé-^))(^ 0 1) - Ç.-2^ ® l)7Ti(A(^_^))+

+(^-a.^, - q^2KiEs-^) ®Ei=

=(l-q^4)Es-^Ki®Ei

comme 7r,(A(Eè_a,)) = 0 (car 2a, ^ ^o,+). D

PROPOSITION 8. - Vm > 0, Vîje/o c^ = -((^(^oO-))"1^,-^^,-1 - q^"1^9'.

Preuve.

^ = wo^r^^^ =
[2mjg,

= ̂ ^^t^1 - ̂  - -^ïr^V - ,^

COROLLAIRE 9. - Vm > 0, \/i,j £ Jo on a

{E^,i),F^j)) = (0(000))"——^—.

Preuve.
^3

,2 ^m
(£\m6,i)^(m6,j)) - -<3j . -l m——-̂

^j ^ j )

= ww)r J^'1^ ^m( .̂ - g^)

D

D
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10. Deux bases duales

REMARQUE 1. - Comme on a que Vr > 0 et \/i,j G Jo

[Eçr^F^] -.= Ço(i)o(j)Y ^^(K^ - K^
rW ^j )

il s'ensuit que (£(^),F(^.)) est le coefficient de (K^ - A^) dans [E^i^F^j)}.
c'est-à-dire

[Eçr6^,Fçr6.J)} = {E^i) ^ F(r6J))(K^1 - A^);

plus généralement si x est une combinaison linéaire des E^6,i) et y est une combinaison
linéaire des F(r<$,i) où r > 0 a été fixé, on a

[ x . y ] = ( x ^ y ) ( K ^ - K ^ ) ^

et en particulier (W^(x)) = -îî((^)), car !î([x,y]) = [W,fî(x)] et ^{Kr6 -
K^) = -{K^ - K^}.

Le corollaire 9.9 entraîne, en particulier, que les deux bases [E{-j)} de U^~ et {^(-7)}
de Uq ne sont pas duales par rapport à la forme de Killing; mais elle fournit aussi" la
façon de trouver de nouveaux vecteurs qui produisent deux bases duales. Dans ce but, on
rappelle qu'il existe (voir [4]) des éléments A^ G C(ç) (stables par îî) tels que si on pose

Fw=^oUY[d^AyF^
j>i

on a que \/i > j

[FW^F^SJ)} = 0.

Or, si on définit Èçr6,i) = O(F(^,)), on a que Èçr6,i) est une combinaison linéaire des
F(r6j) avec j ^ %, donc en particulier on a encore que si % > j

[FÇr6,i^Fçr6,j)} = 0,

d'où ÇÈçr6,i^Fçr6j)) = 0; mais alors si i < j

(£(^),F(^.)) = (n(F(^)),n(Ê(^.))) = -Q((Ê(^.),F(^)) = 0

c'est-à-dire que

(È(^i),Fçr6J)) = 0 Vî /J.

D
DÉFINITION 2. - Va e ̂  on pose

Fa = Fa, F a = F a.

Va e ^+(im) ÈO, et F^ sont définis comme dans la remarque 1.
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LEMME 3. - Soient a ç <!>+ et 7 == (71, ...,7r) € P; si

(^,F(-7))/0 ^^n (F(-7),Fa)/0

on a ^ = (a).

Preuve. - L'assertion est une conséquence immédiate de la proposition 8.1 et de la
remarque 1. D

LEMME 4. - Soit 7' == (7^ >' ... >_' 7^.) av^c r > Q et ^[ç. ̂ +(6b) V% = 1, ...,r, ^
•̂r y = w ^ •~- ^ 7;'); si

Eç-yw-y) = ̂  a^(-7), Fx-y'm-y) = E ̂ (-2)
2 2

^ ^; 7 = (7^ ^/ ... ^' 7^) est tel que ou bien a^ 7^ 0 ou bien b^ 7^ 0, alors soit
(0 {7^7^'lî = 1,...^; J = 1,...,5} Ç $+(-ob) ^ alors {^\i = l,...,r} Ç {7^

fc = l,...,^},
5'0^

(ii) {7^ 7^|î = l , . . . ,r ; j = 1 , . . . ,5} g $+(-6b) et alors 71 >:'7^. av<?c 71 e$+(oo).

Preuve. - Si {7 '̂} Ç $+(-6b) ou bien 7 '̂ ^' 7 .̂ on a évidemment

EÇ-YW-y) = E(-{y^ F(-y/)F(-7/) = F(-(y,y'))
et l'assertion est évidente.

Si par contre 7^ e ^+(00) et 7 '̂ ^' 7 .̂ on a

E^E(-Y) = ̂ ^F(-7) F^F(-y) = ̂ ^F(-^)

où si 7 = (71 >:' ... >:' 7n) et a^ / 0 ou bien 6^ 7^ O on a 71 >:' Tu >:' 7 .̂.
Le lemme suit immédiatement. D

PROPOSITION 5. - Soient 7 = (71 ^ ... ^ 7r)? 7 == (71 ^ • • • ^ 7s) € Par(^); ^ 7 / 7 on a

(Ê(_^F(_^) = o.

Preuve. - On prouve l'assertion par récurrence sur ht(^), en se rappelant qu'on sait déjà
qu'elle est vraie si 71,71 G$+(—oo) (c'est-à-dire 7^7, € <!>+(—oo) Vî.j).

Il s'agit alors de prouver que (ÈÇ-QÈ^^È^ .FÇ-fQF^^F^) = 0 quand
(i) a e <E»+(60);

(ii) a >' /3;
(iii) ^ = (^i ^/ ... ^/ ^), 0 = ((9i ^/ ... >:' 0^ avec a ^/ $1 et a >' 0^ de plus

(3 >' ^ si M = 0 et /3 >' 0i si M = 0;
(iv) M, M > 0 et M + M > 0;
(v) si M = M alors $ 7^ 0.

Supposons d'abord M ^ M; alors

(^(-OF^'0^,^-^^'0^) = (A(F(-OFM),F(-ê)0^M'OFM);
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or A^^ - K^ 0 È^ est une combinaison linéaire de vecteurs È{-^)K^ 0 xy
où Y satisfait aux conditions du lemme 4 avec 7 .̂ ^' a; de plus si 7^ G $+(im) on "a
7^ = - = ̂  = a.

Donc
A^-OKA^)-^ - K^ ̂ ÈM)=^ È(-^)K, 0 ̂

où, si x^_ -^ 0, ou bien ̂  > 0, ou bien j_ = (71 >' ... ^/ 7^) avec 71 ^/ a; en particulier
(£(-7),F(-0)) = 0, d'où

(A^-OKA^)^ - K^ 0 ̂ M), F(-0) 0 F^-°F^) = 0;

mais (A(Ê(-0)(^ 0 £M),F(-0) 0 ̂ M'OFM) = 0 car soit M > M > 0, soit
M = M > O e t ^ ^ 0 , soit M > M = 0 et l'assertion suit en appliquant encore le
lemme 4 (avec Y = (a, ...,a)) et en rappelant que f3 -<' a.

Ainsi (ÈÇ-QÈ^^FÇ-e)^-0^) = 0.
De même, si M < M,

(^(-O^'0^,^-^^-0^) = (^M-OÊM0Ê(-0,A(F(-0)FM));

or A(F^)M - F^ 0 AT^^ est une combinaison linéaire de vecteurs y^ 0 F(-Y)K),
où Y satisfait aux conditions du lemme 4 avec 7 .̂ ^/ a; de plus si 7^ ^>+(im) on a
7l = ... = 7; = a.

Donc
A^-ê^A^ - F^ 0 K^) = ̂  ̂  ® F(-7)^A

où, si y^ 7^ 0, ou bien /^ > 0, ou bien ^y = (71 >_' ... >_' ̂ ) avec 71 ^/ a; en particulier
(Ê(-,0,F(-^)) = 0, d'où

(^M•O^M 0 ̂ (-^A^-^XA^)^ - F^ 0 ̂ )) = 0;

mais (É^^È^ 0 È(-Q, A^-e))^ 0 ̂ ))) = 0, car ou bien 0 < M < M, ou
bien 0 = M < M et l'assertion suit en appliquant encore le lemme 4 et en rappelant
que /? -<' a.

Ainsi (È(-^ÈS,M•OÈM,F(-6)FM) = 0. D
II ne reste maintenant qu'à calculer

(È{-^),F(-y)).

LEMME 6. - Soit 7 ç Par(î7); alors

(^-7),F(-7))= n^'^)-
o:el>+

Preuve. - On utilise ici le même argument qu'on a utilisé pour démontrer la proposition 5:
en effet, on sait déjà que l'assertion est vraie si p,°. = 0 Va ^ <î>+(-oo); d'un autre côté si
7 = (a,..., a, 7') où a e ̂ +(ob) et ^, = 0 V/? >:' a, on a vu que

(E(-7),F(-^)) = (^(-y)(<(i) 0^),F(-7') 0^) =
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-(^(-y),F(-y))(^,F^),
d'où la preuve du lemme par récurrence sur ht(?7). D

LEMME 7. - Soit a G $+(im) et soit r G N; alors

(È^F^=r\(È^F^^
Preuve. - On sait que

A(^) - (Ê, 0 l + ̂ (,) 0 £,) e ^ ^L-,o 0 ̂
m>0,7?oeÇo,+\{0}

donc on a aussi que
A(Ê:) - (Ê, 0 1 + K,^ 0 Ê^ G ;̂ Z^^ 0 ̂ ;Z^

m>0,y?o€Ço,+\{0}

en particulier
(^, F;) = (A(^), rr1 ^ ̂ ) = ((^a ̂  i + K,^ 0 FJ^ rr1 ^ ̂ a) =

^f \ ^ f ' \ z-in T/'r—u ^ j7ir—u rir—l ^ 77' l _ //y. 77'^—1 V /<-> 17' ÏT'7'—! /o\ Z7' ^ _
= l 2^ ^ ]^JaKp{o•)^ rj^ ^a 0^a j - ^^a ^pW^-^a^a ^^a)-

_-'n T^r—u ^ j7ir—u J^r—l ^ 77' 1 _ //y. 77'?'—1 1^ /o 17' IT'î'—l
j ^a-^pÇa) (g) ^a î ^a (^ ̂ a j - ̂ ^a ^(a) 0 ̂ /a^a

^r^-1,^-1)^,^)
et l'assertion suit par récurrence sur r. D

LEMME 8. - Soient r > 0 et i G IQ', alors
f/7.1 ^'(^M r^[^zlq^ii FJgS/ n r \ \.ï\q^it L 'Jg^

^^'^^^ r(ç71-^) '

où c^ est tel que [E^F^i))} = ̂ ^^ (^ - K^}.
•{Qi Qi )

^ ^ot- n-t. »^M-^ ^-t-y^ô,îj-' J- {ro,t

Preuve.
(Eçr6,i^Fçr6,i)) =(È^i^F^) = {Y,o{jY[d,}^E^^F^) =

3>i
/(r)= ̂ (^[d^A^^^),^^)) =

^ [d^\r}^
r(q^-qz)

D

PROPOSITION 9. - V7 e P soit

/ (^)j ^ ,-. /Hjri^A^^^r'".
^-^ 11 / i ^J 11 (, r )

Q'e^>+ '<^ qa^ ~ r>0,içlo

alors \ —-L——|7 Ç: P\ et {F(—^)\^ e P} sont bases duales par rapport à la forme

de Killing.

Preuve. - La proposition 5 et le fait que la forme de Killing soit non-dégénérée entraînent

que \-rpT7—————^h^P? et {F(-^)hçP} sont deux bases duales par rapport à la
I(^(-^),F(_^)) - J - -

forme de Killing. Donc il suffit de prouver que fcy = (^(—7), ^(—7)), ce qui est une
conséquence immédiate des lemmes 6, 7, 8 et du théorème 4.4. D
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11. La Tî-matrice: formule multiplicative

Dans ce paragraphe, on recueille les résultats obtenus et on fournit ainsi une formule
explicite pour la jR-matrice.

Dans ce but, on rappelle le fait suivant:

LEMME 1. - Vr > 0 V% e Io \ {1} (c'est-à dire i = 2,..., n) on a c^ = A^\^; de plus
Vr > 0 Vj < k ç Io, A^ et c^) sont donnés par la liste suivante:

41^ A^n-fc+lL. V f c > j
c^=[n+l}^

B^ : A^ =[n - k + 1]̂  [2}^ \/k > j
c^ =[2]^-l[2]^..-.)

^(i) . A'^ -f [n - k + 1]^ s i k > j > l o u k = j = l
n ' ^ ~\[n - k + 1]^[2],. si k > j = 1

^-[W]^)

{ [n - fc + 1]̂  s i k > j > l o u k = j = l
D^ : A1^ = [n - k + 1],. [2],. „ k > j + 1 = 2

[^ - 2]qr si k = 2, j = 1

^=[2]^ [2]^-)

( [r?/ - fc + 1]<^ s i k > ^ j > l o u k = j = l
E^: ^= [k-l^[n-3]^ s i j = l < k < ^

[n - k + 1]̂  [3]g. ^ j = 1, fc > 4
fP-nl.Pl..,.-.,. ,,„,

^ ~\ [2jg2(n-4).

[[2],.[2],r.-[3]^ ^n=8

m /^ f[5-^-[2]^' ^ f c ^ j > l
^(1): A;.;̂ ^ [2]^ [2]^ ^ f c = j = l

[[5-^.[2]^ ^ Â ; > j = l

„('•) _r9i2 [^g9"
cl -^^[2]^

/-•(^ . A'^ -J [3- ̂ î^Plî" sik>,j=l
G2 • A^ -fl ^ f c = j = 2

,M _[3]^••[2]g6'•
[2],- •

PrcMVff. - Cf. [4]. D

THÉORÈME 2. - Soit g l'algèbre de Kac-Moody de type affine non tordu associée à la
C-algèbre de Lie simple de dimension finie Q; alors la R-matrice de g est donnée par

RS= ( II ^Pc^îc;1-^)^^®^)^*00

aeï+ /
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où le produit est effectué de manière décroissante pour l'ordre -< et

( 1 si a e $^
ca= H \d-} A^c^ sia=^^^UlqWq^ii ^

Preuve. - On sait du théorème 3.4 et de la proposition 10.9 que

R=( E ^(-l)^-!))^00;
7CPar 21

mais ^(_^(.^ n "'-"'^fr8^.
— açi>+ 21 a

d'où l'assertion suit immédiatement. D
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