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LA R-MATRICE POUR LES ALGEBRES QUANTIQUES
DE TYPE AFFINE NON TORDU

Par ILaria DAMIANI

RESUME. — Ici on étudie la R-matrice des algebres quantiques de type affine non tordu : grice aux résultats
contenus dans [8], [25], [26] il s’agit de trouver une base de L{;’ et une L{q_ duales par rapport a la forme de Killing.

Apres avoir rappelé les notations (1 et 2), les résultats généraux (2, 3) et ceux connus pour le cas fini — et
conséquemment pour les racines réelles — (4), le premier pas est d’étudier 1’action du coproduit sur les vecteurs
relatifs aux racines imaginaires (5 et 7), en utilisant les propriétés de commutation analysées dans 6.

Ensuite on décrit quelques propriétés de dualité des bases de PBW (8) et on calcule la forme de Killing sur les
vecteurs relatifs aux racines imaginaires (9), pour conclure enfin avec I’étude complete des propriétés de dualité (10).

On résume donc les résultats dans la formule exponentielle pour la R-matrice (11). © Elsevier, Paris

ABSTRACT. — This paper deals with the study of the R-matrix for non-twisted affine quantum algebras: thanks
to the results of [8], [25], [26] this problem reduces to looking for dual bases of Llj and U, (dual with respect
to the Killing form).

After recalling the notations (1 and 2), the general results (2 and 3) and the well known facts about the finite
case and the real root vectors (4), the first step consists in studying the action of the coproduct on the imaginary
root vectors (5 and 7) by applying the commutation rules found in 6.

The second step is describing some duality properties of the PBW-bases (8), computing the Killing form on the
imaginary root vectors (9) and finally giving complete details on the duality properties (10).

These results are gathered together in 11, where an explicit exponential formula for the R-matrix is given.
© Elsevier, Paris

0. Introduction

Dans cet article on calcule la R-matrice R = R; pour les algebres quantiques U, = Uy(g)
de type affine non tordu, en étudiant I’action du groupe des tresses généralisé et ses relations
avec le coproduit A, a I’aide de certaines « R-matrices partielles », qui ont d’abord été
introduites par Levendorskii-Soibelman (cf. [18]) pour la détermination de Ry dans le
cas fini.

Levendorskii-Soibelman-Stukopin, dans [19], trouvent Rs/z(\z)’ mais ils affirment ne pas

savoir comment étendre leur résultat au cas affine non tordu général.

Khoroshkin-Tolstoy, dans [15], donnent une formule générale pour R;, mais ils n’étudient
pas I’action du groupe des tresses et utilisent d’autres techniques.

Partially supported by Swiss National Science Foundation and Université Louis-Pasteur, Strasbourg.
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494 I. DAMIANI

Dans cet article on généralise les techniques de [18], [19], en les appliquant A une base
de type PBW de U, (cf. [2]), ce qui permet de décrire assez précisément le coproduit A
sur les vecteurs E, relatifs aux racines positives.

Les racines positives réelles ne présentent aucune différence avec le cas fini, sauf qu’il y
a deux suites de racines positives au lieu d’une seule; mais tout marche comme dans [17]
et on ne rencontre pas de vraies difficultés.

D’un autre coté pour les racines imaginaires, qui n’appartiennent pas a I’orbite des racines
simples sous I’action du groupe de Weyl, il faut donner d’autres arguments: essentiellement,
on arrive a décrire A(E(54)) (m > 0, i € Ip: cf. définition 2.7) grace au fait que

(i) les vecteurs E(,s;) sont points fixes pour le sous-groupe du groupe des tresses
généralisé engendré par {T;|j € Io} et en particulier pour T,-, ol w3,....w;, sont
les copoids fondamentaux de 1’algébre de Kac-Moody de type fini associée a §
et p~ est leur somme;

(i) on connait exactement les régles de commutation entre E s et Ej, Es_o,; (7 € Io);

(iii) la formule de Levendorskii-Soibelman (cf. [18]) entraine des bonnes propriétés de

commutation, qu’on étudie au moyen d’une analyse de la relation d’ordre sur &
relative a la base de PBW choisie.

On arrive ainsi a trouver une base de Z/{; et une base de U, qui soient duales par
rapport a la forme de Killing, et donc, grice aux liens entre la R-matrice et la forme
de Killing décrits dans [8], [25], [26], a donner une formule exponentielle explicite pour
la R-matrice dans le cas affine non tordu, qui généralise celle connue dans le cas fini
(et dans le cas sl(2)).

J’ai abordé ce probléeme d’aprés les conseils et les encouragements des Professeurs
Corrado De Concini, Tetsuji Miwa, Nikolaj Reshetikhin et Marc Rosso, qui a aussi lu
mon manuscrit, en me donnant plusieurs indications pour 1’améliorer; je voudrais aussi
remercier Georges Papadopoulo qui a corrigé mon frangais.

1. Définitions et préliminaires

Dans ce paragraphe on donne les définitions, les notations et les propriétés principales
qui seront utilisées ensuite.

NortatioN 1. — Soit g une C-algebre de Lie simple de dimension finie; on dénote:

1) Iy = {1,..,n} Vensemble des sommets du diagramme de Dynkin (pour
I’identification entre I, et {1,...,n} voir [4]);

2) o: Iy — {1} une fonction telle que a;; # 0 = o(i)o(j) = —1;

3) b une sous-algebre de Cartan de g (engendrée par {h1, ..., h,} = {hili € Io});

4) &g =Dy 4 U(—Pg +) C h* le systeme des racines (c’est-a-dire g = h ® (Baca,8a)s
et dimcg, = 1 Va € ®p), ®¢ ; I'ensemble des racines positives et {aq,...,a,} =
= {a;]i € Iy} I'ensemble des racines simples;

5) Qo = Y neca, Lo = Dicr,Za; le réseau des racines;

6) Qp = ZQE% Za” = @ier,Za; le réseau des co-racines et 5 = Homgz(Qo,Z) =
= @ic1,Zw; le réseau des co-poids (Qo C Fy); FPo+ = >.,; Nw; est I'ensemble
des co-poids dominants;

DA =S acan, @ = Sier, wi € 5 (207 € Qo);

1€y
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LA R-MATRICE POUR LES ALGEBRES QUANTIQUES 495

8) Wy le groupe de Weyl.

NortatioN 2. — Soit g une C-algebre de Lie simple de dimension finie; on dénote §
I’algébre de Kac-Moody de type affine non tordue correspondant a g, c’est-a-dire

§=9g®cC[t,t ' |®CcaCI

ol [-,-] est défini de la fagon suivante:
(i) c est central, c’est-a-dire [c,z] = 0 Vz € §;
(i1) add = tE%’ c’est-a-dire [0,z ® t™] = mz ® t™ Vz € g, Vm € Z;
(i) [z®t",yQt°] = [z,y] @t + (z|y)rd, —sc Vz,yE€Q, Vr,s€Z, ou (-|-) est la forme
bilinéaire symétrique invariante non dégénérée de g (correctement normalisée).

NortartioN 3. — Soient g et § comme dans la notation 2; pour g on dénote:

1) I ={0,1,...,n} D I, 'ensemble des sommets du diagramme de Dynkin;

2) A = (aij)ijer la matrice de Cartan généralisée et D = diag(d;|i € I) la matrice
diagonale a coefficients entiers positifs (et premiers entre eux) telle que DA soit
symétrique (do = 1);

3) 6# h@® Ced CO C g la sous-algebre de Cartan;

4) & = &, U (—®,) C b* le systtme des racines, &, = ®r U ' I’ensemble
des racines positives, {ag,...,an} = {a;|i € I} I'ensemble des racines simples,
®'™ = {mé|m > 0} I'ensemble des racines imaginaires positives ot § = § + g et 0
est la racine la plus haute de g, ®° = ®g U {a + mb|a € $g,m > 0} I’ensemble
des racines réelles positives; remarquons que

ﬁ = 6 D (@aE@'ga)

ot dimcg, = {<11imcb = #1, g Zggim: donc si on définit la multiplicité
d’une racine o comme la dimension de 1’espace propre associé a a on peut
identifier I’ensemble ®, des « racines positives avec leurs multiplicités » 2
b, = &7 U (@™ x Iy); on appelle p : ®, — ®, I'application naturelle;

5) Q =3 jcola = Dierla; = Qo & Loy = Qo @ Z6 le réseau des racines, < la
relation d’ordre sur @ donnée par « < & f—a€Q4 ot Q4 =, Nay;

6) Vn € Q
Par(n) = {1 = (717 --'7FY1“)|7' >0, 7u€é+ Vu=1,..,r7, Zp('Yu) = 77}/ ~
u=1

ol ~ est la relation d’équivalence donnée par
(Y15 eos¥r) ~ (15 009s) © =5 et J0€G, tel que Yy = Yo) Yu=1,...,7;
de plus P = Ucq, Par(n); on remarque que équivalemment

P={(, 0 ¥)reEN, 7 €Py Yu=1,...,7, 71 < ... < 7.}

ol < est une relation d’ordre totale de <i>+: par la suite (cf. définition 2.4) on choisira
une relation d’ordre totale bien déterminée de @, ;

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



496 I. DAMIANI

7) (:|-) la forme b111nea1re symétrique invariante sur g, correctement normalisée (on

a que (h;|h;) = H_) on remarque que (-|-) |b est non dégénérée, donc induit une

identification entre b et b*, et une forme bilinéaire symetrique sur 6* (et sur Q),
encore dénotée par (-|-); on sait que la matrice de cette forme sur () par rapport
a la base {a;|i € I} est DA; on dénote alors par o I'élément de h* tel que
(Ao|Q ® Zaso) = 0 et (aoo|ap) = 1, et par Qo le réseau Qoo = Q & Zaso;

8) T le groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin;

9) W = W, x Qg le groupe de Weyl, W = Wy x Py = W x T le groupe de Weyl
généralisé, {so,...,8,} = {s;[t €I} C W I’ensemble des réflexions simples de W:
81,..-, Sy sont les réflexions simples de Wy, C Wy x @y et so est I’élément de
Wy X Qo défini par sq = (sg,—67); ici 0™ est la coracine relative 2 6 et sq est la
réflexion orthogonale de direction 6, c’est-a-dire sy = ws;w™! ot we Wy et i € I
sont tels que § = w(a;); ¢a donne I'identification entre W et Wy X Qp;

10) I : W — N la fonction longueur, ¢’est-3-dire la fonction définie de la fagon suivante:

l(w)=min{meN|IT€T,iy,...,im €I tels que w = s;, - ... - 8, T};

on remarque que la fonction longueur restreinte & Wy est la fonction longueur de Wy;

11) B le groupe des tresses (engendré par {T;|i € I}), B = B x T le groupe des tresses
généralisé, et T : W — B la section telle que Ty = T;, - ... - T} si w = 8, - ... - 8
et [(w) = r (B est le groupe des tresses associé a W)

i

REMARQUE 4. — W agit sur Q, (et sur @), et (-|-) est W-invariante;

DEFINITION 5. — Soit g ’algebre de Kac-Moody de type affine non tordu associée a g;
on dénote par U, = U,(g) I'algebre quantique de g (engendrée par ’ensemble

{E:, F;, K7, D' lie I}
sur C(q)) avec les relations suivantes:
K)\K,u = K)\+u V)‘vﬂerov

K\E; = ¢ E Ky YAEQo,Vi € I,

Ky\F, = ¢ A E K, YA€Qu, Vi€ I,
K,—-K*' _ .
[EiaFj] = 61‘]’_—_11 Vi,jel
i — 4;

l—ai]‘ l—a,'j

— Gq5 —a;;—r 1- 1J —a;;—T . .
Z |:1 az]:I E:EJE;l ij —0= E |: a ]] ETF]EI ij Vi ;é j EI,
r q r q

r=0 i r=0 i
oll on pose
1) Ky = D
(11) KA = K . K'manOO Si A = Z‘LGIU{OO} m;oy; c Qoo,

(iii) g0 = q = VaE(IJre, Gi = Go; Vi€, qmsi) = q Ym > 0,Vie I,

4° SERIE — TOME 31 — 1998 — N° 4



LA R-MATRICE POUR LES ALGEBRES QUANTIQUES 497

rm __ _—Tm
(v) [mly = =9 Vm,re,
q —q
q2m -1
o 1 re
(M)a=< ¢ -1 St a€<I>.+ VYmelZ,
m si €@y x Iy

Vm € N,VreZ, Voed, [mlg-!= TTsalslers (m)a! = TToL1(8)as
v) Va € &4, Vz € U,

exp,(z) = Z (_:’Lw

m>0

REMARQUE 6. — On rappelle qu’on a les structures suivantes attachées a U,:

1) une Q-graduation U, = @,eoly, OO E; € Uy a,, Fy € Uy —o,, KF' € Uy Vi € I,
Dil € uq,O;

2) une décomposition triangulaire de Uy: U, = Uy QU @ US = UF UL @ U, od
Uy, UY et U sont les sous-algebres de U, engendrées respectivement par {E;|i € I},
(KX, D ic I} et {FlieI};

3) une anti-involution anti-linéaire Q : U, — U, définie par

QE)=F, QF)=E, QK)=K;' QD)=D7, Q4q) =q"

4) une action du groupe des tresses commutant a 2 et telle que T5(Ky) = K, (»),
T.(E;) = —F,K; et Ty(E;) G%sti(aj) Viel, VjeTI\ {i}, VA € Qu;
5) une structure de Hopf (A, ¢, S), dont le coproduit A : U, — U, ® U, est donné par

A(E)=E;®1+K;®E,,

AF) =19 F +F,® K; 1,
A(K;) = K; ® K;;

remarquons que Ao = (QQ Q) oo oA ol 0 : Uy ® Uy — Uy, @ U, est défini par
o(z®y) =y z;

6) la forme de Killing, c’est-a-dire I'unique forme bilinéaire (-, -) : UzZ° @ US® — C(q)
telle que

(i) (z,9192) = (A(z), 11 ® y2) Yz €UZ°, Vy1, 92 €UST;

(11) (xle,y) = ($2 ® iL'],A(y)) V.’131,1172 equO’ Vy euqSO;

(i) (K, Kp) = ¢ VA, 1 € Qoo

(v) (Kx,F}) = 0 = (Ei, K\) Vi€ I, VA € Qu;

) (B, F}) = q__{if:? Vi,jel,

remarquons que (-,-) a les propriétés suivantes:

) ()|yzonyze =0 sin#

b) (,)|,+ xu; est non dégénérée Vn € Q.;

¢) (zKy,y) = (a:n,y) = (z,yKy) Ve eUS, VyelU;, YA € Q.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



498 1. DAMIANI
2. PBW-bases

On introduit maintenant des vecteurs associés aux racines réelles et une base de
type Poincaré-Birkhoff-Witt pour U, et on en décrit britvement quelques propriétés
fondamentales.

NotarioN 1. — Soit N = [(2p") et soit ¢ : {1,...,2mn} — Iy (m > 0) tel que
Viely #{ue{l,..,2mn}li, = j} =2m

(C’est-a-dire, 32" w;, = 2myp"); on dénote par + : Z — I une suite cyclique de période
mN telle que Yu = 1,...,2mn 37, € T tel que

u
Su(1) * - Su(lu)Tu = Wiy * - W5, avec l, = El(w{v).
v=1

On remarque qu’une telle suite ¢ existe, car [ | Py est une fonction additive (cf. [1], [2], [3]).

DEFINITION 2. — Soit « comme décrite dans la notation 1; on pose alors, Vk € Z,

_awy - [ sy e Sup-n (o)) st kB>
Be(=B,") = {SL(O).,.,.sb(kﬂ)(m(k)) si k<0.

Pour la proposition suivante voir [2]:

PROPOSITION 3. — Les (3 vérifient les propriétés suivantes:

1) k +— [ définit une bijection de 71 sur ®T;

2) {Belk>1}={ré—a|r>0,a€Pq +} et {Bx|k<0}={ré+a|r>0,a€Po}. O

DEFINITION 4. — On définit la relation d’ordre sur <i>+ (notée <) par

1) B = By si et seulement si: soit 1 < k <[, s0it k <1 <0,s0itk>1>1

2)ﬂkjajﬂlVaeéif‘xIO,Vk>02l;

3) (rd,3) < (s6,7) si et seulement si: soit 7 > s soit r = s et ¢ < j.

Par abus de notation, on note aussi < la relation d’ordre lexicographique qu’on en déduit
sur P de la fagon suivante: (v, ...,7r) =X (51, ---,7s) Si et seulement si: soit 3k < min{r, s}
tel que Vo(u) = Fr(w) YU < k €t Yoy < Yr(k), SOIt T < 8 €t Yo(u) = Fr(n) Yu < 7, OU
c €GB, et T€ G, sont tels que Yo (1) <. Yo(r) €t ’7.,.(1) <. = '?r(s)~

On écrit aussi @ < B si a <X f et a # f.

REMARQUE 5. — La relation d’ordre < est « presque convexe », c’est-a-dire que si

a, 71 j j Yr € ‘i)+ et p(a) = ZZ:IP(’Y’U) (T > 1) alors ou bien (750 5 PRYIPRS (4
appartiennent toutes a @4 X Iy ou bien 71 < a < V.

REMARQUE 6. — Notons par <’ soit la relation d’ordre sur ®, donnée par

2 (@i royx (@i 1) T 3 (@i x o) x (i x 1)
et
=<’ |&, im im = = l' im im
- +\((d)+ XIO)X((I).'. xIp)) = = q>+\((¢'+ XIO)X(<I)+ x1Io))
soit, par abus de notation, la relation d’ordre lexicographique associée sur P; la relation

d’ordre <’ est alors encore « presque convexe ».
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LA R-MATRICE POUR LES ALGEBRES QUANTIQUES 499

DEFINITION 7. — Soit + comme décrite dans la notation 1; on définit alors les vecteurs
relatifs aux racines positives (avec multiplicité) de la fagon suivante:

Tty - oo Tooony(Buy) si k> 1
_ ()N - u(1) v(k—1) (k) =
Ba= B = {79 Ty (Ba) si k<0;

Egsiy(=EL )= = Erso,Bi + 47 EiErs_a, ¥r > 0,i€ly,

exp((%‘ - (I,-_l) Z E(Ts,,-)u’") =1- (g - qi’l) ZE(TM)M Vie Iy,
>0 r>0
Fa : Q(E(y) Va€é+a F(ré,i) : Q(E(r&i))-
DEFINITION 8. — Supposons donné, Vo € &, un élément z, € U,; on définit alors
Yy = (1500 ) €P

.’L’(Z) = Trygry oo " Tygmy .’E(-—-l) = Trygry oo Tygqay

ol 0 € &, est tel que Y,1) X oo X Vo(r):
On rappelle ici le théoréme suivant, donnant une base de type PBW pour U, (cf. [2]):

THEOREME 9. — Les ensembles

{E()|yeP} er {E(—7)lveP}

sont deux bases de Ll;‘ indexées par P. De plus, si Ugjq -1 est la Clg, q~}]-sous-algébre
de U, engendrée par

-D' K,—- K -
{Ea7Fa)D 1)_.1 7KZ I(_tl IO(E(D_H'I:EI},
q—4q q —q;

on a
(Z/22)"*? — Ucig,q-11/ (¢ — DUeig,q-1] > U()

(U(8) est l'algébre enveloppante de §), ou pour chaque o € &, on a Eq — e,
F, — £f,, avec

(Cay fu) = (g @t™, fs®@t™™) si a=mé+pB (B€Py 4, m >0)
WA (fs@tmes®t™™)  si a=mb— B (B€Bo 4, m>0).

O

On rappelle aussi la formule de Levendorskii-Soibelman (cf. [2], [18]) qui décrit des
bonnes propriétés de commutation pour ces bases:

THEOREME 10. — Vy = (71,....7) € P, Ya € <i>+,

E(l)Ea _ q—r(l;a)EaE(l) = Z aiE(j)
(l,a)<§'>-’(l,a)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



500 I. DAMIANI

et

E(-)Es—q "YYEE(-y) = ) b5E(-7)

3:
(3:0)=37"(7,0)

ou

rvie) = > (p(w)lp(e) = Y (p(v)Ip(e)).

Vi Vi <o

O
Enfin on rappelle le résultat suivant (cf. [1], [4]):

PROPOSITION 11. — Vr €N Vi € Iy Ersya, = T, (E;) et Epiiys—a, = To T (E;)
(en particulier, Ersa;, E(ri1)s—a; €t E(ry1)s,:) ne dépendent pas de 1); de plus Vr,s > 0
Vi, j € Iy

To:(Ewe.) = Ers s

. v T4 ])qs
[Bss Bussa) = H0o(0) 2B

PR | /¥ iKN;—KT_1
[E(ré,i)7F(s6,j)] = 0,5(0()o(4)) [ r]]q — 716 .

J J

On conclut ce paragraphe en introduisant les définitions suivantes:

DErFNITION 12. — On définit les sous-ensembles suivants de <f>+:

L [{BN1<r<k} si k>1
-¢+(k)7{{ﬂr|02'r>k} si k<0

P, (00) = {Brr 21}, @4(—00) = {B:|r <0},
®, (im) = @' x I,
P4 (0) = ©4(00) U P, (im), P4(—0c0)= @4(—00) U P (im).

DEFINITION 13. — Soit * € Z U {#00,+00,im}; on définit alors I/ (x) comme la
sous-algebre de U, engendrée par {E,|a € &, (*)}.
On définit aussi UZ0(x) = UF (UL, Uz (x) = QU (x)), USO(x) = QUZ(%)).

REMARQUE 14. — La formule de Levendorskii-Soibelman implique que

- Vx€Z U {+£o00,+c0,im}

{E()ue®i(x) Vu=1,...,r} et {E(=7)|yu€Pi(x) Vu=1,..,71}

sont deux bases de U;"(+) (ol on a posé ¥ = (v1,...,7r)). O

4° SERIE — TOME 31 — 1998 — N° 4



LA R-MATRICE POUR LES ALGEBRES QUANTIQUES 501
3. La R-matrice: résultats généraux

On introduit maintenant la R-matrice et on donne les résultats généraux, que ’on
utilisera par la suite pour le calcul explicite de Rj.

DEFINITION 1. — Soit A une algeébre de Hopf dont le coproduit est dénoté par A; un
élément R € A® A est dit une R-matrice pour A si

a) R est inversible,
(*) b) RizRi3Rp3 = RozRi3Ria,
c) RA(a) = A’(a)R Va€ A,

ol R12=R®1,Re3=1®R, R13=(1®0)(R®1) sont dans AQ AR A, et A’ =05oA
(c(a®b) = b® a).

REMARQUE 2. — Soit A une algébre de Hopf avec coproduit A; si U et V sont
deux A-modules la structure d’algébre de Hopf sur A induit d’une fagon naturelle
une structure de A-module sur U ® V, et on a, grice a la coassociativité de A, que
UV)eW 2U® (VW) pour U, V, W A-modules.

En général, ce n’est pas vrai que U®V = V ®@U; mais s’il existe une R-matrice pour A,
elle fournit un isomorphisme oy vy o R: U Q®V — V ® U pour chaque pair de ¢/-modules
U et V (ici oy,y est défini par opy(u® v) = v ® w).

On remarque encore que pour obtenir un isomorphisme entre U @ V et V ® U il n’est
pas nécessaire d’avoir un élément R € A ® A: en fait on n’a utilisé que le fait d’avoir
(induit par R) un endomorphisme linéaire de U ® V.

Les considérations précédentes suggeérent une définition légerement plus générale de
R-matrice:

DEFINITION 3. — Soient 4 une algebre de Hopf, A son coproduit et O une catégorie de
A-modules; on appelle R-matrice de A (relative a la catégorie O) une rule R qui associe
a chaque pair (U, V) d’objets de O un endomorphisme RYY de U ® V satisfaisant (x),
c’est-a-dire

a) RYYV est inversible,
UV,W pUV,W pUV,W _ pUV,W pUV,W pU,V,W
b) Ry Rig" " Ryg " =Ry3 " Ryg " R

B 12 ’
¢) RVVA(a) = A'(a)RYY Vae A.

Ici R%GYW dénote RV ® idw, RS;™" dénote idy ® R¥VW et RGV™ dénote
(idy ® owy)(RYY @ idy)(idy ® ov,w), ou U, V, W sont objets de O. On a alors
que oy o RV :U®V — V ®U est un isomorphisme de .A-modules YU, V.

On revient maintenant & 1’étude des alg€bres quantiques. Dans ce contexte on a le
résultat suivant (cf. [8], [25], [26]):

THEOREME 4. — Vn € Q4+ soit C;, GL{;; o, ®U, _, I'élément canonique de la forme de Killing
(+,+); de plus soit to, € Y ® by I’élément canonique de (-|-); alors, si on pose

R= (Y C)gt=

nEQ+

on a que R est une R-matrice pour U,. O
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REMARQUE 5. — Puisque En€Q+ C,, est une « somme infinie », R (comme définie dans
le théoreme 4) n’est pas un élément de U, ® U,; il faut donc donner une catégorie de
Ug-modules O ot R définit un endomorphisme de U ® V' pour chaque pair d’objets de
O, pour qu’il ait un sens.

Dans ce but, on remarque que la définition méme de C,) implique que si O est la catégorie
des Uy-modules sur lesquels tous les E; agissent d’une facon localement nilpotente, alors
ZneQ+ C,, dénote un bien défini endomorphisme de U ® V' pour tous U, V objets de O.

Or, si U est un objet de O, on a en particulier que U est Q.-gradué; on définit alors

“te . UQV - UQV (U, V objets de O) par
—too - —_ 8):
q |U,,®V9 - q ("ll )ldUn®V9‘
On ne considerera dorénavant que U,-modules qui vivent dans la catégorie O, et on
applique les méme considérations de cette remarque a toutes les sommes infinies qui
apparaitront par la suite.

Le probleme de trouver la R-matrice pour U, est ainsi ramené a 1’étude de la forme
de Killing.

4. Les racines réelles

Maintenant on a les ingrédients principaux pour aborder le calcul de la R-matrice: on
se propose de décrire C,, (cf. théoréme 3.4), c’est-a-dire de trouver deux bases de Z/lq+ et
U; qui soient duales par rapport a (-,-).

L’idée est de réussir a contrdler A(E,) et d’utiliser le lien entre la forme de Killing
et le coproduit.

On commence donc en décrivant le comportement des racines réelles, qui est exactement
le méme que celui que Levendorskii et Soibelman ont décrit dans le cas fini; on renvoie
a [18], [5] pour les démonstrations.

DErNITION 1. — Soit ¢ € I; on pose

_n(5n—1)
—_— n 2
=y (s q[;)] g ErPK-" @ FPKT
n>0 qi'
et 'n.(nz—lz
Z (ql - qz qz ‘an ® Ezn

LEMME 2. — Pour tout V, W dans O et pour tout i € I, R; et R; induisent des opérateurs
bien définis sur V. Q W; R; et R; sont inversibles et on a

_n(3n+1)

5 L 1 n 3
nZO [n]qi’
et (1)
(qz - ql)nqz : n n.
Z ]! Fr oS
n>0 %
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de plus
R = (T7' @ T Y)(R);
enfin i )
A(Ti(z)) = Ry' - (T; @ T,)(A(w)) - R; Vzel,
et

AT M) = By - (I7 @ T ) (A(@) - Ri Voel,.
O

DEFINITION 3. — Soit ¢+ comme dans 2.1 et soit k € Z; on définit alors des R-matrices
partielles comme suit:

Ry sik=1
- Tu (Ruy))R(k—1) sik>1
R(k)=q R, sik=0

T Y (Ry)R(k+1) sik<0,
k+1
ol Vk € Z

W = Su(1) * et Su(k) sik > 1
k= 84(0) * +-+ " Su(k) si k S 0.

On a alors le théoreme suivant, qui résoud le cas des racines réelles:

THEOREME 4.

1) Onale lien suivant entre le coproduit, I’action du groupe des tresses et les R-matrices
partielles: Yz € U,

A(Tu, (2)) = R(k) ™! - (T, ® T, )(A(2)) - R(K) sik 21,
AT (z) = R(k)™ (T4 @ T 1) (A(x)) - R(k) sik < 0;
k k k
2) les R-matrices partielles ont la propriété suivante: soit k € Z; alors

R(k) =Y 1P U™ et Rk = mdP e@m®

o IPK, oMK, mPK, em®KTeut (k+1)@U; _, (k+ 1) pour

Yu ? sYu
quelque v, €EQy sik > 1, et 1P g l:,(k), m® @ m.® eU(k-1)QUf(k-1)
si k < 0;
3) on a la propriété suivante pour le coproduit des vecteurs relatifs aux racines réelles:

A(Eg,) — (Es, ® 1+ Kp, ® Ep, )€U (k) QU et
A(Fg)— (1® Fp, + Fs, @ Kz )€Uy QUS(k) sik > 1
A(Eﬂk) - (E'ﬁk ®1+ Kﬂk ® Eﬁk)euqzo ®u;-(k) et
A(Fp,)— (1® Fp, + Fp, @ K3 ') ely (k) @ US® s5ik < 0;
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4) siy=(7,-Y%)7 = (9,-,7s) € P sont tels que
(T Aull Su <1< v < s} C y(c0)
ou bien
{Hwr Wl Lu <1 <v < s} C Oy (~00),

on a
(BE(=2), F(=3) #0 &1 =7
5) siy = (v1,..,%) € P est tel que
{1 <u<r} C P (c0) oubien {y,]1 <u<r}C dy(—o0)
on a

!
(B9, F-p) = ][ (“——)

act, (©a” —a

5. Premier contrdle de ’action du coproduit sur 4/

g,im

On aborde maintenant I’étude des vecteurs relatifs aux racines imaginaires: comme ils
ne sont pas définis au moyen de I’action du groupe des tresses, les techniques utilisées
par Levendorskii et Soibelman afin d’obtenir un contrdle du coproduit ne s’appliquent pas
dans le cas de ces racines; mais ce qu’on connait de ces vecteurs et de leurs relations avec
le groupe des tresses et les vecteurs relatifs aux racines réelles est suffisant pour pouvoir
en déduire des premieres propriétés.

LEMME 1. — La définition de Eg, entraine immédiatement que
Ty (Ep,) = Egpn si k21 et T,,)(Ep,) = Ep,_, si k<0;
de plus, si k > 1 Im > 0 tel que
T5, " (Eg,) €U’ (et Ty, (Eg,) €US® Vrin > m)
et si k <0 3Im > 0 tel que
Ty (Ep, )€U’ (et Tyr(Ep,) €U’ Vin > m).

PROPOSITION 2. — z € U (im) = A(z) €U (c0) @ U (—0).

Preuve. — Comme z € U} (im) on sait que T,;(z) = = Vi € Iy (cf. proposition 11);
en particulier, on a alors T5,(z) = z.

Le lemme 1 entraine que si A(z) ¢ UZ°(c0) @ U, Im > 0 tel que

(Tomp ® Tomp)(A(z)) € UZ° @ Uy; de méme si A(x) € UZ° @ UF (—0), Im > 0 tel
que (T{,,}p- ® T{,ipv)(A(x)) ¢ U; ® UZ%; on va prouver que cela est impossible.
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Soient d’abord m > 0 et

(Tomp ® Tomp)(A(®)) = Y X4(K,F(7)®1)
lgii-({-ﬂ)

avec X, € U7° ® Uy. Alors, on a
UZ © U5 AE) = AlTomy (2) = RmN) ™ Ty © Ty )(A(@) R(mN) =

= R(mN)™ Z X, (KyF(v) ® 1)R(mN) =

neQ
y€EPar(n)

=R(mN)™ > X,R(mN)(K,F(y)®1)+
neEQ 4
y€EPar(n)

+R(mN)_1 Z Xl[KnF(l) ® laé(mN)];

n€EQ 4+
~y€Par(n)

or, R(mN) = >l ®L, avec I, K () EU;:,Y(v) (cf. théoréme 4.4, 2), donc pour ~y € Par(n)
on a

[KWF(l)a lv] S @n/@,UZOL{_

qg “q,—7m"

cela entraine que si 7 est maximal dans
{1€Q+|3y € Par() tel que X, # 0}

et si y € Par(n) est tel que X, # 0, alors ou bien R(mN) X, R(mN) = 0 (donc
X, = 0, ce qui contredit le choix de 7) ou bien n = 0.

Mais n = 0 veut dire (Tomp ® Tom,)(A(z)) € UZ® @ Uy, et ¢a pour tout m > 0,
donc A(x) € UZ%(c0) @ U

La preuve que A(x) €UZ° @ U (—co) est tout 2 fait pareille:

soient m > 0 et

(Tomp ® Topn ) (A(z)) = Z X,(1® F(y)) avec X €U, U
neEQ 4
3€Par(n)

Alors, on a

U, @UF3A(z) = AT} () = RA-mN)™ Y X,(1® F(y)R(1-mN) =

n€EQ 4
yEPar(n)

=R(1-mN)™ Y X,R(1-mN)(1®F(7)+

neEQ 4
Y €EPar(n)
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+R(1-mN)™" > X,[1® F(y),R(1 - mN));

neEQ L
JEPar(n)

orsi R(1—mN) =3, 1,®1, avec I/, U+

4 (v)> O1 @ pour tout ¥ € Par(n)

[F(2), L)) € @ cxd U5
cela entraine que si 7 est maximal dans
{7 € Q+|3y € Par(7) tel que X, # 0}

et si v € Par(n) est tel que X, # 0, alors ou bien R(1 — mN)~'X,R(1 — mN) = 0
(ce qui contredit le choix de 7) ou bien 1 = 0. -

Mais 7 = 0 veut dire (T5,,,- ® T5,,-)(A(z)) EUZ® ® U,, et ¢a pour tout m > 0, donc
A(z) € UF® @ UF(—c0).

En conclusion

A(z) €UFO(s0) @ UF (—0).

a

REMARQUE 3. — La proposition 2 fournit en particulier des informations sur A(FE,)
pour « € &, (im); mais ces informations peuvent étre affinées: en effet, les vecteurs E,
(o € 4 (im)) ont, par rapport aux autres éléments de L{; > des meilleures propriétés
(notamment des meilleures propriétés de commutation avec F,,51,, pour ¢ € Ip) qui n’ont
pas été utilisées. On va maintenant les étudier pour obtenir des résultats plus précis.

Le premier pas consiste & démontrer que, sous certaines conditions, le seul vecteur avec
des relations de commutation « simples » est zéro.

6. Relation d’ordre sur @, et g-commutation

LEMME 1.

1) Soit k > 1; alors 3i € I, tel que Eg E; # q*1P)E,Ep, (c’est-a-dire, Es, et E;
ne q-commutent pas);

2) soit k < 0; alors 3i € I, tel que Eg Es_o, # ¢ 1P Es_, Eg, (c’est-a-dire, Ep,
et Es_,, ne g-commutent pas);

3) soit m > 0; alors, si

[Z aiE(m,g,i), E]] =0 V] €ly ou bien [Z aiE(mg’i), Eg_aj] =0 V] €Iy,
i€ly i1€ly

onaa; =0Viel,

4) soitm > 0 et soit x €U (im) Uy ms tel que [z, E;] = 0Vi€ Iy ou bien [z, Es_,,] = 0
Vi € Iy; alors x = 0.

Preuve.

DE>1=3ae®y;,m > 0 tels que fx = mé — «; or E, appartient 2 ’algébre
engendrée par {F;|i € Ip}, donc en supposant que Ej, E; = ¢\ E,E5 Vi€ I,
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on trouverait E,,s_oFEy = ¢ 1Y E,E,.s_.; en particulier (grice aux propriétés
de la spécialisation a2 ¢ = 1) on aurait [e,5—a,€qa] = 0, ce qui est absurde car
[emﬁ—aaea] = [fa ® tmvea] = _ha Q™ 75 0.
2) k<0=3ae®;,m > 0 tels que B = mé + a; donc T, (Ep,) = Emrsya Ol
m' =m+ (p,a) > 0; d’un autre coté
T (Bs-a,) = T3 (Bo-a)) = T (B) = —K'F

(2

donc la condition
Eg Es_o, = q(ailﬂk)Eé—aiEﬂk
est équivalente a la condition
[EM’6+mFi] = 0;

si cette condition était satisfait Vi € Iy, comme F, appartient a 1’algébre engendrée
par {F;|i€ Iy}, on aurait [E,,/s44a, Fa] = 0, ce qui est impossible car dans 1’algebre
enveloppante de § on a [em/s+a, fo] # 0.

3) On a
[; aiE(m&i)’Ej] = (162;0 ai(O(i)o(j))m%)Em‘s_'_o‘j7 ot
[Z a; E(ms.iy, Es—aj] == ( Z ai(o(d)o(5))™ %)E(mﬂ)&—aﬁ
el i€lp

donc P’assertion suit du fait que la matrice ([mai;lq, )i jer, €st non-dégénérée (car,
par exemple, (a;;); jer, st non-dégénérée).
4) Soit z = ZlazE(l) €U (im) N Uy ms \ {0} (avec m > 0) et soient
() k= min{l > 03y = (m1 X ... X ) tel que a, # 0 et () €Par(l6)};
(i) y=(m = ... 2 ) tel que ay # 0 et () € Par(kd);

. | Eksta si X; =F;
(i) X; = E; ou Ey_q,, Yi= {E(k+1)6—ai si X; = Es_o;

@iv) Ty Z/l; — C(¢)E,, - ... - E,,_Y; (i € Iy) la projection par rapport a la base
{E(¥)} de U si X; = E; et alabase {E(—7)} de U si X; = Es_q,.
Alors
mya([z, X)) =Y asmyi([E(R), Xi]) =
5

= Z a’(’Yl,~~~,’Yr—1,(k&,j))ﬂ-l,i([E(’Yla ey Yr—1, (k67]))7Xz]) =
j€lo

= (Z(l + #{’LL < ""l’)’u = (kévj)})a’(’h7--~,7r—1,(k5,j)))E’Yl Teee E’Yr—l[E(ké,j)in];

j€lo

donc si [z, X;] = 0 Vi € Iy, on a aussi

[Z(l +#{u <rly. = (kéaj)})a(’n,...,%_1,(k&,j))E(k6,j)7Xi] =0 Viely;

Jj€lo
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il suit alors de 3) que a(, ...y, _,,(ks,5)) = 0 Vj € Ip, ce qui est impossible car a, # 0 pour
le choix de . B O

Pour généraliser ce lemme, en étendant les conditions sous lesquelles un élément x €U,
ne peut pas g-commuter avec tous les E; ou bien tous les F5_,, (i € Ip), il faut maintenant
étudier quelques propriétés de la relation d’ordre < sur P.

LEMME 2. — Soient
A (11 X . X)) EP et u <7 tels que vy < Y}
() =M 22 ety" =0 2 2f) tels que v < vp et v <.
Alors
(Y15 o Yum 1 Yt 15 o5 Y ¥ ) > (V1 oy Yrm1,Y)-

Preuve. — Soit v > w tel que vy = Yut41 = -« = Yo < VYo+1; alors v < 7 et

(71) ceoy Yu—15 Yutls ooy ’YT"F_Y_/) =

=2 2%t 2% 3 2y <min{yg, Yo} 3 ) =

=(mn 2 2P < min{’}’i,"yv.,.l} <)

d’un autre coté

Y1y oYY ) =M 2 I 20,

et comme 7y, < min{7{,¥,+1} on a I’assertion. O

LEMME 3. — Soient
() (1 2. 2 7.) EP et u < r tels que v, = 7V,
() ¥ = 22y ety = (] 2 .. 2 tels que v’ = " et min{~;, v} > .
Alors
(Y15 o0 Va1 Yt 15 o0y ¥ Y ) 2 (V15 00y Yre157")

et on a que (Y1, .oy Yu=1, Yut1y ooy Yes ¥ ) = (Y15 00y Vo1, Y"") 50 et seulement si v = ~".

Preuve. — 11 suit immédiatement du fait que

(Y15 s Yum by Yut 1y oo Y ¥ ) = (M 2o 2y 291 2 270)

et
(VoYY =M 2 Z e 29 2 2 ).

LEMME 4. — Soient

Dry=Mm=2 2wy = M 2. 2Fs) €Par(n) tels que v < 7;
(i) = (13 2 ...) ety 1 =..) tels que i > v, et vy > 7s.
Alors, ou bien

a) 3k < min{r,s + 1} tel que v; = 7; Vi < k, yx < A, et donc

(717 ey 'Yr—l’ll) = (5/17 o Vo= ’_YN);
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ou bien
b) r <8, Y% =% Vi<, VA, ¥s €P4(im) (et clairement Y ;_ p(V:) = p(yr))-

Dans le cas b) si de plus on a

(i) ¥ = (M 2 ... 2 ) €Par(n + ) avec 7, € 4 (—~00);

(iv) k < min{r,u — 1} tel que v; = 3; Vi < k, v < Y&,

V) I C {r,...,s}h

on trouve que

C) i - (5’17 --'7’?1"—17 ("?v)vel'a aj + Zi:r,ngp('Yv))-

Preuve. — Comme v # 7 € Par(n), si k est tel que v; = 4; Vi < k il faut avoir
k < min{r,s}.

Si k < min{r,s 4+ 1} il est clair que a) est vrai.

Si k > min{r,s + 1} on a min{r,s + 1} < k < min{r, s}, donc k = r < s; alors il
est clair que p(v,) = Y.;_, p(3:) (et 4 > ~,), donc en particulier 7, € ® (im), et aussi
A € ®4(im) Vt = r,...,s.

Maintenant soient 7, k et 7 comme dans iii)-v).

Alors
s
(;5’17 ceey ’?r—l, (:Yv)vel'a a + Zp(')'v)) =
ver
= (’Yl» cees Yr—15 (ﬁv)vejhaj + Zp('Yv)) =
ver
= (’_Yla s V=15 Yhs oes Vr—1, (;?v)UGIHO‘j + Ep(’)/v)) =<
veT
< (f_)lla 7’_7u) = j_v
car k <r—1et~vy; < . O

REMARQUE 5. — Comme les preuves des lemmes 2, 3 et 4 n’utilisent que le fait que < est
« presque convexe », le lemme reste vrai si on remplace < par <’ et & (—o0) par @, (00).

COROLLAIRE 6. — Soit n > 0 et soit x €U (0) NUY, tel que zE; = ¢ E;x Vi€ Iy,
alors x = 0; de méme si y €U} (—c0) NUS, (n > 0) est tel que yEs_,, = g Es_ oy
Vielgyonay =0.

Preuve. — Soit z = 3 a,E(y) €U (0) U, \ {0} tel que zE; = g Eix Vie I
et soit v = min{y'|a, # 0} avec v = (71 2 ... X 7).

Si v, € &, (00) la formule de Levendorskii-Soibelman et le lemme 1 nous disent que
di € I tel que

E,Ei—q""EE, = Y byE()#0;

v (v ,ei)
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soient y' = min{y"|b,» # 0} et
™ UF = C(q)Ey, - By, E(Y) =

= C(q)E(’Yl’ vy Yr—1, ll)

la projection par rapport  la base { E()} de U,F; alors les lemmes 2, 3 et 4 impliquent que

0=7*(zE; — ¢ E;z) =

r
= (alz q_(r_v)(%h#ai)va e By (By B - q(%lai)EiE%)Ewﬂ Tt E’w) -

™
=Y g It g by By, e, o147
v=u
ou u est tel que vu—1 < Yu = Yut1 = ... = 7,; donc a,b, = 0, ce qui contredit le

choix de v et de 7.
On a alors v, € &, (im).
Il suit encore des lemmes 2 et 4 que si

iU > Ey - By US(—c0)
est la projection par rapport a la base {E£()} de U on a
0 =#(zE; — ¢ E;z) =
=FE, ..-E, [[(r—u+ DayE., +

+ z a'("/lyn-"‘/r—l,i)E(fy_)7 Ei]
i*('ﬁ)

ou u < 7esttel que yu—1 < Yu = Yug1 = oo = Vo
Mais

(r—u+1D)ayBy + D agy,m,n EG) €UF (im) MUy ()
i>(7¢)

et (r —u+ 1)a, # 0, ce qui contredit le fait que #(zE; — ¢ E;x) = 0 Vi € Iy (voir
le point 4) du lemme 1).

Donc z = 0.

De méme, en remplagant < avec =’, F; avec Fs5_,,, 0o et —co par —oco et 5o, on
prouve, grice a la remarque 5, que si

Y= ZaZE(Z)GU;(ob) nuU;, avec 7>0
S

est tel que
yE&—ai = q(nlai)Eé—aiy VzEIO

alors y = 0. ad
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7. Contrdle sur A(E(,s;))

Les résultats des paragraphes précédents nous permettent de démontrer la proposition
suivante:

PROPOSITION 1. — Soit o € @ (im); alors

A(Eq) = (BEa ® 1+ Kp(a) ® Eq) €UZ’(00) @ U (—00).
Preuve. — Soit («) € Par(mé) et prouvons d’abord que

A(Eqs) = (Eo ® 1+ Kpns ® Eo) €U°(0) @ U (—00).

Soient
A(Ea) = (BEa® 14 Kpns @ Ea) = Y _us , ® E(8)E(y)

Sy

avec E(§) € U (im), E(y) €Ust (—00), us € UF’(c0), et

X = us, @ E()E(Y);

S,
5#0

On veut prouver que X = 0.
Or on sait que Vi € Iy Je,,; € C(q) tel que

[Ewo, Ei] = co,iBméta; €t a;,mé + a; € B4 (—00),

donc
[A(EL),E; 1+ K; ® Ei] = caiA(Fmsta;) Euqzo ®U;(-—OO);

de plus
[Ea®1+Km5®Ea,Ei®1+Ki®Ei]=

= Ca,i(Em6+a,~ ® 1 + Km6+ai ® Em6+ai) equO ®Z/l:(—oo),

et si £ €U} (—o0) on a aussi que pour tout y € UZ°
[y Rz, F;R1+K; ® E,] ELIQZO ®L{;(—oo),

il suit alors que Vi€ Iy [X,E; ® 1+ K; ® E;] e UZ° @ U (—o0).
Supposons X # 0 et soit n € ()4 minimal dans

{n'|36 # 0, vy tels que (8,7) €Par(n) et s, # 0}.
On a alors
[(X,EiQ1+ K; ® E;] =
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= Z {[us,y Ei] ® E(8)E(y) + us yK: ® (E(8)E(7)E; — g "V EE(8)E(v))}
n’,8,v:6#0,
(é,l)E_Par(n')
donc si § # @ et v sont tels que (8,7) € Par(n) il faut avoir [us ., E;] = 0 Vi € Io,
c’est-a-dire Vi € I, B
’Ll,é,lKn_lEi = q‘(ﬂ|ai)Eiu§’1Kn‘1

ol ug Kt € Ut ().
Cela implique que us., = 0 (grice au corollaire 6.6), ce qui contredit le choix de 7.
Donc X = 0 et -

A(Ea) - (Eoz & 1 + Kp(a) ® Ea)equO(O‘VO) ®u;-(—00)
Soient maintenant

A(Ea) = (Ba @14+ Kns®Ea) = > E(Q)E(8)Kms—n ®vs 4

n,8,7:
(7,6)€Par(n)

avec E(y) € Uf(c0), E(8) € U (im), vs,, € UF(—00), et
Y= Z E(Z)E(Q)Kmé—n @ Vs~
n,8,7:6#0, B
(3,8)€Par(n)
On veut prouver que Y = 0.
Or on sait que Vi € Iy Jc,,; € C(q) tel que
[Ea, E&—ai] = Ca,'iE(m-'rl)&—ai et 6 — ay, (m + 1)(5 — 4 €<I>+(oo),

donc
[A(Eq), A(Es—a;)] = Ca,iA(E(m+1)6—ai) equO(oo) ®U;';

de plus [Kms ® Eqo, A(Es—q,)] € UZ(c0) @ U, et si x € UZ%(c0) on a aussi que

pour tout y € US [z ® y, A(Es_a,)] € UZ%(00) ® US; il suit alors que Vi € Io
[Y + By @ 1,A(Es—a,)] € UZ"(00) @ Uy .

Supposons Y # 0 et soit n € (), minimal dans
{n'€Q+136 #0, v tels que (v,9) €Par(n’) et vs, # O}
On a alors que 0 < n < md et que
Y+ E,®1,A(Fs_o,)] =

= [ Z E(:Y_)E(Q)Kmé—n ® ’Ué,lv Ké—ai ® E&—ai] + Z Ty ® Yt
8,7:8#0, t
(2,8)€Par(n)

ol 3, T ®yt € 69#7,1/152 ® U,. Mais

[E(Z)E(Q)Kmé—n ® vﬁ,z, K&—ai Q Eé-—ai] =
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=E()EQ)K(n+1)s-n-a; ® (V5,5 Fs—a; = q_("‘ai)Ea—aivg,z),
donc, pour que [Y + E, ® 1, A(Es_o,)] €UZ(c0) @ U Vie Iy il faut que
Vs Bs—a; = q_("lai)E(g_aivéyl Vi€ Iy, Yo,y telsque 6§ #0 et (v,8)€Par(n),
donc, grce au corollaire 6.6 (on rappelle que vs,, €USF (—00) NUg,ms—n)s
sy =0 V8,7 tels que §#0 et (v,6)€Par(n),

ce qui contredit le choix de 7.
On a alors ¥ = 0 et

A(Es) = (Ba ® 1+ Kya) ® Eo) €UZ%(00) @ U (—00).

O

COROLLAIRE 2. — Soit m > 0 et soit x une combinaison linéaire des E(;s) (pour i € Ip);
alors

Az) = (2@ 1+ Kms ® ) €UZ’(00) @ Uy (—00).
Si y est une combinaison linéaire des Fs:) (pour i € Iy), alors
Aly) — 1@y +y® K_pms) EUT (—00) @ US"(00).

Preuve. — L’assertion est un corollaire immédiat de la proposition 1 et des relations
entre A et €. O

8. Propriétés de dualité de la base de PBW

On va maintenant aborder le probléme de trouver deux bases de Z/{; et U~ duales par
rapport a la forme de Killing.

PRrROPOSITION 1. — Soient o € <i>+ ety=(m=..=% V) EP; si
(Fo, F(—:Z)) # 0 ou bien (E(—z), F,)#0

onar = 1

Preuve. — On démontre la proposition par récurrence sur ht(«) en se rappelant que < est
une relation d’ordre « presque convexe » : si ht(a)=1, I’assertion est évidente.

Supposons alors ht(a) > 1 et 7 > 1 (donc 0 < ht(+y,) < ht(a)); on a les cas suivants:
1) @ € &, (im): on a alors v, € &, (—c0); mais

A(E,) = (BEa®1+ Kpa) ® Ea)EUqZO(oo) QUF

et
A(Fo) = (1@ Fo+ Fa @ K1) €Uy @US’(00);
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donc
(EQ,F(—I)) = (A(EL), F,.®F, ,-...-F,)=0

et
(E(_'l)aFa) = (E'Yr—l Tt E’Yl Q E,,, A(Fa)) =0;

2) a€ P, (00), c’est-a-dire Ik > 1 tel que o = f: alors v, > a, donc v, & ., (k+1);

mais
A(E,)eUZ(k+1) U
et
A(F,) Uy @US(k +1);
donc
(Ea, F(=7)) = (A(Eo), Fy, @ Fy,_, - ... Fy ) =0
et

(E(=7),Fa) = (Ey,_, - By, ® B, A(FW)) = 0;

3) aed (—o0), c’est-a-dire Ik < 0 tel que o = fFy: encore, ¢a implique que v; < a,
donc v; & ®,(k — 1); mais

A(E,)eU’ @Uf (k—1)

et
A(F,)el; (k—1) @ UL
donc
(EaaF(_l)) = (A(Ea)aF’YT Tt F’Y2 ® F’Yl) =0
et

(E(=7), Fa) = (Ey, ® Ey, - ... - Byy, A(F)) = 0.
O

REMARQUE 2. — La proposition 1 entraine, en particulier, que si a € @ et v € Par(a)
sont tels que

(Eo, F(=7)) #0 ou bien (E(—7y),Fa) #0

alors vy = (). g

9. La forme de Killing sur les vecteurs relatifs aux racines imaginaires

Il faut maintenant étudier les vecteurs relatifs aux racines imaginaires: on verra que la
remarque 8.2 n’est plus satisfaite si o est imaginaire et qu’il faudra donc transformer ces
vecteurs pour en obtenir de nouveaux qui aient un meilleur comportement. Le but de ce
paragraphe est donc de calculer (E(ns), Fims,j))-

DEFINITION 1. — Soit j € Iy; on appelle 7; la projection 7; : U, ® Uy, — U, @ C(q)E;.
REMARQUE 2. — 7;(A(E(ms,:y)) est un multiple de Es_o, K; ® E;.
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Preuve. — Si mé — a; = B, + ... + B, avec ky,...,k, > lonar =1, car f, estde la
forme m;6 — ; avec v; € ®g 4. |
On peut alors donner la définition suivante:

DEFINITION 3. — Vm > 0 Vi, j € Iy on définit ¢ € C(q) par
T (A(E(mé,))) = ¢aEms-o; K; ® Ej.

LEmMME 4. — Soit m > 0; alors Vi, j € I

C

(' —a)*

Preuve. — On sait que Fp,s5) + F(mg’j) appartient a la sous-algebre de U, engendrée
par {F(;6;)|0 < r < m}, donc

(Ems,i), Fims. ) = =@

(Etms,i)s Fims.)) = —(E(msiys Fms ) = (Bims iy Fj Fmns—a; = € Frns—ay Fy);
or FiFpns_o, = F(—=(md — aj,a;)), donc (E(ms, iy, FjFms—a,) = 0, d’ol
(E(ms,iys Fims.j)) = =@ (E(mé,i)> Fns—a, Fj) =
=~} (A(E(ms))s Frns—a; ® Fi) = =@ (1;A(Ems,i))s Fms—a; © Fj) =

Cij

2 % _ 2 i
=79 m(Emé“"f’Fm‘S—%‘)(E"F') = 13-
J J J j (q] 1 — qj)z

Pour calculer ¢ on suit les pas suivants:

LEMME 5. - Vm > 0, Vi, €I, on a

l] = (o(i)o m [Maij]g, j
= (oli)ol) o

Preuve. — On sait que

[E(ms,i), £5] = (O(i)O(j))mW;nAEmHaﬁ [Ems.5): E5] =
D’un autre coté Vu € Iy on a
T (A[Ems,u)s Ej]) = [M(A(Emsw))s Ej ® 1] + [Ems,u) ® 1, K; ® Ej] =
= [1;(A(Emow))s B © 1] = ¢ [Ems—a; Ky E;] © Ej = =564 E(ms jyK; © Ej,

donc on a gZci[2m],, = (o(i)o(4))™ g} cl [may],,, d’ou

e = (oot ey,
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LEMME 6. — Vm > 0, Vi,j € Iy on a
mlais]g, ¢l = (0(8)o(5))™* [masjlq.cf.

Preuve. — Soit 7; : UZ° @ U} — ®m>0C(q)Ems—a, K; ® E; la projection par rapport
ala base {E(—7)Kx ® E(—')} de Uz° @ U} et soient r,5 > 0; alors

Ti(A(EgsiyE(ss1))) =
= 7 (7 (A(Ers,i)) (Ess,i) ® 1) + (E(rs,i) ® D75 (A(Ess,)))) =
= 7;((c¥ Evs—a, E(ss,i) + €7 E(rs,iyEss—a; ) Kj ® Ej) = €9 [Ers_a,, Ess:)K; ® E; =
= e (o(i)o(i) P21 5y, Ky 0 B
mais E(,5)Es,i) = E(ss,:)E(rs,i), donc on trouve que
e (o(i)o()" 28 = e (o(i)ol ) L2k
en particulier pour r = m, s = 1 on obtient I’assertion. O
LEMME 7. - Vi € Iy ¢ = (1 — ¢ *).
Preuve.
mi(A(E ) = —mi(A(Es,)) = Ti(A(Es-a, B — ¢; *EiEs—a,)) =
= 1i(A(Bs—a,))(Ei © 1) = g7 2(E; ® 1)mi(A(Bs—a,))+
+(Es-a, Ki — 4;*KiEs_o,) ® E; =
= (1~ ¢ )Es-0,Ki ® E;
comme 7;(A(FEs—q;)) = 0 (car 20; € Do 4). |

PROPOSITION 8. — Vm > 0, Vi, j € Iy cii = —(o(i)o(4))™q; z(q] - qj)[m—aﬂ]—q—.

Preuve. (ma]
el = (o))" Gt
— ; : m[maij]% [2m]¢Ij —4y _ . \mo—2/ —1 M
= (o(2)o(4)) Bml,, m(l—qj ) = —(o(i)o(1)™a; *(a; " — ;) o
a
COROLLAIRE 9. — Vm > 0, Vi,j € Iy on a
(Bl Fons) = (o100 e
Preuve. i
c
(Ems,iys Fims.i) = —4} (“?1—?73_)“5 =
oli [mai;]q,
= (o(&)o(4))™ e —g)
|
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10. Deux bases duales

REMARQUE 1. — Comme on a que Vr > 0 et Vi,j € I

[Taij]'h (K'r'é _ Kr_ﬁl)a

(Ews,0), Firs i) = (o(z’)o(j))rr(q‘ —ah

il s’ensuit que (E(rs), F(rs,7)) est le coefficient de (K ;' — K,5) dans [E¢.s.), Frs )],
c’est-a-dire
[Ersiys Fro. )] = (Ersyiys Firs ) ) (Ks- — Krs);

plus généralement si z est une combinaison linéaire des (s et y est une combinaison
linéaire des Fl,s;) ol 7 > 0 a été fixé, on a

[z.y] = (;z;,y)(KT_&I - K;s5),
et en particulier (2(y), 2(z)) = —Q((=,y)), car Q([z,y]) = [Q(y), A=)] et UK,s -
K) = —(Kws = K35).
Le corollaire 9.9 entraine, en particulier, que les deux bases { E(—v)} de U\ et {F'(—v)}
de U, ne sont pas duales par rapport a la forme de Killing; mais elle fournit aussi la

facon de trouver de nouveaux vecteurs qui produisent deux bases duales. Dans ce but, on
rappelle qu’il existe (voir [4]) des éléments A jm) € C(q) (stables par ) tels que si on pose

Fusiy= Y 00) [di)e A Fos.jy

jzi
on a que Vi > j
[Ers,), Firs,jy] = 0.

Or, si on définit Es;) = Q(F(rs4), on a que E(.s;) est une combinaison linéaire des
E(,s,j) avec j > 1, donc en particulier on a encore que si ¢ > j

[E(rs,i), Firs,y] = 0,
d’ou (E(s4y, Frs,5)) = 0; mais alors si ¢ < j
(Ewsiys Firsgy) = QU Frsiy)s UErs ) = =U(Ers gy, Firsy)) = 0
c’est-a-dire que

(E(ﬁré,i),F(ms,j)) =0 Vi#j.

DEFINITION 2. — Vo € @ on pose
EyZ=E., Fo=Fa.
Vo € @, (im) E, et F, sont définis comme dans la remarque 1.
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LEMME 3. — Soient o € & et Y=, ) EP; si

(Ea, F(—7)) #0 ou bien (E(—v),F,) #0
onay = (a).
Preuve. — L’assertion est une conséquence immédiate de la proposition 8.1 et de la
remarque 1. O

LEMME 4. — Soit ' = (y; =" ... =/ ;) avec T > 0 et vje Py (o) Vi=1,..,r, et
soit " = (v{ =" ... = v); si

XY

E(—-y")E(=Y) =) _ayE(=y), F(=y")F(=)=_b,F(-7)
X X
et siy=(v1 =" ... =" ;) est tel que ou bien ay # 0 ou bien by # 0, alors soit

@) {v:li = 1,.5r5 § = 1,...,8} C @4(=c0) et alors {jli = 1,...,7} C {v]
k=1,..,t},

soit
Q) {v,vli=1,.,m j=1,...,8} £ D4 (~c0) et alors v1 =" 7y, avec 71 € ().

Preuve. — Si {vj} C ®,(—c0) ou bien v; =’ v, on a évidemment
E(-y")E(-Y) = E(-(2,7")), F(-7")F(-7)=F(-(¢,2")

et ’assertion est évidente.
Si par contre v} € ®4(o0) et v{ >’ v, on a

EyE(=Y) =Y asE(-7) FyF(=7) =Y bsF(-7)

ousiy= (9 =" ... =" J.)eta; #0oubien b; #0onaFy =", =" .
Le lemme suit immédiatement. O

PROPOSITION 5. — Soient y = (v1 X ... 2%),7 = (%1 X ... 2 7s) EPar(n); siy #Fona
(E(=7), F(=3)) =0.

Preuve. — On prouve 1’assertion par récurrence sur ht(n), en se rappelant qu’on sait déja
qu’elle est vraie si v1,71 € P4 (—00) (c’est-a-dire v;,7; € 4 (—00) Vi, j).
1l s’agit alors de prouver que (E(—g)EgM"’EéVI,F_’(—Q)F’;M“’F’i‘;’) = 0 quand
i) a € ¢,.(x0);
() a > B
(i) § = (& = .. 2 &), 8= (00 =" ... =’ 6,) avec @ >’ & et a >’ 0;; de plus
,3 ta&l siM=0 et~,8 t/ 91 siM = 0;
(v) M,M >0et M+ M > 0
(v) si M = M alors § # 0.
Supposons d’abord M > M; alors

(E(—§) B BM  F(—9)F,"° FM) = (A(E(-§)EM), F(—8) ® Fy"° FM);
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or A(E ™M p(a) ® EM est une combinaison linéaire de vecteurs E( VKN ® zy
U 7 satisfait aux conditions du lemme 4 avec 7. >’ «; de plus si v} € ®,(im) on a

= . =79 =

Donc

71

AE(=O)NAEM - Kply @ EY) =Y E(-1)Kr® i,
ou, si 5:1 # 0, ou bien pS > 0, ou bien v = (v1 =" ... =" ) avec v, =’ «a; en particulier
(E(—7),F(-8)) = 0, d’ob
(AE(=E))(A(B)™ - KM, ® BM), F(-0) ® Fy"°FM) = 05

mais (A(E(=§)(K},) ® EM),F(-8) ® Fﬂﬂﬁﬁy) = 0 car soit M > M > 0, soit
M=M>0et £ # 0, soit M > M = 0 et Passertion suit en appliquant encore le
lemme 4 (avec 7' = (o, ... a)) et en rappelant que 8 <’ a.

Ainsi (E(~§)EM,F(-0)F M"FM) = 0.
De méme, si M < M
(B(~€)ES"°EM, F(—Q)Fﬁ“"’FM) = (E5"°EM @ E(=£), A(F(-8) FM));

or A(F )M FM o KM (o) €St une combinaison linéaire de vecteurs y.y ® F(- —') K
ol 7 satisfait aux conditions du lemme 4 avec v, =" a; de plus si v; € &, (im) on a
N= ==

Donc

AF(-0))(AF)M - F¥M @ K2 M) =3, © F(—y) K,
ou, si gy # 0, ou bien ug > 0, ou bien v = (v; =’ ... =" ;) avec 1 = a; en particulier
(E(~£), F(~7)) = 0, dob
(B3 EY ® E(=8), A(F(=))(A(Fa)" = FY ® K}(,)) = 0;

mais (Eg"°EM ® E(—£), A(F(—0))(FM @ K}1.))) = 0, car ou bien 0 < M < M, ou
bien 0 = M < M et I’assertion suit en appliquant encore le lemme 4 et en rappelant
que 5 < a.

Ainsi (E(—€)E;"°EM, F(-0)FM) = 0. O

Il ne reste maintenant qu’a calculer

(E(=7), F(=7))-
LEMME 6. — Soit v € Par(n); alors

(B(—y), F(-7) = ] (B4, B,

a€¢+

Preuve. — On utilise ici le méme argument qu’on a utilisé pour démontrer la proposition 5:
en effet, on sait déja que I’assertion est vraie si p$ = 0 Va € @ (—00); d’un autre cdté si

7= (a,...,2,7) ol a € P (c0) et ,uf, =0 Vﬂ_t’ @, on a vu que

_ v

(E(=1), F(-7) = (E(- )(K,,(L)@’Ea ). F(—y) ® Fu 5=
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= (B(=7), F(=2)(Ea*, Fa),
d’ou la preuve du lemme par récurrence sur ht(n). O
LEMME 7. — Soit oo € & (im) et soit r € N; alors
(EL,FT) =r\(E,, F,)".
Preuve. — On sait que
A(Ey) = (Ba ® 1+ Kpa) ® E,) € > U=,  oU,

q,mé—ng
m>0,1m0€Qo,+\{0}

donc on a aussi que
T n o \T >0
A(Ea) - (Ea @1+ Kp(a) ® Ea) € Z U= ®Uq;

g,mé—no
m>0,10€Q0,+ \{0}

en particulier
(EL,F7) = (A(EL), FT'®F.) = (BEa ® 1+ Koy ® Bo), FT7' @ F,) =
- T\ puprr—u Sr—u o — — o _ _ _
= (Z (U)EQKP(Q) & Ea ’Fa 1 4 Fa) = (’]" " le(a) ® Eana 1 ®Fa) -
u=0

=r(EL Y EIY (B, Fy)

et 1’assertion suit par récurrence sur 7. O
LEMME 8. — Soient v > 0 et i € Iy; alors
_(r)
s p [dil 457 [r]us
Bos iy Flos,y) = —tatis el
(Ers,i)s Firsiy) =)

_ AT —(7‘)
oi & est tel que [Evs iy, Firaiy)] = %(KM K.

Preuve.
=, 7 N7 "(r n
(Eirsiy Fosn) = (O o) [di1g AN Birs 3y, Firs ) =

j>t
= (0()"[di]4AL” Ers,iy, Firs ) =
r(g;t — @)

PROPOSITION 9. — Vy € P soit
b= (11 (13)a! ) 10 ([rlq[di]qA;E%E"))ﬂ&”'”.
1= = e r ’
acd, o™ — ¢a) r>0,icly
E(-y) 2 \
alors —k———|’y € Py et {F(—v)|y € P} sont bases duales par rapport a la forme
v 1Y
de Killing.
Preuve. — La proposition 5 et le fait que la forme de Killing soit non-dégénérée entrainent
E(=y) -
ue {————-—-— GP} et {F(—v)|y€ P} sont deux bases duales par rapport a la
q (E(_l)’F(—l))ll { ( _)ll } i i p pp
forme de Killing. Donc il suffit de prouver que k, = (E(—7v), F(—7y)), ce qui est une
conséquence immédiate des lemmes 6, 7, 8 et du théoréme 4.4. O
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11. La R-matrice: formule multiplicative

Dans ce paragraphe, on recueille les résultats obtenus et on fournit ainsi une formule
explicite pour la R-matrice.

Dans ce but, on rappelle le fait suivant:
LEMME 1. - Vr > 0Viely\ {1} (c’est-adirei =2,...,n) on a & = A'-(_r) .1, de plus
] 1—1,2—1 P
Vr > 0Vj < kel A;.(;c) et &) sont donnés par la liste suivante:

AD A =[n—k+1]g Vk>j
(_:gr) =[n+ 1]
BW AR =[n—k+ e 2077 VE>j
& =[2 2]y
cw . A [n—k+ 1] sik>j>1louk=j=1
no kTl In—k+ 12y sik>j=1
& =2y [2] e
[n—k+ 1] sik>j>louk=35=1
D AR = n—k+ g2y sik>j+1=2
[n— 2] sik=2,j=1
&” =[2g[2]rt-n
[n—k+ 1] sik>j>1louk=5=1
Qe AR = k=1pn-3ly sij=1<k<4

[n-k-'-l]qr[g]qr Sijzl, k24
[9 - n]qr [2]q3(n—4)r
P .

2o 2 — Bl sin=8
[5-kler 2’ sik>j>1
F& AL =4 [2]2.12] - sik=j=1
[5 — kg2 [2]2 sik>j=1

& =[2)2 [2]ger

Egr) _ sin=6,7

! 7 [2]q3’
M . ) _JB—KlgBly  sik2j=1
Gy’ Al —{1 sik=j=2
Egr) _ [3]qT [Z]qﬁr‘
[Z]qz’
Preuve. — Cf. [4]. O

THEOREME 2. — Soit § ’algebre de Kac-Moody de type affine non tordu associée a la
C-algebre de Lie simple de dimension finie g, alors la R-matrice de § est donnée par

Ry = ( IT expal(a’ = ga)caBa ® Fa)) gt

a€<i>+
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ou le produit est effectué de maniére décroissante pour ’ordre <, et
; re
1 si a€ P

r o€ |
[aldd A2 7T (rd,i)-

7 7

Preuve. — On sait du théoréme 3.4 et de la proposition 10.9 que

R=( X SECD®Fp)i:

ZEPa.r X
mais _ _ .
1 I ((qt;l - qa)caEa ® F,a)#l
pPnefcy= 11 W@
X a€é+ X *
d’ou I’assertion suit immédiatement. O
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