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CONSTRUCTION DE REPRÉSENTATIONS
p-ADIQUES SEMI-STABLES

PAR CHRISTOPHE BREUIL

RÉSUMÉ. - Le but de ce travail est de généraliser au cas semi-stable la théorie cristalline de Fontaine-Laffaille.
Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0, W l'anneau des vecteurs de Witt de k. Ko = Fr(W) et
S = W <u> le complété p-adique de la P.D. algèbre polynomiale. On construit une catégorie abélienne de
5'-modules de p-torsion qui admet les mêmes objets simples que la catégorie MF{^~2 de Fontaine-Laffaille, et
un foncteur exact et pleinement fidèle de cette catégorie dans la catégorie des représentations p-adiques de longueur
finie de Gal(Ko/Ko). On définit des ^-modules libres "fortement divisibles" et on montre, en utilisant la théorie
de torsion précédente, qu'ils permettent de construire des représentations p-adiques semi-stables. En exhibant de
tels modules en dimension 2, on construit toutes les représentations p-adiques semi-stables de dimension 2 dont
la différence des poids de Hodge-Tate n'excède pas p — 2. © Eisevier, Paris

ABSTRACT. - Thé aim of this work is to generalize to thé semi-stable setting thé Fontaine-Laffaille crystalline
theory. Let k be a perfect field of caracteristic p > 0, W thé Witt vectors in k. Ko = Fr(W) and S = W^u>
thé p-adic completion of thé P.D. polynomial algebra. We define a category of ^-modules with p-torsion and
show it is abelian and has thé same simple objects as Fontaine-Laffaille's MF-Ç^2 category. We define an
exact and fully faithfull functor from this category to thé category of p-adic représentations of Gal(Ko/Ko)
of finite length. We define "strongly divisible" free ^-modules and show how one can build p-adic semi-stable
représentations with them, using thé previous torsion theory. By finding strongly divisible ^-modules in dimension
2, we build ail thé dimension 2 p-adic semi-stable représentations with différences in Hodge-Tate weights not
exceeding p — 2. © Eisevier, Paris
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1. Introduction

Dans cet article, k est un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W(k) l'anneau
des vecteurs de Witt et Ko = Frac(W). On note Ko une? clôture algébrique de Ko, 0^
l'anneau des entiers, Oc? son complété p-adique, Cp = FracÇOcp) et G = Gal(Ko/Ko).

Pour construire des représentations cristallines de G, on connaît essentiellement deux
moyens : le premier est de prendre la cohomologie étale d'une variété propre et lisse sur
Ko à bonne réduction (conjecture Ccris de [Fo4], voir [Fal]), le deuxième est d'utiliser
la théorie de Fontaine-Laffaille ([FL]), c'est-à-dire de construire des représentations
cristallines à partir de VF-modules fortement divisibles. L'avantage du premier est (entre
autre) qu'on obtient des représentations cristallines sans restriction sur les poids de Hodge-
Tate. L'avantage du second est qu'il permet de définir une théorie entière, c'est-à-dire
une catégorie abélienne de représentations de longueur finie de G. Les représentations
cristallines sont alors construites par passage à la limite à partir d'objets de cette catégorie.
En outre, par un résultat de Laffaille ([La]), on obtient ainsi toutes les représentations
cristallines à poids de Hodge-Tate compris dans un intervalle de longueur ne dépassant
pas p — 1.

Après l'introduction par Fontaine des représentations semi-stables de G (qui contiennent
les représentations cristallines, voir [Fo2]), il était tentant d'essayer de généraliser les
deux résultats précédents. Le premier a été obtenu par Kato et Tsuji (conjecture Cst de
Fontaine dans [II], voir [Ka] et [Ts]). Sur le second, on ne disposait jusqu'à présent que des
résultats partiels de Faltings ([Fa2],5). Nous proposons dans cet article une théorie entière
"semi-stable" qui généralise la théorie de Fontaine-Laffaille, c'est-à-dire nous définissons
une catégorie abélienne de représentations de G de longueur finie, grâce à laquelle nous
construisons, par passage à la limite, des représentations semi-stables de G. Nous montrons
qu'en dimension 2, on obtient bien ainsi toutes les représentations semi-stables à poids de
Hodge-Tate compris dans un intervalle de longueur ne dépassant pas p — 2. Nous espérons
qu'il en est de même en dimension supérieure. Par ailleurs, cette théorie a également des
applications à la géométrie (voir [Br3]).

Rentrons un peu plus dans les détails de l'article :

En 2, nous introduisons diverses catégories de modules de p-torsion sur un certain
anneau W<u> (complété p-adique de l'algèbre polynomiale aux puissances divisées en
l'indéterminée u). L'idée de considérer un tel anneau est venue des travaux de Kato ([Ka])
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sur la cohomologie étale des variétés algébriques à réduction semi-stable. Il y est apparue
une certaine algèbre noté ici B^, munie d'un Frobenius, d'un opérateur de monodromie,
d'une action de G, d'une filtration vérifiant le critère de transversalité de Griffiths avec la-—-G _
monodromie, et telle que B^ = Ko ^>w W <u>. Dans ([Fa2], 3 et 5), Faltings considère
déjà de tels modules. Cette partie diffère de ([Fa2], 5) essentiellement par trois points :

1) Nous travaillons avec B^ et pas BJ^, ce qui nous permet de conserver l'opérateur
de monodromie dans la construction des représentations galoisiennes de torsion.

2) Nous introduisons une catégorie, notée Mp~el!, de W <u>-mod\ûes de p-torsion
différente de celle de ([Fa2], 5). En particulier, nous n'avons (apparemment) pas la même
notion de suite exacte.

3) Nous montrons que cette catégorie est abélienne.
Nous montrons également que cette catégorie admet les mêmes objets simples que dans

la théorie de Fontaine-Laffaille.

En 3, nous définissons un foncteur exact et fidèle de M^'2 dans la catégorie des
représentations de longueur finie de G. Nous montrons qu'il est pleinement fidèle en
adaptant la preuve de Faltings ([Fa2], 5.2).

En 4, nous définissons certains W <u> -modules libres "fortement divisibles" qui, par
les résultats de 3 et en inversant p, permettent de retomber du côté galoisien, dans la
catégorie des représentations semi-stables de G, et du côté module, dans la catégorie des
modules filtrés admissibles de Fontaine. L'existence de tels réseaux "fortement divisibles"
entraine que la conjecture de Serre est vérifiée sur les exposants de l'action de l'inertie
modérée sur la semi-simplifiée modulo p de la représentation galoisienne correspondante
(i.e. ces exposants sont "bornés").

En 5, nous traitons le cas facile où la transversalité de Griffiths est vérifiée au niveau
des .Ko-modules filtrés de Fontaine (cas dit "naïf).

En 6, nous traitons complètement le cas de dimension 2 qui, non seulement donne
un exemple concret non trivial, mais aussi présente l'avantage d'être lié aux formes
modulaires de la façon suivante. Soit / une forme modulaire "nouvelle" à coefficients
de Fourier dans Qp : on sait lui associer depuis Deligne une représentation galoisienne
de Gal(Q/Q) sur un Qp-espace vectoriel de dimension 2. Pour certaines / sur FoÇN)
de poids pair et telles que p divise exactement N (voir [Ma2]), la restriction de cette
représentation à un sous-groupe de décomposition en p est semi-stable par les résultats
de Tsuji ([Ts]) et non cristalline ([Sa]) : c'est une des représentations construites ici.
D'autre part, Fontaine et Mazur conjecturent essentiellement que toute Qp-représentation
de Gaî(Q/Q) absolument irréductible de dimension 2 qui est "géométrique" (i.e. en
gros potentiellement semi-stable en chaque place non archimédienne) provient des formes
modulaires nouvelles ([FM],(f)). Si la potentielle semi-stabilité est automatique quand on se
restreint à Gal(Qi/Qi) avec / -^ p, elle est loin d'être toujours vraie en l = p, d'où l'intérêt
de connaître toutes les représentations p-adiques potentiellement semi-stables de dimension
2 (elles sont conjecturalement données dans [FM]) et donc, dans un premier temps, celles
qui sont déjà semi-stables. Grâce à des W <u> -réseaux "fortement divisibles", nous
construisons ici toutes les représentations p-adiques semi-stables de dimension 2 à poids de
Hodge-Tate dans un intervalle de longueur ne dépassant pas p — 2. Nous obtenons d'autre

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



284 C. BREUIL

part modulo p des représentations galoisiennes qui présentent la curiosité de ressembler à la
réduction modulo p de représentations cristallines, mais à poids de Hodge-Tate différents.
Nous calculons ces poids, c'est-à-dire les exposants de l'action de l'inertie modérée sur
les semi-simplifiées modulo p des représentations.

Je remercie M. Gros et B. Edixhoven pour les discussions que nous avons eues ensemble
et l'intérêt qu'ils ont porté à ce travail. C'est J.-M. Fontaine qui m'a proposé de regarder
les représentations ^-adiques semi-stables de dimension 2, à la suite de son article avec
B. Mazur ([FM]). Il m'a en outre dispensé sans compter son soutien et ses conseils. Je
lui exprime ici ma plus vive reconnaissance.

Enfin, je remercie chaleureusement le référée pour son travail de très grande qualité,
pour ses nombreuses remarques constructives et pertinentes, pour m'avoir indiqué en
plusieurs endroits des preuves alternatives et pour m'avoir signalé la très jolie preuve du
théorème (A.4) de l'appendice.

2. Des catégories abéliennes

Dans cette section, on introduit un anneau S et on construit certaines catégories abéliennes
M'o et A^T de 5'-modules de torsion pour r entier entre 0 et p - 2. On montre que les
objets simples de M7' sont ceux de la catégorie MF^ de ([FL], 3.2).

2.1. Définition des catégories

On se fixe un entier r quelconque entre 0 et p - 2 et on introduit deux sortes de
catégories qui dépendent de r : les unes avec un opérateur de monodromie, les autres
sans. Les "vraies" catégories que nous utiliserons par la suite (voir 3) sont celles munies
d'un opérateur de monodromie. Cependant, cet opérateur n'intervient pas dans le fait que
certaines de ces catégories sont abéliennes.

2.1.1.
Soit S le complété y-adique de la P.D. algèbre polynomiale à une indéterminée

W < u > : S s'identifie à la sous TV-algèbre de A^o[[^]] définie par les séries
formelles {]CSo^^ ^ e w^ lim^oo^=0}. Soit v = u - p, on a aussi
^ = {Z^o^^ ^ e ^ lim^oo^=0} : on munit S d'une filtration positive
décroissante Fil'S = v'.Ko^v}] H S, i ç N. On définit sur S un opérateur de
monodromie N comme l'unique dérivation (de séries formelles) TV-linéaire telle que
N(u) = -u et un opérateur de Frobenius ^, IV-semi-linéaire, par (f)(u) = 'uF (on vérifie
facilement qu'on reste bien dans S). On a N(f) = p(f)N, N Ç F U ' S ) C Fil^S et pour
0 < i < p - 1, (^(Fil'S) C p ' S . On note alors (pour 0 ^ i ^ p - 1) ^ = ̂ p^s et
^ = W = f - l = {p - l)!7p(^) - l e 5*.
2.1.2.

Soit 'MQ la catégorie suivante : les objets sont la donnée :

• d'un ^-module M.

• d'un sous-5'-module Fi^M de M contenant Fi^S.M
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CONSTRUCTION DE REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES SEMI-STABLES 285

• d'une flèche (^-semi-linéaire (j)r '' Fi^A4 —> M. telle que pour tout s ç Fi^S et
x ç M., on a cr.(^)r(s.x) = ̂ r^.^r^.x).

Les flèches sont les morphismes ^-linéaires qui préservent FiV M. et commutent à (f>r.

Remarque. - Soit A^ un objet de ' M^ et posons (f)(x) = ^- .^(z^ -x) pour tout re ç A^.
La condition précédente sur ̂  n'est autre que la condition cj)r{s.x} = (f)r(s).(f)(x).

On note Alo la sous-catégorie pleine de ' M^ formée des objets M. qui vérifient les
deux conditions supplémentaires :

• le 5-module M est de la forme M ̂  Q)^ S / p ^ S pour 1 fini et n, G N*

• le 5-module M. est engendré par l'image de (j)r.

Soit ' M^ la catégorie suivante : les objets sont la donnée :

• d'un objet M de 'M^
• d'une application VF-linéaire N : M. —> M. telle que :

i) si A G S et x e M, N(\.x) = N(\).x + X.N(x)
li) v.NÇFi^M) C FirM
iii) le diagramme suivant est commutatif :

Fi^M ^ M
v.N [ [ c.N

Fi^M ^ M

Les flèches sont les morphismes de 'Alo ç^i commutent à N.

Remarque. - Soit M. un objet de ' M^ et posons, pour 0 < i < r, Fi^M. = {x E
M tq v^^^x e Fi^M} et, pour x ç Fi^M, ^z(^) = ^l-T•^r(^r-^•^)• Les conditions
sur N sont alors équivalentes à NÇFU'M) C Fil^M et Nef), = (f)i-iN.

On note M" la sous-catégorie pleine de ' M^ formée des objets M qui sont dans Mo.
Par (2.1.1), S / p ' ^ S est clairement muni d'une structure d'objet de M" pour tout n e N*.
Pour 0 < r < 5 < p - 2 , o n construit un foncteur M^ -^ Mo (resp. M^ -^ M8) par
(M.Fi^M^r) ̂  {M.Fi^M^s) (resp. (M.FirM^r^N) ̂  (M^Fi^M^s^))
où Fi^M = v^.FirM + FiVS.M, ^(v^^x) = c^.^rÇx) (x e Fi^M),
(f)s(a.x) = ^s(a).<^o(^) (a G FîM, ^ e M) (resp. et où 7V est le même, les conditions
sur N dans A48 se vérifiant par un calcul facile).

LEMME 2.1.2.1. - Pour O ^ r ^ s ^ p - ^ l e foncteur MQ -^ M^ (resp.
.A/T —> M8) est pleinement fidèle, d'image essentielle les objets (.M, FiV M.^ <^r) {resp.
(M.F^M^r^N)) tels que Fil8 M C Fil^S.M.

Preuve. - On donne la preuve pour Al^ seulement (l'autre cas est identique). Il est clair
sur la définition du foncteur que l'image (M, Fil8 M, ̂ s) de (M, FiVM, (/)r) est bien telle
que Fil8 M C F^^S.M. On construit un quasi-inverse : soit {M, Fil8 M, (j) s ) un objet
de Mo tel que Fil8 M C Fil^S.M et posons F^M = {x e M tq v^.x e Fil8 M},
(f)^(x) = —^.^s^^.x). A partir des hypothèses sur Fil8 M et <^s, on voit facilement que
(^^F^MW'.M) suffit à engendrer M. De la formule de (j)r et du fait que c G S x , il est
alors clair que ̂ (Fi^M) engendre M, donc que (M, Fil7'M, (f)r) est un objet de Mo. La
seule chose non formelle qui reste à vérifier est que, si (.A/l, FiV'.M, (f>r) est un objet de M^
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286 C. BREUIL

et si Fil8 M = v8^ .FirM^-FiVS.M, alors Fi^M = {x G M tq V8-7'.x e Fil8 M}. Il
est clair que FiV M est inclus dans le membre de droite et en utilisant M ̂  ®,çj S / p ^ S
et Fi^S.Ai C FïVM, on se ramène à montrer que v8-7'^ - v5"^ e F i l p ( S / p n S )
entraine ai - 02 G Fil^S/p^^S) (n e N*, a, e S/?/^), ce qui est facile. D

Quand r augmente, les catégories M^ (resp. M^) sont donc des sous-catégories pleines
les unes des autres. En particulier, ce sont toutes des sous-catégories pleines de A4^~2

(resp. Af"2).

Nous allons montrer :

THÉORÈME 2.1.2.2. - Les catégories A4_Q et M^ sont abéliennes, et même artiniennes.
Plus précisément, soit f : AT —> A4 un morphisme dans A4rQ (resp. A^), alors :

( i ) /(FzFAO = Fi^M H. /(AQ.

(H) Soit )C le noyau de l'application S-linéaire sous-jascente, FiVK. = F^Af n /C,
(f)r : Fi^JC —> )C la restriction de (f)r '- Fi^Af —-> Af (resp. et N : /C —^ /C la restriction de
N : A/" —> AO. Avec ces structures, /C est un objet de M^ (resp. M^) et donne le noyau
de f dans M^ (resp. M.r).

(iii) SoitC le conoyau de l'application S-linéaire sous-jascente, F^C l'image de Fil7'A4
dans C, (j)r '. Fil^'C —> C l'application qu'induit (f)r '' Fil7'A4 —^ A4 par ( i ) (resp. et
N : C —> C le quotient de N : A4 —^ A4). Avec ces structures, C est un objet de 'M^ (resp.
J^T) et donne le conoyau de f dans .MQ (resp. AA^).

La preuve consiste en des dévissages pour se ramener modulo p.

2.2. Etude en caractéristique p

On fixe un entier r ç {0, ...^p — 2} et on note ''Ai^ jç (resp. AA^ ^, resp. 'AIL ^P- A1D
la sous-catégorie pleine des objets de 'M^ (resp. M^, resp. ' M^, resp. A^T) annulés par
p. On commence par donner des descriptions plus simples des catégories A/VQ ^ et A4^,
puis on montre qu'elles sont abéliennes.

2.2.1.
On munit fc^]/^ de la filtration F^'fc^]/^ = ^.Â;^]/^, 0 < i < p - 1 et

de l'unique fc-dérivation N telle que N(u) = —u. Si P(u} € k[u}/up, on pose
^(^.P(n)) = (-^P^Y (on a (^o).

Soit fA4Q ^ la catégorie suivante : les objets sont la donnée :

• d'un k[u\ /^-module A4

• d'un sous-fc^/i^-module F y Ai contenant u7'.A4

• d'une flèche (^-semi-linéaire (f>r : Fil7'A4 —> A4.

Les flèches sont les morphismes k[u]/up-linéaires qui préservent F il7'A4 et commutent
à (J)r.

Soit ' A4_^ la catégorie suivante : les objets sont la donnée :

• d'un objet A4 de l M_Q ^
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• d'une application fc-linéaire N : A4 —^ M telle que :
i) si À G fcH/î^ et x G M, N(X.x) = N(\).x + \.N(x)
ii) u.N(FirM) C Fi^M
iii) le diagramme suivant est commutatif :

Fi^M A M
u.N [ [ -N

Fi^M ^ M

Les flèches sont les morphismes de 'Mo^ ^m commutent à N. On note MQ ̂  (resp.
M^) la sous-catégorie pleine de 'Mo^ O^P- fM^ formée des objets M qui vérifient
les deux conditions supplémentaires :
• le k[u] /i^-module M est libre de rang fini
• le k[u] /^-module M est engendré par l'image de ^.

On remarque que fc^]/^ est muni d'une structure d'objet de M_^. Si A4 est un
objet de 'A^, on note Fil^M = u.Fi^M. Comme ^(PU^k^/u^) = 0, on a
(j)r\Fu^M = 0- (^n ^lt ^^ •̂  satisfait la Condition d'Isomorphie de Faltings (C.I.F.) si
Id 0 ̂  définit un isomorphisme de k [n]/^ -modules :

fcH/^ 0(^),fc FirM/Fil^M -^ M

(on "tord" à gauche par l'automorphisme (j) de fc, voir [Fa2], 2.2).

LEMME 2.2.1.1. - Soit M un k[u\ /'u13-module libre de type fini et M' un sous-
k^/uy -module, alors âim^M'/u.M') < dimk{M/u.M) avec égalité si et seulement
si u^.M C M'.

Preuve. - Une chasse au diagramme facile donne :

dimk(M/u.M) - dim^M' /u.M'} = dimk(M/M') - dirrikÇu.M/u.M')

d'où l'inégalité demandée puisqu'on a une surjection fc-linéaire M/M' -"> u.M/u.M'.
Il y a égalité si et seulement si la surjection est un isomorphisme i.e. {x G M tq u.x e
u.M'} = M' i.e. uP-^M C M'. D

LEMME 2.2.1.2. - Soit M un objet de 'M.Q^ ^es trois assertions suivantes sont
équivalentes :

( i ) M est de type fini sur k^/u? et satisfait la C.I.F.
( i i ) M est un objet de MQ^
(iii) M est de type fini sur fc^]/^ et la flèche canonique k^/u1" (g)^ (^rÇFi^M) -^ M

est un isomorphisme.

Preuve. - (z) =^ (ii) et (ni) => (ii) sont faciles. Soit M un .objet de Mo,^ P^ (2.2.1.1),
on a dim^Fi^M/u.Fi^M) < dimk(M/u.M) (en fait, on a même égalité). Mais par
hypothèse, la flèche composée F^lrM/u.F^lrM ̂  M -> M/u.M est surjective, c'est
donc un isomorphisme d'où (i). On montre (ii) =^ (iii) de la même manière en utilisant :

dimk((i>r(Fir M)) < dimk(FilrM/u.FilrM) < dirrik(M/u.M) D
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2.2.2.

Soit a- le morphisme d'algèbres S / p S -^ fc^/u^ ^(u) ̂  ^ si 0 ^ i < p - 1 et
7î(^) ^ 0 sinon. Pour M dans MQ^ (resp. A^), posons îo(.M) = A^f (,g)^) Â;[^]/^
(resp. T(M) = .M0^)fc[u]/^) et soit SQ (resp. 5) la surjection canonique M -^ To(M)
(resp. M -. T(A^)). On pose Fil^M) = soÇFirM) et si rr <E soÇFirM), (f)r(x) =
5o(^r(^)) où ^ est un relevé quelconque de x dans Fi^M (c'est indépendant du relevé). On
fait de même pour T(M) et on pose de plus N(x0P(u)) = N(x)(S)P(u)+x^N(P(u))
ou x ç M et F^u} e fc[?^]/^. On vérifie facilement qu'on définit ainsi un foncteur
îo : Alo,fc ^ Mo,, (resp. F : M7, -^ M,).

PROPOSITION 2.2.2.1. - Les fondeurs TQ et T sont des équivalences de catégories.

Preuve. - On le montre d'abord pour TQ. On construit un quasi-inverse. Soit M un objet
de Alo,fe, on pose TQ\M) = S / p S 0^ ^{Fi^M). Par (2.2.1.2), la flèche canonique
k^/uy 0fc (j)r{F^lrM) —> M est un isomorphisme de k[u] /^-modules et T^ÇM) est
donc de rang sur S / p S celui de M sur fc[^]/i^. Soit SQ la flèche canonique composée :

T^\M) ̂  &H/^ 0, 4>r{FirM) —— M

on pose FirTo^M) = {s^-^F^M) et si x G FirT^ÇM), ̂ {x) = 1 0 ̂ (5o(^)).
On vérifie facilement que T^ÇM) est bien un objet de Mofe- ^ste à construire des
isomorphismes canoniques et fonctoriels T^T^^M)) ^ M et To'^-ÇToÇM)) ^ M.
Pour M dans MQ^ on a TQ(TQ\M)) = k[u]/uP 0^ ^(Fi^M) et on vérifie
aisément que l'isomorphisme canonique fc^]/^ 0/, ^(Fi^M) ^ M est compatible
avec toutes les structures. Pour M dans MQ^ posons Al = To(M). On a îo"1^) =
S / p S 0/, ^(Fi^M). Si z ç FïVM et si i est un relevé de z dans Fi^M,
l'élément (/)r(z) est indépendant du relevé choisi et permet de construire une flèche
SQ : ^(Fi^M) —> M, (f)r(z) ̂  ^r(^). Notons So : M -^ M la surjection canonique
et SQ la surjection composée :

To-l(/^o(A/0) <T0Jd feH/^ 0fc ̂ {FirM) — .M

On vérifie qu'on a un diagramme commutatif (où la flèche du haut est seulement un
isomorphisme de 5'/p5'-modules a priori) :

TQ-\M) = SIpS^ÏAFirM) Id^0 M
^0 [ [ SQ

M = M

Si x ç FirfTo-^M)}, (Jd0 So){x) est donc un relevé dans M de §o(x) <E F^rM.
Soit A un relevé de so(x) dans Fi^M par ^o, alors (Jd0 so)(x) - x ç FUP(S/pS).M,
d'où (Jrf0 âo)(a7) ç Fil7'M. On laisse au lecteur le soin de vérifier formellement la
commutativité de Id 0 ^o avec (j)r qui en fait un isomorphisme dans MQ ^. Pour T, il
suffit de préciser la construction de l'opérateur N sur le quasi-inverse, le reste de la preuve
étant similaire. Si y ç ^(Fi^M), on pose N(\ 0 y ) = -c~1 0 N ( y ) et on étend N à
T'^.M) par la dérivation produit tensoriel. D
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Si M est un objet de '.Mo,^ on note Fil^M = u.Fi^M + FUP(S/pS).A4 et on
a encore ^r|^^^ r+ lA /l = 0- O11 dit que M. satisfaît la Condition d'Isomorphie de Faltings
(C.I.F.) si Id 0 (pr définit un isomorphisme de S/pS-modules :

S / p S 0(^fc Fi^M/FU^M -^ M

(voir [Fa2], 2.2).

COROLLAIRE 2.2.2.2. - Soit M. un objet de ' M^ ̂  Ie8 trois assertions suivantes sont
équivalentes :

( i ) A4 est de type fini sur S / p S et satisfait la C.I.F.
( i i ) M. est un objet de AA^ ^
(ni) A4 est de type fini sur S / p S et la flèche canonique S / p S 0/c ^(Fi^Ad) —^ A4

est un isomorphisme.

Preuve. - (i) =^ {ii) et (m) =^ (ii) sont faciles. On montre (ii) =^ (i) et (ii) => (iii)
de la même façon qu'en (2.2.1.2), en utilisant :

dimk^Fi^Ad)) < dim^FU^/FiF^AA) < d^mk(M|F^ll(S|pS}.M}

la dernière inégalité provenant de :

dim^FiFAd/Fil^A^) = dim^FirM/Fir^M)
= dim^FiFM/u.FirM)
^ dimk(M/u.M) (2.2.1.1)
= d^mk(M|F^ll(S|pS}.M}

où M = T(A4). D

2.2.3. ^-~^- f
La description (plus simple) qui va suivre de la catégorie M_Q ^ m'a été suggérée par

J.M. Fontaine.

Soit Ck la catégorie suivante : les objets sont les couples (£,A) où L est un fc[u]/^-
module de type fini et À un morphisme injectif k[u\ /^-linéaire : L ̂  fc^]/^ 0^ L/u.L.
Les morphismes entre deux objets (L, À) et (K, n) sont les diagrammes commutatifs :

L -^ K
A i _ i.

k[u]/uP 0fc L/u.L w k[u}/uP 0^ K/u.K

où / est k[u] /^-linéaire et / est le morphisme induit : L/u.L —^ K / u . K .

PROPOSITION 2.2.3.1. - La catégorie Ck est abélienne, et même artinienne.

Preuve. - Si (L, X) est un objet de Ck, on note L = fc^]/^ 0^. L/u.L. Puisque \(L)
est un sous-fc^]/^-module de L tel que dimk\(L)/u.\(L) =dimkL/u.L (=dimkL/u.L),
on a par (2.2.1.1) i^"1.^ C À(L). Si / : (L^X) —^ (K^) est un morphisme de Ck, on
notera encore / : L —^ K le morphisme fc^/n^-linéaire sous-jascent. Remarquons que si
/ : L —^ K est injectif, alors / : L/u.L —^ K/u.K est encore injectif. En effet, soit x G L
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tel que f{x) = u.y, y G K. On a vu que l'élément de L : z^"1 0 x est dans A(L) (avec
des notations évidentes). Mais la flèche (Id 0 /) o À = KO f : L —^ K est injective, donc
-u^-1 (g) ;r = 0 puisque (Id (g) 7)(^p-l (g) ;r) = 0, i.e. ^ = 0.

i) Soit J : (L,\) -^ ( K , K ) un morphisme de Ck tel que / : L -^ K est injectif.
Soit J = AT/L, remarquons que J / u . J = ( K / u . K ) / ( L / u . L ) = K / ( u . K , L ) . Soit
L : J -^ Â;[n]/i^ (g)fc J/H.J la flèche induite par K. Il est clair que si ( J , u ) est un
objet de Ck, alors c'est un conoyau dans C4. Montrons que L est bien injective. Soit x e J
tel que </(a;) = 0 et soit x un relèvement de x dans J^, alors K,(x) = (Id o /)(rr) pour
un certain x ç L. Soit d le plus petit entier tel que ud.x = \(y) pour y ç L (d existe
car u^.L C A(L)) et supposons d > 1. On a i^(f(y)) = /^(^.A) d'où J(^/) = z^.a; et
?/ G u.L puisque / : L/u.L —> K/u.K est injectif. Donc v^.x = u.X(z) pour un z ç £
soit encore i^"1.^ - A(^) e u^^.L C \(L) d'où ^d-l..r e A(£) ce qui est impossible
par hypothèse. Donc x = X(y) et i^(x) = ^(/(î/)) i.e. x = /(^/) i.e. x = 0.

ii) Soit / : (L, A) ^- (K^ fï) un morphisme de Ck tel que f : L —-^ K est surjectif
et notons M == Ker(L -> AT) et M = Ker (L/u.L -^ K/u.K). La flèche ^ induite
par A de M dans fc^]/^ 0^ M est injective (puisque A est injective), donc M est un
sous-fc^/^-module de fc^/^^^AÏ d'où dimkM/u.M < dim^M. Mais on a une flèche
surjective évidente M/u.M —> M (car / est surjective) : c'est donc un isomorphisme et
(M, jji) est clairement un noyau de / dans Ck.

iii) Soit / : (L, A) —^ {K, ̂ ) un morphisme quelconque de Ck et notons M = KerÇL —^
K), M = Ker (L/u.L —^ K / u . K ) et L = L/u.L. On montre facilement que la flèche
A : L/M -^ fc^]/^ 0A; L / M induite par A est injective, d'où dim^ ((L/M)/u.(L/M)\ <
dîmk(L/M). Mais on a une flèche surjective évidente (L/M)/u.(L/M) —^ L / M : c'est
donc un isomorphisme et (L/M, A) est un objet de Ck. En appliquant i) au morphisme
(L/M^ A) —^ (JT, /î), on en déduit que / admet un conoyau dans Ck. En appliquant ii) au
morphisme (L, A) —> (L/M, À), on en déduit que / admet un noyau dans Ck. On laisse
les derniers détails au lecteur. D

La proposition (2.2.3.1) admet des variantes : par exemple, la catégorie Ck des couples
(£,A) où L est un fc^]/^-module de type fini et A un morphisme k[u] /^-linéaire
injectif L t—^ fc^]/^ 0(0),/c L/u.L (on "tord" par l'automorphisme (j) de k) est abélienne,
ou encore les sous-catégories pleines C^ formée des couples (£, A) de Ck tels que
^.fc^]/^ 0(<^),A; L/u.L C A(L) sont abéliennes (0 < r < p - 2).

Soit M. un objet de A^p ^, par (2.2.1.2), on a un isomorphisme de ^[n]/^-modules :

fc[^]/^ (g)(^ Fi^M/u.FirM Id^r M. On associe alors à AI l'objet (FirM^)

de (7^ où {i est la composée (injective par définition) : Fil7'M ^-> M. —^
k[u}|up^kF'ilrM-|u.F^lrM. Réciproquement, si (L, A) est un objet de C^, on construit un
objet de MQ k en posant M = fe['u]/z^ 0(^),fc L/u.L, Fi^M = L, (f>r la flèche canonique
FïVM -^ fc^]/^ 0(^)^ Fi^M/u.FirM, x ^ 1 0 x et A l'injection F%r.M C M.
On laisse au lecteur le soin de montrer qu'on a ainsi une équivalence de catégories entre
C'k et MQ^ et d'en déduire à partir de (2.2.3.1) :

COROLLAIRE 2.2.3.2. - Les catégories MQ^ (resp. M_^) sont abéliennes et artiniennes.
Plus précisément, soit f \ M —^ M un morphisme dans MQ k (resp. M\}, alors :
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( i ) fÇFU^) = Fil7'M H f(Af).
( H ) Soit JC le noyau de l'application k[u] /'up-linéaire sous-jascente, FïVK, = F^AfrïlC,

(f)r : F^iC —> iC la restriction de (f>r : Fil7'^ —> J\f (resp. et N : fC —^ )C la restriction
de N : AT —> AT). Avec ces structures, H est un objet de M_Q ^ (resp. A4j^) et donne le.—^-•p -—^-y
noyau de f dans A4_Q ^ (resp. A4_j^).

(iii) Soit C le conoyau de l'application k[u] / u10-linéaire sous-jascente, FiVC l'image de
Fil1" A4 dans C, (f)r : F^C —> C l'application qu'induit (f>r : FïV J\A —> Ai par ( i ) (resp.
et N : C —> C le quotient de N : A4 —> A4). Avec ces structures, C est un objet de A4_Q ^

^^f ^^r -—^y '
(resp. A4jç) et donne le conoyau de f dans A4_Q ^ (resp. AAjç).

De (2.2.2.1), on déduit encore :

COROLLAIRE 2.2.3.3. - Les catégories AA^ ^ (resp. A4_^) sont abéliennes et artiniennes, et
on a un énoncé strictement similaire aux (i), (H) et (iii) de (2.2.3.2).

Remarque. - Comme me l'a fait remarquer le référée, on peut bien sûr démontrer
directement que A4^ est abélienne, sans passer ni par M_^ ni par C^. Cependant, la
catégorie M.^ est agréable car les objets y sont de dimension finie sur k. De plus,
dans [Br3], pour montrer que certains groupes de cohomologie s'interprètent comme des
objets de A4^, il est pratique de passer par l'intermédiaire de A4^. Enfin, la catégorie C^
est une formulation de Aij^ plus proche de la "philosophie" des systèmes de Honda ([Fo5]).

2.3. Preuve du théorème

Nous allons démontrer le théorème pour Ai^ seulement, la preuve pour A/T étant
absolument similaire en rajoutant l'opérateur de monodromie à chaque étape.

2.3.1.
On a regroupé dans cette section trois lemmes utilisés dans la suite.

LEMME 2.3.1.1. - Soit A4 un S-module tel qu'on ait des isomorphismes de S-
modules : A4/pA4 ^ ( S / p S ) " et pA4 ̂  Q^ S / p ^ S (n,r,n, e N*). Alors on a aussi
M^Q^S/p^S.

Preuve. - Soit m e N* tel que p^Ai = 0, (ei,..., en) une base de A4/pA4 sur S / p S et
ei,..., en des relevés dans A4 : Ai est engendré en tant que S/P171 S-module par (ei,..., è^),
donc (pe^,...,pen) engendre le S / p ^ " S-module pA4. Remarquons que l'anneau S / p m S
est local d'idéal maximal I = p . S / p ^ S + Fil1 ( S / p ^ S) et de corps résiduel k. Quitte à
renuméroter les e^, on peut supposer que les images de pê\^ ...^pér dans pA4 ( ^ s / p r n s k
forment une base sur k. Soient jfi,.. . ,/y. ç pA4 tels que pA4 ^ ©[=1 S/p^S.fi,
il existe une matrice r x r A ç MrÇS/p^S) telle que (/i,..., fr)A = {pê^, ...,pér).
Comme A mod I ç GLr(k), A e GLrÇS/p^S) et, quitte à remplacer (ei,. . . ,er) par
(ei, ...,e/y.)A-l, on peut supposer pêi = fi, (1 < i < r). Pour r + 1 < j < n, il existe
dij e S / p ^ S (1 < i < r) tels que pêj = Y^=^ijfi = YJz^ijpêz et, quitte à remplacer
éj par éj — ^^^ciijêi pour r + 1 < j < n, on peut supposer pêj = 0 ( r + l < j < ^ n ) .
Finalement, on a une application ^/j^^-linéaire surjective :

Ml = f® S/p^S.g,} ® ( ® S/pS.gi\ -. A< g, ̂  ê,
^i=l / ^z^r+l /
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qui est un isomorphisme car elle induit des isomorphismes pM' -^ pM et M'fpM' -^
M/pM par choix des êi, 1 < i <, n. D

Si .M est un objet de 'M^ on note A/f^ = {x ç M / p^x = 0} et on pose
Fi^M^ = A/t^ H Fi^M : c'est encore un objet de 'Mo.

LEMME 2.3.1.2. - Soit M dans Alp, alors M^est dans Alp ^ et p^Fi^M =
Fi^M n p^M (m G N^.

Preuve. - On fait de p^M un objet de A4p en posant Fi^Çp^M) = p^Fi^M,
et de TV une 5-algèbre par S —> W^iÇu) ̂  O^i > 1. Si M. est dans 'A4p et de la
forme M. ̂  (D^çj S/p71^, on vérifie que .M est dans M^ si et seulement si la flèche
<^ : Fi^M —> A^ 05 VF = M est surjective. On fait une récurrence sur la plus petite
puissance de p qui annule A4, en supposant pM ~^=- 0 (sinon, c'est trivial). Supposons
p2M = 0, il faut voir que M^ est dans Alp ^ et que Fi^ÇpM) = pM n Fi^M. On
a un diagramme commutatif :

0 -^ Fî^M^ -> F%rA^( -^ pFi^M -^ 0
0. i ^ i p0. i

0 -^ M^) -^ M -^ pM -^ 0

où les deux flèches verticales de droites sont surjectives par hypothèse. Soit x ç M^\
il existe x G Fi^M. tel que ç^(A) = î(^), donc px G Ker(p(f)^) = u.(pFilrA4) +
FUP^S.pM et il_existe ^ e u.Fi^M + Fil^S.M tel que A - ̂  G .M^ H F%rÀ1 =
Fi^M^. Mais ^(^) = p^, z ê M et si z est un relevé de z dans Fi^M. (par
<^), on a A — ^ + pz G Fi^M^ et (p^Çx — y + pz) = x ce qui montre la surjectivité
de gauche. Donc ^(p) est dans M^ ^ et comme p.M (—^ A^^^ on déduit de (2.2.3.3)
{pFirM ̂ FirÇpM) = FirM^npM = FifMïïM^npM = FirMnpM. Pour
le cas général, on fait l'hypothèse de récurrence suivante pour m >_ 2 : HR{m) = {si M.
dans Mo est tel que p^M = 0, alors p'Fi^M = Fi^M n^A^ 0 < i < m - 1
et M^ est dans M^}- Soit M dans Mo tel que p77^1^ = 0 et p^M / 0.
En raisonnant comme pour p2M = 0, on montre que M^^ est dans M^ donc
par hypothèse de récurrence (M^^)^ = M^ est un objet de M^ ^. Mais on
a une injection p^M ^ M^ et par (2.2.3.3), on déduit comme précédemment
p^Fi^M = Fi^M np^M. On fait alors de M/p^M un objet de Mo en posant
Fi^ÇM/p^M) = Fi^M/p^Pi^M C M/p^M. Par récurrence, on a en particulier
p^irM/p^FirM = (p'M/p^M) H (F i^ M/p1^ F if M) ,0 < i < m - 1, d'où
aisément p'Fi^M = Fi^M H p'M pour 0 ^ i < m - 1. D

LEMME 2.3.1.3. - Soit f : J\f —> M un morphisme dans M^ surjectif sur les S-modules.
Supposons de plus que pM = 0, alors :

( i ) la flèche Fi^Af —^ Fil'^M est surjective
( H ) (1C^Filr1C^(|)r) est un noyau de f dans Mo (voir 2.1.2.2).

Preuve. - (i) : On déduit facilement de (2.3.1.2) que J\T fpM est un objet de Alo A-- On a
donc un morphisme dans M^ ^ : J\f'/pAf —^ M qui est surjectif. Par (2.2.3.3) et (2.3.1.2),
la flèche Fi^Af -^ Fil^U/pU) -^ Fil7'M est surjective. (ii) : II suffit de montrer que
(^C, Fi^JC^ (ff) est un objet de A^p. On fait une récurrence sur la plus petite puissance de
p qui annule Af. Si pj\f = 0, on utilise (2.2.3.3). Supposons le résultat vrai à l'ordre m — 1
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et soit / : Af -» M tel que pM = 0 et p^Af = 0. On rappelle que Fi^lC = JC H F%FA/'
muni du <f)r induit. Montrons d'abord que Fi^JC D p/C = pFi^fC. Soit x ç /C tel que
prc ç F%F/C, par (2.3.1.2), il existe x ' € F^FA/' tel que p(x - x ' ) = 0 i.e. a; - .r' G A/"^
qui est un objet de Alp ^ (2.3.1.2). On a un morphisme dans Alp ^, ^ : A/^ —>• Al
d'où par (2.2.3.3) une surjection Fi^Af n Af^ = FzFA/^ -^ ' FiV M H gÇAT^).
Soit z E Fi^AT^ tel que g(z) = f(x - x ' } = -f{x'} <E Fi^M n ̂ (p)), alors
^ + ^) = prc et a/ + z e F%FA/' H /C = F%FX, d'où prr e pFi^JC. Montrons que
pJC (muni de F%r(p/C) = pFilr)C) est dans Alp. On a une suite exacte de S / p S -
modules 0 -> 1C H A/"^ -^ A/"^ ^ A^ et comme A/^ et M sont dans Alp^,
/C HA/^ et Af^/ÇJC HA/^) aussi par (2.2.3.3). La suite exacte de Sy^-modules 0 -^
A/^/^ H Ay^^ -^ A/'y/C ̂  pA/'/p/C ̂  0 montre que p Â r / ( p J C ) est dans Alo,fc (car les
deux autres y sont), avec FirÇpAf/pfC) = pFî^M/{pF^M ̂ p)C) = pFi^Af/pFifJC.
Enfin, par récurrence au cas j^^Ay = 0, la suite exacte 0 —^ p)C —> pj\f —^ p J \ / ' / p J C —^ 0
montre que pJC est un objet de MQ. Montrons que J C / p J C est dans Alo,fc- De ^a sulte exacte
0 -^ /C/pA/" -^ Af/pAf -^ M -^ 0, on déduit que /C/jW est dans MQ^ et de la suite
exacte 0 -^ pA/'/p/C ̂  /C/p/C ̂  JC/pÂf -^ 0 que /C/p/C est un 5'/p5'-module libre de rang
fini, puis que la flèche <^ : FilrJC/pFilrîC -^ JC/pîC Ç ^ s / p S k est surjective. Donc JC/pîC
est un objet de M_Q ^. Par (2.3.1.1), on déduit aisément que K, est un objet de Alo- D

2.3.2.
On prouve le théorème (2.1.2.2).

PROPOSITION 2.3.2.1. - Soit f : A/" —> M. un morphisme de Al^, alors (fC^Fi^fC^r)
est un noyau de f dans Alo-

Preuve. - On fait une récurrence sur le plus petit entier m e N* tel que p^M = 0.
Si m = 1, on a par (2.3.1.2) que A/'/pA/' est dans MQ ^ et comme / se factorise par
J\f — A/'/pA/' -^ M. et que Im(f) est dans A^p ^ par (2.2.3.3), on est ramené au cas
où / est surjectif, i.e. à (2.3.1.3). Supposons le résultat vrai dès que prn~lM = 0 et soit
/ : Af —> M avec p^M = 0. Par récurrence Ker{pf) : AT -^ pM (muni des structures
induites) est dans MQ. Mais f(Ker(pf)) e A^^ et par le cas m = 1 et (2.3.1.2),
)C = Ker(Ker{pf) -^ M^) est dans MQ. D

PROPOSITION 2.3.2.2. - Soit f : Af -^ M un morphisme de A/tp, alors /(F%FA/') =
Fi^M H f(J\f) et (C, Fi^C, (f)r) est un conoyau de f dans Alp.

Preuve. - II suffit de montrer que C = M/AT est de la forme (]^çj S I p ^ ^ S (I fini) et
que Fi^M/Fi^Af s'injecte dans M/Af. Il suffit de le faire pour f injectif. En effet,
supposons le résultat pour des injections, on sait par (2.3.2.1) que /C est dans Alp, donc
A/7/C aussi, mais Af/)C c-^ M, d'où le résultat. On fait une récurrence sur le plus petit entier
m e N* tel que p^M = 0. Si m = 1, on utilise (2.2.3.3). Supposons le résultat vrai dès que
p^-^M = 0 et soit f :Af ̂  M avec p^M = 0. SoitA/(p) = KerfAf^pM f^-Ïd M\
par (2.3.2.1), c'est un objet de Alp et la projection % : A/(p) —^ Af est une injection dans
MQ qui permet de voir Afçp^ comme un sous-objet de A/\ On a alors une suite exacte
0 —^ A/(p) —^ pM —^ pA^/A/^p) —^ 0 qui par récurrence montre que pM/Afçp) est dans Mp
(et qu'on âpFi^M/Fi^Afçp) ̂  pA^/A/^)). Comme on a un isomorphisme de 5'-modules
pM/Afçp) ^ p(M/Af) (p(M/Af) C M/Af\ p(M/Af) est de la forme Q)^j S / p ^ S..
Par (2.2.3.3), M/(pM,Af) est libre de rang fini sur S / p S et par (2.3.1.1), on a donc
un isomorphisme de ^-modules M/Af ^ ®^çj S / p ^ S . De la suite exacte de ^-modules
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0 -^ A/"/A/(p) -^ Â^/^Â-f -^ M/(pM,AT) -^ 0, on a par (2.2.3.3) que A/'/A/'(?) est libre de
rang fini sur S / p S . Posons Fil^AT/AT^) = FirM'/ÇFirAfnAf^) = Fi^AT/Fi^Af^,
avec le (j)r induit, cela fait de A / ' / A I ' ç p ) un objet de AI^. Comme on a une injection
de 5'/p5-modules AT/Afçp) c-^ M/pM entre objets de M^^ on a par (2.2.3.3)
FirÇAT/Afçp)) = (FirM/pFirM) n (A/"/A/(p)). Le diagramme commutatif de S-
modules :

0 0 0
l l l

0 -> A/(p) -^ A^ -. A^/A/(p) ^ 0
J i f [ f l

0 -^ pM -^ M -^ Ai/pA4 -^ 0

et les égalités F%rA/(p) = Filr(pA4) H A/(p) (récurrence à l'ordre m — 1) et
Fîr(A/"/A/(p)) = {F^lrA4|pF^lrA4) H (A/7A/(p)) permettent alors aisément de montrer
que Fzr./V = Af n F^FA-Ï. D

PROPOSITION 2.3.2.3. - Soit f : J\r —f A4 un morphisme de Al̂ j, alors on a un
isomorphisme dans M^ : J\f/)C ̂  I, où î = Ker^M. —> C).

Preuve. - Par tout ce qui précède, il suffit de voir que si on a un morphisme dans
J\/VQ : AT —> A4 qui est un isomorphisme de 5'-modules, alors Fi^M ̂  Fi^Ai, ce qui se
déduit de la stricte compatibilité de Fil" aux morphismes de A4^ (2.3.2.2). D

2.4. Sur les objets simples de A41'

2.4.1.
On désigne toujours par r un entier compris entre 0 et p — 2. Rappelons la définition de

la catégorie MF^ de ([FL], 3.2) : les objets sont la donnée :

• d'un VF-module de longueur finie M

• d'une filtration de M par des sous-VF-modules (FîFM),çz telle que Fil^M = M
pour i < 0 et Fi^M = 0 pour i > r + 1

• pour chaque entier i, d'une application VT-semi-linéaire <^ : Fi^M —> M, ces
applications étant telles que :
(i) ^Ir^+i = N^+i
(ii) ^Im ^ = M.

Les flèches sont les applications TV-linéaires compatibles avec la filtration et qui
commutent aux <^. Dans ([FL], 1.8 et 3.2), il est montré que MF{^ est une catégorie
abélienne. Quand r augmente, les catégories MF{^ sont de manière évidente des sous-
catégories pleines les unes des autres. Soit M un objet de M_F_{^, on lui associe
un objet JP^M) de Ai" de la façon suivante : on pose JP'(M) = S <^w M,
Filr^r(M)=Y,^QFilr-jS^w Fi^M, 0r = E^=o ̂ -J (8) ̂ ' et N(P(u) ^ x) =
N(P{u)) (g) x (on vérifie facilement que ^(M) est bien dans .A/T). On définit ainsi
un foncteur ^ trivialement exact et fidèle de MF^ dans Ai1' et on vérifie que ^r

est compatible avec les foncteurs "inclusion" : MF^ —> MF^ et M" —> A48 pour
0 < r ^ s <, p - 2 (2.1.2.1). On note MF^ la sous-catégorie pleine de MF_{^ formée
des objets tués par p.
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PROPOSITION 2.4.1.1. - Le fondeur ^ est pleinement fidèle,

Preuve. - Par un argument standard, il suffit de montrer pour tous 7V, M ç
MF^ que Hom^yf,r(N,M) -^ HomM^^W.^ÇM)) est un isomorphisme et
Ext^^^(N,M) ̂ Ext^^W^^M)) est injectif. Comme p^(M) = 0 entraine
pM = 0 pour M dans MF{^, le noyau de la dernière flèche est contenu dans
Ext1 f^ (7V, M) et il suffit donc de montrer que le foncteur ^ : MF^ —^ Mj,
induit par ̂  (voir 2.2.2.1) est pleinement fidèle. Mais si M est un objet de MF^\ on
vérifie facilement les deux faits suivants :

(i) si on pose Fil^^ÇM)) = [x e ^(M) tq v^.x G ^(M)} pour 0 ^ i < r,
alors FzFM = Fil^^ÇM))^0

(11) 1 0 ̂ (a;) = (-l)7'"^^""' (g) a;) pour 0 < i < r et x e FzFM
qui entraînent bien Hom^pf,.(N,M) ^ Hom^^ÇN'i.^ÇM)) pour N,M dans
MF{< D fc -fc

2.4.2.
Par (2.4.1.1), on peut considérer la catégorie MF^ comme une sous-catégorie pleine

de Âf.

PROPOSITION 2.4.2.1. - Tout objet de M" admet une filtration (par des objets de M")
dont les gradués sont dans M F ^ .

Preuve. - La catégorie M" étant artinienne (2.1.2.2), il suffit de montrer que tout objet
non nul de M^ contient un objet non nul de MF^ et par (2.2.2.1), on peut le montrer avec
M^. Soit M dans A^, pour 0 < i < r, on pose Fil1 M = {x G M tq ̂ -'.^e Fi^M}
et ^ : Fil1 M. -^ M, x ^ (-lY~^(f)r(ur~^•x). Soit Mi = ̂ ;^o ̂ (Fil'M), on pose
F^Mi = Mi H Fil1 M et on forme de même M^ = Y,^ ^(F^'Mi), puis Ms etc. Les
Mi sont tous non nuls car 1) si x e Fil'M est tel que (f)i(x) = 0, alors x G Fil^M (en
posant Fil^M = u.Fi^M) et 2) ^(FirM) H Fil^M C ^rÇFirM) H H.A^ = 0
par (2.2.1.2). Cette chaîne descendante de fc-espaces vectoriels non nuls de dimension finie
se stabilise donc et donne un fc-espace vectoriel de dimension finie Moo C (^rÇFi^J^l)
stable par 7V et muni d'une filtration Fi^M^o et de <^ fc-semi linéaires tels que
ELo^^^oo) = Moo, NÇF^M^) C Fil^M^ et 7V o ̂  = <^ o N. Cette
dernière relation montre que 7V est niipotent sur Moo. Soit Moo,o = KerN muni de la
filtration et des ^ induits, on construit de même M^i = Y^=o(f)i(Fi^Moo^o), M^^ =
etc. pour aboutir finalement à un objet M non nul de MF^'. Par (2.2.1.2, (iii)), la flèche :
^(M) = TÇ^ÇM)) = fc^]/^ (g)fc M -^ A^ est injective, donc ^(M) est bien un
sous-objet (non nul) de M dans Mj,. D

COROLLAIRE 2.4.2.2. - Les objets simples des catégories M^ et MF{^ sont les mêmes.

3. Un foncteur pleinement fidèle

Dans cette section, on construit un foncteur Vst de la catégorie M^2 dans la catégorie
des représentations de ^-torsion de G. On montre que ce foncteur est pleinement fidèle.
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3.1. Le foncteur Vst

3.1.1.
Nous rappelons brièvement la construction des anneaux Acris, Ast et Ast pour le choix

de l'uniformisante p. Pour plus de détails sur Ast, voir [Ka] ou [Bri], [Br2] ; pour la
construction complète des anneaux B^^, B^ et B^, voir [Fol] et [Fo3].

Pour tout n e N*, soit Wn(0^^/p0^^ l'anneau des vecteurs de Witt de longueur n
associé à l'anneau parfait O^lpO^ et Wn(0^^/pO^^)[X} l'anneau des polynômes à
une indéterminée. On le munit d'une structure de H^(fc)-algèbre en tordant la structure
naturelle par Frob~n sur fc, de telle sorte que le morphisme canonique :

on: Wn(0^/pO^)[X} -^ ^ OBJPnoKQ

(ao,.. . ,a^_i) ^ oo^ + pa^ + ... d-p71"1^^
X ^ 0

où les Oi sont des relevés quelconques des ai dans 0^ IP^^OK soit un morphisme de Wn-
algèbres. Soit WnÇO^^/pO^^0? l'enveloppe aux puissances divisées de WnÇO^^/pO^^
par rapport au noyau de la restriction de On compatible avec les puissances divisées
canoniques sur pWn(0^^/pO^^), l'enveloppe aux puissances divisées (compatible) de
Wn(0^/pO^)[X} par rapport au noyau de On s'identifie alors à W^C^/pO^)01"
< X >. Pour tout n ç. N*, on a une surjection canonique :

Tn: Wn^O^|pO^DP<X> ——— Wn{0^/pO^)DP<X>

7,((ao,..., ûn)).7^(X) ^ ^((ag,..., <_i)).7jW

qui donne lieu à un système projectif de VF-algèbres. On note
A^zs = llm(T^(0^/^0^)DP) et A^ = llm(^(0^/pO^)DP<X>). La topologie

de la limite projective sur Acris s'identifiant à la topologie p-adique, Ast est en fait le
complété p-adique de la P.D. algèbre polynomiale Acris <X>. On munit Ast d'une action
de Galois, d'un Frobenius ^, d'un opérateur de monodromie N et d'une filtration positive
Fil- de la façon suivante. Soit (^n)neN* un système compatible de racines p^6^" de p
dans 0^ et [^] l'élément associé dans Acris à partir des représentants de Teichmuller
[^] dans W^O^IpO^. Pour tout g ç. G, on a g(^n) = Cn(g)^n où (en(^))neN*
est un système compatible de racines p^^8 de l'unité dans 0^^ on note de même
[e(^)] l'élément associé dans Acris'

i) sur W^C^o/pO^o), on définit une action de Galois naturelle continue pour la
topologie discrète par g((ao^ ...,a^_i)) = (^(ao), ...,^(ûn-i)), qui s'étend de manière
évidente à W^C^/pO^)01" puis à Acris, puis à A^ en posant g(X) = [e{g)]X +
[e(g)} — 1 (l'action est alors continue pour la topologie p-adique),

ii) le Frobenius (j) défini sur W^C^/pO^) s'étend à W^C^/pO^)013 car
(f)(ker0n) C kerOn + pWn{0^/pO^^}. On l'étend alors à Acris puis à Ast en posant
<^0 = (i^xy - i,

iii) sur Ast, on définit un opérateur de monodromie comme l'unique dérivation
Ac^s-linéaire 7V telle que N(X) = 1 + X,

^ ^ ^ [i] ^
iv) soit In le noyau de On et In la z-ième puissance divisée de In, on définit

Fi^Ast^liv^In • Si Fil1 Acris est la filtration induite sur Acris, de 6n{X) == 0 on déduit
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facilement :

^— ( 00 1
Fir'Ast = ^ Ya^fcW, a^ e Acrzs, lim a^ = 0, ^ e FîF-^A^^O < k < i\

[ z-—^ fc^oo j
^=0 )

Toute cette construction est indépendante du système de racines ($n)nçN* de p, car
un deuxième système (^) fournit un isomorphisme Acris -linéaire compatible à toutes
les structures A^/ —> A^, X^ ^ [e](l + X^) - 1 où e^, = ^n1' En ^^
^n^Ko/.P^^o)1^ < X > o. une interprétation cristalline logarithmique intrinsèque
où les structures précédentes apparaissent naturellement (voir [Ka] ou [Bri]). Soient
B^g = Acris[^/P\ et B^ = Asi[l/p], on étend par T^o-linéarité à toutes ces algèbres les
structures précédentes. Remarquons que N ( J ) = p(/)N et N(Fi^B^) C Fi^^B^. On a
d'autre part un morphisme d'algèbres B^-linéaire et compatible à l'action de Galois et
aux filtrations fp : B^ -^ B^ tel que fp(X) = M - 1. Soit T = Log(l + X) e A^,

on définit Ast = Acris[T} et B^ = B^[T] : ils s'injectent naturellement dans B^ et
sont stables par (j), N et l'action de Galois (on les munit de ces opérateurs induits). Par
contre, on ne munit pas A^ ou B^ de la filtration induite par B^, mais d'une filtration
plus grosse définie par :

Fz^Bf, = f,\FzrB^) F|£^

(et Ast de la filtration induite). En fait, la flèche fp restreinte à B^ est une injection ([Fo2],
4.2.4) et la filtration sur Ast et B^ est donc celle induite par B^. Remarquons que le
critère de transversalité de Griffiths n'est plus vérifié sur B^ ou Ast' Enfin, on démontre
facilement que B^ (resp. Ast) correspond exactement aux éléments de B^ (resp. Ast)
annulés par une puissance de la monodromie 7V ([Ka], 3.7 ou [Br2], 7.1).

Le lien avec l'algèbre 5' de (2.1.1) vient du lemme :

LEMME 3.1.1.1 ([Br2], 4.2). - On a un isomorphisme de modules filtrés compatible aux
Frobenius et aux dérivations S -^ Ast tel que u \—^ [ç](l + X)~1.

3.1.2.
Nous donnons quelques propriétés supplémentaires de Acris et Ast utiles pour la suite.

LEMME 3.1.2.1. - ( i ) Pour i ç N, Acris, g^Fii^cris, Ast et gr^^Ast sont des W-modules
plats.

( i i ) Pour 0 < i < p - 1, on a ^(Fil'Acrzs) C p ' Acris et ^(F^'A^) C ^A^.

Preuve. - (i) L'algèbre Acris est sans torsion et gr^^Acris ^ Oc? ([Fo3], 3.6-3.7), d'où
les platitudes pour Acris' Celles pour Ast se déduisent de sa description à partir de Acris-

(ii) II suffit de voir que si 0 < i <, p - 1, on a (/){F il'Acris) C p'Acrzs et 0(7,(Z)) e
p ' A s t - On remarque que F il'Acris est le complété p-adique de l'idéal engendré par les
(^m{[^ -P)} ([Fo3], 3.6-3.7) et on a (^(K] -?)) = -Ïm^-p) e %n(p)Acrzs C
\ / m>i \ /

p1 Acrzs si m > i et 0 <, i ^ p - 1. On a (f)(^(X)) = 7,((1 + X^ - 1) = ̂ (XP + pT)
où T e w[x}^ i.e. ^(x)) = ̂ ((p-i)^m-^)\ n
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Remarque. - Malheureusement, le (ii) est faux en général pour i >, p (par exemple,
^p(u - p) ç FUP(S) mais (f)(-fp(u - p]} = 7^ - p} i ppS).

Pour^ 0 ^_% < p - 1, on définit <^ : Fil'Acris -^ Acris (resp. <^ :
Fil'A^t -^^A^t) J?ar (t)i = (f)/p\ Pour i ç N, on définit Fil\A^|pnA^^s)
(resp. Fili(A,t/pnA,t)) comme l'image de FiVA^is (resp. F^ïC). Par (3.1.2.1),
on a ̂  isomorphisme canonique F^A^A^A^s) ^ Fil^A^is|pnF^l^A^^s (resp.
F^l^(Ast|pn'A~st) ^ Fili'A,t/PnFil^'Ast) ce qui permet de définir, pour 0 ^ z ^ j9 - 1,
^ : ^'(A^A^Acris) -^ Acrzs 1 P" Acris (resp. avec A^/VAst) comme le quotient
de (f)i.

LEMME 3.1.2.2. - ( i ) Soit R la limite projective du système projectif :

OKJPOK, ̂  O^lpO^ F^ 0^/pO^...

on a un isomorphisme canonique ^[^/(^Xf^çN* ^ Acris/pAcris tel que [ç\ ç.
Acris/pAcris correspond à ^ = (^ mod p)nçN* ê R, 7p^(K]) à Xi et Fi^ÇAcris/pAcris)
(0 <^ r < p ) à F idéal engendré par ^ et X-i (i ç N*^.

(ii) Soient r, s des entiers tels que Q < ^ r < s < , p — 1 :

{x e A^/pnA^ tq ([^] -pY-^x e Fils(A^/pnA^)} = Fi^(A^is/PnA^is)

Preuve. - (i) résulte de Fexplicitation de l'enveloppe aux puissances divisées R013 de
R par rapport à l'idéal (^) et de l'isomorphisme Jî^ ^ Acris/pAcris ([Fo3, 3.7]).

(ii) Par dévissage à partir des propriétés précédentes de Filr(Acris/PnAcris), on
se ramène au cas n = 1. Par (i), on voit facilement qu'il suffit de montrer {x e
R/^R tq ̂ .x e ^(R/^R)} = ̂ (R/^PR) et ceci vient du fait que ç n'est pas un
diviseur de zéro dans R. D

LEMME 3.1.2.3. - ( i ) (A^/p^t)^0 = A^/pnA^^s
(i i ) Soient r, s des entiers tels que 0 < ^ r < s < p — 1 :

{x C A^/p^t tq (u - pY-^x e Fil^A^/P^t)} = Fil^A^/P^)

Preuve. - (i) vient du fait que N(X) est une unité et (ii) se ramène à (3.1.2.2, (ii))
sachant que u = [^](1 + X)"1. D

3.1.3.
Soit A^o = A^ (S)w KQ/W, d'après (3.1.1) et (3.1.2), c'est un objet de 'Âf^2.

Notons Repz^(G) la catégorie des représentations linéaires de G dans un Zp-module. On
définit un foncteur Vst : AT"2 -^ Repz^ÇG) par Vst(M) = Hom,^p-^{M,A^^} avec
g(f)(x) = g(f(x)) si / e Hom, j^p-i^M., Ag^oo). Les représentations obtenues sont par
construction tuées par la puissance de p qui annule M. et continues pour la topologie
discrète. L'objet de cette section est de prouver le théorème suivant :

THÉORÈME 3.1.3.1. - Le foncteur Vst est exact et pleinement fidèle. De plus, si M ̂
ÇBiçi13/?^8 (isomorphisme de S-modules et I fini), alors Vst(M) ^ Q)^^Zp/p^Zp
(isomorphisme de Zp-modules).

COROLLAIRE 3.1.3.2. - La restriction du fondeur Vst aux sous-catégories pleines M^
(0 < r < p — 2) est exacte et pleinement fidèle.
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3.2. Exactitude et fidélité

3.2.1.
Soit Acris,oo = Acris^w^Q/W, dans [FL], Fontaine et Laffaille introduisent le foncteur

Vcrzs de MF_{^~2 dans Repz,(G) défini par :

Vcris{M) = HorriM^(M,Acris,oo)

(en fait, ils utilisent une version "primitive" de Acris,oo, voir ([Fo3], 3.8)) où M est un objet
de M_F_{^~2 et M.T une certaine catégorie abélienne ([FL], 1.11) que nous n'utiliserons
pas, l'indice M.T signifiant qu'on prend les morphismes T/F-linéaires compatibles aux
filtrations et commutant aux <^.

PROPOSITION 3.2.1.1. - La restriction du fondeur Vst à MF{^~2 (par 2.4.1.1) induit
le foncteur V cris-

Preuve. - Soit M un objet de MF_{^~2 et notons M = yP-^ÇM) l'objet
de M,^F^~2 associé. Soit n ç N* suffisamment grand pour que Vcris(M) =
Hom^4J-(M^Acris/PnAcris), par extension des scalaires à S et l'inclusion de
Acris/PnAcris dans Ast/pnAst, il est clair qu'on a un morphisme injectif de
modules galoisiens HomM^(M,Acris/PnAcris) -^ Hom^p-^^M.AstIp^Ast} et le
lemme (3.1.2.3) donne ce qu'il faut pour qu'il s'agisse d'un isomorphisme. D

3.2.2.
La catégorie fA/l_p~2 n'est pas abélienne, mais on y dispose de suites exactes courtes :

nous dirons que 0 —> M.' —^ M. —» }A" —^ 0 est une suite exacte courte dans ' M^'2
si la suite de ^-modules est exacte ainsi que la suite 0 —> FiV^M.' —^ FiV'^M. —>
FiV'^J^A" —^ 0. L'assertion Ext}^^{M,^J\r) = 0 signifie alors que toute suite exacte
dans ' J ^ ' 2 : 0 —» Af —^ £ —^ A4 —> 0 est scindée dans fAdp~2. En raisonnant directement
sur les classes d'extension, on montre que si 0 —)• M' —> A4 —>• M" — 0 est une
suite exacte courte dans 'M?'2 et si J\f G ' M ^ ' 2 , alors : 1) si Ext^-ÇM^AT) = 0 et
Ex^^M"^} = 0, on a Ext^M^) = 0 et 2) si Ex^ÇM'^Âf) = 0, on a une suite
exacte :

0 -^ HomÇM^AT) -^ Hom(M,M') -^ HomÇM^M') -^ 0

PROPOSITION 3.2.2.1. - Soit M un objet de MF_{^~2, alors

Ext1^-^^-2^),!^) = 0.

Preuve. - Par dévissage en utilisant ce qui précède, on peut supposer M ç MF^"2.
Notons M = ̂ -^M), il suffit d'abord d'avoir Ext^^ÇM.A^/pAst) = 0. En effet,

si £ est une extension de M. par Ast^oo dans ' Mp~2, on regarde le diagramme commutatif
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à lignes et colonnes exactes :

0 0 0
_l__ i i

0 -^ A,t/pA,t -> Ker(p) -^ M -^ 0
JL i ^ I d

0 -^ A^oo -^ £ -> M -^ 0
^ i p i

0 -> À^ -^ Im(p) -> 0 ^ 0
l i i
0 0 0

et si on a une section sur la ligne du haut, on a une section sur la ligne du milieu. Soit donc
0 -^ A^/pA^ -> S -^ S / p S 0fc M -^ 0 une extension de M = ̂ -2(M) = S / p S 0^ M
par Agt/pAsi dans /J^~2 et notons (ei,... , e^) une base de M adaptée à la filtration, r, le
plus petit entier tel que e^ ç Filp~2~r^M et êi des relevés quelconques des e^ dans f. On
va corriger les e, pour que la flèche de 5'-modules s : Ci\—> êi soit un morphisme de '.M^2.

1) Compatibilité à FUP-^M et Fil^C
On sait qu'il existe /^i,...,/^ ç Asi/pAg^ tels que u1"1 .êi + ^ ç FiV^E, d'où,
puisque n23-2.^ C FzP-2<?, ^-2-^.^ G FîP-^A^/pA^) soit (3.1.2.3, (ii)) ^ e
F i ^ ' Ç A s t / p A s t ) ' En faisant agir l'opérateur 7V de £ sur i^.e^ + /^, on trouve des ^ v }

dans £ tels que pour 0 < r < p - 3 : vT .(^rî .^(r) + A^r(^)) G FUP-^S, d'où on déduit
comme précédemment :

• si 0 < r < j) - 2 - r,, TV^) G Fzr^A^/pA^)

• s i p - 2 - r , < r < j 9 - 3 , ̂ r(^) e FzP-^^A^/pA^)

Comme on peut dès le départ choisir les /^ de la forme /^ = ̂ ^o a T?(^0 (avec ^es

a1 ç Acris/pAcris)^ o11 obtient

^î) G FirÇA^s/pA^s)^^ e Fzr-(A^/^A^),..,a^2_^ e EzE^A^/^A^),

^2-^+1 ^ ^^^-l(A^,^A^,),...,a^3 e F^^Ac^/^Aerz.).

a^ G Fy^A^/^A^^.a^ e Fzr-(A^/^A^),.., a^_^ e EzE^A^/^A^

On peut donc écrire (c.f. 3.1.2.2 (i)) ^ = E^"^ ̂ ^f^W + ^ avec ^) ^
Acrzs/pAcrîs et ^ ç F HP"2 (Ast /pAst). Finalement, on obtient une flèche 5 compatible
aux FzP-2 en remplaçant e, par e, + E^"^ ̂ ^ + ̂ O^W-

2) Compatibilité à la monodromie
Remarquons que N(êi) ç. A s t / p A s t ' On cherche des /^ G Filp~<2~r^(Ast/pAst) tels que
7V(e, +^) = 0. De ^.7V(^.e,) G F^-2<f, on tire ̂ ^^^(e,) G F^-^A^/pA^) soit
^(e,) G FiIP-^-^A^t/pA.t). Soient 6^ G A^./pA^,,, j > 1 tels que :

^bw^{X)=-(l+X)-lN^
j'eN^

.(.)(les foy^ sont tous nuls sauf un nombre fini) et soit 65) G FïV 2 ^'(Acrzs/pAcrîs)u, aum LULIS IILII& saLii un iiuinuic iinî  CL SUIL Ur\ ^z i i,i i^-L^ris / P^-cris )^ - -quelconque, alors ^ = S^ÇN^^J^) e ^^^ 2 "^'(^st/^A^t) et en remplaçant e, par

4e SÉRIE - TOME 31 - 1998 - N° 3



CONSTRUCTION DE REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES SEMI-STABLES 301

êi + /^, on a bien N(êi + /^) = 0. La flèche 5 obtenue est compatible aux FiV-2 et
à la monodromie.

3) Compatibilité à 0p_2
Soit Q l'unique matrice inversible de S / p S telle que :

^^(u^.e^X /ei
': ^h

^p-^U^ .Cn) / \Cn

La matrice G s'écrit Ç = Q° + Ç1 avec Ç° € C?£n(fc) et Ç1 G Mn(^p(u).k[^p(u)}). On
cherche des ^ G Filp~2~r^(Acris/pAcris) tels que :

^(^.(ei+^i))^ /ei+/,i

: =ç :
\(f)p-'z{urn .(en + /^n)) / Vn + A^n

On sait que :

^-2^1•el)^ /e^ /_ ^
: -ç : e [Ast/pA^t)

^p_2(^(r" .€„) / \en /

Mais pour tout i, N(êi) = 0 et :

^(^_2(^'.e,)) = c-l.^_2(y.^(ur•e.)) = c-l.^_2(-r,Mr>+l.e,) = 0

Puisque N(k['jp{u)}) = 0, on a aussi ;

( (^N [ Q \ ; | | = 0
v \er

d'où :

^(u^.ei)^ /ei\ /ci\

: \-G : = : e (A^is/pA^)1

?!>p_2(^(r".en)/ Ve',»/ Vc^/

En remarquant que 7p(u) = 7p(0 dans Ast/pAgi, on a donc à résoudre dans
^^cris /P-^cris) '•

<',-a(î"fl) \ /(il \ /ci
:_ =ch - :

^_2(r^n)/ V^n/ Vr
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avec p,i ç FiV'^^^AcrisIpAcris)- Tout x e Acris/pAcris s'écrit de façon unique
x = x° + rr1 avec a:0 e Jî/^^ et x1 e F%P(A^/pA^) (3.1.2.2, (i)) et le système
précédent est équivalent au système :

((^-2^rl^)o\ /^ /C;'

=Q° : - : (o)
\^-^^1 w w
•^(r1^)) \ /^ /^x /c}, 1

Cri ..0\

: =01 : +^ : - : 1 (i)
^(r-1/^))/ w w v^

Par ([Wa], 2.3.2.2) on sait que (0) admet des solutions. Comme Q est inversible, à partir
d'une solution (^ ...,/^) de (0) on déduit une unique solution (/^,...,/^) de (1). En
posant [ti = /^° + ^4 et en remplaçant êi par êi + l^i, on a construit une section 5 : e^ \—> êi
dans 'MF2- [:]

3.2.3.

PROPOSITION 3.2.3.1. - Lefoncteur Vst est exact et fidèle de M^'2 (et donc de M7' pour
tout r C {0, ...,p - Ï } ) dans Repz^ÇG).

Preuve. - Par (2.1.2.2), (3.2.2) et (2.4.2.2) Ext}^^{M,Â^^) = 0 pour tout
M G Af""2, donc le foncteur Vst est exact. Pour la fidélité, en utilisant (2.1.2.2),
(2.4.1.1), (2.4.2.2) et (3.2.1.1), on se ramène à montrer la fidélité de Vcrzs. ce qui est
fait dans ([FL], 3.3). D

COROLLAIRE 3.2.3.2. - Soit M un objet de Af2 de la forme M ̂  Q)^ S / p ^ S , alors
Vst(M) est de la forme V,t(M) ^ Q^ Z p / p ^ Z p .

Preuve. - Si pM = 0, on a par (2.1.2.2), (3.2.3.1), (2.4.2.2), (3.2.1.1) et ([FL], 5.3) :
dim-F^VstÇJ^l) = r g s / p s ' M ' Un dévissage facile conclut. D

3.3. Pleine fidélité

On suit, mutatis mutandis, la preuve de Faltings ([Fa2], 5.2).

3.3.1.
On rappelle que A^isIpAcrzs ^ R^/^X^i^ (3.1.2.2, (i)) et que A^/pA^ ^

Acris/pAcris < X >. Soient A = R/^R et A = A < X >, il est clair que le morphisme
surjectif Jî-linéaire Ast/pAst —^ A, Xi \—^- 0 (% e N*) permet de munir A des structures
quotients de celles de Ast/pAst et, en particulier, A est un objet de ' M_^ . D'autre
part, la projection sur la première composante R = ïim O^o/pO^ —> O^/pO^o

x^x1^

induit un isomorphisme R/^R ^ ^ K o / P ^ K o ' On a donc un isomorphisme A ^
O^Q IP^KQ < ̂  > et on vérifie que les structures images correspondantes sont données
par Fil^O^/pO^) = ̂ (0^/pO^) (don^Fil^O^/pO^) = 0 sij ^ p, rappelons
que (^n)nçN* est un système de racines j/^6"" de p dans 0^\ ^(^.rr) = (-1)^
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(0 < i < p - 1), Fi^À = {E^oWfcW, N ç - N , ak ë Fi^ÇO^/pO^)},
^ÇX) = ̂ y"1. N{X) = 1 + X et u = ̂ i(l + X)-1. Comme en (3.1.2.3), on a :

LEMME 3.3.1.1. - ( i ) (A)^0 = OKJPOK,
(i i ) Soient r ^ s des entiers tels que 0 < r < s < p — 1, on a {x ç. A tq u8'1^.x G

Fi^À} = FiVÂ.

En raisonnant comme dans ([FL], 6.2), on se ramène à montrer la pleine fidélité pour k
algébriquement clos. Par un dévissage standard (voir [FL], 6.5), on est ramené à montrer
que :

Ext^-.ÇM^) - Ext^^(V^)WM))

est injectif et que :

Hom^-2{M^) -^ HomR^çG^tW^M))

est un isomorphisme pour M. et M objets simples de M_p~2. L'isomorphisme provient de
(2.4.1.1), (2.4.2.2), (3.2.1.1) et ([FL], 6.5). Si 0 -^ Af -^ P -^ M -> 0 est une suite exacte
dans Al^"2 avec M et M simples et si P n'est pas tué par p, par (3.2.3.2) Vst(P) n'est
pas tué par p et la suite exacte 0 —> Vst{M) —^ Vst(P) —^ Kt(AQ —^ 0 n'est pas scindée.
Il suffit donc de montrer que l'application canonique e(.M, A/") : Ext1 p^^M.^) •—>
^^Re (G^stÇ^^VstÇM)) est injective pour M et J\f simples. Soient M et N les
objets simples correspondants de MFj^"2 (2.4.2.2), par ([FL], 6.6), il suffit de montrer que
KerÇeÇM,^)) C Ext^^,^(M,N) Le., si 0 -^ AT -^ P -^ M -^ 0 est une extension
de M par AT dans M^'2 telle que V,t(P) ^ ^t(A/") 9 Vst(M), alors^P provient aussi
de MFj^"2. Nous allons travailler avec les catégories ' M^ et M^ (2.2.1), plus
commodes.

o ~ -~-p-2
LEMME 3.3.1.2. - Soit P un objet de M^ et P l'objet associé de Mj, (2.2.2.1), on

a un isomorphisme 'Fp-linéaire de modules galoisiens :

V^{P) = Hom,^(P^tlpA,t) ̂  Hom,^-.(P^À)

Preuve. - Supposons d'abord que P provient d'un objet P de MF^"2, on sait que
V,t(P) ̂  VcrisÇP) (3.2.1.1). La même démonstration qu'en (3.2.1.1) à partir de (3.3.1.1)
donne Hom^p-2(P, À) ̂  Hom^^F, O^/pO^) (voir 3.2.1 pour la "notation" M^).
Il suffit donc de montrer que la projection Acris/pAcris -^ ^Ko/P^Ko déduite de
'Ast/pAst -^ A induit un isomorphisme Vcris(P) ^ ïio'mj^j:(P, O^/pO^) ce qui
est fait dans ([Wa], 2.3.1.2). La même preuve qu'en (3.2.2.1) et (3.2.3.1) (en plus simple)
donne Ext1^ p_2 (P, A) = 0 pour P e M^ , donc le foncteur Hom, -p-2 (., A) est exact

'M^ ^-k

comme Vst et le résultat découle du cas MF{^~2 et d'un dévissage élémentaire. D

Remarque. - Je remercie le référée de m'avoir signalé une preuve directe, sans dévissages,
de ce lemme.

3.3.2.
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Soit 0 — > A / ' — > P — ^ M — ^ 0 une suite exacte dans M^ avec M et J\T simples et
V,t(P) ^ V.t(AO 9 V,t{M) (si P est dans .M^2, on note ^(P) = V^T-^P)) ^
Hom^p-2(P,À) par (3.3.1.2)). Par ([FL], 5.3), l'action de Galois sur K^A/") et
Vst(M) est modérément ramifiée, donc sur Vst(P) aussi. Notons K^ l'extension
maximale modérément ramifiée de Ko dans KQ (rappelons que K^ = KQ puisque k
est algébriquement clos), O^mod l'anneau de ses entiers et G^^ = GalÇKo/K^) C G.
Soit p E Hom^p-2(P,À), pour tout x e P, on a des pi(x) uniques dans O^/pO^
et presque tous nuls tels que p(x) = ̂ ^oPi(x)^i(X). On a g{p(x)) = p(x) pour tout
g e G^06- et on vérifie facilement à partir des conditions de commutation les deux égalités
(i e N,x e P,g e G^) :

p,(x) = po(N o (N - I d ) o ... o (N - Ci - l)Id)(x)) (1)
p-i

po(x) = ̂ g(p,(x))^(e,(g) - 1) (2)
î==0

où ^($1) = 61(^)^1. On note ^morf = ^^Ki]. ̂ ^^ les entiers de K?od et ^F^ ^
groupe de Galois GalÇKo/K^) C G^.

LEMME 3.3.2.1. - ( i ) Pour r ç Z, on a Ç^O^ = (B^W^ H ̂ OK^^I
(ii) Pour 0 < i <, p - 1, '̂r O^Lod rîm^^ ̂  O^od dans O^/^O^ et 5 l'image

de 0^[^} dans O^/pO^ alors 5 = @^0^.^.

Preuve. - (i) Soit i/p la valuation p-adique sur KQ normalisée par ^p(p) = 1. On a
'mod _ /TNP""! Tymod f-i 0^:4- ,̂ _ V^P"!/^ f-i /- T^"mod ^^__^^ ,. / T^"mod\ ^— rj \ i ( - „ '»."mod fi C^if /,. — Y^P--1-^. f:i r_ Vmoû

--i ^i^î^u-^-O •SI-OU1L I A / — Z^i^Q^î'Sl ^.^l ' --———— -PV- -U / — —\p) - L—J^mod ̂  ̂ ^^<'< .̂ Soit a; = ECo1-1-̂  € ^F0^ comme ̂ (K^) C Z(p) U {00}
et ^($1) == p~1, on a ^,(^1) ^ ^(^j-^) si i -^ j et ^ / 0 ^ ^-. D'où
ï^p{x) = mmo<i<p-i ^p{xi^{) = mmo<i<p-^p(xi) + %p-1).

(ii) De (i) pour r = p, on déduit pO^rrzod = 0^mod[^i] n p0^, donc 3 =
0^mod[^i]/p0^mod. On obtient (ii) en faisant le quotient de Oj^mod^i] = (S^^OK^^'^
par l'égalité (i) pour r = _p. D

PROPOSITION 3.3.2.2 (D'après Faltings [Fa2], 5.2). -Av^c les notations précédentes, on a
pour tout x e P : po{x) € 5 = ImÇO^o^i] -^ O^/pO^).

Preuve. - Soit n le rang de P sur k^/u10, par des arguments d'algèbre linéaire
élémentaires, on trouve une base (e^i,...,e^) de P sur k[u}/up et des entiers 1 = no <

ni < ... :< Up-2 < n + 1 == Up-i tels que si Pi = Q^-^ k^/uP.êj (0 < i < p — 2), on
a FiIP-2? = O^o2^"2"'-^' Notons r, = Ma.r{r G N tq è, G P^}, par (3.3.1.1, (ii))
on a que, si x E P^ po{x) G Fil^O^/pO^) = ̂ {O^IFO^} et les po(êi) satisfont
un système d'équations dans O^/pOpo '•

^n(po(ei)) \ /Po(ei)

(5) ( ; =0
W^PO^n)) / \^o(en) .

où poÇêi) € Fil^ÇOKo/P^Ko) et Ç e G£n(fc[^i]). Soit Çoo un relèvement de Q
dans C?.Ln(lV[^i]) et Qm son image dans GL^ÇO^/^O^). Pour m > 7? et
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0 < i < p - 2, on pose Fil^O^/^O^) = ̂ {O^/^O^) et si x = ^y C
Fil^O^I^O^o), <pi(x) = (-l)y. Les conditions sur m et i entraînent que (/>i{x) est
bien défini dans 0^ 1^0 K o ' On considère les systèmes d'équations dans O^f^O^ :

/<M^i)\ Ai
(Sm) \ = Gm :

Wr^(^n)/ V^

où .r, ê Fî^^O^/^O^o)' En utilisant que (?yn est inversible, on vérifie facilement
que pour m > p, toute solution de (S m) se remonte de façon unique en une solution de
(^+1). Finalement, en posant FiWc, = Ci0c, (0 < i < p - 2), ̂ [y) = (-l)y
et 5'oo le système d'équations dans Ocp ''

/0n(^l)\ /^l

(5oo) : = Çoo :

WrJ^n)/ V^

où a:, G F^r'Oc » toute solution de (5) se relève de manière unique en solution de
(5oo). Soient (a^) les coefficients de Goo dans lV[^i], comme dans la preuve de ([Fal],
2.4) on voit facilement que :

c,[^l,..,^,]/((-J))-r^^f-^^,)
^ i'==i /

n

^Cii

J'=l

est fini étale de degré j?71 sur Cp. Donc (5oo) a p71 solutions dans Cp puisque Cp est
algébriquement clos. Ces solutions sont en fait contenues dans Ko car le recouvrement
étale ci-dessus est déjà défini sur Ko et Ko est algébriquement clos. Le groupe G^ agit
sur les solutions de (S) et comme par hypothèse, cette action est triviale modulo p, on en
déduit que l'unique relèvement (x^,...,Xn) dans (5'oo) de la solution (po(ei), ...,po(en))
de (S) est tel que x, e (^0Cp H Ko)0^ = ̂ OK^' En utilisant (5oo), il suffit
donc de montrer xp ê 0^od[^} si x ç O^od. Par (3.3.2.1, (i)), x s'écrit Eî=o1^^
a:, € K^061, T^p(xi) > -ip~1, donc xî> est de la forme :

p-i p-i
^ = ̂ (x^iY + py = ̂ ^f + ̂

i=0 i=0

pour un y € O^mod. Le premier terme est contenu dans Oj^mod et le deuxième dans
OK^[Ù] par (313.2.1, (i)) avec r = p. D

3.3.3.
Par (3.3.2.2) et (3.3.2.1, (ii)), pour tout x de P, on a des ^(a;) uniques dans

O^I^'O^ tels que y0o(^) = (&^ol^(^lJ'• Les cg^tés (1) et (2) en (3.3.2) donnent
d'autre part pour i e N,.r e P et g € G^ :

Po(^) = ̂  ̂ (po(^V o (7V - Id) o ... o (N - (i - IWx)))^9^ 1Y (3)
i=0
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En remarquant que pour tout y <= P et tout g € G1"0'1, g{po(y)) = ® ô1 ̂ (^^-(aOei"'
(avec des notations évidentes), on obtient par (3.3.2.1, (ii)) des égalités dans
OKJ^O^ :

p—1

^WW = Y SAN o (7V - I d ) o ... o (7V - (i - l)^)^)/61^"1Y (4)
^^ i\i=0

où x <E P,g (E G^j ç {0, ...,p - 1}. En développant e^gY-3 = [{e^g) - 1) + 1?-̂ '
(formule du binôme), on a finalement dans O^o/^'^^o P0111' tout ^ e { O ? - - - ^ ~~ 1}
et g <E G^^ :

y^((P-J)(P-J-l)•••(p-J-^+l)^•(^)-^•(^o(N-Jd)o...o(N-(^-l)Jd)(a;)))v€l^;———)- = 0 (5)

î=l

Soit e une racine primitive p-ième de 1, les équations (5) sont du type (pour j fixé et
quitte à changer g) ̂ f^ a(e1 - l)1 = 0 dans OKJ^F'OK^ 1 < « p - 1. En écrivant
(e^ - l)1 = (c - l)^! + e + ... + e^"1)1, on obtient un système :

/ ^-1) \
G\ : = 0
\c,.,(e-iy-1/

où C e GÎLp-l(0^/^-J^o)• Donc Cz(e- l)1 = 0 V% e {0, ...^-2}. Appliqué à ce qui
précède, on a en particulier pour % = 1, 0 < j <p-l, ((p-j)6j(x)-6j(N(x))){e-l) = 0
dans CW^-^o i.e. :

^((p - j)6,(x) - 6,(N(x))) >p^-^> p:z1^3-

soit, pour tout j ç {0,. . . ,p - 2} :

(p - j)^0r) - ̂ .(TV^)) e ̂ "^'((W^r^o) (6)

Soit Fî/^P = (e^Pj) ® H.^-I e ... C u'.Po, 0 < i ^ p - 2 (voir preuve de 3.3.2.2).
On a F%rP = {x ç P tq u^-^x e FiIP-2?}, NÇFi^P) C Fil1-1? (z > 1) et,
si x e FW po{x) e Fil^O^JpO^ = d\0^/p0^) (3.3.1.1, (ii)). De (3.3.2.1),
on déduit alors 6j(x) e ^i1 ^(Oxo/^"'70^) P0111' ^ e {°^-^}- p^ l'égalité (6),
on a (p - J)^(7Vfe- l(^)) - ^-(TV^rr)) e ^"'"'(^W^r^o) Pour tout fc > 1.
Donc, pour j ç {0,. . ,z} et k > 1, ^-(^(rr)) G $7 '(O^r^o) et Po(^(^)) e
Fil^O^/pO^) pourfc > 1. Par (1), on en déduit pj(N(x)) e Fil^O^/pO^) pour
j > 0 qui entraine p(N(x)) e Fi^À.

3.3.4.
Notons 7V = ^_2(F^^J)-2A/'), M = ^^(FiV-^M) et P = ^(FiIP-2?). Par

hypothèse, 7V et M sont munis d'une structure d'objets de MFf^"2, et on a une
suite exacte de fc-espaces vectoriels par (2.2.1.2, (iii)) : 0 - ^ 7 V - - ^ P — ^ M — ^ 0.
Remarquons que N(P) C 7V. Soit x e Fil?-2? et p e ffom^p^CP^A), on a
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N o (f)p-2(p(x)) = ̂ _3 o N(p(x)). Par (3.3.3), N{p{x)) = p{N(x)) G Fz^A, donc
^_3 o N(p(x)) == 0 Le. p|^p) = 0. La flèche ^om^p-2(P,A) -^ Hom^p-2 (À/", A)
étant surjective par (3.2.3.1), on obtient :

V/? ç Hom^p-2 (AT, À) = Kt(AO, p|^p) = 0

LEMME 3.3.4.1. - Soit N un objet de MF{^~2 (?? TVi un sous-k-espace vectoriel de N
tel que p(N^ = 0 pour tout p ç HomM^(N,Acris/pAcris), alors TVi = 0.

Preuve. - On peut supposer TVi maximal : posons FzVN^ = Fi^N H TVi (% e Z), la
compatibilité de p G HorriM^ÇN, Acris/pAcris) avec <^ implique alors ^(Fil'N^) C M.
Comme ^. : gr-p^N -^ N induit par les ̂  est bijectif et que dim^r^TVi) =diiïifc(7Vi),
^. : 9rFilN^ ~^ N^- est aussi bijectif et ( N ^ . F i l ' N ^ , ̂ ) est un sous-objet de (7V, FîFTV, ̂ )
dans MF^"2. Mais :

HorriM^ÇN.Acris/pAcris) -^ HomM^ÇN^.Acris/pAcris) = Vcris(Nt)

est alors surjectif donc Vcris(N^) = 0 d'où TVi = 0 par (3.2.3.2). D

Par (3.2.1.1) et (3.3.4.1), on a donc N(P) = 0 d'où, si x e FiV-2?, (N o (f)p-2)(x) =
0 = ^_2(H.7V(a;)) et par (2.2.1.2), u.N(x) G u.FiV-^V i.e. 7V(a;) G FiIP-2?.
On en déduit aisément qu'en fait NÇFUT) C Fil^P), 0 < i < p - 2. Montrons
que P est un objet de MF^"2. On pose FiVP = P H F%rp, 0 < % < ^ - 2,
Fil'P = P, z < 0 et F%FP = 0, i > p - 1. On définit ^ : Fil'P -^ P par
^(^) = (-^-^(^^(z^-2-1.^) G P. Par (2.2.1.2), on a un isomorphisme de A;^]/^-
modules :- k^/y? 0^ P ̂  P compatible aux monodromies (la dérivation à gauche est la
dérivation produit tensoriel). Par récurrence sur %, supposons Fi^V = Z^=o 'l6J ^ Fil^^P
(vrai pour % = 0) et soit rc e P%^^+1P. On a ^ = a;o + ^-^i + ... + ^.rr, + ?/ avec
^o,...^ ^ -P et y G Z^+i^-^- De ce q^ précède, on déduit en appliquant 7V :
u.x^ + 2^2.r^2 + ... + ̂ ..r7 <E Fz^^+lP i.e. a;i + 2n.rr2 + ... + m1"1.^ e F^P soit par
récurrence x, e Fz^+l-JP (1 < j < z) d'où rro = x - E^i^'^ - V ^ Fil^F H P =
Fil^P. En particulier FzP-2? = E^o1^ ^ FiV-2-3? et de ̂ (Fil?-2?) = P, on
déduit Y^^WiVP) = P i.e. P e M£^~2. Soit F^A/" = {rr ç A" tç ^-2-^ G
FiV-2^} (resp. F^.M = ...), on vérifie que FiVN = Fil'Af H N et qu'on a des
suites exactes : 0 -^ Fil'Âf -^ Fil'P -^ Fil'M pour tout i <E {0, ...,p - 2}. La suite
0 -^ Fil'N -> Fil'P -^ Fil'M est donc exacte V i e {0, ...,p - 2}. Mais le morphisme
P -^ M de MFf^"2 est strict par rapport aux Fil1 ([FL],1.8), donc FiPP -> Fil'M
est surjectif pour tout % et on a bien finalement une suite exacte 0 — ^ N — ^ P — ^ M — ^ O
dans MF^"2.

Remarque. - Toute la théorie des sections 2 et 3 a été faite en se restreignant au
Fil^2. Il est possible qu'on puisse, comme dans [FL], prolonger la théorie jusqu'au
Fil1''1 moyennant certaines conditions supplémentaires sur les objets considérés (voir
[FL], 6.1 et 6.6).
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4. Construction de représentations semi-stables

Dans cette section, on introduit des modules "fortement divisibles" grâce auxquels
on construit des représentations p-adiques semi-stables par passage à la limite sur des
représentations de torsion. On fait le lien entre ces modules et les (<^ AQ-modules filtrés
admissibles de Fontaine.

4.1. Des représentations semi-stables

4.1.1.

DÉFINITION 4.1.1.1. - On appelle S-module fortement divisible tout objet M de la
catégorie 'M^2 (2.1.2) vérifiant les trois conditions supplémentaires :
• le S-module M. est libre de rang fini

• le S-module ^A/Filp~2M. est sans p-torsion

• le S-module M est engendré par (fop^ÇFil^M).

La deuxième condition équivaut à demandera ç Fi^-^M ̂  x <E Fil^M. Si M est
un module fortement divisible, M|pnM est un objet de Af"2 (n ç N) et M s'identifie à
limM/p'^M (le fait que FïV-^M = limFilî)~2M/pnFilp~2M provient de la condition
Fîlp~2S.M C FïV-^M qui ramène la description de FUP^M essentiellement à celle
d'un sous-lV-module libre de rang fini de M). Soit Vst(M) = Hom,j^p-2{M,^A~st},
on a Vst(M) = Hom^p-2(ïmM/pnM,Â^) = limHom^p-2(M/pnM,Â^) et
par (3.1.3.1), Vst(M) est un Zp -module libre de rang celui de M. Nous allons nous
intéresser à Vst(M) 0Zp Qp.

On note MF^oÇ^^N) la catégorie suivante : les objets sont des Ko-espaces vectoriels
D munis :

• d'une filtration décroissante par des sous- KQ -espaces vectoriels FïVD telle que
u,çzFiliD = D et rizezFil iD = °

• d'une application .Ko-semi-linéaire injective 0 : D —^ D

• d'une application .FCo-linéaire 7V : D —> D telle que Nef) = p(f)N.

Les flèches sont définies de la manière évidente. Les algèbres B^ et B^ sont des exemples
d'objets de MFj^(<^ N). Lorsque dim^P < oo, la relation N ( / ) = P(/)N entraine que N
est niipotent. On pose 5ĵ  = Ko ^w S et on étend à 5^ toutes les structures de S par
Ko-linéarité (ATo-semi-linéarité pour le Frobenius). Soit M un module fortement divisible
et V = M 0w Ko. On pose FiVT) = {x G P tq (u - pY-2-1 .x e Fil^M ̂ w Ko}
si 0 < i < p - 2, Fil^ = V si i < 0, FiW = ̂ .̂  Fil1-^ SK^FWV si i > p - 1 et
F^M = M n Fil^. Pour x € P, on pose c/)(x) = (c-1^-2.^^^ - pY-^.x) et on
étend N par ATo-linéarité. Les propriétés de M font que V est alors un objet de la catégorie
M^SK^ (^ A/") de ([Br2], 6) (attention, dans [Br2], on notait M un objet de MJ^SK ((^ AO
et <5> et A/' les opérateurs sur un tel objet). En particulier, V peut s'écrire canoniquement
V = S Ko ^Ko D où D est un objet de MF^(<^ N) de dimension finie (voir [Br2],6.1) :
on vérifie alors que D s'identifie aux éléments de P annulés par une puissance de la
monodromie. Soit p e Hom^p-2(M,A,t) et x <E D n M, alors p(x) e A^ (c.f. 3.1.1)
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d'où une flèche Qp-linéaire ^ : Hom^p- 2{M,'Ast) ^Zp Qp -^ HorriKoÇD.B^). Le
résultat suivant se déduit de [Br2], nous en donnons une preuve rapide :

PROPOSITION 4.1.1.2< - Avec les notations précédentes, ^ induit un isomorphisme de
modules galoisiens :

Hom,^p-2(M,A,t) ^Zp Qp -̂  HomMFK,^N)(D,B^)

Preuve. - II est clair d'après sa définition que ^ commute à l'action de Galois et
est injective. Soit p ç Hom,j^p- 2 (.M, Agi), on voit facilement que ^(p) commute
au Frobenius et à la monodromie. Montrons que ^(p) préserve les filtrations. Soit
fp '' SKQ —^ Ko, SSo^^ 1-^ Z^O^^IT (liiïiî->oo ̂  = 0) et Fp l'application KQ-
linéaire V = S Ko ^Ko D —^ D définie par Fp(\ (g) x) = fp(\)x, on rappelle que
par définition Fil'D = FpÇFU'V) ([Br2],6). Notons ^p(p) la composée de ^(p) avec
l'injection B^ ̂  B^ induite par fp (3.1.1), on a un diagramme commutatif :

M ^ Xi
Fp i [ fp

D ^ B^

où seule la flèche du bas ne préserve peut-être pas les filtrations. Soit x ç. FiVD, il existe
x € M H FîW = Fi^M et r e N tels que Fp(x) = p^. De (fp o p)(x) e Fil'B^
on déduit ^p(p)(x) G FiVB^ d'où ^(p)(x) E fp^Fi^B^) n B^ = Fi^B^ (3.1.1)
et l'image de ^ tombe dans HorriMFK {(f>,N)(D,B^). Montrons la surjectivité de ^I^
Soient e^i,...,e^ une base de M sur S et p e HomMFK {cf>,N)(D,B^), il existe
r ç N tel que ^ê, = E^zj ^ x^^ ^ SK, 0^o D avec v^^ ^ij'P^ij) ^ Xt.
On pose p{êi) = ^j^ij'p(xij) e Ast qu'on étend à A4 par 5-linéarité. Si on montre
que p ç Homf^p-2(A/l,Ast), il est clair que p (g) 1/p7' sera un antécédent de p. On
vérifie que p commute avec N et que p o (f)\M ^ ^ ° P, il suffit donc de montrer
pÇFil^M) C FilP~2Ast. Montrons par récurrence sur i que pÇFil'M) C F%^A^,
0 < i < p — 2. C'est vrai pour i = 0. Supposons le résultat à l'ordre i — 1 et soit
y G Fi^M (i > 1), on a :

i) fpW) = jWpO/)) ^ Fil^,
il) N(p(y)) = p(N(y)) G Fil^~lAst par hypothèse de récurrence.
Dans Agi, p(y) s'écrit E^lo0^^^) ou l68 ^^^ sont ^ans ^cHs. Par ii), on a

A^O/)) = (1 + ^îE^o^+i^fc^) € W1^ d'où E^o^+17^^) € .WXt.
On en déduit facilement J^^jO'k^k(X) e FiVAst. Mais i) donne alors ao G Fi^Acris,
d'où finalement p(î/) ç Fi^Ast- Q

4.1.2.
Il existe ([Fol], 2.3.4) un élément t de Fi^Acris qui engendre Zp(l) et on définit

Bcns = B^[l/t] et Bst = 5^[1/^]. Si V est une représentation linéaire continue
de G dans un Qp-espace vectoriel de dimension finie, on dit que V est semi-stable si
dim^(B^ 0Q, ̂  =dimQ,y ([Fo2], 5.1.4).

THÉORÈME 4.1.2.1. - Soit M. un module fortement divisible, alors Vst(J^l) 0Zp Qp est
une représentation p-adique semi-stable.
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Preuve. - Soit n le rang de M, V = Vst{M) 0Zp Qp et Y* == ffomq^Qp).
Il est équivalent de montrer que Y* est semi-stable ([Fo2], 5.1.7) i.e. dimKo(Bst ^Qp
y*)6' = n. Par ([Fo2], 1.4.2), il suffit d'avoir dim^(5^ (g)Q^ V^° > n ou encore
dimj<o HorriRepQ (G) (V,B^) > n. En reprenant les notations de (4.1.1), on a par
(4.1.1.2) une flèche canonique D —^ HorriRepQ (G)(V,B^) et il suffit de montrer
qu'elle est injective, ou encore que si x e M est tel que N8^) == 0 pour un
s G N* et p(x) = 0 pour tout p G Vst(M), alors x = 0. Soit un tel x supposé
non nul dans M.. On peut prendre x ^ pM.. Soit x son image (non nulle) dans
M/pM, puisque Hom,j^p-2(M,Ast) —^ Hom^p-2(M/pM,Ast/pAst) est surjectif,
on a p{x) = 0 pour tout p e Vst{M/pM). Par (2.4.2.1), on peut trouver une filtration
dans M^2 : 0 = . M o C . M i C . . . C . M ^ = A4/pA4 (les inclusions sont strictes) telle
que les gradués proviennent de MFj^"2. Soit r le plus petit indice tel que x ç. M.r
(r >_ 1 puisque x / 0), soit P = A4r/' M-r-i et notons encore x l'image (non nulle)
de x dans P. Par hypothèse, on a un isomorphisme dans M^~2 : P ^ k < u > ̂ kP
où P est un objet de MF^"2. Soit P = fc[^]/^ (g)^ P l'objet associé de M^
(2.2.2.1) et x l'image de x dans P. On vérifie que P s'identifie aux éléments de
P annulés par une puissance de JV, donc x e P. Par (3.1.3.1), on a une surjection
Vs^A^/^M) — Vst(Mr) qui entraine /?(:r) = 0 pour tout p e Hom^p-2(P,À) =
HomMAP^cris/pAcris)- Par (3.3.4.1), on a ^ = 0 et, de .V^) =~Ô, on déduit
que x est de la forme x = Z^J.0' 0 Pa dans P ^ ^^/(i^Xf^çN* ^k P où
a = (ai,...,a^), m e N*, a, C {0,...^- 1}, X" = X^...X^, ̂ a, / 0 et
^a e P, pa / 0. Soit p G V^(^), par hypothèse, on a donc ^(Ea^ ^ Pa) = 0
dans A^/pA,, ^ R[X,}/^^X^^ <X > (3.1.2.2) d'où Ea^"^^) = ° dans

P[X,]/(^,Xf),çN*. Soit a0 l'unique uplet dans l'écriture de x tel que E^i^0 est

minimal dans N*, en décomposant p{pao) dans Acr^/pAcris ^ -R[^]/(^^T)z€N*.
on en déduit p(pao) ê Fi^ÇAcris/pAcris), Vp G ^t(^) = HomM^ÇP.Acris/pAcris)'
Comme ^0,0 / 0, soit i l'entier de {0,...,.?- 2} tel que p^o e F^'P, ̂ o ^ Fil^P, alors
^(^ao) / 0. Mais pour tout p e ïiom^{P, Acris/pAcris), p((f>i(p^)) = ^(p(pao)) = 0
puisque p(pao) ^ Fi^ÇAcris/pAcris)' Par (3.3.4.1), cela n'est possible que si ^(pa°) = 0
d'où une contradiction qui achève la preuve. D

4.2. Des {(f), AQ-modules filtrés admissibles
Soit D un objet de dimension finie de la catégorie MFj<o(ç!),AQ (4.1.1), on dit que

D est admissible s'il existe une représentation p-adique semi-stable V telle qu'on ait un
isomorphisme dans MF^((^7V) : (B^ 0Qp V)° ^ D ([Fo2], 5.3.3). On montre que
la catégorie des modules filtrés admissibles est équivalente à celle des représentations
semi-stables ([Fo2], 5.3.5). Un des problèmes de la théorie est de décrire tous les modules
filtrés admissibles (et donc toutes les représentations semi-stables).

Pour D dans MF^^^N), on pose tnÇD) = ^^(dim^^I))^ et t^ÇD) =
^açQ^1111^)^)-0' où a e Q et ûa est la partie de D de pente a pour l'action de
(f) (voir [Be], p. 316). Si D est de dimension n, on remarque que /^ D est muni de la
façon évidente d'une structure d'objet de MFKoÇ^^N) et que tnÇ/^ D) = tn(D) et
t^D) = t^D).

COROLLAIRE 4.2.1. - Soit A4 un module fortement divisible, D l'objet associé de
MFKMN) (c.f. 4.1.1}, V = V,t(M) 0z, Qp = HomMF^N^D.B^ (4.1.1.2) et
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Y* = HomQ^(V,Qp). Alors la flèche canonique :

D -^ HomHep^ÇG)(V, Bf,) = (B,, ̂  V*^

est un isomorphisme dans M F ̂ o (^ 7V). En particulier, D est admissible.

Preuve. - Soit D' = Hompep^ {G)(Y^B^), dans la preuve de (4.1.2.1), on montre
que la flèche canonique D —> D1 est injective. Comme les deux J^o-espaces vectoriels
ont même dimension, c'est un isomorphisme clairement compatible aux opérateurs <f) et
N et aux filtrations. Il faut montrer que c'est un isomorphisme sur les filtrations et il
suffit d'avoir tn(D) = tn^D'}. Par ([Fo2], 5.4), on a tii{D1) = ^GD') et par (A.4),
tH(D) = tN(D). D'où le résultat puisque ^(^/) = ^(-D). D

4.3. Les ((^, 7V)-modules filtrés faiblement admissibles

On dit qu'un objet D de dimension finie de MFKoÇ^^) est faiblement admissible si
tnÇD) = t^ÇD) et si pour tout SOUS--KO -espace vectoriel D' de D stable par cf) et N avec
FiVD' = Fil'D H D\ on a tii{D'} < t^ÇD^. On montre que la catégorie des modules
filtrés faiblement admissibles est abélienne, stable par dualité et extension ([Fo2], 4.4.4) et
que tout module filtré admissible est faiblement admissible ([Fo2], 5.4.2). L'intérêt de cette
notion est que Fontaine conjecture la réciproque ([Fo2], 5.4.4) i.e. que tout module filtré
faiblement admissible est admissible. Lorsque N = 0 et que la longueur de la filtration
n'excède pas p — 1, cette conjecture est démontrée dans [FL]. La méthode est basée sur un
théorème de Laffaille ([La], 3.2) qui dit que si N = 0 et Fil°D = D, la faible admissibilité
est équivalente à l'existence de réseaux fortement divisibles, qui permettent de construire
des représentations cristallines comme en (4.1.2.1) et (4.2.1).

Soit D un objet de M F Ko (<^ N) de dimension finie avec N ^ 0 et tel que la longueur
de la filtration n'excède pas p — 2. Quitte à décaler la filtration et à multiplier (j) par la
puissance de p correspondante (ce qui revient du côté galoisien à tordre par une puissance
du caractère cyclotomique), on peut supposer Fil°D = D et Filp~lD = 0 (voir [Pe], 2.1).
Soit T> = S Ko ^Ko D son 5j<o-nodule filtré associé ([Br2],6). Si M. est un 5-réseau de V
stable par (f> et N , on pose Fil^M = M H Fil^V et <^_2 = -^ : Fil^M -^ V.
Si ^p-^ÇFU^M) C M et si (^p-^Fil^M) engendre M comme 5'-module, il est
clair que M est un module fortement divisible (4.1.1.1) et l'objet de MJ^sKo^i^)
associé à M en (4.1.1) s'identifie bien alors à î> via l'isomorphisme de Sj^-module
SKQ ^s A^ ^> P. En vertu du résultat de Laffaille pour le cas cristallin, il est naturel
de se poser la question :

Si D est faiblement admissible, est-ce qu'il existe toujours un réseau fortement divisible
dans SKQ ^Ko D ?

Remarque. - Comme me l'a fait remarquer le référée, quand on sait à l'avance que D
est faiblement admissible, il suffit de vérifier la divisibilité (i.e. ^(Fî^"2^) C p^"2^),
la forte divisibilité (i.e. -^(FïV^M^ engendre M) étant alors automatique (A.3).

Une réponse affirmative à la question ci-dessus entrainerait par (4.2.1) la conjecture de
Fontaine pour le cas N ^ 0 (avec la restriction sur les longueurs des filtrations). D'autre
part, si Fi^^D = 0 (0 < r < p — 2) et s'il existe un réseau fortement divisible A4 dans
S Ko ^Ko D, on a vu que les gradués dans une suite de Jordan-Hôlder de M./pM. sont des
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objets de la catégorie MF^ (2.4.2.2 et 2.1.2.1). En particulier, les exposants des caractères
fondamentaux qui décrivent l'action de l'inertie modérée sur la semi-simplifiée module p
de la représentation galoisienne HomMFKo{^,N)(D^ Bst) associée à D (voir 6.1.1) ont des
chiffres en base p qui sont compris entre 0 et r (le fait que ces chiffres soient ainsi bornés
est conjecturé par Serre). Une réponse affirmative à la question précédente entraînerait
donc aussi cette conjecture de Serre pour toutes les représentations semi-stables à poids de
Hodge-Tate dans un intervalle de longueur ne dépassant pas p — 2.

Dans la suite, nous montrons que la réponse est oui lorsque la transversalité de Griffiths
est vérifiée sur D (cas naïf) ou lorsque D est de dimension 2.

5. Le cas naïf

Pour i € Z, soit Ko[ï\ l'objet de MF^Ç^, N) donné par Ko, (/)(1) = ̂ 1, FU^KQ^}) =
Ko[i}, Fil^ÇKo^}) = 0 , N = 0. Si D est un objet de MF^^.N), on pose
D[i] = D ^Ko Ko[i} (produit tensoriel dans la catégorie MF^^.N), [Fo2], 4.3.4).

LEMME 5.1. - Pour tout i G Z, D est admissible si et seulement si D[i] est admissible.

Preuve. - Facile, voir ([Pe], 2.2). D

Notons MF^ (0, N) la catégorie abélienne des modules faiblement admissibles (4.3)
et MF^ ((f)) la sous-catégorie pleine (encore abélienne) des objets pour lesquels N = 0.

DÉFINITION 5.2. - Soit D un objet de MFj^(^), N), on dit que D est naïf s ' i l vérifie la
transversalité de Griffiths, i.e. si, pour tout i G Z, on a N(F^D) C Fil^~lD.

Remarquons que si D est de dimension finie et naïf, la filtration construite en ([Br2], 6) sur
S Ko ^Ko D n'est autre que la filtration produit tensoriel. Soit D un objet de MF^((f), N)
naïf et dont la longueur de la filtration n'excède pas p — 2. On a alors :

PROPOSITION 5.3. - Le module D est admissible (4.2).

Preuve. - (La preuve suivante m'a été indiquée par J.-M. Fontaine). Par (5.1), on se
ramène au cas où Fil°D = D et Fil^D = 0. Si N = 0, on conclut par ([La], 3.2) et
([PL], 8.4) (ou la théorie précédente). Supposons N ^- 0, nous allons d'abord montrer que
D contient encore un réseau fortement divisible au sens classique ([La], 3.1) stable par
l'opérateur N. A cause des relations NÇFil^-D) C F^^ÇD) et N ( / ) = p(f)N, l'opérateur
7V71 = N o ... o 7V (n (E N*) induit des morphismes dans MF^(<^, N) : A^ : D -^ D[n}.

n fois

Comme D et D[n\ sont faiblement admissibles et que la catégorie MF^^^N) est
abélienne, Ker^ et KerN71 /KerN^1 sont aussi faiblement admissibles. Soit no le
plus petit entier dans N* tel que N710^1 = 0, on a en particulier une filtration de D par
des objets de MF^(^TV) :

0 C KerN C ... C KerN^ C D

(les inclusions sont strictes) telle que les gradués sont dans MF^Ç^). Il suffit donc de
montrer que si on a une suite exacte courte 0 —^ D' —^ D —^ D" —> 0 dans MF^Çcf)^ N)
(avec filtrations positives inférieures à p — 2) avec D" dans MF^((/)) et D' contenant
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un réseau fortement divisible stable par N, alors D contient aussi un réseau fortement
divisible stable par N. Soient M" un réseau fortement divisible de D" et {^j)i^j<n" une
base de M" adaptée à la filtration. On a des entiers rj tels que ej ç. Fil1'3 M" avec rj le
plus grand possible et une matrice Q dans GLn"(W) telle que :

<Mei) \ /ei
: =0 ;

^//(^n//)/ \en//.

Soient éj des relèvements des ej dans 2? tels que êj ç. Fil1'3 D et (^Kj^n77 les éléments
de I?' tels que :

^(e!) \ /ei \ /rri

, ^ : + :
<pér(^)/ ^ / /^ ^//

Soit M' un réseau fortement divisible de D' stable par N , quitte à diviser M' par une
puissance de p, on peut supposer que M' contient les a;j et les N(êj). Soit M le réseau
de D engendré par M' et les êj, il est clairement stable par N. On vérifie facilement que
(|)(Fil^M) C ^M et qu'on a une suite exacte courte :

0 -, M' -^ ̂  ^(Fi^M) -^ M" ̂  0
ieN ^

ce qui montre qu'on a bien ^çN ^r(F^M) = M. Si maintenant on pose M =
S ^ w M avec Fil^M = ̂ p^ Fi^S ^ FiIP-^M, ̂  = Ef=o2 ̂  ̂  ̂ -2-z et
^V = N ^ I d - ^ - I d ^ N , M. est un réseau fortement divisible au sens (4.1.1.1) et par (4.2.1),
on a le résultat. D

Remarque. - La naïveté est automatique lorsque la longueur de la filtration n'excède
pas 1. En dehors de ce cas, la plupart des modules faiblement admissibles ne sont, bien
sur, pas naïfs ! (voir section suivante).

6. Le cas de dimension 2

Nous montrons que les modules faiblement admissibles de dimension 2 dont la longueur
de la filtration n'excède pas p — 2 sont admissibles en exhibant des réseaux fortement
divisibles (4.1.1.1). Nous décrivons les exposants de l'inertie modérée sur la semi-simplifiée
modulo p des représentations galoisiennes semi-stables associées. Les démonstrations sont
assez calculatoires et le lecteur est invité à traiter d'abord quelques cas simples (petites
valeurs des paramètres).
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6.1. Les ((/), 7V)-modules filtrés faiblement admissibles de dimension 2
et leur S Ko -module associé

6.1.1.
Notons Vp la valuation j?-adique sur Ko normalisée par Vp{p) = 1. Soit D un module filtré

faiblement admissible de dimension 2 tel que N est non nul. Soit r le plus petit élément
de Z tel que Fil^D / FiVD et s le plus petit élément de N tel que Fil^^D = 0.
Soit ei un vecteur de D tel que 7V(ei) ^ 0, (ei,A^(ei)) est alors une base de D et
(f)(N(e-t)) = INÇe-i) pour un l ç. K^. On peut alors choisir e\ tel que <^(ei) = j^ei et
un tel ei est unique à multiplication par un élément de K^ près. Si on remplace e\ par
aei (a G ^), / est remplacé par (^{a}a~^l et en particulier z^(Z) est indépendant des
choix. Soit 63 = A^(ei) :

1er cas : s = 0, les conditions d'admissibilité faible s'écrivent Vp(l) + ^p(pl) = 2r et
r < ^p(0 qui entraîne 2^(7) + 1 < 2^(Z) et est donc impossible.

^ème cas : 5 > 1, on a Fil^D = Fil^D = ... = Fil^8 D = ATo.(Aiei +
^262), A i , Â 2 G ^o, (Ai ,À2) 74 (0,0).
• Si Ai = 0, les conditions d'admissibilité faible s'écrivent Vp(l) + ^pÇpl) = 2r + s et

r + 5 < ^p(<), qui donne 2(r + s) + 1 ̂  2r + 5 et est encore impossible.

• Si Ai / 0, on a un unique C ç Ko tel que Fil^D = ... = Fil^D = Ko^-^-C.e^)
et les conditions d'admissibilité faible s'écrivent ^p(7/j/') > 0 et 2up(l|pr) 4 - 1 = 5 :
s est impair.

Nous allons montrer le théorème :

THÉORÈME 6.1.1.1. - Soit D faiblement admissible de dimension 2. Avec les notations
précédentes, supposons p >_ s + 2, alors D est admissible.

Par (5.1), on se ramène au cas r = 0. La démonstration utilise alors l'existence de
réseaux fortement divisibles (d'où la restriction inévitable sur la longueur de la filtration),
mais va donner plus que la simple admissibilité :

Soit V une représentation j?-adique de G de dimension finie et V sa semi-simplifiée
modulo p (la semi-simplifiée de la réduction modulo p d'un réseau stable par Galois :
c'est indépendant du réseau, voir ([Se], 1.6)), on a sur V une action de l'inertie modérée
et cette action s'exprime comme puissances des caractères fondamentaux de Serre :
^o+zip+...+^-ip"-^ o < ^ < p - 1 ([Se], 1.7). En dimension 2, on a donc deux chiffres
Q < ïo < ïi <: P~ 1 (l'action étant Diag()ff, ̂ ) ou ^20+^1^3 ou son conjugué). Supposons
V semi-stable (de dimension 2) à poids de Hodge-Tate (0, s) avec 0 < s < p — 2. Si
V est cristalline, un résultat de Fontaine et Laffaille ([FL], 5.3) donne (io^ii) = (0,5).
Si V n'est pas cristalline, c'est une des représentation HorriMFK (4>,N)(D^Bst) pour un
certain D précédent : on note C(V) ç Ko l'invariant C de D. Par un calcul explicite,
on aura le résultat :

THÉORÈME 6.1.1.2. - Avec les notations précédentes :
( î) = (^^) si ^(£(V)) > 0,
(zo^i) = (^+^(/;(y)),^ -^(W)) si -s-^ < ̂ (C(V)) < 0,
( î) = (0,5) si i^pWV)) < -^.
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Remarque 1. - En combinant les deux théorèmes, on remarque que si l'on a deux
entiers positifs ̂  il tels que %o + ^i < P ~ 2, on peut toujours trouver une représentation
semi-stable de dimension 2 à poids de Hodge-Tate (0,%o + ^i) et dont les chiffres des
exposants de l'inertie modérée sont (%o^i)-

Remarque 2. - Le nombre £ revêt une importance particulière pour les fonctions L
p-adiques associées à certaine formes modulaires "nouvelles" de poids pair (voir [Ma2]
et les travaux à venir de Kato).

6.1.2.
Soit D faiblement admissible de dimension 2 comme en (6.1.1) avec r = 0. Pour s = 1,

D est naïf et donc, par (5.3), admissible (en fait, dans ce cas, D est même ordinaire ([Pe],
1.2)). De façon explicite, on voit facilement, lorsque s == 1, que M = W.e^ + W.C^ si
^p(^) < 0 et M == W.e\ + W.^ si i^pÇC) > 0 est un réseau fortement divisible stable par
7V. Le théorème (6.1.1.2) s'en déduit aisément dans ce cas.

On suppose dorénavant s = 2t + 1, t e N*, p > s + 2, Fil°D = D\ Fi^D = ... =
Fî^D = Xo.(ei + £62), Fil^D = 0, (j){e^} = p'+^ei, ^{e^ = p^e^ où ^ <E W et
7V(ei) =62, N2 = 0. Soit V = S^ ^Ko D le S Ko -module filtré associé à D ([Br2],6) :
il est muni d'un Frobenius 0 défini par (j){\ 0 x) = (f)(\) (g) (f){x) et d'un opérateur de
monodromie N défini par N{\^x) = N{\)^x-}-\^N(x). Soit Fp : V —> D l'application
^-linéaire Fp(Ez^o w^ ^ x) = Ez^o w^x^ on définit la filtration par FiVT) = P si
i < 0 et, pour i > 1, par la formule récurrente ([Br2], 6) :

FiFV = {y G V tq N(y) e FiF-^V et FpÇy) e FiFO}

On montre que FiFV = EÎ=^-(p-2)F%ps'^o•F^^^-^ P0^ % > P - 1 et que
(zA - p^.x e FîFP <» ^ G Fil1'3!) (ces faits se déduisent immédiatement de [Br2],
B.4.4). Donnons une description explicite de la filtration sur P.

Soient v = u — p e t r ç N*, puisque ce sont les "degrés" en v inférieurs à r qui sont
significatifs pour la description de FïW, on pose :

fr—l ^ N

^^{^-y^ y^D\^FirV
^P J

de sorte que Fi^V = Vr + F^F^.P.

PROPOSITION 6.1.2.1. - Soient yo,..., yr € A î/ = EI=o ^Vi ^^) et soit ^o ^ plus petit
entier tel que y^ •^ 0. Alors y ç. Vr si et seulement si ÎQ > r — s et il existe CQ ç K^ et
(Ci,...,C,^_i) G K^0-1 tels que

Vio = Co{e^ + £62)
i-_^-l ._-.^_^_^_i

^ = C7^(ei+£e2) + ^ ———————^2 ^ o + l < ^ < r - l
j=o % %0 J

Preuve. - Le résultat est immédiat en utilisant la remarque finale de l'appendice de [Br2].
Donnons en une preuve directe. Il suffit de montrer le lemme avec l < , r < , s < ^ p — 2. On
pose e[ = ei + Ce^ et on prend l'hypothèse de récurrence :

HR^ = (E ̂  e p-ssi E v-^ £ p-et ̂ -i - E(-l)r-2-^,^r7)
^i=0 p i=0 F i=0 /
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où yi = a}e[ + a?e2. Pour r = 1, HRÇl) = (yo G Pi 55% a2 = 0) est bien vérifiée.
Supposons HR(i) pour % < r , r + l < 5 e t soit ^/ = ^^o ÎT^ e ̂  avec V1 = o^e'i +a?e2.
Posons î/ = ̂ [^ ^î/i, on a facilement y G Pr-n si et seulement si y ' € Vr et
A^(?/) ç F%rP i.e. si et seulement si y ' e Py, et A^?/') - 4-^H/r € Py.. Un calcul
donne N{y1} - ̂ —^ = ̂  ̂ z, avec ^ = b}e[ + ^es où :

b} = -mj - (i + l)a^i, &? = a} - m? - (% + l)aj^ 0 < % < r - 1

Par HR(r\ N Ç y ' ) - ^ryr G Vr si et seulement si Y,^ y z , e Vr-i et
6^_^ = ̂ [^(-l)7"2-1^^. La première condition découle de y ' ç Vr qui, par
récurrence, est équivalent à (a§ = 0, a2 = E^^-1)'"1"^. 1 < % < r - 1), Donc
finalement, y e Py+i est équivalent à :

^_i - (r - ̂ a2.! - ̂  - £ ̂ ^"^-^ - (% + ̂ ^i)i -L %
i=0

et

a2 = 0, a? = ̂ (-iy-1-.-^-, 1 < ̂  r - 1.
j=o J

La première équation s'écrit :

r,î = -(r -1)^., + ,.„;„ + B-ir'-^-i^-.)-
En utilisant :

, ^ (-l)'--2-1^ . ^-2 aà ^ (-l)'--2-1^1

^-i = 2^-r^TT^ - (-1) 7—Î+Z. ^.-i-,
î=0 t=l

elle devient :

^^^.(-ir^.E'^r^"^^'")
i=l

soit a2 = E^o1 (~l)^"^a^l. On a l'énoncé en posant C^ = a}. D

6.2. Réseaux fortement divisibles

6.2.1.
On rappelle que s = 2t + 1, t e N*, p > s + 2. Soit ^ = -Vp{C) G Z U {-00} et, si

C 7^ 0, À l'unique élément de W tel que C = 4. Soit M le réseau suivant de D :

• M = W(ei 4- ^(À)^r) + W^ si l < t

• M = W.(e, + 0(À)^r) + W.p^ si l > t
(donc M = W.e^ + IV.^ si / = {-oo}). On pose M = S 0w M C SK^KO D = P, on
vérifie que A4 est stable par (,é et N et on le munit de la filtration induite par P.
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PROPOSITION 6.2.1.1. -Avec les notations précédentes, on a (^(Fi^^M) C pp~2M.

Preuve. - Soit x = Y^Q ̂ x, e FiV-^M, x, G M, on écrit x = x<p^ + ^>p-2 avec
/,^ ^<p-2 = E^=o3 ̂ x^ n est clair q^ ^(^-2) Ç p^"2^. Soit %o le plus petit entier tel

que :̂  / 0, on a x<^ = ̂ y ou y = E^o3"'0 ^Vz ^ Fil^-^M (y, e M) et il
suffit de montrer (f)(y) e ^-2-^OA^. Soient donc m < 5 - l e t 2 / e Fil^^M tel que
F^) / 0. Par (6.1.2.1), on peut écrire y = ̂ ^ ^(^(ei + r^) + A^) où C7o G K^
(d,...,^) e ^m et :

(0)

^o-O
^~l (_-l\i-k-\-l

A^r^-^-,—^ ( l ^ z < m )A—^ i — ki — k
k=0

On a aussi :
/ m
fx-^ VE^(^(^+^)^)+(^+(A.-^))^)(^ \ç M si l <t

î/='E^(^^+^)^)+(^l-tA+-(A,-^))^)(p^))^
î=0

5Z / > t

ce qui entraine pour 0 < i < m :

(1)

Un calcul facile donne par ailleurs :

C, G p'W et pD, + (\p - ̂ (À))^ e ̂ W si l < t
p1

C, e p'W et p^-'D, + (Xp - 0(À))^ G p'W s i l ^ tpt

^{y) = {

TU / / \ \

^t+l^c^^(C'.)^el+^(A)-^)+^(A)e2) s i l ^ t

m / y \ / \ \

/̂ +1:»1 ^) ei+^(A)—— +^-tW) p — — )
?=n ^ ^ ? / \ P / /

si l> t

Si m < t, il est clair que (f)(y) ç J)m+lA^. Supposons t + 1 < m ^ 2t.

(1)Si 1 ^ t : pour tout ?, on a (1) => C, e ^W =^ D, e W ̂  (\p - ^(A))^ e W

C, e pW ̂  ̂  e j9W. Comme m < s - 1 = 2t, on a (/){y) ç pm+lA/1.

Si 1 < 0 : pour tout i ̂  1, (1) => D, e p1-^ et Q e ^TV, en particulier C, e p7'1-^
si m - t <, i ^ m et D, e ^-^H/' si m - t + 1 < i ^ 2m - 2t ^ m. On en déduit
un système :

^-c^_,_i

^crn-t-l

+ ,C7^-t_2 +
0

- .C^-f+2 +

+
(-ly

-C7o G ^-^m-t+ 1
+ ... e ^-^

(-i)7^
"^m-t-l + +v m - t + 1
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La matrice correspondante a un déterminant dit de Cauchy (de la forme det(-^——)çij^ les
signes alternés ne changeant éventuellement que le signe du déterminant) dont le calcul
est bien connu et élémentaire ( ni<^aJ~^^^:'.~^b^'>). Puisque les facteurs sont plus petits
que p — 1, ce déterminant est inversible d'où Ci ç. pm~tW pour i ç. {0,...,m}, donc
Di aussi et (/)(y) e p^^M.

S i O ^ l ^ t — l : u n examen des équations correspondantes en (1) donne :
• si 0 <, m < 2t, CQ <E ^W, Ci <E p^W,..., Ci C p^W, Q+i G p^W,

Q+2 e p^W^C^ e p^W
• si 21 + 2r <, m ^ 2t (0 < r < t - 0, CQ ç p^W,..., Cr G p^W,

O+i e ^+r+llV,...,C^+l e p^^w, Q+,+2 e p^2^...,^ e p^w
Le premier point vient de (1) =^ C, e pW ̂  D, e W ̂  C, ç ̂ +1^ +^+^ ̂  CQ G
p^TV, G^ ç pl~}~lW^\p^W (i > 1). Le deuxième se prouve par récurrence sur r : le cas r = 0
vient du premier. Par récurrence (au cran r — 1) et en utilisant les r dernières équations
de (1), on a d <E p^W (r < i < m) et A e T^W (2Z + r + 1 < i < 21 + 2r < m).
Par le même argument que dans le cas l < 0, on en déduit CQ, ..., Cr-i G p^W, donc
Vz e {o,..,m},C, e p^W ^ ^ e p^W ^ C, e ^+ r+ lw+pwïy ^ C, G
^^+r+ip^ n^lV, r + 1 ̂  z ^ m (attention, les valuations précédentes sont loin d'être
optimales en général). On en déduit :

• si 0 ^ m < 21 + 1 (l ^ t - 1), on a m ^ t + ; d'où m-t <l < Vp(Ci\ \/î
• si m = 21 + 2r (1 < r < t - l\ on a m - ̂  < 21 + 2r - (l + r) = ; + r < Up{Ci\ V%

• s i m = 2 ^ + 2 r + l , d e m ^ 2 t o n a r < ^ - ^ - l e t m - t = < + r + ( Z + r + l - t ) <
^ + r <, ^(C7,), Vz

On a donc toujours <^) e p^1^ si ?/ e Fil^^M d'où le résultat. D

Par la faible admissibilité de D, (6.2.1.1) et (A.3), on en déduit :

COROLLAIRE 6.2.1.2. - Avec les notations précédentes, -^-^{FiV^M} engendre M.
comme S-module i.e. M. est fortement divisible.

Par (4.2.1), ceci démontre le théorème (6.1.1.1).

6.2.2.
Pour démontrer (6.1.1.2), on va expliciter deux éléments X et Y de FiV^M. tels

que ^(X) et ^(Y) engendrent le 5-module M. Si {CQ,...,C^ e K^\ on pose
DQ = 0 et D, = El^o ̂ T^Ck (1 < i < 2t).

Si 1 > t : on pose X = ̂ (d + (^(A)^r) et Y = ̂ -3-2yy où Y ' est l'élément
de Fil^^M construit en (6.1.2.1) avec^o = 0 et Co = 1, C^ = ... = C/+i = 0,
C, = -(^-^(A))-1^1^1?, i G { ^ + 2 , . . , 2 ^ } (Co = 1, C, = 0, z G {l, . . ,2t} si
l > 2t - 1). On vérifie facilement que p ^ Y ' e M H Fil2^1!) puisque :

^W = ̂ -2 (^+1 (^ + ̂ (^^r) +^2(^ - ̂ )) ̂ pSî) )

-2^) = ̂ -3-2t (£ CI f^^) f6! + ̂ ),gî) +^-^(^) f^T2!'
^î'^O - \ ^ >
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Finalement, on a w,w' e 5*, w7' e 5 et Z e Al tels que ^-(X) = wQ^-^r) + pZ
et ^(y^^ei+^À^WV^) d'où le fait "que ^(X) et ^(V)
engendrent le 5-module A4 dans ce cas.

Dans la suite de (6.2.2), on suppose / < t - 1.

Si 1 < 1 <: i - 1 : soit r = t - l, 1 ̂  r < t - 1, on pose X = ̂ -^y-1^ et
y ^ ^-3-2yy/ ^^ ;

21-1 21
C2 ^2

^-E- cx ̂ ^-f P-^- }etYf=^- (Cï(e^\- K^
.y^

^ ^ v \ p 1 ) p ) ^^\ V ^/ p
où (C^cx^t-i et (C^cxi^t sont les uniques éléments de W (voir ci-après) qui
satisfont respectivement les équations :

^=1, C^.^C^^O
c^, = -(p\ - ̂ (À))-v+lp^..., c^ = -(p\ - ̂ wrv^D^

x x x- - r^a =0, D. = ... = D— ... — ^97 =0^2l-\-r-\-l — • • • — ^2l+2r-l — u? ^2^+r+l — • • • — ̂ ^r-l —

(les 2(r — 1) dernières équations disparaissent pour r = 1)
r ^y i ^y ^y n
°0 - -'-^ ^r+l - • • • = °r+f+l = u

C^ = -(pÀ - (^(À))-1^1^^. -, C^ = -(pÀ - ̂ -V^D^

Y y=0, J9 =D =0a2Z+r+l — • • • — ^2l-\-2r — ^5 ^2^+r+l — • • • — 1^2l-}-2r —

(X,
que
syst

çX
^î,r

et (

çr
^/ ,r

y (
po

ème

que

r ^ ^

E FUP-^M
ur r > 2, (
a •

( l ) 2 / + r 4 - l

2 ^ + r
/ j \ 2 / + r + 2

2^ + r + 1

( l ) 2 / + 2 r - l

v 2 ^ + 2 r - 2

(cni<i<r
, ( l ) 2 / + r + l

2 J + r
( l ) 2 / + r + 2

2^ + r + 1

( 1 ) 2 < + 2 .

v 21 + 2r - 1

par
c^

cî
cf

nX•-'i

est

cX
cï

cï

(6.
)l^

+

+

+

solu

+

+

+

[.2.1) et un calcul
<r-i est solution

(-l)2'^ ^x
2l+r-ïc2

(-l)2'^ ̂
2 < + r c2

(1)2^.-.

2 < + 2 r - 3 -'

ition d'un système

(-l)2'^ ^y
2 ^ + r - l c 2

(-l)2^^' -,y

îl + r c2

(-l)2^2'--1 y

21+îr-2 ï

facile
d'un

+ .. .

+ . . .

+ . . .

dans

+ ..

+ ..

+ ..

). Un examen de ces
système dans W qui

, (-i)2'^-
' 2l +2 cr-1

, ( - l ) 2 ^ 4 ^
' 21+3 cr 1

, (-l)2'^1 ̂
' 21 +r cr-i

W qui modulo p est

i (-l)2i+2cy
• ' 2 J + 1 r

i (-l)2'+3cr
• ' 2 / + 2 cr

,. (-l)2^1^
• ' 2 / + r '•

équations montre
modulo p est le

(-l)2^^1

2^ + r + 1
(-l)2^^2

2^ + r + 2

( l ) 2 W r - l

21 + 2r - 1

le système :
(1 )2 /+ .+1

2/ + r + 1
(-l)2^2

2Z + r + 2

/ i \ 2 / + 2 r

2 / + 2 r

Comme en (6.2. l.l), S^ et 5 ,̂ correspondent à des matrices de Cauchy de déterminant
non nul dans Fp et les (C^) et ((7^) sont donc déterminés de façon unique dans W.
De plus, on a C^ e W et C^ e W\
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Si 1 <, 0 : on pose de même X = v^-^p^X' et Y = v^-^p'Y' avec :

^^E^f^f^+^+^^ety'-y-^fcr^+À^+A^)^ p ' v v p'/ p / é ^ v v p'/ p /
où (C'x)o<^<2t-l et (C^o^K-zt sont les uniques éléments de W qui satisfont
respectivement les équations :

C^ = 1, Cf = C7^ - ... = C^_, = 0, (pour t ̂  2) D^, = ... = ̂ -i = 0

^0 = ^ ^t+l = ^t+2— = ^2t = °î ^t+1 = • • • = ^2t = °

C'est équivalent à demander que (C^K^i-i (resp. (0^)1^^) soit solution du système
S^ (resp. %) dans W. On a aussi C^ e W* et G^ G~W*.

Le lemme suivant sera utile :

LEMME 6.2.2.1. - On a D^ ç W si 1 ̂  l ^ t - 1 et D^ ç W si l < 0.

Preuve. - On considère chaque équation modulo p. Pour 1 < l < t — l e t r > 2
(rappelons que l + r = t), on a C^ = ^ ^ g x \, 1 ̂  % < r — 1 où A^ est le déterminant
de S^ une fois remplacée la î-ième colonne par la colonne de droite. Mais on voit
facilement que (modulo p) :

r-1 ( i\2t-r-i-\-l 1 r-1 / i\2t-'r-z+l
nx _ V^ (~1)_____^x _ 1 V^ {~1-)_____A
^t-r-Z^ 2 t - r - z l ~ detÇS^)^ 2t - r - i l

i=0 v ^'r/ 1=0

(où Ao = det(S^)), soit det(S^)D^_^ = det(S^) (au signe près) en développant
det(S^) par rapport à la première ligne. Les déterminants étant inversibles, on a le
résultat. Pour l < 0 la preuve est similaire. D

Un calcul facile donne :

—m\ fe'+•t'w-^
^,y,)=^'e( ^
P?-^ ) ) \ P

OU

/c^CO) + ccj>(Cf) + ... + c2*-^^-!)) c(^(D^) + c^D^) + ... + c^-^ÇD^-i)) \

~\ ^(C7oy)+c^(Cly)+...+c2^(^) ^(^oy)+^?ly)+...+c2^(^) )

Le fait que -^{X) et -^ (Y) engendrent le 5'-module M. découle alors de :

PROPOSITION 6.2.2.2. - Avec les notations précédentes, Q ç. GL^(S).

Preuve. - La matrice Q est à coefficients dans W^[[7p(^)]] qui s'injecte dans S, il suffit
donc d'avoir Finversibilité modulo ^p(u} et modulo p. On voit facilement que Q est alors
la matrice en (6.2.2.3) en multipliant la première ligne par —1. Par (6.2.2.1) et puisque
C^ ç W* si 1 < l < t - 1, C^ G IV* si l < 0, le lemme (6.2.2.3) permet de conclure. D
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LEMME 6.2.2.3. - On a les égalités suivantes modulo p et au signe près :

321

C^ - Cf + ... + (-l)-!^ D^ - D^ + ... + (-l)^-^_ Y r^X2t-r =07^r^Y /^Y \ i / i\r^y pV pY i i / i\2t-rnr — ^r -u2t-r
^O - °1 4-... + (,-1; 0^ l̂ o ~ JLr! +...+(-1) JJ2t-r

si 1 < l < t - 1 et

\C^ - Cf + ... + (-ly-^ D^ - Df + ... + (-l)^f^o — ̂ i
^y ^yOQ - Oi

Vn^_ ^y T-)A
— ^t ^t^ - cr +... + (-i)^r D^ - D\ +... + (-i)^r

^î l < 0.

Preuve. - On donne la preuve pour 1 < l < t— 1, l'autre cas étant similaire. Je n'ai trouvé
d'autre démonstration qu'un calcul d'algèbre linéaire horrible, mais facile. On rappelle que
t = l + r, D^ = D^ = 0, Pf = D^ = 1 et, modulo p, Cf = 0, i > r et Cj = 0,
% :> r + 1. Tous les calculs ci-dessous sont modulo p. Afin d'éviter un foisonnement de cas
particuliers, une expression qui n'a pas de sens pour une valeur permise d'un paramètre
sera convenue nulle (exemple : ^C^iG'-) = 0 si r = 1).

Soit A le déterminant à calculer, puisque :

2t-r 21 „ r 2t-r . 2t-r-j

E(-lw=E-E(-l)^+lc7r+ E - E (-l)t+l(7?t
î=l j=l J i=0 j=2l-\-l J z=0

(resp. avec X), on a au signe près (C^ = 0) :

| r—l r — j

E (-1)'^ E^^1^
i=r-j-\-l^E 2l +j

i=0
r - jj=i E (-i)1^ E^)^

î=r-j+l i=0

Posons ^ = Cj - Cf, 0 < i < r - 1, on a :

r , r r - 1

^E^rU E (-l)^-l^+ E (-^^(^n-^J-A'
^2l+3^-^i'=9 J L ,—,p_. i l Kn<r-i -Il^n^r-j

r-j+l^m<r-l

où A' = (-lYC^ Y,^ ̂  E^-1)^- une réindexation soigneuse donne :

r—l rr—1 r-1
-l)^-l^ , ^xv- (-1)^.l-^^ Vi ^X Y^ >.-J-^ ^( D A = E E 2;+î '+ i - î 1 ^ 2 ^ + r + î - î - lj-=i i-t=j •' i^j

r-l (-i)^'^+-+^-iE3-1 ̂  21 + r - i + 1

r-l E (-ir^c^ -^+E
„22'+-' ,<.<.-,

r-j+l^m^'r-1
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En faisant la différence des deux systèmes S^ et S^, on déduit

___1)^^ (-l)^y , . .. ,

^ 2 l + r + J - i = 2 ^ ^ j c t î l ^ ^ r - lE

En coupant la somme et en multipliant par C^, on génère les équations pour 0 < k < r — 2
e t f c + l < j ^ r - l :

çX^ (-1)^-^ ^ (-1)^^ ^XY^ (-l)^.
f c z - ^ 2 ^ + r + J - % - f c 2 Z + j - f c Â ; z ^ 2 ^ + r + J - ^ - f c

Z—J Z—l

En les injectant dans la première somme de (1) et en réindexant la deuxième, on obtient :

^_y^f (-1)' i (-i)^ çx , . (-i)1^-1 ^ \
^èï ^ V 2 ^ + r + J • - ^ + 2 l + r + j - ( i + l ^ l ' - 1 2^ + r + 1 - i^^)

__ / î)^ î (_i).-,^ , (-ir^^ ^
^ è ^"^^^ r-J+l 2/+, cr-^2 + - + ̂ T^^-^

, / -.xT-^yV^^ 1 , ~^- ^ix , , ("l)'7 nx \ A /+(-1)^ ^^21^+^+^-1^ +•••+-2^+^^-1J-A

soit :

r-2

A=^^P,
1=1

+ gw. + (-')'^ E(̂  + ̂ iT^T^ + - + ̂ -^y^
avec :

P = V ^ ^l)t , (-l)i+l ^ 1 | (-l)^-1 ^x ^
1 . ^ V 2 < + r + j - î 2 J + r + j - ( î + l ) 1 2/ + r + 1 - i ^-\

r—* T—1 (- -nfc+»
Q.'E E (^^

j=2 fc=r-j+l i j

—^ / f_iv+j f_iv+j+i f-n^-i \— \^ f J—z——r^ -^ v 1^___r lx -i- -L ^ -^___rtx \
~ ̂ \21 + r - i 3 2Z + r - i - 1GJ+1 • "• ' 2^+J-z+lG r-^
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Par définition de 5 ,̂ on a Pi + Qi = 0, 1 < i < r — 2. Après réindexation du restant,
on trouve :

r-1 r-1 / n j - îA = (-irc^ y y L-1—GX. - A'v ) r Z^Z-^ 2 Z + z J

î=l J=Z

= (-1)^ E ̂  Ï/-1)1^ - (-1)^ E 2^ ̂ {-1YCX

-( ,YcY^(-^r^cx 1 c '̂l
- (-1) ̂  [2^ 2Z+ j c7^ - 21^"° J

r ( —l^-J+l/ -nr^y y^ \ 1/___^x / -i\r^yn^ n
= (-1) ^r ̂  ~>^~~cr-j = (-1) ^r ^t-r u

3=1 ' 3

6.3. Les exposants de l'inertie modérée

Nous prouvons ici (6.1.1.2). On rappelle que M. est le réseau fortement divisible
de (6.2.1). Si M est un objet de MF{^~2 (2.4.1), on appelle poids de la filtration les
entiers i tels que FiVM / Fil^M. Si pM = 0, on rappelle que l'inertie modérée
agit sur la semi-simplifiée de la représentation galoisienne associée par des puissances
des caractères fondamentaux. Ces poids sont alors les chiffres en base p des exposants
des puissances ([FL], 5.3).

PROPOSITION 6.3.1. - Avec les notations précédentes, À4/pM. provient de la catégorie
A^F^"2. Les poids de la filtration sur l'objet correspondant sont les suivants :

(0,2^ + 1) si l > t,
(t - l,t + 1 + 0 si 0 < l <, t,
{t,t+ 1) si l < 0.

Preuve. - Modulo p, il est clair que N\M/?M = 0 et que, si M/pM désigne l'objet
de A^"2 correspondant à M/pM (2.2.2.1), on a ^^(Fil^ÇM/pM)} = M/pM
(utiliser les formules donnant (f)p^(X) et ^-2 (Y)). En raisonnant comme en (3.3.4), on
en déduit que M/pM est muni d'une structure d'objet de MFj^"2 et que M/pM est
isomorphe dans M^ à k^/u1' 0^ M/pM. Notons X et Y les images de X et Y dans
Fil^^ÇM/pM), un calcul facile donne :

si l >. t, X = ̂ .(ei + ^(À)^r) et Y = -^(A)^-2-^1^^ si / > 2t - 1,
y = (-(^(À) + (-1)^ + l)-1^1).^-2-^^1^^^- si t < l < 2t - 1, donc
p^ e Fil^ÇM/pM) (et ei + ^(À)^r e Fil°(M/pM))

si 1 < l < t - 1,

x - ̂ À)-1^^-2-^0.^ +^W-^)
+ (_^(^^X_^,-2-(^+1) ̂  ̂ ^p-2-t)^

y = (-^(A)^-2-^1) + ̂ ^i^-2-^.62
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et comme C^ e IV* et D^ e W\ on déduit ^ G Fil^^ÇM/pM) et d +0(À)-^r e
Fil^ÇM/pM) p p

si Z < 0,

X = C^-2-^^ + ̂ A)^')-^^.62^^^-^^

Y = C^-2-^ ( (e. + ̂ A)^) -^(A),-^)

et comme Cf e W* et Df ç W\ on déduit ei + ^(A)-^r - ̂ (A)^-^^ e
Fil^ÇM/pM) et ^ G Fil^M/pM). D ^ ^

Par ([FL], 5.3), ceci achève la preuve de (6.1.1.2).

Remarque 1. - On montre facilement que, dans le cas d'une représentation semi-stable
à poids de Hodge-Tate entre 0 et p - 2 et provenant d'un Tïo-module filtré naïf (5.2), les
chiffres des exposants de l'inertie modérée sur la semi-simplifiée module p sont encore les
poids de la filtration sur le module filtré (comme dans le cas cristallin).

Remarque 2. - L'image essentielle de la catégorie Al^"2 dans Repz (G) est une
catégorie abélienne de représentations galoisiennes de longueur finie, stable par somme
directe, sous-objet et quotient dans Repz^(G) (les deux derniers faits se déduisent du
résultat analogue pour la catégorie image essentielle de MF_{^~2, et du fait que ces deux
catégories ont les mêmes objets simples (2.4.2.2)). Cette catégorie peut donc se prêter à
l'étude des déformations de représentations p-adiques semi-stables (voir [Mal]), au moins
dans le cas de dimension 2, avec la restriction habituelle sur les poids de Hodge-Tate.

A. Modules fortement divisibles et modules faiblement admissibles

Les résultats de cet appendice m'ont été indiqués par le référée.

Soit M. un module fortement divisible (4.1.1.1) et D le (<^7V)-module filtré de
MFj^((^ N) qu'on lui associe en (4.1.1). On montre ici que D est faiblement admissible.
Dans le cas d'un réseau fortement divisible "classique" ([FL], 7.7), le résultat est dû à
Laff aille ([La], 3.4). Commençons par un lemme :

LEMME A.l. - Soient m e N*, M un W[u}/(u - p^-module libre de type fini,
T) == Ko ^w M et M = M/uM. Soient V C V un sous-Ko[u]/(u - p)^-module,
M' = T>' H M et M' l'image de M' dans M. Alors IgwÇM/M^ = dim^^/V).

Preuve. - On définit une filtration positive décroissante sur P par :

FzfP = V + (u - pYV si 0 < i <, m

Fil'V = {u - pY-^V si m < i ̂  2m

Fil'V = 0 si 2m ^ i

et on pose Fil'M = Fil'T) H M et Fil'M = ImÇFU'M -^ M). En particulier,
Fîl^M = M' et Fil^M = M'. Les gr^M sont des W-modules libres de
rang fini. Comme (u - j))F%r.A/f C Fil^M, on a pFil'M C Fil^M et les

4e SÉRIE - TOME 31 - 1998 - N° 3



CONSTRUCTION DE REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES SEMI-STABLES 325

gr^^M sont des fc-espaces vectoriels de dimension finie. Pour tout z ç N, on a
dïmk(grp^M) = rgw^grp^M). En effet, la surjection canonique grpuM -^ ^r^M
entraine déjà àïmk(grp^M) <rgw(g^p^M), et d'autre part :
^>odimfc(^r^M) = IgwM = rgwM = dirn^ = ^O^A-O^F^) =
Y.^w{gr^M) d'où l'égalité. Mais alors dim^W^) = E^oldim^o(^^^) =
ET^^wÇgr^M) = E^^kÇgr^M) =lg^(M/M') puisque F-i.l^M = M'. D

COROLLAIRE A.2. - Soient A4 un S-module libre de type fini, V = SKQ 05 -M et
M =W 0s, fo M où fo : S -^W, -fi(u) ̂  0 (i > 1). Soient V C T> un sous-S ̂ -module
tel que F^S^^ C V, M' = V H M et M' l'image de M' dans M. Alors M/M' est
un W-module de longueur finie et on a IgwÇM/M') = â^mj^P/P7).

Preuve. - Soient P = P/FzP^o.P, M = M/FUPS.M, M = M/pP.M et î>\ M',
M' les images respectives de P', M', M ' . De FiIPS^.V C V\ on tire V/V ^ î > / I ) 1 ' .
On a aussi (u -_pY .M C F'UPS.M C M' d'où pPM C M' et M/M' -^ M/M\
M/M' -^ M / M ' . D'autre part. M' est l'image de M' dans M et M' = V H M
car FUPSKo'^ C V. Le résultat découle alors de (A.l) appliqué à M, V et V avec
m = p. D

PROPOSITION A.3. - Soit D un objet de dimension finie de MFj<y(<^7V) (4.1.1) tel que
Fil°D = D et FUP^D = 0, P l'objet associé de MJ='s^, (^AQ ( [ B r 2 ] , 6) et M C V
un sous-S-module tel qu'il existe une base (ei,. . . , e^) de P sur S^o et des entiers c > d
vérifiant p0. Ci^n S.e, C M C pd. Ci<z<n S.e,. On pose FUP-^M = FiIP-2^ H M
et on suppose (t)(FilP~2M) C pP~2M, alors :

( i ) tn(D) < t^ÇD) (c.f. 4.3)
( H ) supposons de plus M libre de type fini sur S, alors tii(D) = t^ÇD) si et seulement

si (^{Fil^M) engendre pp~2M sur S.

Preuve. - (i) Si x e M, on a (t){(u-p)P-2x) = c?-2??-2^) G pF^M d'où (j){x) ç M
puisque c e 5* i.e. (f)(M) C M. Soit M l'image de M dans D ^ Ko 05^ jo p

(/o '' SKQ —> Ko,^(u) ̂  Q,i > 1) : M est un réseau de D tel que <^(M) C M d'où
tN{D) = \gwÇM/(t){M)) ([La],1.5). Soit Fffl-^M l'image de Fil^M dans M, on a
^{Fil^M) C j9p-2M d'où, en posant n =dim^I^ :

IgwÇM/FU^M) = ̂ (^(MV^FzF-^M))
- IgwÇM/^Fzl^M)) - lgw{M/^(M))
> IgwÇM/p^M) - lgw(M/^(M))
= { p - 2 ) n - t N ( D )

Pour 0 <, i < p - 2, soit Fil1 M = Fil'V H M, comme F^fi^.P C Fil'V, gr^V
est un Ko-espâce vectoriel de dimension finie et comme SKQ 05 Fil1 M = Fi^V,
Q^FuM est un VF-réseau de grp^V. Soit F^M l'image de Fi^M dans M, comme
(u — p^F^M C Fil^M, gr^^M est un Â;-espace vectoriel et la surjection TV-linéaire
^Fz^ -> 9^Fzi^ entraine dim^r^M) ^rgw(gr^M) =dimK,{gr^V) d'où
igwÇM/Fil^M) <dimKo(P/F^JP-2P)• Mais si (e,)i<,<^ est une base de P adaptée à
la filtration (voir l'appendice de [Br2]) et si r^ est le plus grand entier dans {0, ...,p — 2}
tel que e, G Fil^V, un calcul simple donne dimj^P/F^-2?) = ELiO9 - 2 - r,) =
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(p - 2)n - EILi r i = { p - Ï)n - tn(D) d'où IgwÇM/FU^M) < (p - Ï}n - tn{D)
qui donne (i) par la précédente inégalité.

(ii) Le corollaire (A.2) appliqué avec V = FiV^V donne dans ce cas
^wÇM/FiIP^M) =dimKo (PIFil^V) = (p - 2)n - tn{D) et il est clair que la
première inégalité est une égalité si et seulement si (|){F^lp~2M) •==- p^^M ou encore si
et seulement si (pÇFi^^Ad) engendre p^"2^ sur S. D

THÉORÈME A.4. - Soit M un module fortement divisible, V l'objet de MJ^SK (^•^0
associé à M (4.1.1) et D l'objet de MF^^.N) associé à V ( [ B r 2 ] , 6). Alors D est
faiblement admissible.

Preuve. - Par (A.3, (ii)), on a tii(D) = t^ÇD). Soit D' C D un sous-I^o -espace vectoriel
de D stable par cf) et N. On pose FzVD' = Fi^D H D1 (r ç Z) : {D1\ F i V D ' , (f), N) est
un objet de MF^o^i N) de dimension finie et il suffit de montrer tn^D'} <_ t^^D'). Soit
V l'objet de M^SK (^-^0 correspondant à D' ([Br2],6) : c'est un facteur direct
de V stable par (f) e°t N tel que F^V = FW H V. Soit M' = V H M et
Fil^M' = FîlP-^V H M\ on a donc ^(Fil^M') C p^M' : par (A.3, (i))
appliqué à D' et M', on a ^(D') < ^(-DQ d'où le résultat. D
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