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UNICITE FORTE A L’INFINI POUR KDV

Luc ROBBIANO!

Abstract. In this paper we prove that if a solution of KdV equation decreases fast enough (i.e. like

e " where o > 9/4) and if the Cauchy data is null for z large enough then the solution is zero. We
prove a Carleman’s estimate and the uniqueness result follows.

Résumé. Dans ce papier nous prouvons que si une solution de KdV est suffisamment décroissante a
Iinfini (c’est-a-dire comme e~*" olt a > 9/4) et si la donnée de Cauchy est nulle pour « assez grand
alors la solution est nulle. Ce résultat est la conséquence d’une inégalité de Carleman adaptée a la
décroissance de la solution a 'infini.

Classification Mathématique. 35Q53, 35A07.
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1. INTRODUCTION

Le but de cet article est de démontrer un résultat d’unicité a I'infini pour KdV linéaire. Nous nous sommes
inspirés d’un résultat de Kenig et al. [7]. Rapidement décrit, leur résultat est le suivant, soit v une solution de
Pv =0 ou P a pour partie principale 9; + 92, si v(0,7) = 0, v(1,2) = 0 et |v(t,z)| < Ce™P%, pour tout ¢ € [0,1]
et tout x > 0, alors v = 0. Il est bien clair que le résultat est aussi valable si v = 0 sur t = t; et ¢t = t2. Ici nous
démontrons un résultat analogue mais en supposant seulement que v = 0 sur ¢ = 0. Par contre nous faisons
une hypotheése beaucoup plus forte de décroissance a 'infini, en effet nous supposons que |v(t, z)| < Ce™" on
a>9/4.

Il faut également citer un certain nombre de résultats qui sont reliés au probleme. La propriété de prolonge-
ment unique est connue pour KdV. Elle a été prouvée par Saut et Scheurer [9]. Cette propriété signifie que si
v est une solution de KdV, et si v s’annule sur un ouvert contenant (to, z¢) alors v(tg,z) = 0 pour tout z. Une
telle propriété est vraie pour des équations du type la chaleur (voir par exemple Saut et Scheurer [9], Fursikov et
Imanuvilov [6]), et pour des équations du type Schrodinger (voir Lascar et Zuily [8]). Des résultats de régularité
analytique sont connus pour KdV (voir Bourgain [4], Tarama [10]), qui ont pour conséquence des résultats de
prolongement unique.

Mots-clés et phrases : Korteweg de Vries, unicité, inégalité de Carleman.
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2. HYPOTHESES ET RESULTATS

: t b(t t
Notons P = 0, +@£ + a( am)ai n ( ,;E)aac . e ,B:E)
X €T T

C>0,6>0et K >0 telles que Vo > K et Vt € [0, 9] alors |a(t, z)| + |b(t, z)| + |c(t, z)| < C.

ou a, b et ¢ sont des fonctions L. Précisément, il existe

Théoréme 2.1. Soit v(t,x) une fonction C' en temps et C3 en espace, on suppose qu’il existe K >0, § > 0,
j=3

C >0 et o> 9/4 telles que pour tout x > K, pour tout t € [0,6], alors Z |820(t, )| + |Opo(t, )| < Ce ™.
§=0

Alors, il existe K' > 0 telle que si Pv(t,z) =0 et v(0,2) = 0 pour x > K et t € [0,0], alors v(t,z) = 0 pour

x> K ettel0,1/K'].

Ce résultat repose sur une inégalité de Carleman que nous allons décrire.

Plutét que de travailler & l'infini nous allons nous ramener pres de 0. Notons u(t,z) = v(¢,1/z). En
notant X = 1/x ot X €]K,+oo[ (X clest la variable z du Th. 2.1) et = €]0,1/K[, on a dx = —220,,
0% = 22%0, + 202 et 0% = —62*0, — 62°02 — 2502. De sorte que l'opérateur P s’écrit dans les nouvelles

variables Q = 9; — 2902 + a(t, )2°02 + b(t, )2*0, + c(t, z)x>. Les fonctions a(t,z), b(t, z) et c(t, z) se calculent
a partir des coeflicients a(t, X), b(t, X) et ¢(t,X) de P. On vérifie facilement qu’il existe C' > 0, € > 0 telles
que |a(t, z)| + |b(t, z)| + |e(t, z)| < C pour x € [0,¢] et t € [0, 4].

Théoréme 2.2. On suppose que u, Oyu, 02u, O2u, et dyu sont bornées. Soit o > 9/4, il existe 3 > 0 tels que
si u(t,x) est a support dans {(t,z),t < 3§, 2> < (6 —t)%, 0 < x}. Siu(0,2) =0 pour x < zo ot x9 > 0 alors il
existe C > 0, v9 > 0 telles pour tout v = v , on a

Alles 00" 5555 — 1) B 92ul|? + 42 e "0 = H A — ) F O, (2.1)
+75|‘GW$70(6—t)Bx—STa+3(5 _ t)%ulﬁ + ’y”e,yx*a(é_t)ﬁl‘_%_i_%((s _ t)g_%aluHQ
+73|‘e'yw*a(6—t)5x—37"+%(5 _ t)%—%uHQ + ,yHe,m.—a(é_t)Bx_% ((5 _ t)§_1u||2

< Cfler® "0=0" Qul|2.

Dans ce théoreme u est a support compact. Toutes les expressions sont donc finies. Si u et ses dérivées sont
suffisamment décroissantes en = 0 (2.1) sera encore vérifiée par u. Cette remarque sera précisée dans la preuve
du théoreme 2.1.

Commentaires. Le théoreme 2.1 et le résultat de Saut et Scheurer [9] (unicité & partir d’un ouvert) permettent
d’obtenir un résultat d’unicité globale pour ¢ € [0, ] et z € R.
L’hypothese d’annulation est tres forte mais si nous notons

a = i(1 + 253 — 3oz 20§ — 1)%P42¢ — 62%¢)
b= Bz7%0 — )P Iy 4 30z (5 — 1)Pye? — P2 730F3(5 — )33 + 62°¢2

qui sont les symboles principaux des opérateurs A et B définis ci-dessous, le calcul du crochets de Poisson

1
={b,a} sur b =0 est égal &
i

B

yrTY(5 —t)P <144a(a — D%t +126(5a — 6)x°(6 — )12 + 5(4045 —96—a)(d — t)2> . (2.2)

Ceci n’est positif que pour o > 9/4. Si a < 9/4 ce crochet peut étre strictement négatif et généralement dans
ce cas on ne peut pas prouver 'unicité et dans de nombreux cas on peut construire des contre-exemples (voir
par exemple Alinhac [1], Alinhac et Baouendi [2]). Néanmoins cette condition de décroissance n’est justifiée
que par des raisons techniques, dont la pertinence est un probleme ouvert.
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Si on se place dans le cadre Kenig et al. [7], c’est-a-dire si on suppose de plus que v(1,z) = 0 pour x > K,
alors on peut utiliser un poids avec 8 = 0. On voit que le crochet ci-dessus est strictement positif des que a > 1
et identiquement nul si & = 1. Il semble donc que si la technique d’inégalité de Carleman en norme L? utilisée
ici ne donne pas les résultats optimaux, elle permet de s’en approcher. Kenig et al. [7] utilisent des inégalités
de Carleman dans LP. Cette technique donne des résultats plus fin mais est beaucoup plus difficile a mettre en
ceuvre. La technique L? nous permet de prendre des poids qui dépendent de ¢. Il n’est pas clair qu’on puisse
prendre de tels poids dans la technique LP.

Le poids utilisé est & rapprocher des techniques d’éclatement de Baouendi et Zachmanoglou [3] qui consiste

N . . —a . . N .
a poser X = et ensuite de prendre un poids €?* °, ce qui revient & prendre un poids de la forme

(6 —t)t
e . Ici nous n’éclatons que du coté t = §. Il faut remarquer que si nous essayons d’éclater du coté
t = 0 ou des deux cOtés, le crochet n’est alors jamais positif méme en prenant « tres grand. Ces calculs ne
donnant pas de résultats montrent d’'une part, qu’il ne faut pas croire qu’il suffit de prendre des données a
décroissance tres rapide a l'infini pour obtenir un résultat, d’autre part que le sens du temps joue un role dans
ce probleme.

Dans la preuve nous n’utilisons pas le calcul symbolique. Le calcul du crochet de a et de b est plus aisé que
les intégrations par parties faites plus bas mais d’une part nous ne savons pas dans quelle classe de symboles
il faut se placer pour que le calcul symbolique soit correct, et d’autre part, nous aurions besoin d’une inégalité
de Garding, qui n’est pas simple & démontrer dans des classes analogues & celles de Colombini et al. [5]. Bien
stir, nous pensons que de telles classes de symboles seraient nécessaires ici. Le calcul fait plus bas est peut
étre pénible mais completement élémentaire. Les étapes en sont claires et suivent celles des preuves par calcul
symbolique. Premiérement, on calcule le crochet [A, B] ou d’une fagon analogue, on intégre par partie les termes
de 2Re(Au, Bu), deuxieémement, on se place sur a = 0 et b = 0, c’est-a-dire, on élimine les termes en d;u grace
a A et y3u grace & B, ce qui permet d’obtenir une expression dont le symbole est celui de la formule (2.2).

yr T (6—t)*t™

3. DEMONSTRATIONS

Commengons par prouver le théoréme 2.2. Nous pouvons supposer que @ est égale & 9; — 2°93. En effet les
termes d’ordre inférieurs sont facilement majorés par

Cller® =07y 845§ — )2 92u)? + Cller® " g F (S — 1) F O,

b Ol 00 5 H g F

pour une constante C' assez grande. Nous utilisons ici ainsi que dans la suite que, sur le support de wu,
1 < 27%(0 — t)®. Par exemple, nous avons que

260" 2 52ul? < 77 0= 4805 — )32

ALz . . —a(s_4+\8
On peut alors absorber ce terme par le coté gauche de (2.1). Nous conjuguons @ avec le poids e7* 0=t)" et
nous noterons

Q’Y _ e'ymfa(ﬁft)BQef'ymfa(ﬁft)ﬁ

on obtient que Qy = A+ B + Ry, avec

A= 8, — 2802 — 3022720 (5 — t)%420,
B = Bz (0 — )" "1y — 3az7"5(6 — t)Py02 — ol 335 — 1)3043,
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L’inégalité (2.1) est donc équivalente & la suivante,

Ve F6 — )2 0u)? + e FHE — 1) T Oy (3.)
7l E G ) Tl + e EEG - 0)F ol
0l FHEE = )F Rl e B (-0 )

< C)|Qqul.

En effet, il suffit de remplacer dans (3.1) u par ¢’ “(*=9”y pour obtenir (2.1). Le terme Ryu est un reste car
| Riul|? est majoré par — fois le terme de gauche de (3.1). Il est aussi facile de vérifier que le terme de gauche
Y
de (3.1) est équivalent au terme de gauche de (2.1).
Nous avons

(A + B)u||®> = || Au|® + | Bu||*> + 2 Re(Au, Bu). (3.2)

Calculons un & un les termes de 2 Re(Au, Bu).
Nous noterons R un terme majoré par

ell Aull? + €| Bul]® + Cella™$75(5 — )7 02l + CorP a5 H4(6 — 1) F d,ul?
+ O™ 6 =) Ful? + Cella™ 3436 — )% 2 Oyl
+ Ol 43— 0)F BulP + Celle 3 (6 - 1)f

ull?

(C1) = 2Re(dyu, B8 — )P Tyu) = (B — 1)By(u, =5 — t)°~2u)
(Cy) = 2Re(dyu, —3az= (6 — t)P~v0%u)
= 2Re(0:0ru, 3az~F5(6 — t)Pydu) + 2Re(dpu, 3a(—a + 5)x~T4(5 — t)Py0,u)
= (Dpu, 3afz= (6 — )P 1yd,u)
+2Re(Au + 250%u 4 302272914 (5 — 1)2P~420,u, 3a(—a + 5)x =45 — t)Pyd,u).

Comme | Re(Au, 2=9F4(5 — £)Py0,u)| < e||Au|? + Cov?|a= 5 +4(5 — £)% 9,ul|2 < R, on obtient que

(Cy) = 6a(a — 5)y Re(d2u, =105 — 1)P02u)
+18a3(a — 5)7 Re(u, z72+8(5 — )0 02u)
+3a8y(0pu, x5 — )P 0,u) + R

car
(P, 2008 — )Py0,u)| < ||z~ 3428 — )5 0%ul|? + 422 FH(0 — )T dpulP < R (3.3)
et
[(u, 2730576 = 1992 0,0)| < 2lla” F 0 — )% Opul? + 4 2" TR0 - )T uP < R (3.4)

(C3) = 2Re(dyu, —a®z730F3(5 — £)3F~3u) = =33 67> (u, £33 (6 — )37~ Lu)

(Ch) = 2Re(~a50%u, =2 (5 — )" qu)
= 2Re(02u, Bz~ 05 — )P~ y0,u) + 2Re(02u, B(—a + 6)z~ T3 (5 — 1)~ 1yu)
= 36(a — 6)y(Bpu, 256 — )’ 10,u) + R
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car

|(Bptt, 24 — 1) yu)| < |27 545 (6 — )7 2 0,u)® + 42|z TS — ) F Bu|? < R

(Cs) = 2Re(—2%0%u, —3az= (5 — 1)Py0%u)
= 3a(a — 11)y(2u, z=F10(§ — )% 9%u)
(Cs) = 2Re(—2802u, —a®273F3(5 — 1)303u)
= 2Re(0%u, —a3x 731§ — t)*y30,u)
+2Re(8%u, —(—3a + 9)adz 7308 (5 — 1)03y)
= (Opu, (=3 + 9)x 385 — ) y30,u)
+2Re(d2u, —(—3a + 9)alz 398 (5 — 1)3F~3u)
= 3(3a— 9)ay3 Re(u, 272486 — 1)*°0%u) + R

en utilisant la majoration (3.4).

(C7) = 2Re(=3a2z7 22445 — 1)20420,u, Bz =5 — t)°~Lyu)
= 302 (—3a + 4) B3 (u, z73T3(5 — )37~ 1y)

(Cg) = 2Re(—3az 7245 — )% 420,u, —3ax~5(6 — t)Pyd2u)
= —903 (=3 + 9)v3 (Opu, z72T8(5 — 1)*PD,u)
= 903 (=3a + 9)73(u, 273286 — 1)*°9%u) + R

en utilisant la majoration (3.4).

(Cy) = 2Re(—3az 244§ — 1)%420,u, —a®z73F3(5 — 1)3843u)
= 3a° (5o — 7)Y (u, =5F5 (5 — £)%Pu).

En regroupant les termes de (C1) a (Cy), on obtient que,

2Re(Au, Bu) = 9o — 7)y(02u, x=F10(5 — )P 9%u)
=360~ (u, £ 7308 (6 — )37 9%u)

+30a° (5a — 7)7° (u, z7°+5(6 — 1)°Pu)
+6(a — 3)By(Opu, x~T2(6 — £)P710,u)
—120%(a — 1)y (u, 2 =3F3 (5 — 1)~ 1)

+(8 = 1)y(u, 270 — )" %) + R.
Nous allons maintenant utiliser ’égalité

37335 —1)30y3u = —Bu+ Bz7(6 — t)P " Iyu — 30z (§ — t)Py02u

937

(3.6)

pour démontrer que les deuxiéme, troisieme et cinquiéme termes de (3.6) s’écrivent en fonction des trois autres

et de R. On a,

—360°373 (u, 27385 — )38 9%u)

—36(—Bu + B0 — t)°"Lyu — 3az= 56 — t)Py0%u, 2°0%u)

(3.7)

= 3607(0pu, (6 — t)P710u) + 108ay(0%u, z =105 — 1)P0%u) + R
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car |Bu, 2°0%u)| < ¢||Bul| + C ||z~ 55(6 — )3 02u||? < R et |y(u, z70+4(5 — )5~ L0,u)| < ||z~ % (6 — )5~ Lu]?
2|2 B+ — ) F o,u)? < R.
Notons Su = —Bu + Bz~ (§ — ) tyu — 3az=%(§ — t)y0%u, on a

30 (5o — 7)y° (u, = 5F5(5 — £)%Pu) = 0%(504 — 1) (Su, (5 —t) P Su) (3.8)

27a(5a — 7)y(8%u, z~T10(5 — )P 92u)
+18(50 — 7) By (Dpu, =25 — )10, u)

+%(5a —y(u, 270 — )’ 2u) + R

car %|(Bu,x”‘(5 —t)7PBu)| < ¢||Bul|> < R et |%(Bu,ﬂ(5 — ) yu — 3az®y0%u)| < e||Bu|? + Cellz=% (6 —

£)2~Lul|? + Cel|l2=3+5(5 — )2 0%u[® < R.

—120%(a — 1)y (u, 2 732F3(5 — )P~ 1u) = —12@(51@ (6 —t)"tu) (3.9)
= —368(a — 1)y(dpu, 2~F2(5 — )P~ 10,u)
712m7(u, 70 —t)""2u)+ R

(67

d’apres (3.5) et I'inégalité |(Bu, (6 —t)~'u)| < ¢||Bul| + Ce||z~5 (6 — t)g_luH2 < R.
En utilisant les calculs (3.7-3.9) dans le résultat (3.6), on obtient,

2Re(Au, Bu) = 144a(a — 1)y(02u, =106 — 1)°02u) (3.10)
+12(5a — 6) By (Dpu, =25 — )P 710, u)

+§(4aﬂ — 98 — a)y(u,z (6 — t)°~2u) + R.

Si @ > 9/4, on peut choisir 3 assez grand pour que le terme de droite de (3.10) soit strictement positif modulo R.
Les calculs (3.7, 3.8) et (3.9) permettent de montrer qu'’il existe Cyp > 0 et Cy > 0 telles que

Co(VPllz FH4 (@6 =) T dpul> + 77|~ T3 — 1) T > +3a TG — )7 Ful?)  (3.11)
< Ci(yl|lz 3435 — 1) 2 0%ul|® + 4[|z 55 (5 — 1) 2 2 0,ul|?

_a 5_
tlla™2 (@ -6 ull’) + R
< 2Re(Au, Bu) + R.

En choisissant ¢ assez petit dans tous les calculs précédents, il existe une constante C' > 0 telle que le terme R
de (3.11) est majoré par

1 1 Y B o B8
SAul? + S1Bul + Clle™ 355 = )5 02ul* + 7= % +4(5 = )% Oyl
+ O e FHE — )T u)? + Clla EE (S — 1)F 3 0,u
+ Ol F 6 - )T Hul? + Ol (6 - 0)F %
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Donc en notant D le terme de droite de (3.1), nous avons d’apres le calcul (3.2), la majoration (3.11) et pour
une constante Cy > 0, I'inégalité,

1 1 c
MA+BWW>HNM“HBMF+@D*§WWW*QBMF*;D

ce qui permet de déduire 'inégalité (3.1) en prenant -y assez grand.
La preuve du théoréme 2.1 & partir de I'inégalité (2.1) est usuelle.
j=3
Tout d’abord, si u est & support dans {(t,x), 0 <z, 2% < (6 —t)°} et si u vérifie Z |03 u(t, z)| + |Opu(t, x)]
3=0
<Ce ™ " on9/4 < a< o (o estleaduTh. 2.1) alors Pinégalité (2.1) est vérifie pour u. Il suffit d’appliquer
(2.1) & w(t,z) = xo(e *x)u(t,x) ol xo(z) = 0 pour & < 1/2 et xo(x) = 1 pour = > 1, et de faire tendre & vers
0, pour ~y fixé.

Soit x = 1 — xo posons u(t,z) = x(x*(J — t)"P)v(t,x) ol v est la solution de KAV vérifiant les hypotheéses
du théoreéme 2.1, apres le changement de x en 1/x. Nous avons donc Qv = 0 et nous pouvons appliquer
I'inégalité (2.1) & u grace & la remarque ci-dessus. Nous noterons d'une part K3 = {(¢,2), 0 < t < §/2,
0 <z %0 — )77 < 1/10} et d’autre part Ky = {(t,z), 0 <t <4, 0 < =, 1/2 < 296 —t)™# < 1}.
Remarquons que sur K, pour tout & > 0 il existe C' > 0 telle que z® > (6/2)%z*(6 — )% > Ceew "(0-0)",
Dans la suite C est une constante strictement positive qui change d’une ligne & 'autre. Nous pouvons donc
minorer le terme de gauche de (2.1) par C’e<10*5)7||’u||§(1 et nous pouvons majorer le terme de droite de (2.1)

2
par Ce?” Z |62v]|%,. Nous avons noté ||.|x, la norme L? restreinte & K;. En faisant tendre v vers +oo, on
§=0
doit avoir v = 0 sur Kj.
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