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ENVELOPPE CONVEXE DES HYPERPLANS
D’UN ESPACE AFFINE FINI

Olivier Anglada1 et Jean François Maurras1

Abstract. In this paper we characterize by the facets the convex hull
of the characteristic vectors of the hyperplanes of a finite projective
space and of a finite affine space.

Résumé. Dans cet article nous caractérisons, par les facettes, l’enve-
loppe convexe des vecteurs caractéristiques des hyperplans d’un espace
projectif fini et d’un espace affine fini.

1. Introduction

Un espace projectif fini d’ordre q et de dimension d est un objet EP constitué
d’un ensemble E de qd + qd−1 + ... + q + 1 points, d’un ensemble H de qd + qd−1 +
... + q + 1 hyperplans. Un hyperplan contient qd−1 + ... + q + 1 points, un point
est contenu dans qd−1 + ... + q + 1 hyperplans. Deux hyperplans se coupent en
qd−2 + ... + q + 1 points. De même deux points sont communs à qd−2 + ... + q + 1
hyperplans.

Il est avantageux de confondre EP et sa matrice d’incidence EP (H, E). Un
espace affine s’obtient, à partir d’un espace projectif fini, en supprimant un hy-
perplan (on dit alors que c’est l’hyperplan de l’infini) et les points de celui-ci. Un
espace affine A a donc qd points, et qd + qd−1 + ...+ q hyperplans. Un hyperplan a
qd−1 points (l’hyperplan correspondant de l’espace projectif avait qd−2 + ...+ q+1
points dans l’hyperplan de l’infini), deux hyperplans sont ou bien parallèles ou
bien se coupent en qd−2 points. Les hyperplans parallèles d’une direction donnée
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partitionnent l’ensemble des points, il y a donc q hyperplans parallèles d’une direc-
tion donnée. On s’intéresse ici aux fonctions caractéristiques des hyperplans d’un
espace projectif fini et d’un espace affine fini. Pour une hyperplan h de H son
vecteur caractéristique f est un vecteur de QE (Q le corps des rationnels) tel que :

∀i ∈ h, fi = 1, et ∀i /∈ h, fi = 0.

La propriété de partition de l’ensemble des points par q hyperplans parallèles à
une direction n’est rien d’autre que la traduction de : par un point il passe un
(hyper)plan parallèle à une direction donnée.

D’autre part il faudra éviter la confusion entre les hyperplans de l’espace affine
A et ceux du polyèdre P dont les sommets sont les vecteurs caractéristiques des
hyperplans de A !...

1.1. Quelques propriétés élémentaires

Soit M une matrice carrée de taille n de la forme aI + bE où I est la matrice
identité (diagonale principale de 1) et E la matrice dont tous les éléments valent
1, son inverse est de la forme cI + dE. En effet formons le produit de ces deux
matrices :

(aI + bE)(cI + dE) = I.

Après avoir remarqué que E2 = nE, on obtient, acI +(ad+ bc+nbd)E = I, d’où :
c = 1

a , d = −bc
a+nb = −b

a(a+nb) · Une condition suffisante d’inversibilité de M est donc
a �= 0 et a �= −nb. Ces conditions sont aussi nécessaires, E n’est pas régulière et si
a = −nb la somme des colonnes est nulle.

Soit à présent M une matrice carrée de taille np décomposée en sous-matrices
de taille p, les sous-matrices de la diagonale principale étant du type précédent,
les autres un multiple de E. Soit J la matrice (de matrices) dont la diagonale est
I, K celle dont la diagonale est E, L celle dont toutes les sous-matrices sont E.
On a :

J2 = J, JK = K, JL = L, K2 = pK, KL = LK = pL, L2 = npL.

Soit M = aJ + bK + cL. Montrons que son inverse est de la même forme, soit
a′J + b′K + c′L. Pour cela formons le produit de ces deux matrices.

(aJ + bK + cL)(a′J + b′K + c′L) = J.

On obtient :

aa′J + (ab′ + ba′ + pbb′)K + (ac′ + ca′ + p(bc′ + cb′) + npcc′)L = J,

d’où :

aa′ = 1, (a + pb)b′ + ba′ = 0, (a + pb + npc)c′ + ca′ + pcb′ = 0,
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d’où :

a′ = 1/a, b′ = −b/a(a + pb), c′ = −(c/a − pbc/a(a + bp))/(a + pb + npc).

Comme précédemment on a :

Proposition 1. Une CNS pour que M soit régulière est que a �= 0 et a + pb �= 0
et a + pb + npc �= 0.

Démonstration. En effet supposons que n et p sont supérieurs à 1, sinon on est
ramené au cas précédent. Au vu des relations précédentes il est évident que ces
conditions sont suffisantes.

Inversement si a = 0, les p premières lignes sont linéairement dépendantes (elles
sont identiques).

Si a + pb = 0 la somme des p premières lignes est une ligne dont les éléments
sont égaux à pc. Ceci est vrai aussi pour les p lignes suivantes. En conséquence les
2p premières lignes sont linéairement dépendantes.

Si a + pb + npc = 0, la somme des lignes est nulle. �

Remarque 1. On pourrait réitérer la construction de M , en considérant des
matrices dont les matrices diagonales sont de la forme précédente, on aurait un
résultat analogue.

2. Enveloppe convexe des hyperplans d’un espace
projectif fini

Les qd + qd−1 + ... + q + 1 vecteurs caractéristiques des hyperplans d’un espace
projectif fini sont linéairement indépendants. Pour s’en convaincre considérons la
matrice A(D, E) dont les lignes sont ces vecteurs. On remarque que le produit M =
AAt de cette matrice par sa transposée, est la matrice (qd−1I +(qd−2 + ... +1)E),
avec n = qd + qd−1 + ... + q + 1. Cette matrice est donc régulière et donc A l’est
aussi.

Il est clair, dans ces conditions que l’enveloppe convexe de ces vecteurs est un
simplexe de QE contenu dans la variété définie par

∑
e∈E xe = qd−1 + qd−2 + ... +

q + 1.
Remarquons que le vecteur caractéristique de tout hyperplan h′ �= h satisfait

l’égalité :
∑

e∈h

xe = qd−2 + ... + q + 1,
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par conséquent :

Théorème 1. L’enveloppe convexe des vecteurs caractéristiques des hyperplans
d’un espace projectif fini est définie par :

∑

e∈E

xe = qd−1 + qd−2 + ... + q + 1,

∑

e∈h

xe ≥ qd−2 + ... + q + 1, ∀h ∈ H. (1)

Bien entendu, la forme de ces dernières relations n’est pas unique. Cependant il
est intéressant de remarquer dans cette expression une relation d’autopolarité du
cône défini par ces dernières relations :

∑

e∈h

xe ≥ qd−2 + ... + q + 1.

3. Enveloppe convexe des hyperplans
d’un espace affine fini

Comme précédemment, les vecteurs caractéristiques des hyperplans de l’espace
affine satisfont l’égalité

∑
e∈E xe = qd−1.

On a vu que les hyperplans d’un espace affine E sont partitionnés en qd−1 +
qd−2 + ... + q + 1 blocs de q hyperplans parallèles.

Définition 1. Appelons tangle t un ensemble de qd−1+qd−2+...+q+1 hyperplans
tel que t contienne exactement un hyperplan par bloc d’hyperplans parallèles. Il
y a donc qqd−1+qd−2+...+q+1 tangles. À un tangle t on peut faire correspondre une
inégalité tExE ≥ β avec pour e ∈ E, te défini comme le nombre d’hyperplans de t
contenant le point e, et β = (qd−1 + qd−2 + ... + q) × qd−2.

Proposition 2. Ces inégalités définissent des facettes de l’enveloppe convexe des
hyperplans de l’espace affine. Ces facettes contiennent exactement qd − 1 hyper-
plans.

Démonstration. Il est facile de vérifier que les qd−1 hyperplans n’appartenant pas
au tangle t satisfont l’inégalité définie par t à l’égalité. En effet deux hyperplans
de l’espace affine sécants ont qd−2 points en commun ; soit h un hyperplan de
l’espace affine n’appartenant pas au tangle t, il est sécant avec tous les hyperplans
de t n’appartenant pas à sa classe d’hyperplans parallèles, la somme

∑
e∈E texe

vaut donc (qd−1 + qd−2 + ... + q) × qd−2. Pour un hyperplan appartenant à t, la
contribution à cette somme de lui-même est son cardinal soit qd−1. Les qd−1 +
qd−2 + ... + q + 1 autres hyperplans donnent donc la valeur qd−1 + (qd−1 + qd−2 +
... + q) × qd−2 au premier membre de cette inégalité.

Montrons à présent que les vecteurs caractéristiques de ces qd−1 hyperplans sont
linéairement indépendants. Pour ce faire remarquons qu’il y a q−1 tels hyperplans
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par bloc Bj d’hyperplans parallèles. Considérons leur matrice d’incidence A et
effectuons le produit de A par sa transposée At, posons M = AAt.

Le produit du bloc de lignes de A indicé par Bj , par celui des colonnes de
At indicé par Bj , est une matrice dont les éléments diagonaux sont qd−1 et les
autres 0.

Pour i �= j, le produit du bloc de lignes de A indicé par Bj , par celui des
colonnes de At indicé par Bi, est une matrice dont tous les éléments valent qd−2.

M est donc une matrice d’ordre np = (qd−1 + qd−2 + ... + q + 1)(q − 1), dans
les notations de la section 1.1, de la forme qd−1J − qd−2K + qd−2L. On a donc
a = qd−1 �= 0, a + pb = qd−1 + (q − 1)(−qd−2) = qd−2 �= 0 et a + pb + npc =
qd−1 + (q − 1)(−qd−2) + (qd−1 + qd−2 + ... + q)qd−2 �= 0.

M est donc inversible, les qd−1 lignes de A sont donc linéairement indépendantes.
Le polyèdre P , enveloppe convexe des vecteurs caractéristiques des hyperplans

de l’espace affine qui était de dimension au plus qd − 1 contient donc bien qd

points en position générale, les qd − 1 précédents et n’importe lequel des points
(correspondant aux hyperplans) constituant le tangle t dont on vient de voir qu’ils
ne satisfont pas l’inégalité définie par t à l’égalité.

Le plan support de l’inégalité définie par le tangle t définit donc bien une facette
de P . �

Théorème 2. L’enveloppe convexe de ces vecteurs caractéristiques est définie par
l’intersection de qqn−1+qn−2+q demi-espaces définis par les tangles.

Démonstration. On a vu que les tangles définissaient des facettes simpliciales (elles
contiennent le nombre minimum de sommets) de ce polyèdre P , montrons qu’aucun
autre ensemble de vecteurs caractéristiques d’hyperplans ne peut définir de facette.

Un tel ensemble, qui n’est pas défini par un tangle, contiendrait un bloc complet
d’hyperplans parallèles, et donc tout hyperplan les contenant contiendrait leur
barycentre le point (1

q , ..., 1
q ), qui est dans l’intérieur relatif de P . En effet tout

hyperplan, différent de l’hyperplan de P (défini par
∑

e∈E xe = qd−1), contenant
ce point, contient des sommets de P de part et d’autre de lui, et ne peut donc pas
supporter de facette de P . �

On a aussi démontré :

Théorème 3. Soit E l’ensemble des points d’un espace projectif fini d’ordre q et
de dimension d et h un de ses hyperplans. La projection sur QE\h de ce polytope
est donc l’enveloppe convexe des droites de l’espace affine obtenu en prenant h
comme hyperplan de l’infini de l’espace projectif.

La projection de ce simplexe d’un espace à qd + qd−1 + ... + q + 1 dimensions,
est un polyèdre d’un espace à qd dimensions ayant qqd−1+...+q+1 facettes.

4. Quelques propriétés de ce polytope

Les facettes définies par ces plans sont simpliciales, elles contiennent qd − 1
points.
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Pour q > 2 tout couple de sommets de ce polytope est relié par une arête.
En effet tout couple d’hyperplans se retrouve comme sommet de la même fa-

cette.
Plus généralement :

Proposition 3. Tout sous-ensemble de k < q sommets de ce polytope défini une
k-face de ce polytope qui est donc (q − 1)-neighbourly.

Démonstration. En effet un tel sous-ensemble ne contient pas toutes les droites
d’un bloc Bj , et par conséquent peut être complété pour former une facette. �

Ce polytope d’un espace à n = qd dimensions a qd + qd−1 + ... + q = q
q−1 (n− 1)

sommets et qqd−1+...+q+1 = q
n−1
q−1 facettes.

Pour d = 2 ce polytope d’un espace à n = 2d dimensions a donc 2(n − 1)
sommets et 2n−1 facettes.

Dans les deux cas, pour un corps donné (q fixé), ce nombre de facettes est ex-
ponentiel en n la dimension de l’espace, il est maximisé pour n = 2d. En [3] nous
avions déjà décrit un polytope du cube unité de 2n sommets ayant 2n facettes,
il serait intéressant de voir si, à partir du polytope que nous venons de décrire,
l’on ne peut pas construire un polytope ayant un nombre de facettes améliorant
la borne inférieure du nombre maximum de facettes d’un polytope du cube unité
qui est actuellement autour de 3n. Cette borne a été établie par Fleiner, Kaibel
et Rote [1]. Il semble que pour fabriquer un polyèdre de l’hypercube unité de Qn

ayant un très grand nombre de facettes on puisse prendre l’enveloppe convexe de
O(2n−1) sommets de ce cube pris au hasard. Les polyèdres considérés en optimi-
sation combinatoire sont en général très symétriques et on un nombre de facettes
non exponentiel. On entend dire, par exemple, que le polyèdre du voyageur de
commerce a un nombre de facettes exponentiel, ce qui est peut être vrai, mais
non prouvé ; la seule chose que l’on sait c’est que ce nombre est exponentiel en le
nombre n de sommets du graphe (les inégalités de sous-tour sont déjà en nombre
2n−1), nombre qui n’est pas exponentiel ni en la dimension n(n− 1)/2 de l’espace
que l’on considère en général, ni en la dimension n(n− 3)/2 [2] de l’espace propre
de ce polyèdre. Cette famille de polyèdres, en revanche, a un nombre de facettes
exponentiel. On peut espérer qu’en rajoutant les point correspondant aux autres
sous-espaces de l’espace affine A on augmente sensiblement le nombre de facettes
du nouveau polyèdre qui cependant resterait régulier (on sait qu’en tout cas on ne
diminuerait pas ce nombre car le polyèdre que l’on vient de décrire est une facette
de ce nouveau polyèdre).

Remarque 2. Dans le cas où q = 2, tous les points ayant servis à la construction
du tangle t valorise le premier membre de l’inégalité définie par t à 2d2d−2. Ces
n− 1 points étant affinement indépendants, on a aussi l’inégalité : tx ≤ 2d+1. Les
n − 1 points ne définissant pas t définissent un tangle t′, on a donc l’inégalité :
t′x ≤ 2d+1. La première inégalité se déduit de celle définie par le tangle t′ et de
l’égalité :

∑
e∈E xe = 2d1 .
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Démonstration. Le second membre de l’inégalité définie par un tangle t′ vaut :
(2d − 2)2d−2, retranchons (2d − 1) fois l’égalité

∑
e∈E xe = 2d−1 de l’inégalité

définie par t, on obtient :

−t′ExE ≥ (2d − 2)2d−2 − (2d − 1)2d−1,

soit :
tExE ≤ 2d2d−2,

il s’agit de cette inégalité qui n’est donc pas nécessaire. �
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