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THÉORÈMES TAUBÉRIENS
POUR LES

SÉRIES MULTIPLES DE DIRICHLET
ET LES

INTÉGRALES MULTIPLES DE LAPLACE

PAR M. HUBERT DELANGE.

Introduction.

Il est bien connu que Tauber a établi en 1897 [19] Ç1) le résultat suivant :
n

Si l'on suppose qoe na^ ou même plus généralement- Yv^v, tend vers zéro
i

+30

pour n infini, le fait que la somme de la série entière V^X" tende vers une
0

limite finie S quand X tend vers i par valeurs réelles inférieures à i entraîne
+30

la convergence de la série Y^n avec pour somme S.
0

II est bien connu aussi que la même chose a lieu si l'on suppose seulement na^
borné, ou même a^ réel et na^ borné intérieurement ou supérieurement.

Ces résultats ne sont d'ailleurs que des cas particuliers de résultats relatifs à
la série de Dirichlet

+00

( i) ' ^a^e-^,

(1) Les chiffres entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin du Mémoire.
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où les a^ sont des coefficients réels ou complexes et les \n des nombres réels
satisfaisant à

^o^o, '^n<.'^n+ï et lim ^==+00.
/î->-4-00

En effet, sous l'hypothèse que lim —±1 = i, Littlewood a établi en 1911 [15]
^>-4-30 '^

que, si les coefficients a^ satisfont pour ̂ ^i à

( 2 ) I^I^M^-^-S
//l

4- 00 •

le fait que Vâ^"^ tende vers une limite finie S quand z tend vers zéro par
0

4- oc

valeurs réelles positives entraîne la convergence de la série V^n avec pour
0

somme S.
Hardy et Littlewood ont établi en 1914 [11]» sous la même hypothèse

lim -!-±l == i, que la même chose a lieu si l'on suppose que On est réel et satis-
^^.4-ao ^n

fait pour TZ^I à
/ 0 \ .̂ •MT n——•^n—1(3) a^—M——r——.

^n

+ 00 - 4-00

Si l'on pose X=e~z, la série entière V^X" devient Va^"713, qui est le cas
0 . 0

particulier de (i) correspondant à X^== n. Lorsque z tend vers zéro par valeurs
réelles positives, X tend vers i par valeurs réelles inférieures à i. D'autre part,
les conditions (2) et (3) deviennent ici

(4) n\an\^ M
et
(5) nan^—M.

Ajoutons qu'Ananda-Rau ([1] et [2]) a montré que l'hypothèse lim —^=1
7z->-4-oo "•n

est superflue dans le théorème de Littlewood avec la condition (2), mais non
dans celui de Hardy et Littlewood avec la condition (3).

D'autre part, de nombreux auteurs ont donné d'autres conditions susceptibles
de remplacer (2) ou (3) ([14], [16], [17], [18J, etc.). On a montré par
ailleurs [17] que, dans les théorèmes où l'hypothèse lim -^==1 n'est pas

n^+w ^n

superflue, elle peut être remplacée par lim a^^o. Nous avons établi nous-
n-^-+- oo

même ([6] et [8]) qu'en la supprimant totalement on peut encore obtenir une
4-QO

conclusion, mais qui n'est plus la convergence de V,^.
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II est naturel de se demander s'il est possible d'établir des résultats analogues
aux précédents pour les séries entières à plusieurs variables ou les séries
multiples de Dirichlet.

A notre connaissance, seul le cas des séries entières à deux variables avait
été é tudié avant notre Note de 1948 [5].

Hardy et Littlewood avaient établi dès 1913 [10] le résultat suivant :

Soit la série double ^ûm.nX^7^ où m et n prennent tous les systèmes de
valeurs entières tels que m^i et ̂ ^i. Posons

n m

'>m,n'==-^. ai,f•) Pm.n'^- /j ^m,/? ^m.n'1^- / j ̂ n-

i^m f=ï i=:ï
]^n

Si l'on suppose que mpn^n et nqm,n sont bornés pour toutes les valeurs de m
et n et tendent vers zéro quand m et n tendent vers + oo, le fait que la somme
/'(X, Y) de la série double tende vers une limite finie S lorsque X et Y tendent
vers i par valeurs réelles inférieures à i entraîne que S^^ tende vers S quand m
etn tendent vers + oc.

L'hypothèse faite ici sur pm,n et q^,n est satisfaite en particulier si (m^+n^am ̂
est borné pour toutes les valeurs de m et n et tend vers zéro quand m et n
tendent vers +00. On a ainsi un théorème complètement analogue au premier
théorème de Tauber.

Ce n'est qu'en 1939 que Knopp [13] a établi, sous l'hypothèse supplémen-
taire que /(X, Y) est borné pour X et Y réels satisfaisant à o^X<^i et
o^Y<^i (2), que la condition Çm^+n2) |^^|^M est suffisante pour que
la convergence de/(X,Y) vers une limite finie S quand X et Y tendent vers i
par valeurs réelles inférieures à i entraîne la convergence de S^,n vers S
quand m et n tendent vers + oo.

Ce résultat est analogue à celui relatif a la condition (4) pour les séries
simples.

Le résultat correspondant à celui relatif à la condition (5) a été établi en 1940
par Duranona y Vedia [9] :

Si les coefficients a^ ̂  sont réels, siy(X, Y) existe et est bornée pour X et Y
réels satisfaisant à o^X<^i et o^Y<^i , et s^i l existe un nombre K tel que
Pon ait quels que soient m et n :

mpm,n^—^ et /1^,/î^—K.,

la convergence de /(X, Y) vers une limite finie S quand X et Y tendent vers i
par valeurs réelles inférieures à i entraîne que S^^ tende vers S quand m et n
tendent vers +00.

( 2 ) Nous verrons que cette hypothèse est superflue.
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Le but du présent Mémoire est de généraliser ces résultats. Pour ne pas
compliquer les notations, nous resterons dans le cas de deux variables, mais il
n'y a aucune différence essentielle avec le cas de n variables, où n ̂ > 2.

On sait que les théorèmes taubériens relatifs aux séries de Dirichlet ordi-
naires peuvent s'établir simplement comme corollaires de résultats relatifs à
l'intégrale de Laplace.

De même, les théorèmes sur les séries doubles de Dirichlet s'obtiendront ici
comme corollaires de théorèmes sur les intégrales doubles de Laplace. Mais il
apparaît tout de suite une différence avec le cas d'une variable :

„+<>
Si Pintégrale f e-^dsÇt) est convergente pour (Jiz^>o, on sait quelle est

^ 0 '

y4"00

égale à f ze^1 s(t)dt, qui est absolument convergente. Il suffit donc de
^o

considérer une intégrale démette dernière forme.
On n'a pas de théorème analogue pour l'intégrale double jf e~uz~vz' ds(u^ v\
Aussi, nous étudierons séparément les intégrales de la forme

j f zz' e-^-^' s ( u, v ) du dv

et celles de la forme
jfe-uz-^ds(u, ^).

Les résultats relatifs à la seconde forme nous donneront ensuite ceux relatifs
aux séries doubles de Dirichlet.

Nous donnerons pour ces séries doubles des théorèmes correspondant exac-
tement à ceux cités plus haut pour les séries simples, et aussi d'autres qui ne
peuvent pas avoir d'analogues pour les séries simples, du fait qu'il y a moins
de possibilités pour le comportement d'une suite simple que pour celui d'une
suite double (3).

Les méthodes que nous emploierons ici seront tout à fait semblables à celles
que nous avons utilisées pour les séries ou les intégrales simples dans notre
article [6].

1. Préliminaires.

„& /.</
l . i . Dans tout ce qui suit, f i f(u, v ' ) d u d v , où a, 6, c, d sont finis et

^a ^ c

a<^b^ c<^d, représente l'intégrale de la fonction, f(u, ^) sur le rectangle
a^u^b, c^v^d. Si f(u, ^) est réelle, c'est l'intégrale de Lebesgue ordi-
naire. Si f(u, v ) est à valeur réelle ou complexe, nous la supposons définie à
l'aide de celles de la partie réelle et de la partie imaginaire.

( 3 ) Ces différents théorèmes ont été énoncés dans notre Note [5].
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L'intégrale de/(^, v) sur le quadrant u^o, ^^o, que l'on peut désigner
4-^ .,+^

par j j f(u, v^dudv, est définie comme limite pour A et B tendant
0 /'A r"vers +00 de f f fÇu, v)dudv. Son existence implique donc d'abord que,

i/o JQ ••

quels que soient A et B positifs, /soit sommable sur le rectangle o^u^K,
o^^^B, ensuite que l 'intégrale de/sur ce rectangle tende vers une limite
finie quand A et B tendent vers + oo indépendamment l'un de l'autre.

On sait que, la première condition étant supposée remplie, l'intégrale
y»"*"00 ^-t-00 /»4-ao /»-+-'»

f f f(u, v^dudv existe certainement si \ \ |/(^ v)\dudv existe,
^Q ^0 JQ JQ

auquel cas on dit qu'elle est absolument convergente^ ou que/est sommable sur
le quadrant ^^o, ^^o.

Toutes les fois que nous écrirons f(u, v^dudv sans mentionner explici-
tement le champ d'intégration, il sera entendu qu'il s'agit de l'intégral

.,+=0 ,,+00

f f f(u, v)dudv.
^0 ^0

1.2. Dans les paragraphes qui suivent, R désigne un rectangle a^u^b,
c^^^d, où a, b, c, d sont des nombres finis satisfaisant à a<^b, c<^d.

1.3. g-(u, v) étant une fonction réelle ou complexe définie sur le rectangle R,
on dit qu'elle est à variation bornée sur ce rectangle si, quels que soient les
systèmes de nombres réels Uo, u^ . . ., Um et ^o? ^i» .. • » ^n satisfaisant à

0== UQ< Ui<. . .< Um==Ô,

C = Fo < Vi < . . . < Vn == d

(m et n quelconques), la somme

^ | ̂ ( M,+i, P/+1 ) — g{ Ui, P/+I ) — ^( Ui+i, V j ) + g ( Ui, Vf ) \

O^i^m—1
0^7^/1—1

reste au plus égale à un nombre fixe (4).
Alors la borne supérieure de cette somme pour tous les systèmes possibles

de nombres Ui et Vj s^appelle la variation totale de g sur R.

1.3.i. Un exemple particulièrement simple est le suivant :
Donnons-nous p points (o^, ^), (a^, pa), . . . . (a^, pp) appartenant au rec-

( 4 ) Cette définition est celle de Vitali. Il en existe un certain nombre d'autres, non équivalentes à
celle-ci.
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tangle R, e t^nçmbres réels ou complexes ̂ i, a ^ , . . . , a^ puis définissons^/, ^)
comme suit :

Si ^ === ^ ou ^ = c, prenons g^u, ^) === o.
Pour a<^u^b, c<^^rf, prenons g'Çu, ^) égal à la somme des ûy corres-

pondant aux indicesy pour lesquels ^j^u et ^j^v (cette somme étant prise
nulle s'il n'y a aucun tel indice).

On voit aisément que cette fonction g-Çu, ^) est à variation bornée sur R et
p

que sa variation totale sur R est V aj .

1.3.2. Un autre exemple simple est le suivant :
Soit Y(ï/, ^) une fonction réelle ou complexe sommable sur le rectangle R et

soit g(u, v) la fonction définie sur R comme suit :
Si u == a ou ^== c,

^(^, F)==0.

Si a <^ u-^b, c <^ v^d^

^(u,v)=zf ^ v(^y})^6/yî .
^ a ^c

gÇu, v) est encore à variation bornée sur R et sa variation totale sur R
,& ^d

est f f |Y(^, ^)|A/^(5).
^rt ^ C

1.3.3. Notons que, si la fonction g-Çu, v\ définie sur R, ne dépend que de u,
ou que de v, elle est à variation bornée sur R, sa variation totale sur R étant
nulle.

D'une façon générale, une fonction à variation bornée sur R le reste si on lui
ajoute une fonction de u seul ou une fonction de v seul, et cela ne modifie pas
sa variation totale sur R.

1.3.4. Si la fonction g\u, ^) est à variation bornée sur R, quels que soient Uo
et ^o satisfaisant à a^Uo<^b et c^^o<^d, g'(u, ^) tend vers une limite
finie g'Çuo+o, ^o+o) quand le point (u, ^) tend vers le point (iio, ^o) en
restant dans le quadrant u^> Uo, ^^> ^o, et, quels que soient u[ et^ satisfaisant
à a<^ u'o^b e tc<^ ̂ ^d, g{u, v) tend vers une limite finie g-Çu^—o, ^— o)
quand le point (^, ^) tend vers le point (u\, ^) en restant dans le quadrant
^Oo^Oo-

( â ) II est aisé de voir que g(u, ?) est à variation bornée sur R, sa variation totale é^ant au plus
.b d

égale à ^ |ï(^ v)\dudv, mais moins de voir que la variation est exactement égale à cette
^ a ^c

intégrale.,
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1.4. Nous dirons que la fonction réelle ou complexe g ' ( u ^ v\ définie sur R,
appartient à la classe H sur R si :

i° Elle est à variation bornée sur R;
2° Quel que soit Çe[û, &], g(î,, ^) est une fonction de v à variation bornée

sur [c, d], et, quel que soit Y] e [c, rf], ̂ , r^) est une fonction de u à variation
bornée sur [^, 6] (6).

On voit aisément que, si l'hypothèse i° est satisfaite, l'hypothèse 2° l'est dès
que, pour un $e[û,6], g(î^ ^) est une fonction de v à variation bornée sur [c, rf],
et, pour unr\^[c, d], g-Çu, Y]) est une fonction deu à variation bornée sur [a, 6].

En particulier, si^(z/, ^) est à variation bornée sur R et est nul le quand u=a
ou v = c, elle appartient à la classe H sur R.

1.5. fÇiiy v) et g^u, ̂ ) étant deux fonctions réelles ou complexes définies sur
le rectangle R, l'intégrale jjf(u, v)dg{u, ^) étendue à ce rectangle, que nous

^b .d dj

désignerons par ^ ^ f(u, v)dg(u, ^), est définie de la façon suivante :
^a ^ c

Étant donné les systèmes de nombres réels Uo, u^ .. ., u^ et ^o, ^i, .. ., ^
satisfaisant aux conditions écrites plus haut, on leur fait correspondre la
somme

Z^=1 ^ /(^ Y^') [^(^+l? ^+l) — g-(Ui, Py+i) — ^(^+1. ^•) +^(^ Py)],
(KKm—1
O^/^/i-l

où (^y, ïj,y) est un point arbitraire du rectangle u^u^u^, ^^^^^+1.
[S n'est donc pas déterminée quand on connaît les iii et les ^j, mais dépend
encore du choix des points (E,y, y]^)].

.,6 ^</

Par définition, l'intégrale ^ ^ fÇu, ^dg-Çu, v) est la limite de I: quand
^a ^c

Max {u^—Ui) et Max(^+i—^) tendent vers zéro, si cette limite existe (7).
^ b ^ d

1.5.1. Il est clair que, si les intégrales j ^ f^(u^)dg{u, v) et

\ f f^u, v)dg{u, ^) existent et sont égales respectivement à Ii et lo, quels
Ja. ^ c " ~

(6) La fonction g est alors à variation bornée au sens de Hardy et Krause sur le rectangle R.
(7) Nous disons que S tend vers 1 quand Max (u^ — m) et Max (^+1 — ^-) tendent vers zéro, si

à tout s positif correspond un nombre positif r\(e) tel que, lorsque les systèmes de nombres UQ,
ui, . . . , Um et Po, vi, . . . , Vn satisfont à Max (u^ — m) ̂  T] (s) et Max (^4-1 —vj) ̂  'r\ (s), on a
pour tout choix des points (ç^-, f\^) ^

|S-I |^6.

Il est clair que, s'il existe un 1 ayant cette propriété, il est unique.
Ann. Éc. Norm., (3), LXX. — FASC. 1. 8
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..b ^d

que soient X et ^ réels ou complexes, ^ ^ [^/i(^ ^)+ y-f^u, ̂ )]dg\u, ^)
^ a «/.•

existe aussi et est égale à AÏi+ ^.L.
^ b ^d ^b ^d

De même, si les intégrales ^ ^ f(u, v)dg\(u, v) et / /(ï/, v)dg\{u, v)
^ a ^c Jn ^ c

existent et sont égales respectivement à Ji et Ja, quels que soient \ et p. réels
r.b ^d

ou complexes, l'intégrale ^ ^ /(^, ^dg-Çu, ^), où^ *7̂  .

^(^, ^)=À^(M, P)+^^(^, ^),

existe aussi et est égale à XJi+ [JLJ^.

1.5.2. Il est clair également que, si g'(u, v) ne dépend que de a seul, ou
ç.b ^d

de v seul, quel que soit/(î/, ^), Fintégrale \ \ f(u, v)dg\u, v) existe et est
Ja Je

nulle.
„& „«?

Par suite, dans l'intégrale \ ^ f(u, ^)dg(n, v), on peut sans inconvénient
^ a ^ c

ajouter à g\u, v) une fonction dépendant seulement de u ou seulement de v.
f - /-» b /. d

1.5.3. On voit immédiatement que, si/(^)==i, l'intégrale \ 1 f(u^dg(u,v)
J a Je

existe pour n'importe quelle fonction g définie sur R et est égale à
g{a, c) -h ̂ (6, d) — g^a, d) — g{b, c).

^b ^d
1.6. On montre sans peine que l'intégrale j 7 f(u, ^)dgÇu, v) existe

Ja J c ^

certainement si/est continue sur R et^ 'à variation bornée sur R.

1.6.1. En particulier, si,/étant continue sur R, g est la fonction considérée
au paragraphe 1.3. i, on a

..6 ..d P . .

/ / /(^, P)^(^, P)=V^/(ay,^).
J a J c A—

7=1

1.6.2. Si, /étant toujours continue sur R, g est la fonction considérée au
paragraphe 1.3.2, on a

r 0 ^d /'b ^d

f / /(M? v)dg(u, v)= ^ j f(u, ^ )y (M, v)dudv.
•J a ^ c ^ a ^c

1.7. Si l 'une des fonctions/et ^-appartient à la classe H sur R, tandis que
l'autre est continue et à variation bornée sur R, les l'intégrales

ç b çd b d

\ A f(u^)d§r(u^) et T ï ^(u^)df{u, P)
J a ^c ^a ^c

existent toutes les deux.
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On a alors la formule d'intégration par parties (8) :

,6 ^d

I I /(^ ̂  dg(u, v) =f(b, d) ̂ (6, d) -f(a, d) g(a, d) -f(b, c) g(b, c)+f{a, c)g{a, c)
v a v c

r 0 r'+ / ^(u,c)df(u,c)-^ ^u,d)df(u,d)
^a Ja
^ ^d

+J ^^df(a^)- ^(b^)df(b^)

+ [ f ̂ ^ ^)df{u, v).
J a ^ c

1.7.1. En particulier, si/est continue et a des dérivées partielles/^ / et f^
continues sur R, et si g est à variation bornée sur R et nulle pour u=a
ou ^=c, on a

.b ^d ,6r ° ^a ,.ô
l \ f{u^)d^(u, v}=f{b,d}g{b,d)~ \ ^(u,d)f,(u,d)du

- a ^c . J^

..d
- g{b^)fi(b^)d^

l/c

r 5 ^
+7 / ^{^ v)f"^{u, v)dizdv.

•y/7 J,.

1.8. Si/est continue sur R et g- à variation bornée sur ce rectangle, la fonc-
tion h définie par

o si u == a on v ==. b^
h(u, P) == r " - ^v

\ \ fC^^)^'^^) si a<:u^b, c<v^_d,
J n t7/.^a ^c

est à variation bornée sur R (et même appartient à la classe H sur R).
Quelle que soit ® continue sur R, on a

n71 d b ^d

9(«, v)dh{u, P>= / t çû(u, c)/(^, v)dg{u, v).
- - va v c

1.9. L'intégrale fÇu^ v)dgÇu, ^) étendue au quadrant ^^o, ^^o, que
^-+-"5 ^-+-OC

l'on peut désigner par ^ j f(u, v)dg{u, ^), est définie comme limite
v Q v0

pour A et B tendant vers + oo de f f f(u, ^) dg-(u, v).
«/n Jo

(8) C/.Young[21],p. 281.
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Son existence implique donc d'abord que, quels que soient A et B positifs,

l'intégrale J j f(u, ^dg-Çu, ̂  existe, ensuite que cette dernière intégrale

tende vers une limite f inie quand A et B tendent vers +00 indépendamment
l'un de l'autre.

La première condition est certainement remplie si/est continue pour i^o,
^^o, fê t an t à variation bornée sur tout rectangle o^u^A, o^^^B.

1.9.1. Toutes les fois que nous écrirons (ff{u, ̂ ) dgÇu, v) sans mentionner
explicitement le champ d'intégration, il sera entendu qu'il s'agit de l'intégrale

/,+ao ,,+00

/ / f(u,v)dg{u,v').
^0 ^ 0

1.10. On sait que, si l'intégrale (Te-^-^a(u, v^dudv est absolument

convergente pour x et y réels positifs, elle représente une fonction de x et y
holomorphe pour (J^x ^> o et (Ry '> ô.

On sait aussi que, si les fonctions réelles ou complexes (Ji(u, ^) eto-a^, ^)
sont continues pour u et ^^o, si les intégrales (Te-^-^ a^{u, v}dudv

et jj e-^-^ (j^(u, v) dudv sont absolument convergentes pour.cet j>o, et si,
pour x e ty^>o,

n e-^-^y o-i ( M, P) du dv == ff e-^-^' 0-2 ( u, v) du dv,

on a pour u et ^^o :
0-i(M, P)=0-2(M, P) (9).

En particulier, si cÇu, v) est continue pour u et ç^o, et si l'intégrale
jj e-^-^aÇu, v)dudv est absolument convergente pour x e t y > o et égale

, Aa — — î on ax^y"
Œ(U, P) ==AUV.

1.11. S[s(u, v) est à variation bornée sur tout rectangle o^^^A, o^^^B,
et nulle qnand u = o ou^==o, et si l'on a pour u et ^^o :

\s (u, P) I^M^""4-^^

avec ^o et 60 >o, l'intégrale (Fe-^-^ds^u, v) est convergente pour (^x^a^
et (Ry ^> 60 et égale à l'intégrale absolument convergente

^ œye-^-^'s^u, v) du dv (10).

(9) Voir par exemple [20], p. 29.
(10) Cf. D. L. Bernstein [3], p. 469-470.
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Ceci se voit aisément en uti l isant la formule du paragraphe 1.7.1.

2. Préliminaires (suite).

2.1. Il est entendu une fois pour toutes que, dans tout ce qui suit, À et (JL
désignent deux nombres réels supérieurs à i, et E un ensemble de couples (u, v)
de nombres réels positifs, supposé tel que, quel que soit A positif, il y ait
dans E des couples satisfaisant à i/'^A et P^A.

2.2. A toute fonction réelle ou complexe s(u, v) définie pour û et v réels
positifs, on associe des fonctions définies comme suit :

On pose
W,(u, v, À, ?.)== Sup { s Ç u ' , v')—s(u, P) |,

u^u'^\u
V^ V ^\LV

w,(À, p.) =SupW,(^, v, \ ^),
y,p>0

w^, p.) = lïm W,(^, p, ̂ ) ("),rv, ^.) —— mil VY,^M, ^, A,
M,(^>+ao

w,(E, À, ?.)== Hm W,(^, p, À, a).
M,P>-4-oo
(M,^)€E

II est clair que ces fonctions ont des valeurs positives ou nulles, et finies ou
non. Si s(u, v) est bornée à distance finie, W,(i/, v, X, ^) est toujours finie.

De plus, on a toujours

w,(E, \ ̂ ^=.Ws^\ ^)^w.ç(À, p.).

Si ^(î/, v) est supposée réelle, on pose en outre

-II,(^ (., À, ^)= Inf [5(^, P')-^^, P)I ,
U-^U'^hU
V^V'^\L\>

n;(M, p, À, ^)=: Sup [^(^ P ' ) — ^ ( M , ^)],^^
A

^p^^OT,(À, ^)== Supn, ( M , ^ , À , ^ ) ,
î/,P>0

^ ( À , ^ ) = lim I I ^ ( M , ^ , À , a ) ,
M,t/^+»

^(E,^^)= lïm n,(^, ^ À , J U L ) ,
M,^.>.4-3C

(M,P)€E

<(E, ^ p.) == Hm n;(^, ^ ^ a).
M,P,->-4-»
( ^^€E

^ 1 1 ^ u plim^^? ^) est définie comme étant le nombre L, fini ou non, ayant les propriétés suivantes :
i° Siy> L, il existe A(y) tel que, pour u et ^^A(y),/(^, P)^J;
2° Si y < L, quel que soit A réel, il existe u et v ̂  A tels que/(M, v) >y.
Cela revient à dire que, pour toute suite de couples (^, ^), où Un et ^ tendent vers 4- oo et

telle que/(^, P/Q tende vers une limite, finie ou non, cette limite est ̂  L, et que Pégalité peut
effectivement avoir lieu.
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Ces fonctions ont encore des valeurs positives ou nulles, finies ou non, et, si
sÇu, ^) est bornée à distance finie, les deux premières ont toujours une valeur
finie.

D'autre part, on a évidemment

OT,(À, ^)^CT^(^, ^.)^w.,(À, p.) et OT,.(À, ^)^w^(À, ^JL).

Si l'on prend pour E l'ensemble de tous les couples de nombres positifs, on
a, d'après là définition de c^(X, pi),

OT^(E, À, ^)==OT,(Â, ^).

Il est facile de voir que l'on a aussi
w;(E, À, ^)=CT,(^, ^).

En effet, siy^> lim IT, Çu, v, X, pi), il existe un nombre positif A tel que,
î/,P^4-ao

pour a et ^^A, ïr.Çu, v, X, pL)^y. Alors, si
K ^ u ^ u ' ^ ' k u , A^^^p^^p,

on a
s{u', v') — s(u, v) ̂ — y ou ^(M, P) — s(u', v') ̂ y.

Si ^^ÀA, ^^piA, e t " ̂ u' ̂ u, v- ̂ V^^, on a

P^^u'^u^lu' et A^V^:^^^',
donc

5(^, ^^—^(M, P)^J.

Par suite, pour;/^XA et ^^p<A, Tl",.Çu, ^, À, ui)^y. Il en résulte que

lim Il;(zz, p, À, ^)^J.
M,^>->•+!»

Inversement, si lim nj(^, ^, X, p-)<^.y, il existe un nombre positif B tel que,
U, ?•>--!-»

pour ?/ et ^^B, IIJ(^, ^, X, \k)^y. Alors, si

M^B, ^B, ^^u'^u, ^-^v'^v,À ^

on a
.s(u', v')—s(u, v)^y, ou s(u, v ) — s ( u 1 , p^^—j

SiB^^^^^Xi/, B ^v^^^^v, on a

^^B, ^B, ^^M^:^, ( /^^^^,/ ^
donc

s ( u ' ^ v ' ) — s ( U f v)^—/.
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Par suite, pour u et ̂ B, îl^u, ̂  X, ^)^y. Il en résulte que

iïm n;(^, v, À, ̂ )^j.
M,p->.4-oo

On voit donc que l'on a bien

lim II;(M, v,\^)-=i lim Ïl,(u, v, À, a).
Î/,P>+00 M,?->-+<»

Ceci étant, on voit que, quel que soit E,

<(E, À, ^.)^OT,(^ ^) et <(E, ^, ^L)^^,(Â, ^).

Ajoutons que toutes les fonctions considérées ci-dessus sont des fonctions
non décroissantes de \ et de y..

2.3. Nous allons montrer que :

ou bien on a M^(X, \C) =-- + oc quels que soient A et p- supérieurs à i ;
o^ &ÎCT on a ̂ ,Ck, .̂) < + oo g^fc y^ ̂ ^^ X ̂  [L supérieurs à i.

2.3.1. D'abord, quels que soient Ai, pii, Aa, ^ supérieurs à i , on a

(6) ^s-(^l ^2, ^1 ^2)^^(Ài, .̂i) +W,(L, ̂ ).

Il suffît de le montrer dans le cas où les deux termes du second membre sont
finis. Cela se ramène à montrer que, sio^u^.u^'k^u et O<^^^^^^IL^\

\s(u', v ' ) — s { u , ^)|^w,(^, ^i).+w,(À,, ^2).

Or, si u ̂ - u' ^1 \^u, y ̂  y ' ^L ̂  ̂ , on a

\s(u^ ^)—s(u, ^)\^W,(u, v, Ai, ^i)^w,(Ài, ^i).

Si Ai ̂  <^ ̂ f^ Xi \^u, v ̂ ^ ̂  pii ̂ , on a

\s{u!, ^)-s{u, ̂ )\^\S(HU, ̂ )-s(u, v) 4-i5(^, v')-s{\ u, v')\\

^W,(M, v, Ai, ^i) 4- W,(Ài^, V,Ào, ^).

^w,(^i, ̂ i)+w,(^, ^2).

Si u^u'^^k^u, ^i^<^ ̂ ^p.i pia^, on a

|^(^', ^ )—^(M, ^) !^I^(M', ^ P ) — ^ ( ^ ^) 4- |.?(^, (/) —s{u', /jL,r) I,
^W,(^ P, ̂ , ̂ )+W,(^, ̂ ^ ^, ̂ ),

^^(Ài, ^ i ) 4 - w ^ ( À 2 , ^ 2 ) .

Enfin, si k^u<^u' ̂ \^u, ̂ i^<V^^i p.2^ on a
|5(^', (/)—;î(M, ^) |^[ 5(^ M, ^(;)—.?(^, ^) |4-] .y(^ ^)_.ç(^^^ ^iP)[,

^W,(M, P, Ai, ^l)+W,(^M, ̂ , ̂ , ^),

^W,(Ài, ^.i) 4-^(^2, ^2).
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2.3.2, L'inégalité (6) montre que, quels que soient \ et pi ^> i e t joent ier^ i ,

(7) w,(^, ̂ )^/w,(À, ^).

Alors, si l'on a pour un couple (Ào, ^o)? où Xo et ^o>i , ^(^o, ^o)<+oo,
on a M^(X, ^)<^+oo quels que soient X et ^^>i . En effet, il existe un entier
p ̂  i tel que X^ ̂  X et ̂  ̂  [JL, et Pon à

W,(À, ^)^W,(^, ^)^JOW,(ÀO, ^û).

2.4. On voit de la même manière que, lorsque s ( u , ^ ) est supposée réelle,
on a ou bien OT^(X, [f.)=-{-cc quels que soient À ^ pi supérieurs à i, o?z 6^/1
CT^(X, (JL) <^ + oo çt/^^ ç^^ soient \ et ^ supérieurs a i .

2.5. Le cas intéressant pour la suite est celui où l'on a ^,(A, ^)<^+oo.
On va voir que, dans ce cas, il existe deux constantes positives H et K telles que,

quels que soient u, v, u ' , ^ positifs,

w \s(ur, ^ ) — 5 ( M , p ) ] ^ H + K log- 10^ •
En effet, choisissons un Xo ^> i.
On voit d'abord que, quels que soient u, u' et v positifs,

(9) \s^u!, v ) — s { u , v) \ ̂ w^(Ào,Ào)+ WsO^ ^o)
lûgÀo

, u,log—

II suffit de le montrer en supposant u'^u, puisque les deux membres ne
changent pas quand on échange u et u\

Soit n l'entier ̂ o déterminé par V^u^u' <^ ̂ +1 u.
Si n = o, on a

\s(u', P) —s(u, v) ^W,-(^, v, Ào, Ào)^,w^(/o, ^.o).

Si 7i^>o, on a
/i—i

i5(^,P)-5(M,P)|^^|5( /y-1^, ^)-S{V,U, ^) |+|5(M' , p ) -5 (ÀS^ , ^ ) | ,

^^W,(À^, ̂  ^o, ^o),
/'=0

^ ( ^ 4 - l ) w ^ ( À o , ^.o),

^(^o, ^o)
log^

logÀo'^o

Dans les deux cas, on a bien (9).
On voit de la même manière que, quels que soient u, v et v ' positifs,

\s{u, ^)-s(u, ̂ )|^(Ào, 7o)4- ^^/^Ilog^
^ë^o
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Alors, quels que soient ;/, ^, u ' , ^ positifs,

\s{u'^')^s{a^)\^ s{u'^)-s(u^)\+\s{uf^f)-s(u^ P) |,s ( u , v ) — s { u , v)\ -^\s(u', ̂

^w a ^-L ^it^^o) , u'
^==:^S\^Qi ^o)+ ——,———?———- l o f f — —

logÀo ° u

ce qui donne bien (8) en posant

-4 œ 0 ^ \ i ^(^o? ^o) , (/
- f -W^Ao, /o)+——j.——-—— ' . IQO _

Jog/o ta (.

2^(^ ,^)=:H, ^^^^K
log/o

2.6. En remplaçant dans (8) u et . par i et u1 et ^ par „ et ., on obtient

, \ s ( ^^ ) -s ( I , i ) |^H+K[i logM|+|log^J,

(10) i^(^) |^H,+K[| lo^ |+| lo^n, avec H , = H + | , ( i , i ) | .

2.7. On^peut montrer de façon semblable que, lorsque s(u, ̂  est supposée
,/î/,7/^ „ • _ /^\ \ ^ ., . ^ * \ / riv}

ïiréelle, ,n OT^X, y.)<^-^sc^ il existe deux constantes positives W et K/ telles que
l on ait, quels que soient u, v, u', v' satisfaisant à o < u < u', o < v < v',

(II) ^«'^ /)-<(M,P)^-H'-K /flogw'+logp-'1.
L u b v \

On montre d'abord, par un raisonnement semblable à celui qui a donné (a}
que, si o<y<?/etp>o, y'

s(u',t>)-s(u, ̂ ^-^ao^-^îi^-^loff^.
logÀo " u

On a une inégalité analogue pour u > o et o < v < (/.
Alors, en supposant o<u<7/ , o<^<^, on écrit

,(«', ?')-,((,, (.)=[,((/, ^)-^(M, P)]+[,,(^ p')-,,(y', p)].

2.8. Lorsque ^,(À, .a)<+oo, ^(X, p.) et ^(E, X, RL) ont toujours des
valeurs finies, puisqu'elles sont au plus égales à ̂ (X, (.), et, comme elles sont
positives ou nulles et sont des fonctions non décroissantes de X et de u elles
tendent vers des limites finies positives ou nulles quand X et m tendent vers i
indépendamment l'un de l'autre.

Si en outre sÇu, v) est supposée réelle, il en est de même de CT Ck u.}
CT,(E, X, ^)et CT:(E, À, ^). . A ' ̂

Les limites de ^(X, ̂  et ^(E, A. ̂  pour A et f. tendant vers i indépen-
damment 1 un de l'autre seront désignées respectivement par (^(i + o i + o)
et^,(E, 1+0,1+0) , et, si s(u, P) est supposée réelle, les limites dans les
mêmes conditions de ^(X, ̂ , ^;(E, X, .a) et ^(E, X, ̂  seront désignées

respectivement par ̂ (i + o, i + o), în; (E, i + 0,1+0) et <(E, 1+0,1+0).'i

9
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — FASC. 1.
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2.9. Les fonctions introduites dans ce chapitre présentent une analogie
évidente avec celles introduites au chapitre 2 de notre Mémoire [71 (12).
W,(?/, (^ X, ^), ^,(X, ^) et M^(E, X, p-) correspondent respectivement à W/^, X),
^(X) et ^(E, X), et, dans le cas où la fonction sÇu^ v) est supposée réelle,
H,(u, v, X, ^), IIJ(^, ^ X, ^), CT/X, [j-), CT,(E, X, [j.) et CTJ(E, X, (i) corres-
pondent respectivement à Il',(t, X), IIJ(^ X), CT,(X), ^(E, X) et CTJ(E, X).

Mais, ici, nous avons en plus les fonctions <^(X, [i) et c^(X, pi). Il n'y avait
pas lieu d'introduire les fonctions analogues à celles-ci dans le cas des fonc-
tions d'une seule variable, parce que, s(t) étant supposée bornée sur tout
intervalle fini, le fait que la plus grande limite pour t infini de W,(^, X), ou de
H,(t, X), soit finie suffisait à entraîner que W,(r,X), ou îl,(t, X), soit bornée
pour t ^> o. Ici, au contraire, même si sÇu^ v) est bornée à distance finie, la plus
grande limite pour?/ et v tendant vers+<x? deW^Çu, v, X, pi), ou de 11̂  (^ ^,X, m),
peut très bien être finie sans que W,(i/, v, X, [j.), ou Ti^u, v, X, p-), soit bornée
pour uety'^> o.

3. Théorèmes relatifs aux intégrales doubles de Laplace ordinaires.

3.1. Il ^st entendu une fois pour toutes que, dans tout ce chapitre, sÇu, ^)
désigne une fonction réelle ou complexe définie pour u et ^^o et sommable
sur tout rectangle o^i/^A, o^^^B.

Lorsque V intégrale

(12 ) j j xy e-^-^'s ( u, v ) du dv

existe^ nous désignons sa valeur par ^(xy y).

3.2. On voit d'abord que, si ^,(X, UL)<^+ oo, l'intégrale (12) est absolument
convergente pour Û^x et ffiy ^> o, du fait que s(u, v) satisfait à Finégalité (10).

3.3. Nous allons voir que, dans cette hypothèse ^(X, pi) <^ +00, on a, quels
que soient x et y de parties réelles positives et quels que soient a et (3 positifs,

(13) ^f^y\^s (a, (3) =^2 f^e-u—r^(u, ̂  du d^

ou
0 SI U OU V -=Z 0,

y o f ^ p^ — / /•" /^^
a,^ ^;- / / S^^n)d^drî si u e t ^ > o ,(l4) -Sa,^,

\ ^0 ^0

avec
(i5) Sa,p(^, v)==s((xu, (3p )—^(a , |3).

(12) Ces dernières sont aussi utilisées, avec des notations légèrement différentes, dans notre
article [6].
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On peut d'abord écrire
/ x r\ /T 'xv _ ^ _ _ ^

^(^iO-laii^ ^(^)^^

== ^ ^je-^-^'5(aM, PP) du dv.

Comme jj xy e^^7 dudv= i, on en déduit

^(^jO-1^ P^J^J^-^Ca^pp)--^, (3)]^^,

== ^ xy e-^-^'Sy.^Çu, v}dudv.
(i6)

Quels que soient A et B positifs, on peut écrire, d'après ce qui a été dit au
paragraphe 1.6.2,

/»A .,B /»A /»B
J / ^-^-^-Sa,p(^ v)dudv= ^ ^ e-^-^-d^^u, v\

v Q v 0 ^0 ^ O

puis, d'après ce qui a été dit au paragraphe 1.7.1,
^ .B A

( 17 ) ^ j e-^- ̂  d^ (u, ̂  = e-^-^-l^ ( A, B ) + ^ x e-^-^-î^ ( u, B ) du •
*"0 l/ 0 ^O

r"
-\- \ y e-^-^'y ia, (3 ( A, ^ ) <^p

^o-f'r•^o ^ o
~^ ( f ^JC~"•r-pr^a,p(^, v)dudv.

w Q w 0

Mais, comme ^(^, P) satisfait à (8), on a, quels que soient u et p^> o,
(18) |Sa ,p (M, ^ ) | ^ H 4 - K [ [ l o g a 4 - | l o g p ] J .

/'xII en résulte que, si l'on pose f t \ log^ [ dt = ^'(X), on a
^o

(19) | l-a,p(^,^).|^H^^+K[^^(P)+^^(M)].

Or, quand X tend vers +00,
^(X)==0[X^logX].

Ceci montre que, quand A et B tendent vers +00, les trois premiers termes
du second membre de (17) tendent vers zéro.

D'autre part, l'intégrale jf xye-^-^^^Çu^ v)dudv^{ absolument conver-
gente.

Finalement, on voit que, quand A et B tendent vers + oo,

j j e-^-^'S^^u, v) du dv tend vers jj^e-^-^'Î^Çu, p) du dv.
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Par suite,
j j ^ux-^y^^^ç^^ v\duLdv= j f œye-^-^'^^^u, v)dudv.

En tenant compte de (16), ceci donne bien la formule (i3).
Cette dernière sera notre formule de base pour la suite.

•
3.4. La formule (19) montre que les fonctions 2a,p sont bornées dans leur

ensemble sur tout rectangle fini. Mais (18) montre, d'autre part, que ces fonc-
tions sont également continues pour u et ^^o.

En effet, désignons par F(^, ^) le second membre de (19) (13).
(18) montre que, si u, u ' , ^^o, on a quels que soient a et p^> o

\^(uf^)-^(u^)\^\V(uf^)-¥(u^}\,

et, si u, v, (^^ o, on a quels que soient a et ? ̂ > o
|^a,p(^ ^ ) - :Sa ,p(^P) |^ !F(^ , ^) -F(^ ^ ) [ .

Il en résulte que, si Uo et ^o^o, pour u et ^^o, on a quels que soient
a e t p > o

|ia,p(^» C)~ I-a,p(^o, ^o)|^|^a,p(^ ^) —^a,[3(^ ^) | + 2a,p(^o, v) —l-a,p(^o, ^o) I?
^|F(^ p)-F(^o, ^ ) |+ [F ( ^o , P)-F(^o, ^o) | ,

expression qui tend vers zéro quand u et ^ tendent vers Uo et ^o-
II résulte de là que, de toute suite de couples (a, (3), où a et p ^> o, on peut

extraire une suite { a ^ , ^n} telle que 2^,^(^» ^) converge vers une fonction
limite G(^, ^) continue pour u et ^^o.

De plus, il est clair que l'on aura, à cause de (19),
(20) \G(u, ^);^H^+K[^(P)+P^(M)].

3.5. Supposons maintenant que Fon parte d^une suite de couples (a, ?)
appartenant à l 'ensemble E, telle que a et ? tendent vers + oo .

Nous allons montrer qu'alors, si la fonction G possède une dérivée seconde G"^
dans un voisinage du point (i, i\ cette dérivée étant continue en ce point, on a

(21) |G^(i, ï)i^^(E, i-4-o, i+o),

et, dans le cas où la fonction s(u, ^) est réelle, de sorte que GÇu, ^) F est aussi,

(22 ) —^(EÎ I + O » I+0)^G^(I , l)^^'(E, 1+0, 1+0).

(13) Nous prenons F(^, v) = o si u ou v == o.
Pour ^ et v > o, on a

F ( u , p ) = f V i H - ^ K [ | logç[- t - | log^ | ] j^^ .
•^o •^o



THÉORÈMES TAUBÉRIENS POUR LES SÉRIES MULTIPLES DE DIRICHLET.

1^

69

3 . 5 . 1 . Notons d'abord que, si G^ existe dans un voisinage du point ( ï , i ) e t
est continue en ce point, le rapport

G(u,v)-G(u, i)-G(i, ^)+ G(i, i)
( ^ — i ) ( ^ — i )

tend vers G^,(i, i ) quand le point (u, v) tend vers le point ( i , i) (avec u et v ^-1).

3 .5 .2 . Si l'on suppose u et ^>i , la formule (i4) montre que

(23) Ia,p(M, ^)-ia,p(^ l)-Ia,?(l,^)+ia,.8(l, l)= f f ^^^(t, t') dt dt'.
Jï Ji

Mais, pour ï^t^u et i^Y^^

!Sa,p( / , /') ==|5(a^ p/^-^a, p)]^W,(a, P, ^, (.).
Donc

|^a,p(^ ^)-ia,3(^, l)-ia,p(l, ^)+^p(l, l) | ̂  ( M - 1 ) ( V - ï) W,(a, P, M, (.).

Si l'on fait a = a,,, p = ̂ , le premier membre tend pour n infini vers

\G(u, P ) - G ( M , i ) -G( i , (.) +G( i , i) | .
On obtient donc

\G(u, v) —G{u, i)—G(i», P)+G(I, ï ) | ^ ( M — i ) ( ^ — i ) w , ( E , M., (Q,

G(^, ^) —G(u, i ) — G ( i , p ) - 4 - G ( j , i )
ou

^w,.(E, u, p).
( ^ - l ) ( ^ - l )

En faisant tendre u et ^ vers T , on obtient (21).
Si la fonction s(u, v) est réel le , on a pour i^t^u et i^^^^,

Sa,^, ^)^-n^(a,p, «, (.),
et(28)donne

-Sa,p(^, ^)—.Sa,p(^, l)—I-a,p(l, P)+^a,p(l. 1 ) ̂  — ( U — l) ( P — l ) ̂  (a, (3, U, v).

II en résulté que

G(M, r)-G(^ i)-G(i, P)+G(I, i)^-(^-i)(p-i)^;(E, ̂  r),
OU

G(^,^)-G(^, i)-G(i, ^)+G(i, ï),
———————(,,_^^_^——————— ̂ - ̂ .(E, ̂  P).

En faisant tendre u et ^vers ï , ceci donne

W G;;,(i, i)^-^(E, i+o, i+o).

Si, maintenant, nous prenons u et v <^ ï , la formule (i4) montre que

y1 y1

ia,i3(M, ^)-ia,?(^, l)-l;a,8(l, P )-+-^ (l, l) === / / Sa,3 ( t, t'^dtdt1.
^u ^ v
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Mais, pour^^^i et v^t'^i,

Sa,p(^ ^ ) = ^ ( a ^ (^-^a, P)^n;(a , (3, ̂ V

Donc

^(U, P)-ia,p(^ I)-^(l, ̂ )+Ia,p(l, l) ̂  (l - ̂  ) (l - P) II: fa, 6, i, iV
\ ^ ^/

On en déduit

G(u, ^)-G(u, i ) -G( i , ^ ) - t - G(i, i)^(i-^)(i-^)<fE,^-^,
\ u v )

OU

G(^, P ) — G ( M , i ) — G ( i , p ) + G ( i , i) / i i \
(^ - i ) (^ - i )———————^^^^^^

d'où, en faisant tendre u et v vers i, '

(2 5) G;.(i, i)^<(E, i+o, i+o) .

(24) et (2$) donnent (22).

3.6. Nous sommes maintenant en mesure d'établir les deux théorèmes
suivants :

THÉORÈME 1. — Si w,(\, ^) <+ oo et si $(.c, y) tend vers une limite finie S
quand x et y tendent vers zéro par valeurs réelles" positives, on a

(26) îiin \s(u, ^ ) — S | ^ w , ( i + o , 14-0).
M,P'->-+ao

P^ généralement, on a quel que soit E

(^ ^ l ™ J • î ( ^ ^ ) - - S | ^ w , ( E , I + o , I + o ) .
(M,P)€E

i^î la fonction sÇu, ^) ^^ réelle, on a de plus

(28) ^m |^(^ , v)— S |^?î7,(i+o, i + o )
M,^->-+»

et, quel que soit E,

(29) S-<(E, i + o , i+o)^ lnn ^ (^ ,P)^ lim ^(^ ^) ̂  S + ̂ (E, i +o, 1 4-0).
U, ̂ >+ 30 M,P>+30

( î < , P ) € E ( ^ > ^ ) e E

THÉORÈME 2. — Supposons que w,(X, ^)< +00 et qu'il existe aetb satisfaisant
à o < a < b tels que ̂ {x, j) tende vers une limite finie S quand x et y tendent
vers zéro par valeurs réelles positives satisfaisant à

^< J <À.
x

Alors on a (27), et (29) si la fonction sÇu, v) est réelle, pour tout ensemble E
ayant la propriété suivante :
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// existe deux nombres positifs £ et A tels que, si le couple (u, v) appartient à E
et si u et v ̂  A, on a

Cette propriété a lieu en particulier si E est une suite de couples (u, c) telle

que u et ^ tendent vers + oo, les rapports u et ^restant bornés supérieurement.]

3.7. Démonstration du théorème 1. — II suffit d'établir (27), et (29) si la
fonction sÇu, v) est réelle, puisque (26) est le cas particulier de (27) corres-
pondant à E égal à l'ensemble de tous les couples de nombres positifs, et (28)
est le même cas particulier de (29).

Pour cela, il suffît de montrer que, de toute suite de couples (u, v) apparte-
nant à E telle que u et v tendent vers -h oo, on peut extraire une suite {u,,, v^\
telle que s(u^ ^) tende vers une limite finie / satisfaisant à
(30) | / -S]^w,(E, i+o , 14-0)

et, si la fonction s(u^ ^) est réelle, à
(31) S — < ( E , i+o, i4 -o)^ /^S4-^(E, i+o , i+o) .

Étant donné une suite de couples (u, ^) appartenant à E, telle que u et v
tendent vers +00, on a vu que l'on peut en extraire une suite { ^ , ̂ } telle
que 2^^(i/, v) converge pour u et ç^o vers une fonction G(u, ^) continue
pour ces valeurs et satisfaisant à (20).

En tenant compte de (19), la formule (i3) montre que, quels que soient x
et y positifs,

( x y \ /T*
^ —> J-) —s(Un^n) tend vers x 1 j-2 f e-^-^'GÇu, v ' ) d u d v .un vn / JJ

Comme, quels que soient x et y positifs, < & ( — ) 7-) tend vers S, on voit
\un vn )

que sÇi^, ̂ ) tend vers une limite finie / et que l'on a, quels que soient x et y
positifs,

S — / = ̂ j2 jte-^-^'GÇ u, v) du dv.

D'après ce qui a été dit au paragraphe 1.10, ceci montre que
G(u, v)==(S—l)uv.

La dérivée seconde Q"^ existe donc pour u et v positifs quelconques et est
égale à S — /.

D'après ce qui a été dit au paragraphe 3.5, on a (21), et, si la fonction s(u, v)
est supposée réelle, on a (22).

(21) donne (3o) et (22) doane (3i).
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3.8. Démonstration du théorème 2. — Soit E ayant la propriété indiquée.
On voit d'abord que, de toute suite de couples (u, ^) appartenant à E, telle

que u et v tendent vers -4- oo, on peut extraire une suite {Un, Vn} telle que non
seulement S^ ,^(^? ^) converge pour u et ^^o vers une fonction G(u, v)
continue pour ces valeurs et satisfaisant à (20), mais encore le rapport vn-Un
tende vers une limite finie positive Œ.

Comme plus haut, en tenant compte de (19), la formule (i3) montre que,
quels que soient x et y positifs,

/ x y \ (T<]>/ —, 'L. \^s(un, ^n) tend vers x1 y 1 \\ e-^'-^'GÇu, v)dudv.
\ Un V,i } Jj

( 7 }
Mais le rapport —— tend vers I J-rr / x \ a- x

\Un)

Donc, si (ja<^ J <^ (jb, ce rapport est compris entre a et & à partir d'une

certaine valeur de n. Donc, dans ce cas, $ ( -ï-? J ) tend vers S.
\Un V n )

II résulte de là, d'abord que s{u^ Vn) tend vers une limite finie /, ensuite
que, quels que soient x et y positifs satisfaisant à (ja <^ ' <^ .(T&,oc

S — l== ̂ j2 j j e-u•v-^'G( u, v) du dv.

En raison de Panalyticité du second membre, cette égalité a lieu quels que
soient x et y positifs, et par suite

G(M, P )== (S— l)uv.

On en déduit, comme plus haut, que l satisfait à (3o), et à (3i) si la
fonction sÇu, ^) est supposée réelle.

En définitive, on a montré que, de toute suite de couples (^, v) appartenant
à E, telle que u et v tendent vers + oo, on peut extraire une suite {u,^ Vn} telle
que s(iin, ^n) tende vers une l imite finie / satisfaisant à (3o), et à (3i) si la
fonction s(u^ ^) est réelle.

Ceci entraîne (27), et (29) si la fonction sÇu, ^) est réelle.

3 .8 .1 . Remarquons que les hypothèses du théorème 2 entraînent que, quels
que soient a^ et b^ réels satisfaisant à o <^ a^ <^ &i, ^>(.r, y) tend vers S quand x
et y tendent vers zéro par valeurs réelles positives satisfaisant à

^l-^:7^!.
X

Pour le voir, il suffit de montrer que, de toute suite de couples (^,y) où x
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et y sont positifs et tendent vers zéro de manière que les rapports J et x- restent

bornés supérieurement, on peut extraire une suite {^, y,} telle que ^(x y ^
tende vers S. "'^"/

De la suite des couples Q, ' \ on peut extraire une suite
\ i7 /

U" 'J- = f ""' ̂  (( -^n ./n )

telle que 2^J.?/, ^) converge pour ^ et ^o vers une fonction G(u, ̂
continue pour ces valeurs et satisfaisant à (20), et que ̂  tende vers une limite
finie positive a. n

Comme plus haut, quels que soient x et y positifs,

y â ' â / ^ 5 ^ tendvers ^J2^——J-G(^, ^dudv.

On a vu que ceci entraîne que s{u^ ^) tend vers une limite finie / et que
G(u^)==(S-l)u^.

En faisant x=y=.^ on voit que $(^,y,)_^(^^ ^) fend vers S-/,
et par suite $(^, j,,) tend vers S.

^ 3 . 9 . Remarquons aussi que, dans chacun des théorèmes \ et 2, si Von ajoute
l'hypothèse que ̂ {œ, y) est bornée en module par un nombre fixe pour x et y réels
positifs, on peut ajouter dans la conclusion que sÇu, ^) est bornée pour u et v
positifs.

En effet, si l'on a w,(\, ^)< -4-00, on a ( i8 )e t ( i6 ) .
Compte tenu de (18), la formule (16) montre, en y faisant x =y= i, que,

quels que soient a et ? positifs,

^ (ï5 p) ~ ^ ( a ? p) ^jp-"-'[H + K | log^ | + K |log-p | ] du dv.

Donc^les hypothèses que $(^, y) est bornée en module pour x ety positifs
et que ^(X, ^)< 4-00 suffisent à elles deux pour entraîner que s(u, ̂  soit
bornée pour u et v positifs.

3. lo. Le théorème 1 est un cas particulier du suivant :

THÉORÈME l7. — Supposons que ^(X, (^) < + oo et qu'il existe deux suites {x^ \
et [y^} satisfaisant à

^=r^e^ y^r'^, r^ et r, > o, , | 9^ | et 10,| < 7r,

lim r^=o, lim ^±1 = i , linT |0^ |<7 ^ ,
m>+w m>+=o rm jn^^-w 2

rn
lim ^=o, lim -^?-l=I, lim | ô7 | < 7r,/^>-1-00 ^^4-00 r^ /z>+< 1 " ' a

^/i/î. ^c. Norm., (3) , LXX. — FASC. 1. 10
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telles que ^{x^ y,,) tende vers une limite finie S quand m et n tendent vers + oo .
Alors, on a (26) et, plus généralement., quel que soit E, on a (27).
Si la fonction s{u, ^) est réelle, on a (28) et, quelque soit E, on a (29).

3.10.1. Démonstration du théorème l7. — Nous montrerons d'abord que
pour toute suite de couples (u, v) appartenant à E, telle que u et v tendent
vers + oo, la suite des valeurs correspondantes de s{u, ^) est bornée.

En effet, \Up^ Vp\ étant une telle suite, on peut d'abord trouver deux suites
d'entiers {m?} et { Up} tendant vers +00 et telles que r^iip et r, ̂  tendent vers
deux limites positives données po et p^ On pourra par exemple prendre ^égal
au plus grand entier m tel que ^r^^po et Up égal au plus grand entier n tel
que^<^p,(1 4) .

Par ailleurs, si a et ? > o et Û^x et Ûiy > o, (16) donne (en y remplaçant x
ety par y.x et ?y)

€>(.r, j )—5(a, |3)=:ap^j j j e-^-^S^Çu, v}du,dv,

d'où en tenant compte de (18),

, | 0>(^ y ) - ̂ ( a , P) | ̂  ap | x \. \ y \ j e-^^-^^H + K | log^ | 4- K | log^ | ] du dv.

En prenant x=re^, y ^r'e1^', avecretr^o, 6 [ et I Q ' I < 7r, ceci s'écrit

|<Ï>(r^° , r ' e ^ ' ) - s^, (3) [^aprr' (T e-^^^-^^^^H 4- K | log^ | + K | logp | ] ̂  dv,

d'où l'on tire

1 s (a, P) ] ̂  | <D(r^, r'^') | + a[W ^-a.rcosO-p^cosO^ H .̂  K | log^ | 4- K | logp | ] ̂  dv.

En utilisant cette inégalité, avec

re^-==.x,n^ r'e^-==.yn^ a = u^ (3=^,
on voit que

lim |5(^, Vp)\^ S | + p o p o ^ e-«PocosîF-^pocos^(-H4-K[logM| +K[log^[1^^,
yy>-+^ J7 ' •

OU
9= lim [6^|, 9'== lïmp ' T .Ll̂  1 / ' 1

II résulte de là que, de toute suite de couples (u, ^) appartenant à E, telle
que u et ^ tend-ent vers +00, on peut extraire une suite partielle { U y , ^} telle
que, nonseulement2^^(t/, ^converge pouri/ et (loyers une fonction G(u,^
continue pour ces valeurs et satisfaisant à (20), mais encore sÇuq, Vq) tende
vers une limite finie l.

(u) Ceci du moins à partir du moment où p est assez grand pour que Upr^^ po et Vpr\ ^po.
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II ne reste qu'à montrer que / satisfait à (3o), et à (3i) si la fonction s{u, v}
est réelle.

Pour cela, on va montrer que, quels que soient p et p' positifs, l'équation

( 32 ) S - / == ̂  j2 ^ e-^—y G ( u, p ) du dv

est satisfaite au moins pour un couple {x, y) où

<^>o, ^J>o, M=p et |j|=p',

x pouvant être pris dépendant seulement de p, mais non de p7.
Le second membre de (82) étant une fonction de x etj holomorphe pour^r

et (Ay>o, il en résultera que (82) a lieu pour tout couple {x, y ) satisfaisant
à ^Ly>o, ^y>o, et par suite que GÇu, ^ )==(S—/)w, et l'on pourra
achever comme au paragraphe 3.7.

On peut d'abord trouver deux suites d'entiers { m ^ } et { Uy} tendant vers + oo
et telles que r^u^ et i\^^ tendent respectivement vers p et p'.

On peut ensuite trouver une suite croissante [q^\ telle que, en posant
m^=m^ n^=n^ les suites { 9^} et { 9^} soient convergentes. Leurs limites 9

et 9' satisferont d'ailleurs à 9|<^ \W < ^. Pour obtenir la suite {q^}, on
peut former d'abord une suite de valeurs de q telle que les 9,,, correspondants
tendent vers une limite, puis extraire de cette suite une nouvelle suite telle
que les 9^ correspondants tendent aussi vers une limite. En procédant ainsi,
6 pourra être pris dépendant seulement de p, puisque la suite {niq} dépend
seulement de p.

En faisant dans (i3)

a = u^, (3 == ̂ , x == x^ u^, y = y^ v^,

et tenant compte de (19), on obtient par passage à la limite

S - 1= py9- e^^' (Te-^-^'G(u, v) du d^

c'est-a-dire (82) avec
x=^e^^ y=z^e^'.

3.1l. Nous allons montrer maintenant que, si la fonction sCu, r) est
supposée réelle, on peut remplacer dans les théorèmes précédents l'hypothèse
w/A^X+oo par ^(X,^)<+oo, pourvu que l'on ajoute l'hypothèse
que <I>(^, y ) existe et est bornée en module par un nombre fixe pour x et
y réels positifs.

3.i 1.1. Cela résultera du théorème suivant :

THÉORÈME 3. — Supposons que la fonction sÇu, P) soit réelle, que m/À, a)<+oo,
que ^Çx, y ) existe pour x et y positifs, et qu'il existe trois nombres positifs M, h
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et k tels que, quels que soient x 6^j>o, on au pour i^a^i +h, I^P^I-+- k,

e>(a^ p j ) — 0 ( ^ , j ) ^ — M .

Alorsona ^,(X, (JL)<^+QO (15).

3 .H.2 . Démonstration du théorème 3. — Choisissons deux couples de
nombres positifs (a,, b,) et (^, ̂ ) satisfaisant à

i < — < i H- h et j < b2 < i -4- k.a! a^

On va montrer que, si

- o<^^^S(i+A)g et o<y^y/^(I+^a^

on a
\ s ( ' c ' y/\ <,/<; ^M ^ ^.(i+A, i + Â - ) 4 - M -1 ̂ (^ ^ ) - ̂ (E, ï]) 1 ̂  ^_^__ ,̂̂  ̂ ^_ ̂ ^ + ̂ (i + h, 14-^)==^,

c'est-à-dire que, quels que soit $ et Y] > o,

W.k^^i+A)^^!^^)^]^^
l ^1 02 J — —

On sait que

^^^)-^a^)^-^.[(i+A)g,(i+^)gK-^(i+^ ,+^).
Il suffira donc de montrer que

(33) ^, .-)-^, .) ̂  (^(I:^;^)4;M.) + ̂  ̂  A, ̂  .).

En remarquant que, pour ̂  et j>o,

^{^y)=ffe-^s(u^\dud^d} \^ y ]
on peut écrire

(34) ^(1^)-^(|1^)+^(I+A,.+^

=J^-[,(|^,^)-^,,^^+^(^^^^J^^
Comme

^<|;^(.+A)^ et ^<^(r+^.
on a

'(^'^(')-'(é"'^)^-^(I+/^'I+^

(") Ce théorème est complètement analogue au théorème 11, p. a33, de [8]. La démonstration est
inspirée de Karamata [12].
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et par suite la fonction sous le signe jj au second membre de (34) est positive
ou nulle.

L'intégrale e$t donc au moins égale à l'intégrale prise sur le rectangle
a^^u^bi, a^^v^î)^.

Mais, pour a^^u^b^ et^^ç^^, on a

^ v- u < (i + hY^ rf^ 7/ v < (i + A-)Y/,
6?! <7.2

et

^^£<(i4-A)^, r î ^r î<( t -^k ) r i -v ,
Ol ^i C?2 c?2

et par suite
s(^U, ^^-^(^^^^-^(l+Â, I+^)\ai ^2 /

et
s^ f î ) — s ( - J - U , -^ -P)^—CT,(I+/1 , I + Â - ) ,

\6>i 6>2 /

d^où

^l^^p^-/^^^^^^^^^ I+^)^.î(E/, y/)-5a,YO'-^(i+A,i4-^).
V^l ^2 / \^1 ^2 /

En définitive, on voit que le second membre de (34) est au moins égal à

(e-^- e-^) (e-^- e-^) [ s ( ^ , y/) - s(^ n) - ̂ (i 4- A, i + k)].

Par ailleurs, on a
6/! ^1 .. / i x ^1 ^9 ^^ / ^ û^^ < y ^ ( i + A ) ^ et ^ < ^ ^ ( i + Â - ) ^ ,

et par suite

^H-)-^-?)^
OU

't(i'•?)-t(tr^)^M•
Le premier membî'e de (34) est donc au plus égal à M + C T y ( i + À , i+Z:).
On a donc

(e-^-(r-^)(e-û—é^-^)[>(^ YÎ')-^^ yî)-^(i4-/i, i + A-)] ̂ M + ̂ (i + h, i+^) ,

d'où Pon tire (33).

3.ii .3. En tenant compte de la remarque du paragraphe 3.9, les
théorèmes 1 et 2, combinés avec le théorème 3, donnent les deux théorèmes
suivants :
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THÉORÈME 4. — Supposons que :

1. La fonction sÇu, v) soit réelle ;

2. 0^ ait ^(À, ^) <+ oo ;

3. <Ï>(^ j) ̂ ^ ̂  ̂  bornée en module par un nombre fixe pour x et y réels
positifs; ' /

4. <&(^ j) ̂ ^ ̂  ̂  limite finie S ̂ W ^ et y tendent vers zéro par
valeurs réelles posi ti ves.

Alors s{u .) ,„ bornée pour u et v positifs (-), on a (26) „ (28) et, quel que
soit l'ensemble E, (27) et (29). ^ ^ ^ i i

THÉORÈME 5. — Supposons que :

1. La/onction sÇu, v) soit réelle;
2. Onait CT,(X, pL)<^+oo;

3. <&(^ y) ̂ ,̂  ^^ soit bornée en module par un nombre fixe pour x et y réels
positif; J

4. // existe deux nombres réels aetb satisfaisant à o <" a < b tels que ̂ (x y)
tende vers une limite finie S quand x et y tendent ver ̂  zéro par valeurs réelles

positives satisfaisant à a <^ y- <^ 6.
oc

Alors s(u, .) est bornée pour u et ,> o (lc) et Von a (27) et (29) pour tout
ensemble E ayant la propriété suivante :

II existe deux nombres positifs e et A tels que, si le couple (u, c) appartient à E
et si u et v^A, on a e^ v- ̂  '-.

—— u — g

Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer le théorème 4' correspondant au
théorème 1'.

3.i2. Remarquons les différences entre les théorèmes de ce chapitre et les
théorèmes relatifs aux intégrales simples de Laplace.
_Une première différence est que nous supposons ici ^(X, ;j.)<+oo ou
ro,(A, (A)<+a>, alors que, dans les hypothèses des théorèmes relatifs aux
intégrales simples, seules interviennent les fonctions w,(V) et OT,(X) analogues
de w,{\, .̂) et OT,(À, (A). La raison en a été indiquée au paragraphe 2.9.

D'autre part, le théorème 4 comporte l'hypothèse que ̂ {x,y) soit bornée en
module par un nombre fixe pour x et y réels positifs, alors que le théorème
correspondant pour les intégrales simples ne comporte pas d'hypothèse
semblable. Une telle hypothèse est inutile dans ce dernier théorème du fait

que, si l'intégrale jT xe-^sÇt) dt tend vers une limite finie quand x tend vers

( '«) Ceci résulte des hypothèses 1, 2, 3, sans l'hypothèse 4.
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zéro par valeurs réelles positives, elle est automatiquement bornée pour x réel
positif. Au contraire, ici, <Ï>(.r, y) peut très bien tendre vers une limite finie
quand x et y tendent vers zéro par valeurs réelles positives sans être bornée
pour x et y réels positifs.

Enfin, il est clair que les théorèmes 2 et 5, dans lesquels on suppose
que ^(x, y ) tend vers une limite finie quand x et y tendent vers zéro par
valeurs réelles positives satisfaisant à a <^ ^ <^ 6, ne peuvent avoir d'analogues
pour les intégrales simples.

^. Théorèmes relatifs aux intégrales doubles de Laplace-Stieltjes

4. i. Il est en tendu une fois pour toutes que, dans tout ce chapitre, s(u, ^)
sera une fonction à variation bornée sur tout rectangle o^u^K, o ̂  v ^- B et
telle que

s(o,v)==o pour tout v ̂  o et s(u^o)=o pour tout u^o.

De plus, <I>(.r, y) désignera maintenant V intégrale j j e^^^dsÇu, c),
lorsqu'elle existe,

4.2. D'après ce qui a été dit au paragraphe 1.7.1, on a, quels que soient U
et V positifs,
.u v u

1 f e-^-^'ds {u, v ) = e-^-^Ys ( U, V ) + ^ x e-^-^'s ( u, V ) du
^o ^o «^o

.V .U .V

4- f y e-^-^'s (U, v) dv -\- f \ xy e-^-^'s (u, v) du dv.
«/o ^o ^o

Si ^(^, [JL) <^ +cc» et si û^x et c^ly ^> o, les trois premiers termes du second
membre tendent vers zéro quand U et V tendent vers -h oo, tandis que le qua-

trième terme tend vers l'intégrale jj xy e-^-^sÇu, v)dudv, qui est absolument
convergente.

En effet, on a quels que soient u et v positifs

(10) \ s (u , ^ ) | ^ H i + K [ | l o g ^ [ + | log^ | ] .

Posons, d'autre part,
ax=.^ dlj=Yi, |^|=p, \y\-=^.

S i U e t V > i , o n a
| e-^ys ( U, V ) | ̂  e-^-^ [Hi 4- K log U + K log V],

expression qui tend vers zéro quand U et V tendent vers + oo.
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D'autre part,

1 ^ ^/ ^ e-^-^rs (u, Y) du ^ p ^ e-^-^ [Hi -h K | log ^ -4- K log V] du,
\ ̂ 0 ^0

^ p [I-Ii + K log Y] e-^ f (?-^û^ + pK e-^ f <?-^| log^ | ̂ ,
17 o «^o

^^[Hi+KlogVje-^+pKe-^i f e-^| log M | du,
-> *7o

et cette dernière expression, qui est indépendante de U, tend vers zéro
quand V tend vers + oo.

De même,

\ ^ Q' r^
l je-^-^U, v)dv ^ ' [H i+KlogUJe -^+p 'Ke -^ ^ e-^ log v \ dv ^

\ J^ ^ JQ '

expression indépendante de V et qui tend vers zéro quand U tend vers + oo.
Par ailleurs, l'intégrale ff xye^^'^^sÇii, v)diidv est absolument convergente

puisque
[ ^y e-^-^-s (u, v ) | ̂  pp' e-^-^ [ Hi + K log u \ + K [ log p | ].

Nous pouvons donc dire que, si (^,(X, pi) <^+ oo, quels que soient x et y satis-

faisant à (Jix^>o et Ûiy^>o, V intégrale \\ e-^^dsÇn^ v) est convergente et

égale à

ff xy e-^-^'s ( u, v ) du dv.

4.3. On voit donc que, si ^(A, pi) <^ 4-00, <t)(^ y) existe encore ici pour
(J^x et O^y ^> o, tout comme au chapitre 3, et est la même fonction.

Ceci montre que Von a ici des théorèmes d'énoncés identiques à ceux des théo-
rèmes 1, 1' et 2 [mais qui sont distincts de ceux-ci, puisque <t>(.r, j) n y est pas
défini de la même façon]. Nous appellerons ces nouveaux théorèmes 1 a^ { ' a et îa.

4.4. Par contre, pour les théorèmes 4 et 5, il faut ici introduire une hypo-
thèse supplémentaire.

Nous établirons d'abord le théorème suivant :

THÉORÈME 6. — Supposons que la fonction s(u, ç^) soit réelle et que :

1. $ (a?, y) existe pour x et y réels positifs;

2. ^(À, [J.X+QO;
3. 77 existe trois nombres positifs u^, ^o et M tels que :

a. si o <^ u <^ u'^- u^y on a quel que soit v ^> o

s { u ' , v ) — . î ( ^ , p ) ^ — M ;
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6. si o <^ v <^ v 1 ̂  ̂ o? on a quel que soit u ̂ > o

s (u, ^') — s (u, ^ )^— M.

Alors, $ (^ y) existe pour (Jix et (Ry > o et est égal à l'intégrale absolument
convergente

j j xy e-^-^'s ( u, v ) du dv.

4.5. Nous poserons

( o si U == o ou V == o,

cr,,,(U,V)= ^ r^
j f e-^-^'dsÇu, P) si U et V > o.

^0 ^0

Quels que soient x et y, d'après ce qui a été dit au paragraphe 1.8, la fonc-
tion cr^(U, V) est à variation bornée sur tout rectangle o^U^A, o^V^B.

Dire que $(^,y) existe équivaut à dire que ^.r,y(U, V) tend vers une l imite
finie quand U et V tendent vers + oc .

4.5.1. Nous allons montrer d'abord que les hypothèses 2 et 3 entraînent
que, pour x et y positifs fixés, il existe une constante positive Q telle que, quels
que soient U, V, IT, \' satisfaisant à o < U < U^ o < V < V, on a

(35) , Œ,, , -(U / ,V /)-^,(U,V)^-Q.

Remarquons en premier lieu que, si o <^ 1/1 <^ u^ et ^ ^> o, on a, d'après ce
qui a été dit aux paragraphes 1.5.2 et 1.7. i,

^"s r^
0-.r,r( ̂ 2, ^l ) — 0-:r,r( U^ ^i)-= 1 ç-ux-^y^ (u, v),

^«i ^o
r^ r^

= / e-^-rd^Çu, ̂ )-s(u,, P)],
v it^ v0

=e-u^-^•[s(u„ ^)-s(u,, ^)]
r110-

+ / ^e-u•—^y[s(u, ̂ )-s{u,, ̂ )]du
J ̂

+ f y e-^—Y [s ( u^ v ) - s ( Mi, p )] dv
^o
r^ r^

-^ \ ^Y e-^-^s ( M, P) — <? (^, p)] ̂  ̂ .
^^l •^0

Par suite, si, pour u^u^u^ eto^^^^, avec u^ et ^i>o,

^((^ ^ ) — 5 ( M i , P ) ^—^(^ ) ,

^4/1/1. Éc. Norm^ .(3), LXX. — FASC. 1. il
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où ^ est à variation bornée sur [u^ ^], on a

( pUî

(̂ .,r (^2, Pi) — (̂ .(Mi, Pi) ̂ --^ e-^-^y^ ( ̂  ) + e-^Y f x e-1^ d> ( u) du
( ^ î/i *

/^l /-»"s /-«^l

+<°-^(^) ^ ye-^dv-^-^ ^ xye-u•r-^^u)dud\
^ 0 «A/i JQ

( ^^
^ — ; e-u^-^y ^ ( ̂ , ) + ̂ -^y / ^ ç-u.v ̂ (u)du

( ^^
^a \

+ ç-^-^ [ i - e-^'] A ( u, ) + [ i - e-^ir] ^ ^ ̂ -".̂  ̂ (u)du[,
^ )

( r"2 • )
^ — ̂  ( ̂ 2 ) ̂ -^ + \ x e-1^ ̂  ( u ) du ̂

{ ^ )
( ^u \ .

^—^(Ml)e-^+ ^ ^-^^(M)^

( ^ )

Or, comme l'hypothèse 2 entraîne que ̂ , ̂ ) satisfasse à (n), on a toujours
pour ^^o et o<^Ui^u

s(u^)—s(u,, P)^— [H'+K^og-^t.
L ^ij

Donc, ^^fo ̂ ^ soient u^ u^ v^ satisfaisant à o < u, < î , ̂  > o, o/î a

(36) ^r(^,, ^) -o.^(^,^ pi)^- H^-^+K7 f ^"^'^l-
L •y^, ii \

D'autre part, si o <^<^^^ on a pour^^î/^^ e t^^o

s (u , v)—s(u^ P)^—M.

Donc, ̂ ^ ̂  ̂ o^^ ̂ ,^2, ̂  satisfaisant à o < ̂  < ̂ ^ i/o ̂  ^i > o, on a

(^) 0-^,r(M2, Pi) —0-.r,r(^i, Pl)^— M^-^^.

Il résulte de là que, quels que soient u^ u^ ^ satisfaisant à o<^<^
et v^ ^> o, on a

[ , -,
^r ( ̂ 2, PI ) — cr .̂ ( Mi, pi ) ̂  — M + PT e-"o^ + K' F e-^ du ,

^0 ^ J

^-Qr

En effet, si u^^u^ (37) donne

0-^y(^, Pl)—(7.^(;Zi, P j^—Mê-^^^—M.

Si U^^UQ, (36) donne

{ /^î ^ )

<7^(M.,Pi)—cr^(^,^)^— H^-^-'+K' / e-^——^
.̂. u )

^-^H'e-^+K' f^ ^-^^L
( ^o ^ (
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Si ^i<^o<^2» on a

O'.r,y(^ ^l)—0-.r,r(Mi, Pi)==[o^(^, Pi)—0-.^.(^o, ^l)] 4- [cr.r,r(^o, ^ l)—0^y(^i , ^i)],

^-IH^-^+K' f (T-^^ -M.

( ^, M )

On démontre de même que, quels que soient u^ ^i, v^ satisfaisant à u^o
et o <^ ^ <^ (^, 6w û

O'a:,y(^l, ^;2)~0•.r,y(Ml, ^l)^—Q2,

avec

Q.=:M4-H'e-^+K' f e-^^.
^0 v

Alors, si o < U <^ U', o < V < V7, on peut écrire
^-(U', V) - ̂ •(U, V) = K^U', V7) - ̂ (U, V^J + [^-(U, V) - Œ, ,(U, V)1,

^-Qi-Q-,

ce qui donne (35), en posant Qi 4- Q2==Q-

4.5.2. (35) montre que ̂ ^(U, V ) est borné inférieurement pour U et V^> o.
En effet, si V et V^o, on peut écrire quels que soient U et V satisfaisant

àcX^l^U'etcx^V^7,

^(ly, V7) ̂ - Q + Œ^(U, Y).

Mais, d'après ce qui a été dit au paragraphe 1.3.4, quand C et V tendent vers
zéro par valeurs positives, o^,y(U, V) tend vers une limite finie a^.(+ o, + o).

On voit donc que, quels que soient 17 et V'^ o,

cr^U', V^-Q+cr^+o, +o).

4.5.3. Si maintenant on tient compte de l'hypothèse 1, on voit que CT^ ,.(U,V)
est aussi borné supérieurement pour U et V ^> o.

En effet, pour U' > U et V > V,

^.(^V^Q+^W V).

En faisant tendre U' et V vers 4- oo, on obtient à la limite

^ , r (U ,V)^Q+€»(^ j ) .

4.5.4. En définitive, on a montré que les hypothèses du théorème 6
entraînent que, pour x et y positifs fixés, il existe une constante positive R telle
que, quels que soient U et V ^> o,

l ^ , r (U ,V) | ^R .

Cette inégalité vaut d'ailleurs pour U et V^o, puisque cr,,j(U, V)==o si U
ouV=o .
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4.5.5. Mais, quels que soient U et V^> o, on a, d'après ce qui a été dit aux
paragraphes 1.8 et 1.5.3,

.u v
5(U, V)= ^ \ e^ydcr^yÇu, P),

v 0 v 0

d'où, d'après ce qui a été dit au paragraphe 1.7.1,

/lu
s ( U, Y ) = e^^'a^y ( U, V ) — ^ x e^^v^^y (u^)du

^ o
^ ^ ^

— ^ y ^-^•^(U, ^)dv-^ ^ xy e^^y^yÇu, ^) < /̂ < .̂
J Q ^Q «^0

Par suite
( ^ rY r^ rY )

I s ( U, Y ) | ̂  R ^ e11^4-^- + je e^-^y du-^- y e^^y dv + / ^ .yj ^^^4-^- ̂ ^ ^^ (
( ^ O ^0 ^Ô ^O )

<4R^UT+V^.

D'après ce qui a été dit au paragraphe 1.115 ceci entraîne que, pour d^x' ^> x
et û^y'^>y, ̂ {x', y ' ) existe et est égal à l'intégrale absolument convergente

j x' y e-^'-^''s (u, v) du dv.

.rety pouvant être pris aussi petits que l'on veut, ceci a lieu quels que soient^
et y' satisfaisant à d^x1 ̂ >o et (^y'^> o.

C'est bien le résultat annoncé.

4.6. En combinant le théorème 6 avec les théorèmes 4 et 5, on a les sui-
vants :

THÉORÈME 7. — Supposons que la fonction s(^u, v) soit réelle et que :

1. <&(.r, y) existe et soit bornée en module pour x et y réels ^> o ;
2. ^(x, y) tende vers une limite finie S quand x et y tendent vers zéro par

valeurs réelles positives ;

3. On ait ^(X, pO^d- oo ;
4. Il existe trois nombres positif s Uo, ^o et M tels que :

a. Si o <^ u <^ u' ̂  UQ , on a quel que soit v ^> o

s(u',v)—s{u,v)~^—M;

b. Si o <^ v <^ ̂ '^^o; °^ ^ ̂ ^ ?^ ̂ ^ u^> o

s (u, v') — s (u, P)^— M.

Alors, sÇu, ^) ̂  bornée pour u et ^^>o, o/î ^ (2^) ̂  (2^), et y quel que soit
Vensemble E, (27) ̂  (29).
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THÉORÈME 8. — Supposons que la fonction sÇu, ^) soit réelle et que :

1. $(<r, y) existe et soit bornée en module pour x et y réels ^> o ;

2. Il existe deux nombres réels a etb satisfaisant à o <^ a <^ b tels que <t>(^ y)
tende vers une limite finie S quand x et y tendent vers zéro par valeurs réelles

positives satisfaisant à a <^ </ <^ b;
3C

3. On ait CTy(X, p.) <^ + °o ;

4. 7Z existe trois nombres positif s Uo, ^o ̂  M tels que :

a. Sio <^ u <^ t/^ i/o » °^ ^ ç^^ ç^ «y0^ ^ ̂ > o

s {u', v)—s(UfV)^—M,

6. & o <^ ^ <^ ̂ '^ ^o ? °̂  a ̂ ^ que soit u ̂ > o

^ ( ^ 5 p ' ) — 5 ( < / , ( - ;)^—M.

Alors, sÇu, ç?) est bornée pour u et ^^>o et Von a (2^?) et (29) joow ^o^
ensemble E ayant la propriété suivante :

II existe deux nombres positif s £ et A tels que, si le couple Çu, ^) appartient à E

et si u et v ̂  A, on a £ ̂ - - ^- - *
—— ^ —— U, —— £

4.6. i. En combinant le théorème 6 avec le théorème 4\ on obtiendrait un
théorème T que le lecteur pourra énoncer sans peine.

5. Théorèmes relatifs aux séries doubles de Dirichlet.

5 . i . Nous allons maintenant considérer des séries doubles de la forme
+00 -+-OC

(38) ^ ^cin^e-^-w, •m,îi'-

m == 0 n = 0

où { X ^ } et { ^} sont deux suites de nombres réels satisfaisant à
o^Ào < ^i < ^2 <. • •< ^m <- . ., lim ^=:+oo,

W->-4-oo

o^^o< ^l<^2<.y. -<P-n<- - ., lim ^==4-00,
/î>4-oo

et les û^^ sont des coefficients réels ou complexes.
Il est entendu qu'une série double

-)- °0 + 00

22 Um,n

W==:0 7î==0

sera dite convergente si la somme partielle V ^^,A tend vers une limite finie
y'=0 k=Q

quand m et n tendent vers + oo indépendamment l'un de l'autre.
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5.2. A la série (38) nous associerons la fonction s(u, r) définie pour u
et c^o de la façon suivante :

Si u= o ou v= o, on prend s(u^v)= o.
Si u et v ^> o, on prend sÇu, ^) égal à la somme des a^ ̂  correspondant aux

valeurs de m et ^ pour lesquelles \rn^=.u et (JL^^^, cette somme étant consi-
dérée comme nul le s'il n'existe aucun couple Cm, n) satisfaisant à la condition
indiquée.

Diaprés ce qui a été dit au paragraphe 1.3. i, cette fonction est à variation
bornée sur tout rectangle o^^^A, o^^^B.

De plus, d'après ce qui a été dit au paragraphe 1.6. i, on a pour U et V ^> o

/lu r^
/ [ e-^-^-ds\u, ^)==V a^k e-^-W,

^ o *A -^-,
Ày^U

^k^y
[la somme étant prise nulle s'il n'y a aucun couple (7, k) tel que Xy^U
et pi^V].

Il résulte de là que la série (38) est convergente ou non suivant que l'inté-
grale jj e-^'^dsÇu, ^) existe ou non, et que, lorsqu'il y a convergence, la
somme de la série est égale à la valeur de l'intégrale.

5.3. Ceci étant, il est clair que les théorèmes du chapitre précédent four-
nissent des théorèmes correspondants relatifs à la série (38).

Nous donnerons seulement ici des corollaires particuliers qui généralisent
les théorèmes de Littlewood et de Hardy et Littlewood relatifs aux séries de
Dirichlet simples.

5 .4- Nous poserons
m n

^j ^a/,k-=^m,n'

7=0 k==0

De plus, nous introduirons les quantités

pm,/i==^ ^m,k^ (ïm,n==^^ ^,n-

k=Q /=0

Par ailleurs, il nous sera commode de poser X_i== [Ji-i= o.

5.5. Comme corollaires des théorèmes ia et 2 a on a les théorèmes sui-
vants :

THÉORÈME 9. — Supposons qu'il existe une constante positive K telle que Von ait

i i ^ ir m — ^m—l -i . .
\pm,n\^=.^———\———— pOUr /\m>0 et ^^0

Aw
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et

\ qm.n \ ̂  K '——L^Lll pour ^n > o d m ̂  o.
P-n

Ceci entraîne la convergence de la série (38) pour (J^x et C^y^> o.
Si la somme FÇx, y) de cette série tend vers une limite finie S quand x et y

+x> +°o

tendent vers zéro par valeurs réelles positivesy la série ^ ^^m,/i est convergente
m == 0 n = 0

et a pour somme S.
5; en outre FÇx, y) est bornée en module pour x et y réels positifs, les sommes

partielles S,n,n sont bornées en module.

THÉORÈME 10. — Supposons qu^il existe une constante positive K telle que Von ait

\Pm,n\^^-m--^—n-J• P0^ ^m>0 et ^^0,
^m

et

l^m.nl^K^"——p:nzl pour ^n>o et m^o,
P-n

ce qui entraîne la convergence de la série (38) pour G^x et Û^y ^> o.
S^il existe deux nombres réels a et b satisfaisant à o <^ a <^ b tels que la

somme TÇx, y) de cette série tende vers une limite finie S quand x et y tendent

vers zéro par valeurs réelles positives satisfaisant à a <^ y- <^ &, Sm,n tend vers S

pour toute suite de couples Cm, n) telle que m et n tendent vers -4- oo de manière

que les rapports L— et -^ restent bornés.

Sien outre F(.r, y) est bornée pour x et y réels positifs^ les sommes partielles S,n,n
sont bornées.

5.6. Pour établir ces deux théorèmes, il suffît de montrer que les hypo-
thèses faites sw pm,n et q^^ entraînent que la fonction s(u, v) définie plus haut
satisfasse à ^,(X, ^)<^+oo et^,(E, i+o, i -+- o ) = o p o u r E égala l'ensemble
des couples (X^, p^) où m et ^^i, et a fortiori pour E contenu dans cet
ensemble.

En effet, si ^(X, [j-)<^+oo, l'intégrale jf ^-^-^ dsÇu, v) existe pour O^x
et (îiy^>o, de sorte que la série (38) est convergente pour ces valeurs de x
ety et lui est égale, et l'on peut appliquer les théorèmes 1 a et îa.

Avec les hypothèses du théorème 9, le théorème \ a permettra de conclure
que l'on a (27) quel que soit l'ensemble E. En prenant E égal à l'ensemble des
couples (A^, [JL,,) où m et ^^T, on trouvera que ^(X^, p^), c'est-à-dire S^ ̂
tend vers S quand m et n tendent vers +oc .

Avec les hypothèses du théorème 10,1e théorème 2 a montrera que l'on a (27)
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pour tout ensemble E ayant la propriété indiquée. Étant donné une suite de
couples (/n, n) telle que m et n tendent vers +00 de manière que les rap-
ports ë et fn restent borné^ on P^ prendre E égal à l'ensemble des
couples (X^ ^) correspondants. (27) montrera alors que, pour cette suite de
couples (m, n), S/^ tend vers S.

Dans les deux théorèmes, la remarque du paragraphe 8.9 montre que les
suites partielles S,,̂  sont certainement bornées si F(^,j) est bornée pour x
et y réels positifs.

5.7. Nous montrerons que l'on a pour uet v positifs quelconques
(^ W,(^, v, \ ^ ) ^K[2+ log^ -{ - log^J ,

et pour m et ̂ ^i
(^°) W,(À^, ^, \ ^ )^K[ logÀ+logr i -

Il en résultera que
Ws ( \ ^) ̂  K [2 + log ^ + log ^] < 4- oo

et, pour E égal à l'ensemble des couples (X^, ^) où w et ̂ ^i,

w,(E, À, ^ )^K[logÀ+log^ d'où ^(E, 14-0, 1+0)=: o.

5.7.1. Il suffît de montrer que, si o< u^v!^\u et o<^^^^^.^ on a
(^ ) 1 -^ ( << ^') - 5 ( u, v) \ ̂  K [2 -(- log À + log ^],

et que, s iX^^^^XX^et ^^^^^^, avecwet/ i^i , on a
(^2) [ ^ (^ , ^)-s(^ ^ ) | ^K[ logÀ+logr i -

On remarque d'abord que, quels que soient m tel que ̂ > o et /^o, on a
\Pm,n\^K,

puisque, pour X^^> o,
^m — ^m—l .

—^——^I-"•w

D'autre part, pourm^i et/^_i>o, on a quel que soit^^o

I ^ ^ . I ^ K l o g ^ .
Am—l

Alors, on va voir que, si o < u^u^\u et ^> o, on a

(^3) 1^(^ ^ ) — s ( u , ^ ) | ^K[ i+ logÀ] .

Si ^< ^0(^0 étant >o, évidemment), c'est évident car le premier membre
est nul.

Supposons donc (^^< a^i, avec /i^o.
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S'il n'y a aucun Ày satisfaisant à u<^\j^u', on a s(u'', ^=-s{u, v) et le pre-
mier membre de (43) est encore nul.

S'il y en a un, soit \^, on a

\S(U^ V) —S(U, ̂ I^IT^J^K.

S'il y en a plusieurs, soit X^, X^^, . . . , À^, on a

s { u ' , v ) — s { u , v)==p^-[- ^ p^
m'==.rn^-\-\

d'où
À

\s(u', v)—s{u, p)j^K+KVlog.-")——î
^m—l

m^ +1

^K|i+log^1,
L Aml J

^K[i+logÀ].

On voit de même que, si ;/ ^> o et o <^ v ̂ ^'^ p.^, on a
(44) \s(u, ^)-s(u, ^)|^K[i+log^].

Si o<^u^u'^\u et o<^^^^^p^, (43) et (4,4) donnent (4i) en écrivant
\ s (u ' , v') — s{u, v) \ ̂  s(u'^ v) — s{u, v) 4- \s(u^ v') — s(u', (.')|.

Pour établir (42),'nous remarquons d'abord que, siA^^^^X)^, avecw^i,
on a quel que soit v ^> o,

\s(u', v)-s{^ ^)|^KlogÀ.

En effet, si u'<^^m+i ou ^<^ pLo,
s{u', v) —s(^ P)==O.

Si ̂ ^^<^^+i, avec ̂ i ^> w, et ^n^^<^ ^+1, avec^^o, on a

5(^, V)—S(^ V)= ^ ^\n,

7=/n+l

d'où
mi

\S{U', V)—s{\n, V)\^ ̂  1 ^ 7 , ^ )

/==/ra+l

^ ,., ^»^K^log^=Klog- m ' ,
-•—— 7V/—1 ^W

771+1

^Klog7.

De même, si [^^^^[JL^, avec ̂ ^i, on a quel que soit ^^> o
\ s (u , v1)— s(u, ^)|^Klog^..

^/in. Éc. Norm., (3), LXX. — FASC. 1. 12
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Alors, si \^^u'^\\n et ̂ n^^^^n, avec m et /i^i, on a
\S(U^ ^)-s(^ ^n)\^\s{u', p.n)-s(^ ^n)\-^\s(ur, p')-^(^, ̂ ) |,

^KIogÀ+Klog^ .

La démonstration des théorèmes 9 et 10 est ainsi achevée.

5.8. Il est intéressant de remarquer que, si Ào et ^o>o, les hypothèses sur
pm,n et q^^ qui figurent dans ces théorèmes sont satisfaites en particulier si Von a
quels que soient m et n ̂  o
(45) I^J^M^-^-1^-^-1) (1 7 ) .

/m+^

En effet, si l'on a (45), on voit que, quels que soient m et /i^o,
n

\Pm,n \ ̂ ^j 1 am,k\}

k=0

^j^ ^m— ^m-iy< ^m(p-k— P-k-ï)

—— ^ ^ Àl-^-ul^m ^ ^m-^-^î
À==0

^m — ^m—l /' " ^mdt—^m-l r^ ^mdt

^w JQ ^m+ ^2

:M

^ ^m — A^_i:M-
2 À»

et de même
1 n \ ̂  M 7r !J^ZZJJ^~Lfjm.n ^— •L»1 — ————————-•

2 ^^

& Xo o^/ p.o= o, /^ hypothèses sur p^ et q^^n sont satisfaites si Von a (45)
pour tous les couples (m, n) tels que \^ et pî > o, avec

ao,,i^N^——^zl pour ^>o, „ ^0=0,
P-n

et

1 1 ^ 1\T w —— ^m—1 ^l^^^j^JM——.——— pour À^>o, si u.o=o.
i^m

En effet, si [^o>o, le calcul fait plus haut montre que l'on a pour X^>o
et n^o

In 1 ^ TU 7T /m— /^-!i /?^,^ | f^ lvl ~ ———^———• •
2 /^,

Si ^o==o, on a pour ^rn^>o ''
[ „ |_ n \ ^ TV m — ^w-l .l/^w.O i — ^w.ol^-I.M——^————•?

(1 7) Gomme nous l'avons dit au paragraphe 5.4, nous posons X_^= ^i_i == o.
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et pour n^>o'
n

1 Pm,n i ̂  | ^m,0 | -4-V | 0^ |,

Â:=l

/Î

^ TV Â /n—Am-l V M ( ̂ m — ^m-1 ) ( ̂  — /^-l )±= -'••1 ————^————— ~T- / -1-V1 ————————=——————5———————— 5
\n ^ ^m-^-P-k

7c==l
/ n

^ ^m—^m-l ^ ̂  _^ ^V^ ^m(^—,

—— À^ ) ^J À 2 + /,^m+ /J-!

l i"^^)

^ ^T; ^—^^^N4-M

N -+- M 7r^ ^m— ^m-1-L ^ I J-»A 1 - •

2 / ^ r n

r ^
1 N + M ^

( ^o

Par conséquent, dans tous les cas, on a pour X,,,^> o et /i^o,

l^^l^fN+M^V"-^-1 .\ 2 y ^/n

De même, pour ^^>o et m^o,

71^ ^— ̂ _
I^I^^N+M^ ^

91

5 . 8 . 1 . 7)a/î  7^ cas particulier où ^m= m et y^n= n, on voit que les hypothèses
sur pm,n ^t ym,n sont satisfaites si Von a

, , . M
1 am,n \ ̂ - —;———:, pour m et n > o,m" —|— n"

avec
N

a^o |^— pour m >o etm
. . N
\ciQ^n\^=.— pour / î>>o,

ou, plus particulièrement encore, si Von a

, . M • .
\am,n \^——-^——; pour m^^^x).— m2-^- n1 r

En posant e~x=X et ^~^===Y, le théorème 9 donne ainsi le théorème de
Knopp cité dans l'introduction (18), avec en moins l'hypothèse que

4-00 +00

Y y ̂ ^X^Y^ ^ K pour X et Y réels ̂  o et < i.
m=0 TI== 0

5.9. Le théorème { ' a donne comme corollaire un théorème 97 déduit du théo-
rème 9 en remplaçant l'hypothèse que T(x, y ) tend vers S quand x et y tendent

(^) [13],Satz5,p.584.
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vers zéro par valeurs réelles positives par celle qu'il existe deux suites [ Xm \ et[yn\
satisfaisant à

^m== Am^'S j,,== r^6", . r^ et r^> o, 0^| et [ 0^ | < 7T,

lim r^=o, lim -^:=i, lim | 9 ^ [ < - 5
w ->- 4- ao m ->- 4- xi ^w m ->- 4- oc 2

\imr'^=o, lim ^=i, HmIO^K",
7Î -^ 4- oo ^ ̂  4- oo ^/î 7Î ->- + oo 2

^/Z^ ç^ F (.2^ y,,) ^6fc ^^/^ S quand m et n tendent vers + oo.
5. lo. Comme corollaires des théorèmes 7 et 8 on a les théorèmes suivants :

THÉORÈME 1 1 . — Supposons que les a^^ soient réels et qu^il existe une constante
positive K telle que Von ait

p^n=^— K m . pour ^>o et n'^o
^m

et

q,n,n=^—^'——'—^- pour p.n> o et m ̂  o.
P-n

Si la série (38) est convergente pour x et y réels positifs et si sa somme VÇx, j)
est bornée pour x et y réels positifs et tend vers une limite finie S quand x et y
tendent vers zéro par valeurs réelles positives, les sommes partielles S^^ sont
bornées ( 1 ° ) et Von a

(46) Ïim S^==S et lim S^^ S - K(2 - a - (3),
m,n^-i-» m,n^-^

avec

a= lim ^ et (3 = lim J^-.
•̂̂ :oo ^w+l /î^Toc ^+1

£/i particulier^ si -p1 r^^rf 2;̂ r̂  i quand m tend vers +00^ ̂ -^ tend vers i
^•m •̂n

4-00 4-oo

quand n tend vers + oo, la série ̂ . ̂ . a^ ,n ^st convergente et a pour somme S.
/n==0 TI==O

THÉORÈME 12. — Supposons que les a^ ̂  soient réels et qu'il existe une constante
positive K telle que Von ait

pm,n^— K-^7——m=^- pour lm> o et ^^o
•^w

<?^

y^^^—K*"——'^^ joû^r ^>o et m^o.y-n

(19) Ceci est vrai sans la dernière hypothèse.
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Si la série (38) est convergente pour x et y réels positif s y si sa somme F(<r, y)
est bornée pour x et y réels positifs, et s'il existe deux nombres réels a etb satis'
faisant à o <^ a <^ b tels que F Çx, y) tende vers une limite finie S quand x et y

tendent vers zéro par valeurs réelles positives satisfaisant à a <^ •7 <^ b, les sommes

partielles Sm,n sont bornées (1 9 ) et Von a pour toute suite de couples (m, n) telle

que m et n tendent vers -{-ce de manière que les rapportsL— et -m restent bornés
^m R-n

(4?) S-K(2—a—(3)^limS^^ÏÏmS^^S,

(^vec

a= lim ^ et (3= lim -^.
m^^ Am+l nTT^ ̂ +1

Si, de plus, a et ? sont positifs, on peut affirmer qu'il existe de telles suites de
couples Cm, n) pour lesquelles Sm,n tend vers S.

Si -p±l tend vers i quand m tend vers +00 et ^±1- tend vers i quand n tend
^m R-n

y ers + oo , Sm,n tend vers S quand m et n tendent vers + oo de manière que les

rapports ^n et -m restent bornés.rr ^m p-n

5. i i . Indiquons d'abord les conséquences des hypothèses communes aux
deux théorèmes.

5.i 1.1. L'hypothèse que la série (38) est convergente pour x et y réels
positifs, et égale à TÇx, y), se traduit par le fait que, sÇu, ^) étant la fonction
définie au paragraphe 5.2, l'intégrale jj e-^-^dsÇu, v) est convergente poura?
ety réels positifs, et égale à F(.r, y).

Un raisonnement tout à fait semblable à celui par lequel nous avons montré
plus haut que les hypothèses des théorèmes 9 et 10 impliquent

W,(^, P, À, ^ )^K[2 +logîi+]og/jL] pour ueiv>o

montre que l'on a ici

II^(u, v, À, ^ . )^K[2+logÀ+log^] pour ^ e t p > o .

Par conséquent, on a CT/^, p-) <^ + oo.
Par ailleurs, en prenant Uo positif, et inférieur à Xo si Ào ^> o ou à X^ si ^o = o,

on voit que, si o<^ u<^ u' ^UQ, on a quel que soit ^^>o

s(u!, v)—s(u, P)==O.
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De même, en prenant ̂  positif, et inférieur à ̂  si ^o>o ou à u, si ao=o
on voit que, si o < v < ̂  ̂  on a quel que soit ^ > o l ?

s (u , ^ ) — s ( u , ^ )=o .

Les hypothèses 1, 3 et 4 des théorèmes 7 et 8 sont donc satisfaites.

5 .H.2. D'autre part, un raisonnement semblable à celui par lequel nous
avons montré plus haut que les hypothèses des théorèmes 9 et 10 impliquent

W.<?(^wî p-rif ^î ^)^KlogÀ/ji pour m et n^i

permet de montrer que l'on a ici, pour m et /i^i,

II,(^m, ^, ^, ^)^KlogÀJUl.

Par conséquente^ tout ensemble ^contenu dans F ensemble des couples
(^m> t^i) où m et n^ï, on a

^(E, À, ^)^Klog^, ^W ^(E, i+o , i + o ) = = o .

5. i i .3 . Posons maintenant, pour m et T^I,

Max[o, -^m,.]=^, Max[o, -q^^q^
Sm,n— S^_i^_i== ô^^, Max[o, — ^m,n} == ̂  ̂

puis posons

^^n== ̂  ^^= ̂  J^ ̂ = ^

et
Max[^, ^, ô j = p .

Ces quatre derniers nombres sont finis, puisque les hypothèses faites sur^ ,
et q^^nentraînent que, pour m et /z^i,

P^n-^—K, qm,n^—K,

et
Ôm,/z ̂  pm,n—ï 4- Çm^n^^ — 2 K,

et par suite
/4,n^K, ^,^K, ^^2K.

^ Nous allons voir que, pour tout ensemble E contenu dans l'ensemble des couples
C^m, ^n) oùmetn^i, ona

(48) ^(E,^ P-)^Klog^4-p.

Il en résultera évidemment que, ^w ^^^ ^^/nèfe E satisfaisant à cette
condition^ on a

OT^(E, i+o, i + o)^p.
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5. il .4- ^ et pi étant fixés, à tout couple (m,n) tel que X^^>XXo et ^n^> ;^o?
faisons correspondre le couple (W, n1) défini par

^m'-^-^ <^m' et ^n'-^^^n<^n''"•m'—l^: --j-

Si u' et v1 satisfont à

^^u'^n et ^^^^^u'^n et ^^y^n,
A ,̂

il existe m^ et ^i satisfaisant à

^m^^<^+i et ^^^<^+i,

et l'on a évidemment
m'—i^m^^m et n ' — i ^L n^^- n.

On a toujours
S(U', ^)z=S^,n,==s(7<^ p.^).

Nous envisagerons quatre cas suivant les valeurs de m^ et n^ :

Ça) m^^m'y n^^n'.
Alors y1 < X/^Xm et Î J- < ̂ ^ (J.,,, et par suite

^m^ ̂ m< '^m, et ^^ ̂ < ̂ .̂

On a donc
5(M / ,^)—5(À^,^)=—[5(^,^)—.î(^,^)] ,

^III.(À^, p.^, ^, p.),
^Kiog^.

(6) m^=m'— i et n^^n'.
Alors, on peut écrire

S(uf, V') —S{^m, ^)==[5(À^/, ̂ ) —7?m',nJ —5(^, ^n),

==—[s(^m, ^n)—s(^, p.n,)]—pm',n^

\ et, comme X^^X^<^ Xkrn' et ̂ ^ ̂ <^ ̂ ^, ceci donne
S(U^ P ' )—5(^, ^)^II^(À^, ̂ , À, ^)+y/n',np

^Kiog^+p^,^.
(c) m^^mretn^=nr—i.
Alors on peut écrire

.î^, ^ /) —5(À^, ^)==[5(À^, ̂ ) — ̂ ,,^] —5(^, p.n),

==—[5(À^, ^n)—^(^miî ^/i7)] --qm^n">

et, comme X^^À^<^XX^ et ^^^<^ ̂ ^, ceci donne
^(M', ^) —5(^, p7i)^II^(^, (J.^, À, ^) + q'm,,n^

^Klog^4-ç^,^.
(rf) m^=m!—ï ein^=n'—i.
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Alors on a

S(U'^ ^)-S(^ ̂ )=[,(^, ̂ ,)-^J_,(^ ̂

==-[s(^m, ̂ n)-s(^, ̂ )]-<^,^

^n^(^/, ̂ , À, ^)+^ „„
^Klog^+^,.

5.H.5. Remarquons maintenant que, quel que soit £ positif, il existe
deux entiers positifs m, et n, tels que, pour m^m, et n^n,,

74,^P+£, ^m,^P+£ et ô^^p+s.

Alors, ce qui précède montre que, si X^À^ et ̂ [^ on a toujours,

pour^^^^^et^^.^^,

,̂ ̂ )-.ç(^ p.n)^Klog^4"p4-£.

Autrement dit, pour A^XX^ et [JL^ ̂ ^,

-n'^(^^, ^, À, ^) ̂  K iog^ + p 4- s.
On a donc bien (48) si E est contenu dans Fensemble des couples (X^, ^)

oùmetn^i.

5.12. Ceci étant , supposons maintenant, en premier lieu, que F(^, y) tende
vers une limite finie S quand x et y tendent vers zéro par valeurs réelles posi-
tives; autrement dit, plaçons-nous dans les hypothèses du théorème 11.

On peut alors appliquer le théorème 7.
D^abord,^/ ,^) est bornée pour ^ et ^>o, donc les sommes partielles S^ ,

sont bornées.
Ensuite, en prenant pour E Pensemble des couples (^, ^) où m et ̂ i,

(29)donne
^9) S-p^ lim S^,,^ ÏÏm S^^S.

m,n^-i-^ w,/î-^4-oo

Si p = o, ceci donne
lun S^n= lim' S,^==S.

m, n •>-+ao /n,/î->-4-oo

Si p > o, l'un au moins des nombres ®, à, S est égal à p.
Si ®= p, il existe une suite de couples (^, n,) telle que m, et ^ tendent

vers +00 et que p^ tende vers p. Pour k assez grand ̂  est positif, donc
égal a —p^n,. Par conséquent, ̂ ^ tend vers — p. Comme on a\

^mj,, ni, == S^_i^ -(- p^ ̂  y

ceci montre que
llm S,^^=hm S^_^-p^ Tim S^-p,

A>+°o X:^4-x ,7^^4-00 l
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et par suite
lim Sm,n^= lim S,^—p.

m,n-^+w w,/i>-hoo

Si ^ <^ ? mais & = p ou S == p, un raisonnement analogue montre que l'on a
encore la même inégalité.

En comparant avec (49)» ceci donne

lim S^n==S et lim S w n = = S — p .
^•^+- m,^~+^.

Pour établir (46), il suffit donc de montrer que
p ^ K ( 2 — a — p ) ,

c'est-à-dire que à?, & et o sont au plus égaux à K(2 — a — p).
Pour m et ̂ ^i, on a

/ ^ T^ ^m — ^m—i -rr \ ^m—l \
Pm,n^^———^————==K I - - - . — — .

^m {_ ^m J

Donc
^ ^ K ( i — a ) ^ K ( 2 — a — ( 3 ) (puisque (3^ i).

De même,
â ^ K ( i — p ) ^ K ( 2 — a - - p ) .

Enfin, on a pour m ein^i
^ ^ i ^ \ T^ m— ^m—l TT- /-^n— P-n—ï
Om,n==Pm,n-l-^- ^m,n:=^— ^ ———^———— — K-————•———^

•^m P-/I

et par suite
^ ^ y FAm — A^—! ^—^•/i—l^ ^ r ^m—l p.n—1^
à,n,n^ lv ———5-———— -+- ———-———— == "^—— ~ ~^~ \

L A^ ^ J l ^ H-n J

D o n c o ^ K ( 2 — a — ; 3 ) .
Dans le cas particulier où -^tend vers i quand m tend vers 4- oo et^^tend

r ^m A p.n

vers i quand n tend vers +oo? o n a a = = ^ = = i et (46) montre que S^,, tend
- t -oo-4-oo

vers S quand m et /i tendent vers +00, c'est-à-dire que la série V y^m,n est
m == 0 ̂  == 0

convergente et a pour somme S.
Le théorème 11 est donc complètement démontré.

5.i3. Supposons maintenant qu'il existe deux nombres réels a et 6 satis-
faisant a o <; a <^ b, tels que F(.r, y ) tende vers une limite finie S quand x et y
tendent vers zéro par valeurs réelles positives satisfaisant à a <^ J <^ b ; autre-
ment dit, plaçons-nous dans les hypothèses du théorème 12.

On peut alors appliquer le théorème 8.
.?(//, v) est encore bornée pour u et ^^>o, donc les sommes partielles S^

sont encore bornées.
Ann. Éc. Norm., (3) , LXX — FASC. 1. l3
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D^autre part, soit {m/, , n/ç \ une suite de couples (m, n) telle que m^ et n^
tendent vers + oo de manière que les rapports ̂  et -mk restent bornés.

^mk P-n,,

Pour k au moins égal à un certain ^01 ̂  et /^ sont ̂ i.
De plus, l'ensemble des couples (X^, (JL^) correspondants aux k^ko possède

la propriété mentionnée dans l'énoncé du théorème 8.
On a donc (29) pour E égal à cet ensemble, ce qui donne

(50) S — p ^ l i m S^,^^ tim S^,^,^ S,
k^~^ Â->+-^

d'où, puisque p^K(2 — a — ?),

S - - K ( 2 — a — j 3 ) ^ lim S^^^ lim S^^.^S.
À^T^ Â->-K

Dans le cas particulier où -̂ ±1 tend vers i quand m tend vers + oc et^^tend
AW P-n

vers i quand n tend vers -»-oo, on a a == ?== i et ceci montre que ^m^n^ tend
vers S.

5. i4. Pour que le théorème 12 soit complètement établi, il reste à montrer
que, si a et ? sont ^> o, il existe des suites de couples (m, n) où m et n tendent
vers +00 de manière que les rapports p et -m restent bornés, telles que S ,̂,

^m P-n

tende vers S.
Nous montrerons plus précisément que, si a et p ^> o, ^d^ </^ soient A et K

positifs satisfaisant à

J^a^ 0{< ï^1^^^

o/î jo^^ trouver une suite de couples (m y n) où m et n tendent vers + oo et satisfont à

A<^<B,
^m

telle que ^rn,n tende vers S.
r» \

5. i4 • i • L'hypothèse que * ^> —s- entraine ^- <^ aB.
Choisissons donc un nombre a" quelconque satisfaisant à

(51 ) -^^aB.
P i

On voit d'abord que l'on peut trouver une suite de couples d'entiers (m/c» ^)
telle que m^ et n/, soient toujours ̂  i et tendent vers +00, et que l'on ait

(52) vo-^ lim ^n± ̂  Ïim ^i^^
k^Tw^k k^+x^mk

suite pour laquelle on aura (5o), d'après ce qui a été dit au paragraphe
précédent.
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Si P==Y, on peut prendre pour { r n / , } une suite croissante arbitraire,
assujettie seulement à ce que m^^i et a\^^y.^ puis déterminer/^ par

^nk ^= OA/^- <^ ^^--H •

En effet, dans ces conditions, on a, quel que soit Z-^ i, m/, et /^^i et

l^nk ^ ^ ^nk l^-rik-i-i

•^"fc ^rn]e P-ni;
—— ^(T<^——- ————,
^mi. ^mi. P-ni.

d'où

±^-^<^^^——————0- <^ .——^—0^ ,
P-rik-i-i '^mk

ce qui donne bien (5a).
Si P<^Y, on a a = y. On peut alors prendre pour { n / , } une suite croissante

arbitraire, assujettie seulement à ce que ^1^1 et ^-pL^^Ài, puis déterminer
m^ par

^m^^—z. ~-_ P-ni: <^ ^m^+l •

En effet, on a ainsi, quel que soitZ:^i, m/, et^^i et

^_L^<À-i±l,
Y^' ^wfc /̂nji.

d'où

yff^p^T^,
"w^- ^fc

ce qui donne encore (52).

5 . 1 4 . 2 . Si lim S^^= S, (5o) montre que S^,^ tend vers S.
Â:TT~oc

Comme vo-^>A et CT<B, puisque l'on a (5i), il suffit d'enlever éventuelle-
ment un certain nombre de termes au début de la suite [m/,, n/,} pour avoir une
suite répondant à la question.

5.14.3. Dans le cas contraire, d'après (5o),
lini S,̂ .̂ .< S.

/-•>+ao

Si l'on pose lim S^^= S — Y], on aura ^ > o.
kTT^

En appliquant le théorème 8, on voit que
llm S^,,^S-^:(E, 1 + 0 , 1 + 0 ) ,

k •>- -1- 30

où E est Pensçmble des couples (^m^» i^) correspondants aux k ̂  ̂ o.
Par conséquent, pour E égal à cet ensemble,

OT^(E, i 4- o, i4-o)^Yî,



et par suite, quels que soient À et [i,

CT;(E, À, ^)^YÎ.

Autrement dit, X et (i étant fixés, on peut trouver une suite {m^ n,} extraite
de la suite {m,, n,} telle que H: (X^, ̂ , X, ^) tende vers une limite (o au moins
égale à Y].

D'après (5i), on peut choisir X et pi assez voisins de i pour que

c^<aB et f > A

^ . Pï

D'autre part, on peut prendre la suite {m^ n,} telle que, pour toutes les
valeurs de k, X^^XXo et ^^u^o.

5. i4.4. Remarquons maintenant que, pour chaque k, il existe ̂ ; et n, tels
que

-̂ - < ̂ +lf=^+l, ^ < ̂ +1^^4-1.

P'

et

s,^,^=s,^,^ + n:(^, ̂ , À, ^) ( 2 0 ) .
Alors on a

( 53 ) lim s/^ ̂ ï ̂  llm sm.. / + co ̂  lim S ,̂ ̂  + ç. ̂  S,
^>+,C ^^+,0 ^^————^

puisque
lim S^^^^.=z S — Y Î et ûj^yî. '

À--^-+-oo

D'autre part,

^1 ̂  ̂  __ ^S. ^< ^<4.1

^m'̂  ^/ ^w^ ^m^-l ^w^

<P-À^.
^ A^/^

(20) En effet, comme la fonction .(^ ?)-,(X^, ^/J prend un nombre fini de valeurs
différentes pour

^"JL^U^).^ et Ï^^^^^,,/
À "' ^ ^ ?

elle atteint sur cet ensemble sa borne supérieure n; (\rn' , y-n' , X, ^).
Mais, pour u ̂  Xo et p ̂  ^o, ce qui est le cas ici, on L( ̂ , P) = S^,, où ^ et'/i sont déterminés

par

^m^U<^m+i et y.n^V<^n+l-
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Par suite,

"r— ^l ^ i T— ^l- î~— ^-M
lim y — ^ À hm .—"- lim —'—5^m^ +1

'^-^-— Àm;-k^^--e^rn\ Â-^-t-ao ^m, ^>+ao Am'

(54) - î^— / cr — î

D'un autre côté,

a
<B.

^^^l^^i ̂ +l ^S
^ ^m^ ^w^ P-n[ ^+1

>^. -^J^L,

^ ^ î'+l'

et par suite
lim^^i lim ^t ïmi J^L,

A^-l-ao/^ ^.k^-t-x ^•m'^_k-^-+-xP-n'^-^-l

(55) î .
^^ï^

>A.

5. i4.5. Maintenant, d'après ce que l'on a vu au paragraphe 5. i3, on a

lim S^.^^rS.
k^+^ k k—

Avec (53), ceci montre que S,n",n" tend vers S quand k tend vers +oc.
(54) et (55) montrent qu'il suffit d'enlever éventuellement un nombre fini

de termes au début de la suite [m'^ n[} pour obtenir une suite ayant les
propriétés indiquées au paragraphe 5. i4.

5.i 5 Remarquons que des raisonnements semblables à ceux du para-
graphe 5.8 montrent que, si Xo et (JL()^>O, les hypothèses sur p^^ et q^^ qui
figurent dans les théorèmes 11 et 12 sont satisfaites en particulier si Von a quels
que soient m et n^^o

(56) a^^-M^-"^-1^^"^-1^ (-)
^^ P-n

Si Xo ou ^o==o, les hypothèses sur p^^ et q^^ sont satisfaites si Von a (56)
pour tous les couples (m, n) tels que \^ et p^^> o, avec

a^n^ — N r-——t—-^- pour ^>o, si Ào==o,
^ïi

et

^ T\T •^m— ^m—l -\ ,
am,o:=,—^——^——— pour À/,î>o, si ,0o==o.

^m

(^) Cf. note (i7), p. 90.
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5.i6. Dans le cas particulier où \^=m et y.n=n, en posant e~'•r=X et
e~y=X^ le théorème 11 donne le théorème de Duranona y Vedia cité dans
l'introduction (2 l 2) .

D'autre part, dans ce cas particulier, on voit que les hypothèses sur p^ „ et q,,^
sont certainement satisfaites si Von a, pour m2 -4- n2 ̂ > o,

M
— /7(-+ n-

5.17. Ajoutons qu'en utilisant le théorème T auquel nous avons fait allusion
au paragraphe 4.6. i on pourrait établir un théorème iif déduit du théorème 11
en remplaçant F hypothèse que F(.r, y) tend vers S quand x et y tendent vers zéro
par valeurs réelles positives par celle qu'il existe deux suites {x,n} e{ [ y ^ } satis-
faisant à

^m=/m^°'", j,,==r;,A, r,,, ei r^>o, ; 6,̂  j et [ Q ^ K ^ ,

lim r,n==o, lim ^^-tl^i, iTm ^K-^,
m •>•-+- oo m > 4- x ^'w m •>- -+- ao 2

r» _____ ^T-

lim r,,==o, lim —^—=:i , lim ! 6^ j < »
/l ->- + ac /( ̂  -+- % ^ »; ̂  -(- ao ' 2

telles que F(.r,̂  y^) ^W^ vers S quand m etn tendent vers + ao .
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