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DE LA RÉPARTITION EMPIRIQUE

VERS LA RÉPARTITION THÉORIQUE

PAR M. R. FORTEÏ ET M116 E. MOURIER.

1. Position du problème. — Soit 3C un espace quelconque de points x\ d3 un
corps borélien de sous-ensembles e de 5C, contenant X lui-même; P(^)une
mesure sur d3, c^est-à-dire une fonction d'ensemble, définie et complètement
additive sur tô, positive ou nulle, avec P(iC) = i. Nous considérons une suite
indéfinie d'éléments aléatoires Xi, Xa, .. ., Xy, . . . prenant leurs valeurs
dans X, admettant tousP(^) comme loi de probabilité (cf. A. Blanc-Lapierreet
R.For te t [ l ] ,p .7 i ) ( 1 ) .

Soit <p(^;.r) la caractéristique de l'ensemble e [cp(^;.^)=i si xç.e\
îp(^; x)== o si .r€|^]; posons

//.

( l . ï ) . P^^)-^9^5^'^
7=1

P^(e) est une mesure aléatoire; lorsque la suite {Xj} est d'un type convenable,
par exemple : suite d'éléments indépendants, en chaîne strictement stationnaire,
etc., l'étude de la convergence stochastique de Pn(^) vers P(^) pour n — +00
peut être considérée comme un des problèmes fondamentaux du Calcul des
Probabilités; dans le cas où X est la droite réelle ce problème est, au moins
partiellement, résolu par le classique théorème de Glivenko-Cantelli (cf. § 6);
le but de ce travail est d'étudier le comportement asymptotique de P^(^) sous
des hypothèses beaucoup plus générales.

(1) Les numéros entre crochets, comme [l], renvoient à la bibliographie, p. a85.
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Méthode. — Cette étude repose sur les idées suivantes: pour tout x^X,
y(<°;^) est, en e, une mesure définie sur d3; toute combinaison linéaire d'un
nombre fini de y(^; x) de la forme

n

^a;cp(e; X j ) ,

/=l

où^i, . . ., Xj, . . ., ̂  sont n points distincts ou non de X et ^/i, ..,, Oy , . . . , ̂
/î nombres quelconques, est, en e, une fonction d'ensemble bornée, définie et
complètement additive sur tô : soit & l 'ensemble de ces fonctions d'ensemble;
& est un espace vectoriel, réel ou complexe suivant que les aj sont pris réels ou
complexes; soitê' un espace vectoriel arbitraire, tel toutefois que ê soit sous-
espace vectoriel de Q'.

Les <p(^; Xj) sont alors des éléments aléatoires prenant leurs valeurs dans
l'espace vectoriel ê', et d'ailleurs de même loi de probabilité, mutuellement
indépendants si les Xy le sont entre eux, en chaîne strictement stationnaire si
les Xy sont en chaîne strictement stationnaire, etc. (1. i) fait apparaître PnÇe)
comme la moyenne arithmétique des y(^; Xy) p o u r y = i , 2, ..., n; l'étude
du comportement asymptotique de P^(<°) est donc une étude de lois des grands
nombres pour des éléments aléatoires prenant leurs valeurs dans un espace
vectoriel ê'.

Or les seules lois des grands nombres concernant un espace vectoriel ô1', à
la fois générales et précises actuellement connues, qui ont été données par
E. Mourier [l], supposent que &' est un espace de Banach séparable. Il sera donc
pour nous nécessaire, mais aussi suffisant, de construire une extension &' de &
qui soit un espace de Banach séparable, pour, par simple application des
résultats de E. Mourier [l], résoudre le problème posé.

Remarques. — a. Il est clair que dans la définition de ê, et par suite de ê',
on peut faire abstraction des ç(^; x) dont le x appartient à un ensemble co
donné, arbitraire, tel que P(ou) = o.

&. Si X(^) est une fonction d'ensemble définie et complètement additive
sur tô, d'ailleurs quelconque, on peut évidemment construire ê, et par suite ê7,
à partir des fonctions d'ensemble y(^; x)—\(e\ au lieu des y (^;^); naturel-
lement les résultats concerneront Pn(^) — Â(^) au lieu de Pn(^) elle-même.

Résultats. — La construction d'un &' qui soit un espace de Banach séparable
peut être obtenue dans de nombreux cas, et de diverses façons selon les hypo-
thèses faites sur X et sur P(<°), et selon l'application envisagée.

Dans tout ce qui suit nous supposerons que :
a. X est distancié et séparable;
P. Les sphères de X font partie de tô.
{x^ x") désignera la distance de deux points quelconques x ' et ̂  de X.
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Notons qu'un moyen cTassurer que &' est un espace de Banach est de le cons-
truire comme dual '(fort) d'un espace de Banach de fonctions numériques de
point définies sur X : ce procédé sera suivi dans la section I; dans la section II
nous donnerons un exemple de construction directe de & ' ' .

SECTION I.

2. DÉFINITION ET ÉTUDE DE L'ESPACE t^. — Soit ^ l'espace des fonctions numé-
riques réelles /(^) définies sur X et telles que :

. \A^)—A^)\
^ —^——<-^'.TC',X"ÇX

On posera
(2. i ) M[/]= b . s .

x',x"ç.3^

|/(^)-/(^)|

(^, X " )

^ est évidemment un espace vectoriel réel; en prenant comme norme |[/[[ de
/€^ le nombre Mf/j défini par (2. i), ^ est un espace de Banach.

En effet :
i° M[/j est une norme, car :

a. M[/]^o;
(2.2) p. M[/,+/,]^MLA]+M[/,], ( / ie t /^€^);

y. M[À/]== À|M[/ j , (f€^)? À scalaire quelconque.

Mais observons que M[/]=o signifie non que/est identiquement nulle,
mais seulement que/est constante; nous devrons donc considérer deux fonc-
tions différant d'une constante comme identiques en tant qu'éléments de ÊF;
toute fonction constante est l'élément nul 9 de ffi.

2° On vérifie aisément que ̂  est complet ; soit [fn} une suite d'éléments de Ê^,
telle que M[fn+m—fn]->o si /î-^oo, uniformément en m; nous pouvons,
XQ désignant un point fixe arbitraire de X, supposer f^Xo)=o pour tout n;
on a

\fn+mW -fnW \ = | [fn^mW - fn{x)} - [fn+m(^) - fn(^)] \ ̂  M \f^m - fn] (^ ̂ ).

\fn+m(^)—fn{^)\ tend donc vers zéro, uniformément en m; donc/^(.z-) tend
vers une limite, soit /(.r); montrons que /e^S c'est-à-dire que :

On a :

\l(x')— l(x"\\b^—7-^—<-w•î

\ 1 { X ' ) - 1 ( X " ) \ _ 1/.(^) -fn(x")

^ , x " } -„ilm„ ( x ' , x " )
\W)-fn(x")\ ^.r..
—————(^T^————^M[/,J.
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Or M[/^] est bornée; on le voit en remarquant que si Fon prend n^ assez grand
pour que M[//,—/^J soit inférieure à un nombre arbitraire A pour tout n ̂ > no,
on a d'après (2.2) :

M[/,]^M[/,-/,J+M[/,J^A+M[^J.

On remarque que la fonction y(.r)==(<3?o9l2?)? où XQ est un point fixe arbitraire
de X, appartient à 9 avec [ [ (a-o? ^) \\ = i •

Une construction de &' à partir de S1. — Soit 37* l'espace de Banach défini
comme étant le dual de 57. Remarquons que toute fonction d'ensemble ^(e) du
type:
(2.3) ^(^(p^î^)-^;^),

où x1 et x^ sont deux points quelconques de X, constitue une fonctionnelle
linéaire continue/* sur ^r par la formule (2) :

(2.4) </V>=f/(^)^)=/(^)-/(^
^x

on voit que
11^11-b s KA/>I^M[/](^)u ""/à M[/1 - M[/] -^^)-

d'ailleurs on a plus précisément :
(2.5) • ||^||=(^,^)

comme on le vérifie en considérant la fonction f^x) = (^, x").
Soit [yn\ une suite dénombrable de points de «SE, dense dans X : une telle

suite existe puisque X est séparable. Soit^ l'ensemble des fonctions d'ensemble
du type :

^( (?)=Cp((? ;Jy)—(?(<?; J,Q,

où yj et y / , sont deux points quelconques de la suite {y/i}. ^\ est dénombrable
et^c^*.

Soit maintenant ê', le plus petit sous-espace vectoriel fermé de ̂  qui con-
tient ^^ : Ê>' est un sous-espace de Banach séparable puisque ̂ \ est dénombrable.

Soit P(^) une loi de probabilité sur [X; tô], telle que :

(2.6) F (^o ,^ )^P(^ )<4-oo ,
^x

où XQ est un point fixe quelconque de X ; la propriété (2.6), évidemment indé-

( 2 ) Étant donné un élément a (Tun espace de Banach €L et un élément a* du dual OL* de OL, nous
désignons par < a*, a > le nombre obtenu en appliquante a la fonctionnelle linéaire a*.
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pendante de x^ entraîne d'après (2.i) que toute fonction f(x)ç3^ est absolu-
ment sommable-P. Soit & l'ensemble des fonétions d'ensemble du type :

(2 -7 ) 9o(^)=<p(^)-P(^),

oùz est un point fixe quelconque de X(cf. § 1, Remarque &).
Nous allons montrer que :

(2.8) êcê'.

i° So i t{^}(A=i , 2, . . .) une suite dénombrable arbitraire de points z^
de as appartenant à la suite { jn}; à zj, attribuons une masse m/^o, avec :

(^•ô) ^m/,=i, ^ (^, ^)m/,<4-oo
À /,'

et soit [^Çe) la mesure correspondant à cette répartition de masses; la fonction
d'ensemble

y(<?)=9(<?; ^)-^(e),

en tant que définissant une fonctionnelle linéaire y* sur êF par la formule :

</W>=f fW^(e)
J <v'x

est un élément de @'; d'abord /* est une fonctionnelle linéaire continue
d'après (2.9), on voit même que :

(2- Io) II/* II ̂  (^o, ^) +S (^o, ̂ ) ̂ /^
A

quel que soit x^ e X.
Supposons pour commencer que z est un point de la suite { j n i ; posons :

^(é?)==W/,[<p((?; ;?)--<?(<?; ^)],

^(^) es^ un élément de <ê'; donc :
/z

Wn(e)^^(e)
A=i

aussi; or Y(^) est limite forte dans ̂  de ^n(^) lorsque ^-^+00; en effet
Y(^) — ̂ (^) est une mesure du même type que y(^), la fonctionnelle linéaire
}\ qu'elle définit satisfait d'après (2.10) à :

/ ' \
\\fn II ̂  ( 1 —^ ^h j (^0, Z) +^ (^o? ^A) ^/o, ^h

à==l / /(>/z

visiblement \\f^ \\ -> o lorsque n -> + ̂ o. Donc y(^) est bien un élément de &'.
Étendons ce résultat au cas où z est un point quelconque; soit k tel que :

(^ yh)<£'
Ann. Éc. Norm., (3), LXX. — FASC. 3. 35
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On peut écrire :
ï(e)=[?(e;jA)-^(e)]+[9(e;a)-<p(e;^)];

[î(c; y k ) — (<c)] est un élément de ê' d'après ce qui précède; [^(e; z)— f(e;y^]
est un élément de ̂ , dont la norme est inférieure à s d'après (2.5); comme s.
peut être pris arbitraire, y(ff) est bien un élément de ê>'.

2° En choisissant convenablement la suite { z,,} et les masses m,,, la fonction-
nelle linéaire définie par Ço(<?; ^)—-r(<?) a une norme arbitrairement petite.

Soit Sft(p) la sphère (ouverte pour fixer les idées) de centre y/, et de rayon
p > o ; X est la réunion des 2/,(p), quel que soit p d'ailleurs; posons :

Si(p)=^(p),
S,(p)=^(p)ns,(p),

SA+i(p)=2A+i(p)-^+i(p)n \Js,(f>).
/=!

h

le

Les ensembles S/,(p) sont disjoints et leur somme est X, ils sont mesu-
rables-tô.

Prenons -s/,==j/., w/,=P[S/,(c)]; y.(e) et y(c) ayant les valeurs correspon-
dantes, on a :

< p o ( e ; 5 ) - y ( e ) = ^ ( e ) — P ( e )

qui définit une fonctionnelle linéaire/* par la formule :
»

</*>/>= f^/(.»)rf[(^(e)-P(e)]= f f(x)d^(e)- ff(^)dï>(e)
~X Jgc, JSE.

=f/(a;)^(e)-V f f(ec)dV(e).
-s ^ ^(p)

Sur S/,(p), on a

avec

D'où

Or

AX!)=f(Sh)-^-Uh{x),

|MA(^)|^M[/](^,^)^M[/]p.

</*>/>=//(^)^(e)-y/(^)/»A-v f i<A(^)rfp(e).
'a: T A ^ t P l

^ /( -SA ) m,. =/*/( a; ) ̂  ( e),(a;)a^.(e)
h ~ SC.

|Y f u,,(x)dP(e) ^M[/]p.
I f. "^fP)

Donc
l l /* l l^p

et comme p est arbitraire, le résultat annoncé est établi.
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On en conclut que 9o(<°; ^) est un élément de &'', c'est-à-dire que (2.8) est
exact.

Remarquonsque la norme de yo(^; ^)comme élément de <^(ou de ^)est au
plus égale à :

(2.ii) f(z^)dP(e).
J x

3. CONVERGENCE STOCHASTIQUE DE P/,((°). — Soit { X y } une suite d'éléments aléa-
toires prenant leurs valeurs dans X, mutuellement indépendants, et obéissant
tous à la même loi de probabilité P(<?) ci-dessus, satisfaisant donc à (2.6),
quelconque par ailleurs; P^(^) étant définie par (1. i),

n n

P,(^-P(^)==^[9(^X,)-P(^)]=^9o(e;X,);
7=1 7=1

Ço(^; Xy) est un élément aléatoire, que nous désignerons par <I>y, prenant ses
valeurs dans l'espace de Banach séparable &' construit au paragraphe 2; les <i>y
sont mutuellement indépendants et de même loi de probabilité; la moyenne
arithmétique Pn(<°)— P(^) des <ï>y est aussi un élément deê'; nous désignerons
par

| | 9 o ( ^ ; ^ ) | | , | | 9 o ( ^ X y ) | | , | |P ,(e)-P(^) | | , . . .

les normes de Ço(^ ; x), Ço (^5 Xy), P^(^) — P (^), . . . comme éléments de &''.
En vertu d'un théorème de E. Mourier (c/. E. Mourier [1]), on a:

THÉORÈME 1. — Presque-sûrement [| Pn(^) — P (^) || tend vers zéro lorsque n -> oo ,

Le théorème de E. Mourier suppose toutefois que :

a. <p* désignant une fonctionnelle linéaire continue quelconque sur &' si on
l'applique à <po(^ ; ^) considéré comme élément de ê', le nombre obtenu
<(?*? 9o(^ ^)Y est une fonction du point x de X : il faut que cette fonction de
point soit mesurable-P.

b. Parce que &' est séparable, si a est satisfaite, ||9o(^ •^)|| est une fonction
mesurable-P de x sur X, il faut que :

En|9o(^X;)||]<+^.

c. Si a et b sont satisfaites, ^o(e; Xj) a une espérance mathématique
yo==E[yo(^ ; X/)]; il faut que cette espérance mathématique soit l'élément
nul 6 de &'.

Nous allons montrer que sous les hypothèses déjà faites, les conditions a, b
et c sont satisfaites :



^ R. FORTET ET E. MOURIER.

a% <î^ ?o(^; ^)> est une fonction continue de x\ on a en effet :

i<?*, îo^;^))--^, 9o(^ ;^)> ==!<?*, yo(^ ;^ ) - (po(< 3 ; ^)>|
==|<^ (p(e,^)-<p(^; ̂ )^|
^ll?*il.l!?(^^)-?-(^^)||
^ll^ll.^^).

Or toute fonction du point x con t inue sur X est mesurable — P puisque d3
contient les sphères.

b. Quant à E[ [ I yo0; Xy)[|], sa valeur est :

E [ | | < p ^ ; X y ) | | ] = / | | cpo(^^ ) | | ^P(o ) ) ( ^ )
J X

qui est finie d'après (2.11 ).

c. Par définition de l'espérance mathématique, pour toute fonctionnelle ©*
on a :

( 3 - 1 ) BK^Po^Xy))]^^,^).

Tout élément de &' est âne fonctionnelle l inéaire continue/^sur^; la forme
</^/>» pour/* variable dans ê7 et/fixe arbitraire dans ̂  constitue une fonc-
tionnelle l inéaire continue sur & ' ' ; appliquons (3. i) en prenant pour®* cette
fonctionnelle définie par/; on trouve :

; ^ ? 0 > = E f/(^)^o(^Xy)1

- ^ J

=E fW-ffWdP(e)]
x J

=E / (X/) - / /(^)r/P(<
L J^

= ffWdPÇe)-|ïf(^)clP(e)=o.
J x > J^

De sorte que y, qui, en tant qu'élément de &'', est une fonctionnelle linéaire
continue sur ^ donne zéro quand on l 'applique à un/quelconque de 37; c'est
donc l'élément nul 6 de &\

Remarque. — Le théorème de E. Mourier utilisé ci-dessus suppose seulement
que les Xy forment une sui te strictement s ta t ionnai t e; on peut donc l'appliquer
sous cette hypothèse plus générale, il en résulte alors que presque-sûrement
P/z(^)— P(^) tend fortement vers un élément L de ê', qui n'est pas forcément
l'élément nul, mais peut être aléatoire d'espérance mathématique nulle. Tou-
tefois ici et dans la suite de ce Mémoire nous nous l imi terons pour simplifier
au cas des Xj mutuellement indépendants, le lecteur fera sans peine d'éven-
tuelles extensions au cas str ictement stationnaire.

(3) Pour éviter une confusion avec le e de ?o(e; x), on a, dans cette formule, appelé co Fensemble
dont P est une fonction.
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En outre, un autre théorème de R. Fortet et E. Mourier [l], permet d'affirmer
que :

THÉORÈME 2. — E[ |[ P^(^) — P(<?) ||] tend vers zéro lorsque n -> 4- oo .

P^)—P(^) étant un élément de &1r, définit une fonctionnelle linéaire
continue/* sur ^ par la formule :

n

(3-2) ' <y^/>=f/(^)^P4^)-P(^)]=- lY/(Xy)-E[/(X;)]J^ ^1
et Fon a

1 </',/> 1 ̂  I I /* I I M[/| == I I 1\(6>) - P(^) I I M.[/j,
il en résulte

THÉORÈME 3. — Lorsque n .-> + ̂  , çw/ ç^^ .v6^ fc nombre positif fini p, presque-
1 1 -

sûrement la moyenne arithmétique ï- V /(Xy) tend ver s
7=1

f/(^)^P(^)=E[/(X;)],
^w'as

; <^uniformément en f pour fç êP avec M [/] ̂  p.
En outre :

n

E ^fW-WW

tend vers zéro avec la même uniformité en /.

4. APPLICATION. — II est naturel d'appliquer les résultats précédents au cas
où X est la droite euclidienne réelle; la loi de probabilité P(^) est alors déter-
minée par sa fonction de répartition F(^), assujettie d'après (2.6) à :

^+00

(4.1) ^ |^| Û?FO)< 4-00.

P^(^) est également déterminée par sa fonction de répartition F/,(.r); le point
essentiel est de trouver l'expression de la norme [| P,,(é?) — P(<°)[| de [P^(<°)—P(^)],
comme élément de ^*, en fonction de F(^) et F,,(^). Plus généralement,
soit G(a?) une fonction de répartition telle que :

^.4-°o

(4 .2) ^ \x\dG{x)<i +00

et quelconque par ailleurs; Q{x) — F(.r) constitue un élément/* de ̂  par la
formule :

(4-3) </*,/>== f /(^)^[G(^)-F(^)J (/e^r);
^ —w

évaluons ||/*[| à partir de F(^) et G(^).
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i° Prenons pour/e^ la fonction absolument continue dont la dérivée (par
rapport à la mesure-L)/^) vaut :

(M >o, a>o, |3>o);
/ (^)=sM si —a^x^ £=:+i si G(^)—F(^)^o] ,

e = = — i si G ( ^ ) — F ( ^ ) < o];
f(^)-==o si ^ < — a ou ^ > P

et supposons que — a et ? sont des points de continuité pour [G(x) — F(a-)J.
On a :

r0
</V>= lim < /(^)4G(^)-F(^)]

a,b^+ ao J_^

[— a et 6 points de continuité de G(^) — F(^)] ; d'où :

</V>= lim j l /(^)[G(^)-F(^)] |6 ,- f6[G(^)-F(^)]/ /(^)^j
ff,6^+-( J_^ ^

^
==—M G(^)—F(^) |^ .

t ^—a

II en résulte que :
/,+^

(^) ^ G(^)~F(^) | ^<+oo
»^___ yy

et que

( 4 - 5 ) 11/*11^ f |G(^)-F(^)1^.
•/__ 30

2° Si / est un élément quelconque de ^, —a et b étant des points de
continuité de [G(.r)—F(.r)j, on a :

</V.>= lim F fWd[GW-¥(œ)]
a,6>+ooj_^

^JÏ"..117^^0^^1'^^1^-/ [Gi(^)-F(^)]^j.
•

Or l'intégrale r [Gr(^) — F(^)] rf/est absolument convergente, avec

fG(^)~F(^)]^/ ^Mf/1 ̂  [G(^)-F(^)]^.
•^—oo

Donc la limite

^nm. ̂ ^^ [G(^^ Fwa} ̂ -ÂÏ-^. î^^^^ ~ F^)] -/(-^ [G(^)- F(^)|}a 6>-+ao
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existe, quelle que soit la façon dont — a et b tendent vers +00 ; ceci d'ailleurs
quelle que soit/€ ̂  ; prenons alors :

/(^)=(0 pour x^
( x pour œ^> o.

On en déduit que la limite :
lim \.x\Q(x)— F(^)]

1 3C | ^+ao

existe; donc elle vaut zéro, sans quoi (4.4) ne pourrait avoir lieu. Il en résulte
que pour tout/ e ̂ , on a :

<A/>^r /(^)^[G(^)-F(^)]=- r [G(^)-F(^)]</(^),
^—oo ^—w

donc :

(4.6) ||/'||^^so|G(^)-F(^)i^;
^——00

(4.5) et (4.6) prouvent que :

(4 .7) \\f\\^r |G(^)-F(^) |6^;

en d'autres termes, [|/*|| est l'aire arithmétique comprise entre le graphique
de F(.z?) et celui de G(.r) ; (4.7) résout le problème posé et nous en tirons en
outre que :

Presque-sûrement :
,.+00

lim / | F^ (^ )—F(^ ) | ^==o
n>+^J_^

et que
r ^ -i

lim E / \Vn{x')—V{x)\dx == o.
ll>+- iJ-. ]

Ainsi les théorèmes généraux du paragraphe 3 fournissent des théorèmes
nouveaux même dans le cas si connu de la droite réelle.

5. VARIANTE DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE. — La COUStrUCtion de &' HQ Vaut qUC

si P(^) satisfait à la condition (2.6); une modification convenable permet
d^éviter cette restriction.

Soit ̂  l'ensemble des fonctions/ de ^ qui satisfont à la condition :
b.s. | / (^) |==N[/]<+oo
xç.X

En prenant comme norme dans ̂  la quantité :
11/11 =M[/]+N[/],
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^ est un espace de Banach; notons que deux fonctions de ^ qui diffèrent
d'une constante ne sont pas identiques. Soit (^ le dual de ^. Toute fonction
d'ensemble m(e) sur tô, complètement additive et bornée, constitue un
élément/* de <y par la formule :

<f^f>==ffWdm(e)

et l'on voit que :
\\f\\^\m\W

en désignant par m,\{e} la variation totale ( 4 ) de m(e). En particulier
si P(^) est une loi de probabilité quelconque sur tô, P(^) est un élément
de y; tout y(<?; x) est un élément de (^. Soit &' le plus petit sous-espace
vectoriel fermé de ^* contenant tous les y(<?;j,,); &' est séparable; on vérifie
immédiatement que tout 9^; x) appartient à &'\ ainsi que toute mesure m(e)
du type :

n

m(.e)=^^k^(e',Zk),

avec

^k^o, ^m^^i

les ^ appartenant à la suite $ y / z { ; il en est de même pour une mesure m ( e )
du type :

m^)-==: ̂  mk(û(e,Zk),

avec la même condition pour les z^ et
+ ao

^Â^O, ^ mk^ï,
^==1

car la différence :
^

^(e)=m(e)—^ m^Çe, ̂ )
À:=l

a sa variation totale sur X égale à :

\p.n\(X)==^mk,mk,
k^n

quantité infiniment petite si n -> + oc .

(4) Cf. A. BLANC-LAPIERRE et R. FORTET [l], chap. XV.
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P«) fait partie de &' : reprenons les ensembles S/.(p) de la page 272;
soitmÇe) la mesure constituée en affectant les centresj/, des sphères 2^(p) des
masses WA=P[S/.(P)]; le calcul de la page 272 montre, en désignant par /•*
l 'élément de <^ constitué par m{e) — P(<°), que :

l<y'V>!^M[/]p (/ç^),
P(<?)€ê' en résulte immédiatement.

Il s'ensuit que y(<?; Xy) est un élément aléatoire prenant ses valeurs dans &'
et satisfaisant (mutatis mutandis aux conditions a, b, c) de la page 278 :

a. Si ç* est une fonctionnelle linéaire continue quelconque sur &',
<<p*, 3)(c;.r)>est une fonction de x mesurable — P ;

b. E[[ |y((>;X,^| |<+oo;
c. ©(<? ; Xy) a une espérance mathématique qui n'est autre que P(e).

Les mêmes théorèmes de E. Mourier permettent d'énoncer :

THÉORÈME 4. - [|P,,(e)-P((>)|| désignant la norme de [P^(e)-P^)] comme
élément de <^*, lorsque n -> -\- oo :

i" presque-sûrement, [ [ P,,(c) — P(<,-) [ j tend vers zéro;
a- E [ II ?„(<-)— P(c) II ] tend vers zéro;
3° y»^ que soit le nombre positif p, uniformément en f pour feÇ, avec

n
^/J + ̂ /J^p' presque-sûrement la moyenne arithmétique1- y/(Xy) tendvers

f / (a-)rfP(e)=E[/(X/)]
•"a:

^f (avec la même uniformité en f)

E ^/(X/)-E^7(X/•)]

6° Application. — Comme espace a; prenons le plan euclidien ; on peut
supposer ce plan orienté, de sorte que les deux demi-plans que détermine
dans X un axe arbitraire A peuvent être distingués l'un de l'autre, par exemple
l'un étant qualifié de demi-plan à gauche (de A) et l'autre de demi-plan à droite ;
nous désignerons par A- le demi-plan à gauche, étant entendu pour fixer les
idées que A ne fait pas partie de A-.

Soient A_, et A^ les deux parallèles à A, situées à une distance s (s > o) de A,
respectivement à gauche et à droite.

Soit P(e) une loi de probabilité sur le plan X, absolument continue par rapport
à la mesure de Borel ; nous allons étudier la convergence de P,,(A-) vers P(A-).

Ann. Éc. Norm., (3), LXX. — FASC. 3. 36
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Soient :

f(jc} la fonction qui vaut i si .rçA". o si .r^:A~;
f-(x) la fonction qui vaut i si ^çA:^, o si x^\~, 0^-). pour ^'^Al,

et €A~, o(^'), désignant la distance de x à A ;
/+(^) la fonction qui vaut i si ^eA", o si .r^A^, i — ^-^ pour .r^A~ et

€A^ en désignant encore par o(^) la distance de x à A.

On a :
( 6 . 1 ) f_.{x)^j\œ}^f^jc) (^'e^);

f-Ç'^) et/+(.r) appartiennent à ̂  et sont de même norme :

\\f-[,=\\f- |=i+ 1 •

P,,(A~) a pour valeur :

P"(A-)=^/(X,).

Posons
i i i i

<>7.=42;.A(X/), ^^JL(X,);

d'après (6. i), il vient ;
(6.9.) <À,;f=P»(A-)^Q,T.

Or:
P,,(A-) - P(A-) = [P,.(A-) - Q^] + [(^ - P(A^)1 +[P(A^,) - P(A-)

D'après (F). 2) :
; P,,(A-)- Q;j^ | Q';;- Q,;| ̂  i Q; - P(A-,) + | P(A^) - P(A-s) i + | P(A:.,) - Q^|,

de sorte (juc :

C G . 3 ) | P,,(A-) - P(A-) ; ̂ •i \ P(Aï,) - P(A=,) + a ; 0,- P(A^) | + , <,)„- P(A=e) I .

De plus on a visiblement :

P(A-)^E[/,.(X,)]^P(Aï,),
P(A=,)^E[/_(X,)]^P(A-) .

De ( (>.3) on t ire alors :

(0.4) | P,,(A-> - P(A-) |^5 [ P(Ar,)- P(A=,) \-i\ Q;-E[/^(X/)J | + ' Q,;- lî[/-(Xy)J 1.

Prenons s assez pet i t pour que, quel que soit A, on ait :

P(Aïs) -P(= , )<YÎ
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(ïj, nombre positif arbitraire), ce q u i est possible puisque P(<?) est absolument
con t inue ; £ é tant ainsi choisi, d'après le théorème 4, 3°), presque-sûrement,

|Q;-E[/,(X,)] et j(^-E[/_(X;)] |

tendent versxéro, un i fo rmément par rapport à A puisque, lorsque s est fixé,
les normes ||/+|[ et ||/_ 1 ne dépendent pas de A. On en conclut que :

THÉORÈME 5. — Lorsque / / — + o c , presque-sûrement P/,(A~) tend vers P(A~)
uniformément par rapport à A.

Un résultat analogue a été obtenu (mais non encore publié) par J. Wolfowitz,
qui a prouvé que P,,(A~) tend presque-sûrement vers P(A~) uniformément par
rapport à A, mais en introduisant une hypothèse supplémentaire inut i le . Ce
théorème peut s^étendre dans diverses directions :

i° La restriction que P(^) est absolument cont inue peut évidemment être
sinon supprimée, du moins élargie;

2° On peut obtenir un résultat analogue pour d'autres familles de sous-
ensembles du plan que la famil le des demi-plans (par exemple, la famille des
sous-ensembles déduits d\in sous-ensemble donné par un déplacement
arbitraire);

3° On peut év idemment appliquer le théorème 5, mutatis mutandis^ à
n'importe quel espace eucl idien^ à un nombre fini quelconque de dimensions.
Prenons en part iculier le cas où Si est la droite eucl idienne : le rôle de A est
alors joué par un nombre x arbitraire, P ( e } et P,,(^) sont caractérisées par
leurs fonctions de réparti t ion F(^) et 'F^(^); F(^) étant absolument cont inue,
on obtient que :

Presque-sûrement lorsque / / — +oc , |F/ , (^)—^(«^)! tend vers zéro, unifor-
mément en x\ ce qui est le théorème classique de Gl ivenko-Cante l l i ; p lus
précisément c'est le résultat de Glivenko : on passe sans di f f icul té au théorème
général de Glivenko-Cantel l i en levant la restriction que F(^) est absolument
continue.

Remarque. — Par rapport à la méthode du paragraphe 2 reposant sur la
considération de la classe ^ de fonctions /, la var iante du paragraphe 5 a
consisté à restreindre la classe des fonctions /, réduite à l'espace ^ qui est un
sous-espace de ^', de manière à pouvoir corrélat ivement élargir la classe
des P(e) : cet élargissement s'est marqué par la suppression de la condition (2.6).

Mais il peut, au contraire, être avantageux de disposer de résultats
concernant des P(<?) p lus part icul ières , mais s 'appliquant àdes /p lus générales :
par exemple dans le cas où X est la droi te x^)x, la considération des moments
d'ordre supér ieur au premier oblige à introduire des fonctions / du type :
fÇx) = 1 x a, avec a ^> i , qui n 'appar t iennent pas à ^. II est facile d'adapter la
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méthodee td ' é la rg i r^de façon à englober de telles/, par exemple de la façon
suivante :

Appelons ̂ ), a > i, quelconque, l'espace des fonctions /(^) qui satisfont
aux conditions suivantes, où x^ désigne un po in t fixe a rb i t ra i re de X :

b . 1/(^)- / (^)1 „,/ , ,a. b. s. — — — — — = : M ( r ) < 4 - o o ;
(.i:'o,.ï")^r \X ^ X )
(r-o,.r")^r

b. b . s .mm^M(^) ,^ ) 1=M^, [ / J<+oo .

On constate que ^<a), si l'on y prend M(a)[/j comme norme de / est un espace
de Banach; les fonctions /qui appart iennent à 5^) ne dépendent pas de x^
par contre la norme M^)[/] dépend de x^ Comme pour ^, deux fonctions/
et g de ^(a) qui diffèrent d'une constante doivent être considérées comme
ident iques .

Supposons maintenant que P(<?) soit telle que :

(6.5) f (^o, ^^/P^X-i- 00 ;

condition d'ail leurs indépendante de x^ on vérifie que les raisonnements du
paragraphe ï, (6.5) jouant le rôle de ('2.6), peuvent être reproduits mutatis
mutandis, ce qui condui t à des énoncés analogues à ceux du paragraphe 3, que
le lecteur formulera lui-même sans peine.

SECTION II.

7. UN EXEMPLE DE CONSTRUCTION DIRECTE DE ê'. — II y a dêS CâS OÙ il est possible

de construire &' directement. A titre d'exemple, considérons le cas où X est la
droite et où la fonction de réparti t ion F(.r) caractérisant P(<?) est continue;
le changement de variable :

^ ,==F(^)

permet alors, comme il est classique, de se ramener au cas où les Xj sont des
variables aléatoires de loi un i forme sur le segment (o, i); plaçons-nous dans
ces conditions. Soit ^€ l'espace, de Hilhert et séparable, des fonctions f(u) de
carré sommable sur (o, i) :

f [/(^i^^+oo.
«-'o

Toute fonction de répartition F(u) sur (o , i), é t an t monotone, bornée, appar-
tient à 9€ : en particulier la fonction de répartition F( î / ;Xy) caractérisant
c?(<?; Xy), oelle ¥n(u) caractérisant P,,(^) sont des éléments aléatoires prenant
leurs valeurs dans 0C : on peut donc adopter 9€ comme espace & ' .
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On vérifie que l'élément aléatoire F(?/; Xy) satisfait aux conditions a, b, c
{cf. p. 279) voulues pour que les théorèmes de E. Mourier [1] et R. Fortet et
E. Mourier [1] utilisés précédemment soient applicables; en particulier,
l'espérance mathématique de F(?/; Xy) est la fonction f(u}=u su r (o , i); de
plus :

( 7 - 1 ) E [ [ ] F ( ^ X y ) i r - ] < - 4 - o o .

Il en résulte :

THÉORÈME 6. — Lo rsque n -> +oc :
/»!

1° Presque-sûrement^ 1 F«(?/) — u [ 2 du -> o ;
^o

2° E [ F Tn(u) — u '2 du\->o',
L i^y J

3° Quel que soit le nombre positif p, uniformément pour f(u} telle que :

r1 i ^/ | /(^0[2^^p» presque-sûrement la moyenne arithmétique -I ^/(Xy) tend
»7o /î ^^

r1
z?^^ ^ /(^) rf^ et Ça^ec la même uniformité en f) :

^o

[ ^ ^ î ~îE ^fw-Çf^^ \^0
';=, Jï J

On peut d'ailleurs compléter ces résultats en utilisant le fait que &' = ̂ € n'est
pas un espace de Banach séparable quelconque, mais un espace de Hilbert .

Dans ces conditions, et compte tenu de (7.i), il résulte d'un théorème de
E. Mourier [ 1 ] que, lorsque n —^ oo, la loi de probabilité de :

\ / ^ [F / , (^ )— u]

(comme élément aléatoire prenant ses valeurs dans B€) tend vers u n e loi
laplacienne qu'on peut définir par sa caractéristique; comme une fonctionnelle
linéaire continue quelconque sur 3€ se définit par une fonction arbitraire f(u)
de carré sommable sur (o, i), cette caractéristique peut se représenter par :

f -^ f f f /(^[F(^X,)--^/J"n^ ( L ̂ o J ) )

Désignons par Z un élément aléatoire laplacien prenant ses valeurs dans 3€
et obéissant à la loi de caractéristique (7.2). Un théorème de R. Fortet et
E. Mourier [2J nous indique alors que, lorsque ^->+oo, la fonction de
répartition de :

.0^ = n II ¥n(u) - u jl2^: n ( \ ¥n(u) - u |-2 du
^0

tend vers la fonction de réparti t ion de | [Z | j - \
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Or, un second théorème de R. Fortet et E. Mourier [2] nous permet de
déterminer la fonction de répartition de [ |Z | | 2 ; poso.ns :

<Ï</;^)==E j Ç f { u ) ^ ( v ) [ ¥ ( u ; X ^ - u ] [ ¥ ( v , X/)-r]W//^.

$(/, ^') est une forme bil inéaire par rapport aux deux éléments /et g ' de zU7;
c'est une forme complètement cont inue et définie positive, possédant un
déterminant de Fredholm D(X), qui n'est autre que le déterminant de Fredholm
classique de l'opération linéaire intégrale symétrique définie positive et com-
plètement continue :

' (7.3) ^)=:fK:[F(^; X/ ) -^ ] [F(^ X/ ) - î ; ] ; / (^ )< / /< .

On sait que la caractéristique ^{r) = E[e" / ' • • ' \ de || Z I J ' - 2 est égale à :

(7.4) 9( r )=: [D(2/ r ) f" .

Un calcul s imple montre que :
E { [F^f; X./) — u] [ ¥ ( v \ V/) — v] ; =:[min(^, v) — uv],

de sorte que (7.3) s'écrit :
i

(7.5) ^(v) •== j [min(// , v) — u v ]/(//) ( î n '
'-Ai

La détermination du dé te rminant de Fredholm D(A) de (7.5) est classique
(cf. M. Kac [1^); on trouve

,— sh^/^i)
-1-) (/)===—--==—

V-/.
et, par suite,

^sh(v:::^)1-j;
C^^) ?(^}= . •

L \ / — 2 t / - J

de sorte que la fonction de répartition de û^ tend vers celle de caractéris-
tique (7.6), résultat indiqué pour la première fois par H. Cramer. 11 est clair
que l'on pourrait opérer de façon tout à fait semblable à partir, au l ieu de ^C,
de l'espace de Hilbert 9C des fonctions/^) de carré sommable sur (o, i), non
plus par rapport à la mesure — B, mais par rapport à une mesure arbitraire;
on retrouve alors très s implement les résultats de ï. W. Andersen et D. A. Dar-
ling [1] qui sont une extension du résultat de Cramer.

Une autre extension consiste à traiter par la même méthode le cas où 3L est
un espace euclidien à un nombre fini quelconque s de dimensions : quel que
soit s il est possible de caractériser P(<?) et P^(^) par des fonctions de répar-
ti t ion F(.ri, x^_, . . . , Xs) et F,,(^i, x^, ..., Xs) à s variables : tout ce qui précède
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peut être refait, y compris la dé te rmina t ion de la loi asymptotique de n\\ F,,— F|[2 ;
mais on remarquera que/pour P(^) et I\(^) données, F(^, x^ . . ., ̂ ),
F,,(^i, .2^ . . ., ̂ ) dépendent des axes auxquels on rapporte X.

L'exemple qui a fait l'objet de ce paragraphe montre que lorsque &' est un
espace de Hilbert, il devient possible d 'adjoindre aux théorème du type de
ceux obtenus à la section I, d'intéressants résultats, comme la loi asymptot ique
deû:.

Nous exposerons dans un autre Mémoire comment on peut systématiquement
rechercher un espace &' qu i soit un espace de Hilbert .
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