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SUR LES

FONCTIONS HOLOMORPHES
DONT

LES DÉRIVÉES ADMETTENT UNE VALEUR EXCEPTIONNELLE

PAR M. KING-LAI HIONG.

Concernant la théorie des familles normales, les valeurs lacunaires de Picard
jouent un rôle important. Dans une étude précédente (1), nous avons essayé
d'introduire des valeurs exceptionnelles au sens de M. Borel. Mais comme il
n^est pas commode, pour le problème qui nous occupait, d'utiliser directement
une telle valeur, à cause de Fintervention de Fordre de la fonction dans sa
définition, c^était au moyen d'une conséquence de l'hypothèse que les fonctions
considérées admettent deux valeurs exceptionnelles que nous avons pu arriver
à obtenir quelques résultats.

Ici nous considérons une catégorie de valeurs exceptionnelles que nous
définissons sans intervention de l'ordre de la fonction et que nous convenons
d'appeler valeurs exceptionnelles B. Nous démontrons que si une fonction /(^)
méromorphe dans le cercle unité, telle que T(r) : log _ tend vers Pinfini
pour r — i , c'est-à-dire que le théorème de Picard-Bore! s'applique, elle ne
peut admettre plus de deux valeurs exceptionnelles B.

Par considération des valeurs exceptionnelles ainsi définies, nous trouvons,
avec plus de précision, des résultats analogues à tous ceux obtenus anté-
rieurement concernant les valeurs exceptionnelles de Picard-Borel. Puis nous
pouvons étudier le cas où intervient la dérivée de chaque fonction considérée,
même le cas où la dérivée intervenue est d'un ordre quelconque.

Nous nous plaçons notamment dans ce dernier cas pour le présent Mémoire.

(1) Ann. Éc. Norm. sup., (3), t. LXX, fasc. 2, igôâ. p. 149-180.
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Pour éliminer les valeurs initiales des dérivées qui peuvent s^introduire dans
l'inégalité que nous prenons comme point de départ, nous commençons par

/ 'w \établir une inégalité permettant de majorer m( r^—, )? inégalité qui est plus pré-
cise que celle que nous avons donné dans le travail précédent et qui ne cont ient
que la valeur i n i t i a l e /(o) comme celle de M. R. Nevanl inna relative à

f f \ . / fw — i\
in (r , v , y Ensuite, nous t rouvons pour //z( r, J ^^ u n e l imi ta t ionqui ne con-

tient pas de valeurs in i t ia les des dérivées, et qui est plus précise aussi que
celle déjà obtenue antérieurement (2).

Pour établir le théorème de base sur la croissance d'une fonction, nous par-
tons d'une identité due à M. Bureau comme dans la démonstra t ion de Valiron
pour le théorème de M. Miranda. Au moyen des résultats précédents, nous
majorons alors les valeurs moyennes logari thmiques que contient l ' inégalité
déduite de cette identité. Puis, l 'application d'un lemme que nous avons établi
ailleurs nous condui t au résultat en vue.

En ce qui concerne les familles de fonctions, nous introduisons une nouvelle
notion pour bien préciser un fai t , c'est celle d 'une valeur également exception-
nelle. En nous appuyant sur le théorème de base et à l'aide d'un résultat de
M. Paul Montel, nous arrivons alors à obtenir des critères de normalité ou de
quasi-normalité (3).

En terminant, je t iens à exprimer mes vifs remerciements à tous ceux qui
sont venus en aide dans mon état de santé gravement ébranlée, en part iculier à
la Commission des Fonds de l 'Universi té de Tsing-Hua don t la subvention me
facilite grandement la continuation de mon traitement en même temps que
celle de mes recherches.

CHAPITRE I.

PRÉLIMINAIRES.

I. — Rappel de deux propositions déjà établies et d'une inégalité connue.

1. Concernant les fonctions croissantes, nous avons démontré (4) selon le
principe de M. Borel les lemmes suivants qui sont p lus généraux que celui de
M. Bureau et plus commodes à appliquer.

LEMME A. — Soient U(r) une fonction positive continue non décroissante pour
o <^ r <^ i et co(^) une fonction positive et finie pour cet intervalle de r ; si, en dési-

( 2 ) C. R. Acad. Se., t. 258, 1954, p. 2279.
( 3) Une partie des résultats du présent travail a été communiquée à l'Académie des Sciences de

Paris (séance du 25 avril IQÔÔ ).
(*) C\ R. Acad. Se., t. 236, IQÔS, p. 1939-1941.



FONCTIONS HOLOMORPHES DONT LES DÉRIVÉES ADMETTENT UNE VALEUR EXCEPTIONNELLE. 167

gnant par a, b, c des constantes numériques et en supposant a^o, fe^o, c^> o,
V inégalité

(1) U(r)^aç*)(r)+&log^—^+(-logU(R) (r<R<i)

est vérifiée pour r^/'o^ o, on aura alors pour r^/'o V inégalité

(2) U(r)<A^(r)+Blog-^-^,

où A, B .yo/̂  rf^ constantes numériques.

LEMME B. — Soient U(^) une fonction positive continue non décroissante pour
o <^ r<^ i ̂  OL)(r) î/7^ fonction positive et finie pour le même intervalle; si, en
désignant par p, a, P, y ûfe.y constantes numériques et en supposant p^o y a^o,
P > i, y > i, o/i a

___[- / . ., i
(R-r)^l(3) U ( r ) < ^ LG)(^)+plog^-^+YlogU(R)1

pour o <^ /"o ̂  r <^ R <^ i, alors on aura pour r ̂  r^ <?^ r' == ——— ?

(4) U(r)<^^^A(c.(r)4-c.)(r/)+I)+Blog-^],

A, B étant deux constantes numériques dont A ne dépend que de p, a, ?, y, tandis
que B 71^ dépend que de p, ? ̂  y.

Remarque. — Soit R/ une valeur inférieure à i ; au lieu de (4), on peut
_. TD/

prendre aussi, pour r^ ̂  r <^ R' et r ' = ———? l'inégalité

(47) U(^) < -^-^——^[A(c.(r) + (.(r-) + i) +B log ̂ ^] .

2. Rappelons encore une inégalité connue dont nous aurons besoin fréquem-
ment.

Soit F(^) une fonction méromorphe ; si l'on désigne par &^ ses pôles dans le
cercle \z <^R, on a

(5) log|F(.) ^t__^(R,F)-^(R^)+S^ R )̂
V

pour [ z | == r <^ R <^ i.

II. — Limitations de certaines valeurs moyennes logarithmiques.

3. Nous avons obtenu antérieurement (°) deux lemmes qui fournissent le

(°) Mémoire cité dans rintroduction.
Ann Éc. Norm., (3) , LXXII. — FASC. 2. 19
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/ fW
nrpmipr* nrmr i y •/_premier pour (^—) une limitation ne contenant aucune valeur initiale et le

second pour [ r , - J ^ une limitation ne contenant que la première valeur in i t ia le

/(o) sous la forme log[/(o)j. Nous nous sommes aperçu que ces énoncés ne
sont pas suffisamment précis et qu'ils manquent de rigueur pour certains points
de la démonstration. iNous les rappelons améliorés ici avec une démonstration
complémentaire.

LEMME I. — Soit fÇz) une fonction holomorphe dans le cercle unité qui ne
s'annule que p fois. On suppose que /(o) 7^0 et Von désigne par ^(v = i, ..., p)
ses zéros; de chaque a^ comme centre on décrit un cercle (-y,,) de rayon arbitraire-
ment petit §,,. Puis soient d un nombre positif tel que

\a^\^d, \i—ap\:^d, [a—a^^d (a^aj)

et Sy le plus petit des S^. Alors, on a pour o <^ r <^ p <^ i V inégalité

(6) m(r",j—} <^(^4-log- I+ V log—)+B,log-^-4-C,logVo(p,/),
\ J / \ • '**• "v / p — r . '

où

Vo(r,/)=/n(^/)4-T(r,-y
\ J / /

A/,, B/,, C/, sont des constantes numériques ne dépendant que de d à part k (G).

De la formule de Poisson-Jensen, nous avons déduit l'égalité

^-i r f~\ k T r ' ^ 9p p^
^ ^-\j}-^^ ^1/(R^)1(R^)^^

/î(R,o) r . _
, ^ (-1)^(^-1)! (k-i)\ a^)1
^^J L (^-^) /L • {W-a^Y \'

Désignons par (C/.) le cercle z ==r et faisons d'abord varier r entre o et
Ri= âp . Pour chaque valeur de r, choisissons une valeur R de façon que

^ ^ R — r < ^ d et que pour les zéros ̂  intérieurs au cercle | ^ [<^R, on ait

R_|^|^.

Séparons la sommation de (7) en deux parties; l 'une Si s'étendant aux zéros ̂
dont les modules ^ ^r, et l'autre Sa concernant les zéros a^ tels que
/' <^ | ̂  <^ R. En excluant éventuellement de la circonférence z \ = r les points

( 6 ) Dans la suite, nous désignerons toujours par Ak, B^ C^, A^, . . . , a^ My^, ... des constantes
numériques ne dépendant que de k, s'il n'y a pas d'autres précisions.
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situés dans certains (y^), on a

|S,l<(A-r)'2[^4-^^-^}

et
]S,|<(/<:-i)!^̂ 1

]«, |^R-y/-

Il en résulte que Fon peut écrire

<(^-')'pbF+-^ /.(R-r)^

(8)
rf<-l ~ f'~\\ ^ \ i ï v i i^ 7||<^ ^•o»'2^R^

L ^=1
, V h

P/, étant un polynôme des arguments dont V=m(r , / )+m( r, 1 ) -
De cette inégalité, on déduit aisément

(9) log Ç < A , ( ^ + l o g I + ^log-)+B, log.—-^4-C, logV(R, / ) ,
/

où A'^, B^, C^. sont des constantes numériques ne dépendant que de k.
En observant alors que R — r^ - (p — r) pour o <^^<^ p <^ ï et que

V(r,/)<Vo(r,/),

on arrive à obtenir une inégalité de forme (6).
Maintenant , pour R i < ^ r < ^ i , la sommation de (7) devient plus facile à

majorer; on voit de suite que son module est inférieur à

^-^^[r^^TTR-Tp]v '==i
et l 'on trouve l'inégalité

/ " (^ 0) \
+ f(k) / ï „, ; \ ï +

log J-, <AI ^ + l o g , + V . +B^log^——+C,logV(R, / )
J \ ' J"" °v / r^ — ^

\ ^ == l /

pour r<^ R < ^ i . Ici R est arbitraire et r peut être aussi voisin de ï que l'on
veut; i l suffit de changer R en p.

La démonstration s^achève alors immédiatement.

Remarque. — i° Dans le cas où la fonction a une infinité de zéros, le lemme
est valable avec un peu de modification. On considère un cercle (G/) de centre 0
et de rayon R^^ ï) aussi voisin de ï que l'on veut. Dans l'énoncé, on remplace
alors ï — y.p\ par W— a^ \ ([^ K^R7) etp par A(R^ r)== ^*(R\ o) — nÇr, o),
^(R, o) désignant le nombre des zéros a., tels que [ ̂  <^ R et dans la démons-
tration, on prend pour a,, le zéro qui est le plus proche de la circonférence (CV).
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2° En observant que l'on peut prendre un nombre X assez grand pour que
^*(R, o )<A[i+^( r , o)] et en traçant, des centres ^, des cercles de même
rayon arbitrairement petit o, l'inégalité analogue à (6) peut être mise sous la
forme plus simple

(6/) w(r^)<A/log^+/z(r, o)log^+B,log—-^+C,logVo(p,/)

valable pour o <^ r < p <^ R\ H/, et K/, dépendent alors de À par suite de ̂ (R^o).

4. A l 'a ide du lemme précédent, on peut établir le suivant :

LEMME II. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité qui ne
s'annule que p fois; on conserve les notations et les hypothèses du lemme I. En se
donnant un cercle (C') de centre 0 et de rayon quelconque R^^ i) et en désignant
par §o le plus petit des S,,, ou bien on a pour o <^ r <^ R/ l'inégalité

n(r,0)

l V^ , 1 \ „ , 2
(10) ^ (^ / )< l^( log | / (o ) +^+log^+ S10^ l^^10^—^^

\ v'==0 /

oi/ 6îé7i, ;7 existe alors au moins un point z^ tel que [/^(^i ) | ̂  i, et en prenant

une valeur Ro telle que log |/(^i) [ <^ •——l°g—^— pour r^R^ o^ a, pour

r^ ̂  Ro et R' <^ ro ̂  r <^ p <^ i, l'inégalité

/ f \ r / "^^ \
( 1 1 ) ^V^^^—^ ^(^l/(o)l+^+log^+^log^J

L \ v'=o v /
+p,log——^+y,logVo(p,/) ,

o;/ H/,, K/(, a/,, py,- ^^ y/, sont des constantes numériques dont les deux premières ne
dépendent que de d et k et les trois dernières ne dépendent que de k, à et Rp, dans
le cas général et de d seulement dans le cas où k = i.

Désignons par (D') le domaine limité par (C7) et les circonférences (y^) dont
les centres sont intérieurs à (C').

Supposons d'abord que \f[k}{z)\ <^ i quel que soit le point z intérieur à (D').
Prenons d'une façon arbitraire un nombre positif M. Si l'on a l/^1"1^^) |^M
quel que soit z dans (D'), alors on a dans ce domaine

] i [ i ,/(^)
. 1/1-MI / | 7

puisque/ne s'y annu le pas. Eu égard à une propriété de m(r,/)(7), on déduit

( 7 ) II est facile de démontrer que si l'on exclut de la circonférence [ z \ == /- un nombre fini d'arcs
arbitrairement petits, la variation subie par m(r, /) est aussi arbitrairement petite.
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de cette inégalité la suivante :

/ I \ / I /'lx•-l)\ / f^-i)\ + I •
(12) m [ r , -\ <^m{r^J-——\<m{r/—- ,)+]og^ + ̂ m P0^ o<r^Rf,

A/72 désignant une quant i té positive arbitrairement petite pour les S^ arbitrai-
rement petits. Or, d'après la formule de Jensen, on a

i \ ../ i(13 ) ^(^/)=^^,.l+N(r,,l+log|/(o)|,

ce qui s'écrit

(14) ^(^/) <m^r, -\ +/?log^4-log | /(o)[ .

/ f^\Donc en appliquant le lemme 1 à m ( r, • / . )? on déduit de (12) et (1/4) une
inégalité de la forme

/ n(':0) \

(15) Vo(/^/)<A.(log|/(o)|+/.+log I+ yiog-)4-B,]og———+C,logVo(p,/)
\ / -a— °v / P — /

\ ^'=0 /

et l'application du lemme A à cette inégalité donne de suite une inégalité de
forme (10).

Supposons maintenant qu'il existe dans (D^) au moins un point Ç/,_i pour
lequel j/^'"1^^)! <^M. En intégrant /^C^) le long d'une courbe qui j o i n t ^__i
à un point quelconque z de (D'), nous trouvons comme antérieurement

\ f / L - î ) (z) [ < M + 2(7T -{- I) == M.

Alors on recommence le même raisonnement; en le répétant, on arrive soit
à uneinégalité de la forme (10), soit f inalement à une inégalité qui est

\f(z)\<M^

Mi, Ms, . . . , M/; sont des valeurs numériques ne dépendant que de k. Enfin en
intégrant/^^) le long d'un arc île courbe qui joint 0 à z, on obtient pour tous
les points de (D^)

1/(^) < | / (o) |+M,,

et par suite
(16) ^(^/)<log|/(o)|+K,

K étant une constante numérique qui ne dépend que de k. Cette inégalité entre
aussi dans (10).

Maintenant si Phypothèse que l'on a faite au début n'a pas lieu, il existe alors
dans (D') au moins un point 2i pour lequel [/^(^[^i. Distinguons deux
cas :



I72 KINH-LAI HIONG.

i° ^= o. D'après la formule de Jensen, et le lemme I, on obtient

(17) ^(^-^^A^logl/^l+r+log^+Vlog-^+B.log-^+C^\ j / \ / -̂ " o^/ / p — r\ ^=o /
C M

2° Zi | ^> o. Appliquons l'inégalité (5) à la fonction J, pour le point ^i; il
vient, en posant r^= z^ ,

(I8) 7<R•^)<(^^w(R-ç)+R^^lo^^l)i+2log^i7^1
L ^ J

[>:=i, . . . , ^(R, o) |.

Pour é l iminer z^ on peut prendre une valeur Ro^>ri suffisamment grande,
telle que

^/(^^T^^T^TR P0^ ^f^I^i,

et l'on porte cette borne dans (18). Mais il faut remarquer que Ro dépend alors
de/.

Maintenant, choisissons arbitrairement entre R/ et i u n e valeur R^ qui ne
__ D/ __ D'

dépend que de R\ par exemple R^=R'+ ——— et posons H = p———; en pre-
nant une valeur i\ telle que ^0=^0 et ^o^Ro, on a alors

p — R < H ( R — r i ) pour r o ^ R < p < i

et l'on arrive à écrire (18) sous la forme (n) en changeant R en r.
Dans le cas où A = i , l 'élimination de ^i peut s'effectuer sans introduire la

valeur R(). Supposons que z^ soit le plus voisin de 0 parmi les points où
l/7^)!^1- Joignons de 0 à z^ par un arc de courbe L pour tout point duquel
f\z)\^î ; en intégrant f\z) le long de L, on a l'inégalité

4- -+-

log |/(-Sj) [ <. log [/(o) + const. numériq.

Remarque. — i° Dans le cas où/s 'annule une infinité de fois, le lemme reste
vrai avec les modifications indiquées dans la remarque sur le lemme I.

2° Si l'on fait â^= §, l ' inégalité (i i) peut s'écrire

( I I /) m(r^)<(y^7y.[^(logl/(o)l+log^+^(^,o)logly

+ ̂ log——7+ï^o'gVo(p,/)J •

5. Dans les lemmes précédents nous avons considéré des cercles de rayons
arbitrairement petits; pour le cas où lavaleur ini t ia le / (o) peut intervenir sous
la forme log \~jr-\ ' nous pouvons avoir des l imitations plus précises sans
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introduction de tels cercles. En ce qui concerne m(r, ' h nous établissons
\ «/ /

dans le cas plus général d 'une fonction méromorphe une inégalité de même
/ f \forme que celle de M. R. Nevanl inna relative à m(r, t/ ) par la méthode de

récurrence (8) et nous avons l 'énoncé :

LEMME P. — Soit fÇz) une fonction méromorphe dans le cercle unité, en suppo-
sant que la valeur Co-==fÇo) soit finie et différente de zéro, on a

[ f^ \ + + i i
(19) m ^ — <^+<r41oglog' — +^log-

\ J / ^o r

+^log^+^log——^+6- , logT(p , / )

pour o <^ r <^ p <^ i. Les coefficients a/,, . . ., c/, sont des constantes numériques ne
dépendant que de k.

Si k=ï, c'est le lemme dû à M. R. Nevanl inna; améliorée par Valiron et
modifiée par M. Milieux, l'inégalité qui s'y trouve est mise sous la forme

(20) ^ ( r ^ ^ i ô + ^ l o g l o g - 1 - +log1 + alog-? + 3 log-^+4 lo^^p,/).^ yy -- ,^^^ ^p .̂̂  "-p-^

Supposons que l'inégalité de forme
/ f^\ + + i i p

(21) m [r/-, <6^+^loglog - +^log-+^log^4-^log ^logT(p,/)
/ p-rCo

soit vraie pourjo== 1 ,2 , . . . , / : — i ; nous allons démontrer qu'elle est encore
vraie pourjo=Z:.

De la formule de Poisson-Jensen, il est facile de déduire

(22)
^_i r fi~\ L. î /•* -7h

^]—J ]081/(Rg l / ( R ^ ) l ( R ^ _ _ , ) ^

2R^ d^

-î), y r(-1^-1 î a- 1(^-i)!1 / - 1̂ L(^-a,)* ' ( R 2 _ a , 3 ) * J
|a« l<n

(À--I)! S _(^-^) ' (R--&^y
|6J<R

Considérons le premier crochet; son module est inférieur à
^R3^-i ( R + i ) [ W—a^z ^ 2 À R^- 1 (R+I) | R2—^^ |^

(23) R^—a^z [2k R(z-a^) (R-r) 2 ^- |R(^-^)

oX-4-l 1 R-2 ^ ^, 2. -tt —— 6frM ̂ou encore a '( R — r ) ^ | R ( ^ - - a , en nous plaçant dans le cas où R <^ î . Et Fon a

(8) M. Milloux a établi par une autre voie une inégalité de même nature.
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une l imi ta t ion analogue pour le second crochet. Par conséquent, en posant

V(r,/)==m(r,/)+w(r, -\,

il vient

(a4)
rf^r/'-l
^-'L/J-. <^. ( R , ) ^ V ( ^ /

^ r ^
R ( R ^ ) 2 t ^

L!"«KR

)

R2

K(
— u^z
s — a^) '-2

1^)<R

R2-
R(5

- ^u.5

-&?.)

On voit qu'en désignant par ̂  et £2 les deux sommes du crochet, le second
i Rmembre est un polynôme P en -, _ , S^, ̂  et V.

Maintenant , si Fon développe le premier membre de (24), on en dédu i t
k-l

(25) /w' r ' xr^ / i r / +-
log -.- <^Iog ^y- +logP+

/•^)

/?=!

c'h

C/, étant une constante numérique.
Or nous avons supposé que (21) soit vrai pour 7?=!, . .., k—i et l'on a,

d'après la forme de P,

RlogP < A, 4- B.log ^ + B, log^ + B', log^——^ + logV(R, /) + log^+ logi,.

DonceuégardàV(r , / )^2T(R, / )+log | - 1 - , on dédui t de (2$)

r i^P
' r

GO

( f^26) m i r , ^ — } R R(26) ^ ( r , ^ - )<^+^ log log - + ^ l o g - + ^ , l o g - + ^ l o g — — — + l o g T ( r , / )
\ J / ~^0 •l<- / I\. — 7^

^"^(..-o,/)^-..^^

log^(R,/)+, , (R-M,+102; / î(

^ V.(..o^).0

où Vn^c10,/) et Vi/7-e'0, -) sont les deux fonctions harmoniques

R 2 —».;^^7)- 2 ̂  R )̂ - v,(^,/)= 2 lo, ̂ ^
| ^ j<R | R ( ^ — ^ ^ )|aJ<R

considérées par M. R. Nevanlinna dans sa théorie. En utilisant la formule de
Gauss, on trouve aisément que la somme des deux intégrales est égale à

N ( R , / ) + N ( R - ) - N ( r , / ) - N ( r - V
\ J / \ J /

On a ensuite à éliminer ces indices de densité et le dernier terme de (26).
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En procédant comme M. R. Nevanlinna l'a fait dans son lemme et en posant
R — /• = ————^—r-———— ^5 on est conduit à la conclusion.

2T(p)+log|^ +2 °

Remarque. — Dans le cas où/(-s) est méromorphe dans tout le plan à dis-
tance finie, l 'énoncé du lemme est tout à fait analogue et l'inégalité a la même

T + Tforme, seulement au lieu de log - ? on a log -•

Cas particulier. — Si la fonction est privée de zéros, en modifiant légèrement
la démonstration, on peut mettre l'inégalité sous la forme suivante :

/ f^ \ i +m^r /^<A,+B, log—-^+C,logV(p,/)

qui est déjà connue (°).

6. Au moyen du lemme I', on trouve le suivant analogue au lemme II, mais
plus précis.

LEMME II'. — Soit /(^) une fonction holomorphe dans le cercle unité et F on
suppose /(o) 7^ o et /^(o) -=^=- o. On désigne par â^(v ==1,2 , . . . ) ses zéros; de
chaque a^ dont \a^ ^.r comme centre y on décrit un cercle (^) de rayon arbitrai-
rement petit S. En se donnant un cercle (G') de centre 0 et de rayon quelconque
H'(<^ i), on a ou bien, pour o <^ r <^ R,

(27) m(r, f) < HjNfr, I) + coo+ log^ | + K, log-̂ -
L \ / / r J i— r

ou bien, il existe alors au moins un point z^ où \f(/{)(^) | ̂  i ? et en prenant Ro tel

que log[/(^i)[<^ ——log——— pour r^Ro, on a, pour R'< 7-0 ̂ r< p<^ i,

avec ro^Ro? V inégalité

(28) ^^<N(r-
\ J / \ J /

:——7 a^(c.)o+c.J(r, n, ô)) + (^log——^ +v^logm(p,/) ,(p-ry2

ou

(29) ûûo=log|co]+log -s- et ^(r,/î , ô)=log^+^(r, o)log1,,
Co i o

H/(, K^, a/,, p/^ et YA étant des constantes numériques dont les deux premières ne
dépendent que de k et les trois dernières ne dépendent que de W et Ro à part k dans
le cas général et seulement de R' dans le cas où k = i.

(9) Voir VALIRON, Sur les valeurs exceptionnelles des fonctions ... (À et. Scient, et Ind.y n° 570,
1937, p. 12).
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Reprenons le raisonnement du lemme II. Supposons d'abord \f[/t)(^)\<^ï
pour tout point 2 in tér ieur à (D'). Deux cas sont possibles :

i° On est conduit à une inégalité qui peut être mise sous la forme

(3o) m{r, f) < N ( r , -^ + A^o + log ̂  4- B^log——-^ 4- Q logm(p , /).
\ J / \ / r

Si l'on prend A/,^> i et applique le lemme A à cette inégalité en posant

û û ( / - ) : = N ( r , . )+ ûûo+log^

il vient
(3i) /7 i ( r , / )<HjN^- ' )+^+log^ 1+K^log^——^.

2° On obtient finalement
-+- ^ •

m\r, f) << log [ c'o [ -+- const. numériq.,

inégalité qui entre dans (27).
Supposons ensuite que [/^(^i)] :^i. Si z^= o, la formule de Jensen donne

/ f \ • / fw\ / i \
w \ ? / ^ / ^ \ r ' / / N \ î 7 / l o g l / ( o ) )

ce qui peut s'écrire, en vertu du lemme I',

(3.) ^,^<N(,^)

+A^.(log| Co |+1og ^ +log^)+B^log—^-- t -C^log/7i (p , / ) .

II est évident que cette inégalité entre dans (28).
Si z^ \ ̂ > o, alors, on applique l'inégalité (5) à la fonction j - pour le point z^

et l'on a

. y(^
i r^ r» l/__

/ f \ \ [ fw\
(33) .^R,^)<^-^,.(R,Ç)+^———flog!/(^) |+^:)og \ 1

—— / 1 | -̂ •- 1 - ^ 1 —— u^ | |L v J
[^==i, . . . , n(R, o)].

Nous utilisons ici le lemme F pour limiter le premier terme. Pour él iminer
/(^i), on procède comme dans le lemme II, et nous majorons le dernier terme
en écrivant

(34) ^ log <^(R, o ) log . < 2 / î ( R , o) log. dès que ô < -•
10 !v |<R

Alors, en choisissant une valeur Ro comme dans le lemme II, l'inégalité (34)



FONCTIONS HOLOMORPHES DONT LES DÉRIVÉES ADMETTENT UNE VALEUR EXCEPTIONNELLE. 177

prend la forme

(35) »<^)<(p-7)«, a/:(c^o+co(r, îi, ^))+l^lo§———^ +ï^ ]ogm(P./) .

on voit qu'elle entre dans (28).

Cas où f est privé de zéros. — Les inégalités (27) et (28) se réduisent respec-
tivement à

W)
et
(28') m ( r .

771 (r, f) <Hh( log[ co ] + log- ) + H^log-

L j^<__r
\' f^}<(?-r)2[

o^(log | 6-0 [ + 10^ ) + l^10^ ——7 y^logV(p,y) .

7. Pour Fétude du cas où intervient /(/l), nous avons besoin encore de

limiter m(r, •^-^—^V Nous démontrons d'abord le lemme suivant :
\ /(k+) )

LEMME III. — Soient /(^) une fonction holomorphe dans le cercle unité et a un
nombre. On suppose f{o)^ o et/^Ço) ̂  o, a; on désigne par b^{\}.=\, ï, . . . )
les zéros de /(/l) — a, par /^(r, a) le nombre des b^ dont \b^\^r, et par ^(R, a)
celui des bn dont \ b^ [ <^ R ; jo?/^ rf^ chaque b^ comme centre, on décrit un cercle (cr^)
de rayon arbitrairement petit Y]. Alors en se donnant un cercle (C') de centre 0 et
de rayon quelconque IV (<^ i), on a ou bien, pour o <^ r <^ IV, l^ inégalité

(36) m(r, /) < HjN(r , -^ + log | c, \ + log K.log-•>«^.]
ou bien, pour R' <^ ̂ o^ ̂  <^ p <^ ï ? l'inégalité

(87) w(r, /(À"1

ya-)-a^
<A/log +^(r, ̂  y î ) )4 -BA: log

p-r
Qlog/n(p, /),

avec R== -(r+ p) et

(38) f^(r, ^^ Yî) ==log-; +^(R, a ) l o g - ?

o^ H/,, K/,, A/,, B/, ^^ ÇA ^o^^ des constantes numériques dont les deux premières ne
dépendent que de a et k, et les trois dernières ne dépendent que dey. et IV à part k.

Appliquons la formule de Poisson-Jensen à la fonc t ion / ( / l ) —a; on trouve,
par dérivation,

(39)
/•(^•+i)

/(^-a <
2R

^i(R,l)

-V(R, /^ ) -a )+ ̂
W-\b^\-

[i=i ^ — b\\ W—b^z

La sommation qui figure dans cette inégalité peut être divisée en deux :
ie CT s'étend aux b^ don t \b^ ^r et l'autre a ' s'étend aux b^ tel que

r<^ 6^|<^R. Si l'on exclut éventuellement de la circonférence (C,.) les points
une CT s'étend aux b^ don t \b^



I78 KING-LAI HIONG.

intérieurs à certain (op.), on a

'<2 2 , , 1
A /P 1 A \ < ~ n k ( r î °0-î-s—^ r(t\—\b^ ) r Y]

R2-!^!2
<A,(R, r)-,^ < 2 ^ - ^ | ( R 2 _ | ^ - 2 )

/-<l^|<r

ou 1 on pose
A^(R, r):=^(R, a )—^. ( r , a).

L'inégalité (89) s'écrit alors

(40) <Pk\ ^ r i k ( r , a) J-, Z^.(^'1^4fW—a

P/, étant un polynôme des arguments qui figurent dans le crochet. Les coeffi-
cients de P/, sont numériques et ne dépendent que de k, et l'on déduit de cette
inégalité
(4i)

/ f(k+\} Y

m ^-7^———-: }<Alky« - )_a^ 4 log ^ +^HR, a)log^

B.log^-^ -C, logV(R, /^ -a )

p o u r o < r < R < R ' .
Transformons le dernier terme. Considérons le domaine (D^) limité par (C'),

(Yv)et (<7^)[v== I , . . . , J O ; ^ L = = I , . . . , n^jîy a)] et supposons d'abord que pour tout
po in t^ in té r i eu rà (D / / )ona i t | / ( / • ) —a <^ i et^ par suite, \f{k){z)\ <^ |a| + 1=^1,
Ai étant un nombre positif qui dépend de a. Si l'on procède comme dans le
lemme II en considérant la fonction j-fÇz), on trouve une inégalité de

forme (36) dont les coefficients dépendent ici de a à part k et d.
Dans le cas contraire, il existe au moins un point ^i dans (D") pour lequel

l/^^i)— ̂ î^1- Distinguons encore deux cas :

i° ^== o. D'après la formule de Jensen, on a

(42) ^R,-^ < m ( R , / ^ — a ) 4 - l o g
/(^(o) — a =^(R,/^-a) ,

par suite
V(R^ fW—(x) < 2^(R, fW— a) < 2m(R, /^) 4- log 2 log2

[ / fw \ ~i
<2 m(R,/)+m(^R, J J + log | a | + log2 .

\ j / j

/ fW \
En appliquant à m( R, z^ ) le lemme I', on trouve pour r <^ R <^ p <^ i,

V(R, /^ ) - a )<2 |7^ (R , / )+A/ ]og —-(43) ^R/(o)
i + "]

^^p""^ -^^^^(P^/) p
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A/f, B/, et C/, ne dépendent que de d et a à part k. En remplaçant m(R,/) par
+ j

/72(p,/) et en prenant les log des deux membres, puis en posan t?—R= -(p—r),

il vient une inégalité de la forme

logV(R, fW — a) < log log log log1 + loglog——— -^^^^^^(p,/),

a fortiori

(44) l ogV(R, /^ -a )< log -1- + l o g ^ + l o g — — — ^ + C ^ . l o g m ( p , / ) .
Co p-r

En portant cette borne dans (41)? on obtient une inégalité de la forme (37).

2° [^ | = pi^> o. En appliquant l ' inégalité (5) à la fonction / ( / t )— a pour le
point ^i, on obtient

m R, - /n (R, /W-a) , <f^-ai) ^ ( R - p . )

ce qui peut s'écrire

m( R 5 yw—-
/, r / /'(^\ + 'I

< ^_^., m ( R ^ J + m(R, /) + log | a [ + log2 .

Appliquons le lemme 1' au premier terme du crochet et prenons entre R' et i
une valeur r^ ne dépendant que de R^ en posant H =———, i l vient, pour

R / < r o ^ R < p < I ,

(45) ^(R,^^)<^—^[a,flog ^ +log^+p, logp——^+y. log^(p , / ) j ,

a/,» P/>, YA ne dépendant que de R/ et a à part k.
D'autre part, on a

(46) /' f^\ + "m ( R , / ^ — a ) < m ( R , J— \ + m(R, /) + log | a [ + log2.
\ j /

De (45) et (46), on déduit aisément

V(R, / ^ - a )<7n (R , / )+A, ( l og ̂  + log^ + R, log^——^ + C , l o g V ( p , /).

Cette inégalité nous conduira comme (43) à une inégalité de forme (3^) et le
lemme se trouve démontré.

8. Établissons maintenant le lemme :

LEMME IV. — Soient fÇz) une fonction holomorphe dans le cercle unité et a un
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W(nombre. On suppose que /(o) = c^ o etf^(o) = c,^ a. O/i conserve les hypo-
thèses et les notations du lemme précédent. En se donnant un cercle (C/) de centre 0
et de rayon R^ on a ou bien pour o<^r<^ IV, l'inégalité

(47) ^(^/)<H, N ( / - ) + l o g ^ o l + l o
L \ ^ /

o^/ &^ pour R' < ̂ o^ ^ < ? < i, l'inégalité

Co
log -

(48) m(

oriî

(49)

/ /^)-a\ „ /h-^^-)<^^ I ^ if ^ - ^ ) (9-ry- ( +
y.k log

+^

i
<°o

log

+ ^À-

1

p- r

^-(/^ ^^ •n)= log^ +^^(R, a)log^, avec R==- ( / -+p) ;

^•(^ ^^ Yî)

+ Y^ log/n̂ (P./)].

H/o K/., a/,, p/^ ^^ Y^. ^/î^ â?^ constantes numériques dont les deux premières ne
dépendent que de a et k et les trois dernières ne dépendent que de a et W à part k.

Désignons par (TT) le domaine l imité par (G7) et les circonférences (y,) et (cr^)

dont les centres se trouvent dans (CQ. Supposons d'abord que ^+l)^) <"i
• / •- i s -fW ( '7.\ — ry ^^ f W ( z ) — a ,

que lque soit le point z dans (D^). Considérons/^1)^)—a et distinguons deux
cas :

10 I/^O) — a ^ | ^ + i quel que soit z dans (D^). On a alors \f[k\z') [ >i
quel que soit z dans (D") et l'on démontre comme au début de la démonstration
du lemme II que pour o < r < IV, on a une inégalité de forme (47).

2° II existe dans (D^) une valeur ^ telle que

| / ^ (ÇO-a[<[a |+ i=A, .

En intégrant la fraction -^y—^ le long d'un arc de courbe L qui joint du
point ^ à un point quelconque z et qui est située dans (D"), on trouve

w /W(^ ) -a
<I + 2(7T + l) <IO,

/^(Ç,

ce qui donne
(5o), | /^(^) |<[a • h, <?10

pour tout point z de (D^). Alors le raisonnement que l'on a fai t dans la première
partie de la démonstration du lemme II conduira encore à une inégalité de
forme (47), dont les coefficients numériques H/,, K/, dépendent de a à part k.
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Maintenant , si l'hypothèse que l'on a fait au début n'a pas lieu, il existe alors
' y^1^) 'dans (D") une valeur z^ pour laquelle on a v _J ^i- II y a deux cas à

distinguer :

i° z^ == o. En Vertu de la formule de Jensen, on obtient
/ f ( k ) _ _ ^ \ . / /•(/C4-1) \ / ; \

^(R,;^)<-(R,jfc-^)+N(R,^^)

et en appliquant le lemme précédent, il vient
f(k) _ a \ /

^ L__a ^ <- N ( r^ y(/-+i) j <- ^[ " '
( fW — a \ / i

(5I) m[^-f^^)<^[^J^^l\ j / \ j / +AHlog

4- B/, log

i
CQ
i

o-r

- ^k(r, n\, Yi) 1 -

-C^log/n(p,/);

/•(^+i)/^\
2° |^i |^>o. En appliquant l'inégalité (5) à la fonction v _ pour le

pointai , et en posant z^ \ ==^i, il vient
/ fw_^\

(52) m(^J————-<^ y^-t-i) J ^ ( R _ ^ ) 2 m R,
J^_\ ; 2 ^

• 5 yw_a^ R — n Z j lo,

[^=i, . . . , ^^.(R, a)].

Appliquons le lemme III à la valeur moyenne logarithmique qui figure au
second membre et comme dans ce lemme, choisissons entre R/ et i une
valeur ro qui ne dépend de B'. En posant H == —_ p,? nous avons alors ou bien
pour o<^r<^R' une inégalité de forme (4?)? ou bien, pour R'<^ 7-0 ̂ R<^p<^ i,
l'inégalité

/ fW__ ^ \ / .H2 r / +
(53) ^L——— ̂ T——^i^f^y^-M). y - ( p _ R ) . | - ûo^(R, zî^ Yi) ) +R^log

2H
CAlogm(.p,/) + p——R^(1^ a)log-,

OÙ

^=:log^ +71^ (p\ a)log-? avec p / = = ^ ( R 4 - p ) .

11 est évident que (53) peut s'écrire
/ f(k)_^\

W m(ï{--f^)<(,-W a^( log — +c^(R, n^ ^)\ Co
ï + ~1^^o^——^^-^^mÇ^f) L

a/f? p/^ TA dépendant de a et R' à part k.
En changeant R en r, on voit que les inégalités (5i) et (54) entrent toutes

les deux dans (48).
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CHAPITRE II.

VALEURS EXCEPTIONNELLES B D'UNE FONCTION MÉROMORPHE.

PROPOSITIONS SUR LA CROISSANCE D'UNE FONCTION.

I. — Définition et propriétés asymptotiques.

9. Soit /(^) une fonction méromorphe d'ordre quelconque définie dans le
cercle u n i t é ; convenons d'appeler valeur exceptionnelle d'ordre zéro au sens de
Borel ou valeur exceptionnelle B relative à/une valeur a telle que

(55) Ilm^00^,
^log———6 i — r

T étant un nombre fini.
Considérons une fonction f(-z) méromorphe dans le cercle unité et supposons

qu'elle admette jo^3 valeurs exceptionnelles B.,Prenons trois de ces valeurs
a,(ï=i, 2, 3); et leur appliquons le second théorème fondamental de
M. R. Nevanlinna.
(56) T(r,/)<^N(^ a,)+S(r).

i=l

D'après la définition, étant donné trois nombres positifs £,(;= i, 2, 3),
on peut trouver une valeur r^ telle que pour r^/'o, on ait

(57) N(r , a , )<(T<-t-£z) log-^— ( ^ = i , 2 , 3 ) ;i — /

il vient donc pour r^7\,,
:{

(58) T(r ,^<^(T,+£,) log-^——^+S(r) ,
i

ce qui s'écrit, en choisissant les £, tels que V £^ i,

(59) T(^ /) < C + (2^4- 7) ̂ ——r + 810^ T(P' /) (^o^ r < p < i ).

En procédant comme M. R. Nevanlinna l'a fait pour une inégalité concernant
la théorie des défauts (3) on arrive à une inégalité permettant d'énoncer la
proposition : Si une fonction méromorphe dans le cercle unité admet p ̂  3 valeurs
exceptionnelles B, on a

(60) lin;Ĵ l̂ ,+..

^T——r '=•
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En vertu de ce résultat, T(r,/)^0 (log ,—r\ Si donc une fonction f(z)

méromorphe dans le cercle unité est telle que le rapport T(r,/): log—— croît
indéfiniment pour r ->- i, c'est-à-dire telle que le théorème analogue à celui de
Picard-Borel s'applique, elle ne pourra pas admettre plus de deux valeurs
exceptionnelles définies ci-dessus, ce qui justifie la dénomination.

10. Soit maintenant/^) une fonction méromorphe dans le cercle unité et
supposons qu'eller admette o et +00 comme valeurs exceptionnelles B et que
sa dérivée f^Çz) admette i comme valeur de la même nature. Prenons le théo-
rème fondamental de M. Milieux avec l'inégalité (10)

(61 ) T(r, /) <(/<+i ) N(,-, /) + N (r, I) + N(r, ————) + S (,•)
\ J / \ j /

dont le premier coefficient du second membre peut se réduire à k (11) et

S(r):=a^logT(p,/)4-^:log—— 4- G pour r o < r < p < i ,

a,, et h,, étant des constantes numériques qui dépendent seulement de k et C,
une constante qui peut dépendre des valeurs initiales/^o),/^^) et /^^(o).
D'après l'hypothèse, on a

N (r, f) < (T. + s, ) log-^, N ( r , I ^ < (ï,+ £,) log-^

et
N(/-^—,)<(T^-£-)1^7-7•

En choisissant les £, tels que ks.,+ ̂ + £3^1, l'inégalité (61) devient

(62) T(r , / ) <C+ (^4-À-r^+^+^ 4-i) log———+ 6^1ogT(p,/) ( r ^ r , )

et le procédé de M. R. Nevanlinna conduit à l'inégalité

(63) îim^^l^^+Â-T,+T,+T,.
log———i — r

Donc si une fonction méromorphe dans le cercle unité admet oo et o comme
valeurs exceptionnelles B et si sa dérivée (Tordre k admet i comme valeur de la
même nature^ on a Vinégalùé (63).

(10) MILLOUX, Les fonctions méromorphes et leurs dérivées (Act. Scient, et Ind., n° 888,
fasc. XIV, 1940, p. 21 ).

( 4 1 ) HIONG, Généralisations du théorème fondamental de Nevanlinna-Milloux (^Bull. Se.
Math., 2e série, fasc. LLXXVIIJ, 1964, p. 181).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — FASC. 2. 20
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Au lieu du théorème fondamental de M. Milloux, si l'on utilise celui que
nous avons établi (11), on pourra obtenir un résultat plus général. On définit
des fonctions exceptionnelles B d'une façon analogue à celle dont on a défini
les valeurs exceptionnelles B, on trouve alors une inégalité analogue à (63)
pour le cas très général où à la place des valeurs exceptionnelles, o pour/et i
pour/^, on considère une fonction exceptionnelle y pour f et une fonction
exceptionnelle ^ pour/^. En particulier, on trouve une inégalité analogue
à (63) pour le cas où l'on remplace les valeurs o et i par deux valeurs
quelconques a et b (b ̂ z o).

II. — Limitation du module d'une fonction holomorphe.

11. Maintenant considérons une fonction holomorphe dans le cercle unité
qui admet une valeur exceptionnelle B ou dont la dérivée admet une telle valeur,
et cherchons pour son module une limitation qui sera valable pour tout le
cercle z\^r. Nous pouvons d'abord énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME A. — Soit une fonction holomorphe définie par

(64) f(z)=Co^-c/,^-{-... (Co, Ch^o)

dans le cercle unité; on suppose qu'elle ne s^y annule que p fois et y admet i

comme valeur exceptionnelle B de sorte que Vonaitî^^r, i) ̂ (ï + £) log——

pour r^r^. On désigne par a^ (v=i, . . ., p) ses zéros; soit à un nombre
positif tel que d^\a^ ; et Von décru de chaque a^ comme centre un cercle (^v) de
rayon arbitrairement petit S. Alors en supposant c^^i et en se donnant un cercle
(G') de centre 0 et de rayon R^^ i ) aussi voisin de i que Von veut, on a pour
tout point z du cercle \z\^r avec o <^ r <^ R', l ) inégalité

(65) log[/(^[<^^[H(^o+^(r^^,ô))+Klog^-^],

avec

(66) t2o=log C o | + l o g 1 +log ——— , ^= log I +plog-+^ log- ,
GO CQ —— 1 / U U

H et K étant deux constantes numériques qui ne dépendent que de T et ro et R/.

Pour le démontrer, on peut partir de l'inégalité utilisée antérieurement (12)

(67) 7n(^/)<N(r, i)+Q(r),

avec

Q(r )=m^ J ^+m^ / ^+/7^(^ r , , ^ l o g [ c o — i | + 81og2.

(12) Voir le Mémoire cité dans l'introduction.
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Majorons le second membre de (67). PourN(r, i), on a en prenant £<i ,

(68) N(r , i ) < ( T + i ) l o g ^ — — ^ < ( T + i ) l o g — — — pour ro<r<p .

Pour le premier terme de Q(^), nous cherchons une limitation au moyen du
lemme IF. Comme

(^ N(r , o)<n(r, o)log- </?log-,

on a pour la première alternative l'inégalité

(70) m(r, f) < Hi (G3o+/?log I 4-log1 ) -+- K,log ——— (o < r < IV),
\ d 1" j I — /"

et pour la seconde, l'inégalité

( 7 1 ) m (r, j^ < _"_ ̂  ̂  (o)o4- o)(r, 7,, ô)) + p, log—^ + ̂ logm(p,/) 1

valable pour R7^^^^^ p <^ i - Les coefficients numériques a^ , ^ et yi ne
dépendent que de R/.

Quant aux deux termes suivants, on peut les majorer avec le lemme de
M. R. Nevanlinna.

Si l'on porte toutes ces bornes dans (67) en considérant la seconde alterna-
tive pour le premier terme de Q(^), il vient une inégalité de la forme

(72) m(r, f) < ̂  ̂  ̂  fa,(^4- co(^ p, d, ô)) 4- Pilog——-^ 4- ïilo^^p, /)1

valable pour r ̂ r, si l'on prend ^o^^o-
En appliquant à cette inégalité le lemme B, il vient

m^ ̂  < TT~ry [H/(^o+ co(r, p , d, ô)) + K^log-^^t.

Cette inégalité établie pour ^^^ restera valable pour o<^r<^ si l'on
majore éventuellement les coefficients numériques ET et K7. Seulement les
nouveaux coefficients peuvent dépendre de r'^ c'est-à-dire de IV et de ro.

En particulier, on a

^(r^) < (RT^ [^(^^ "(r^^^)) + ̂ ^RT^j .

inégalité dans laquelle entre aussi (70) que nous avons laissé.
Alors l'application de l 'inégalité connue

(73) logM(r,/)<^±-^m(R,/) ( r < R < i )

relative au module maximum permet d'achever la démonstration.
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12. Traitons maintenant le cas où une dérivée delà fonction/joue en même
temps un rôle que/. Nous allons établir le théorème :

THÉORÈME B. — Soit /(^) une fonction holomorphe dans le cercle unité

(74) /(^)=Co-+-...+c^+... (co, c^o);

on suppose quelle ne s^y annule que p fois et que sa dérivée d'ordre k y admette i
comme valeur exceptionnelle B de sorte que Von ait

(70) N^r,^^^<(Ti+£01og^-^ pour r^r,.

On désigne par ^(v = i, . . ., p) les zéros de f; par b^Ç y. = i, 2, . . . ) les points
ï de /(/l), par n/,Çr, i ) le nombre des b^ compris dans le cercle z ^.r; soit alors
un nombre positif d ̂  \ a^ [ et de chaque b^ dont \b^\^r comme centre, on décrit
un cercle ((T^) de rayon arbitrairement petit r\; enfin on se donne un cercle (C'),
de centre 0 et de rayon B/ (<^ ï ) aussi voisin de ï que Von veut. Alors en suppo-
sant Cj^ ï , on a, pour tout point du cercle \ z ^ r avec o <^ r <^ R/, ^inégalité

(76) ^\f(z) | < ̂ ^ ^ H^&),+ log^ +7?log ̂ + n k ( r ' , ï ) log-) + ^log^—^ j,

ou

(77) c^,=]og|^|4-log ^ +1 et r^^r+^R'+i)] (^),

H/, ̂  K/; ̂ â^ rf^ constantes numériques ne dépendant que de T, 1\ et R' à part k.

Prenons l'identité de M. Bureau

w ï /w /'^-)_ï /'(/:+i
y=y--y^Tr-7-

En vertu des propriétés des valeurs moyennes logarithmiques, on peut en
déduire

/ i\ / w\ / f^—ï\ ( f(^)\ _
(79) m (r, -\ < m (^-y-J + ̂  V''/^^".) + m \' f~ ) 4- g2'

D'autre part, la formule de Jensen donne

m(r, f)=m (̂  -^)+N (r, ̂  + log |/(o) | ;

il en résulte donc que
/ I \ /' rW\ / /•(^•+i)\

(80) m (r, /) < N ( r, -\ + m (r/, >;+ /n (r,^—— l

+ m ( r? '̂ T^T)1 ) + 10^ 1/(°) 1 + 10^2-\ «/ /

p^ .
(13) On peut prendre aussi r1' =- ——— comme dans la Note citée (3).
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Cherchons une l imitat ion pour le second membre de (80). L'inégalité (69)
peut déjà fournir une borne pour le premier terme. Pour les deux termes sui-
vants, nous les majorons au moyen du lemme I' et nous avons les inégalités

/ f(i) \ [ i i \ ; +
(81) m [r/— <A, log - + log - ) + R.log-——+Qlog7n(p,/) (i= k, k 4-1).

\ J / \ ^o / / P — r

Quant au quatrième terme, nous lui appliquons le lemme IV. Pour la seconde
alternative, en remarquant qu'ici

(82) (^==log- + ^Î(R, i ) log -î avec R = = - ( r + p ) ,y YJ 2\
on a l 'inégalité

(83) m(r-^)<N(r-J^)+(^[^0^^^ t +log^î.(R,r)log^

+ PÀ ̂ g ——^ + ï^ ̂ m ( P? /)
valable pour IV <^ r\ ̂  r <^ p <^ ï ,

En vertu de l'hypothèse, on a en prenant £i^i.

(84) N ( r , ^^ j ) <(Tl+I) log7^: <(^+ I ) l og——^ pour r^ro.

Alors en choisissant r^^r^, on peut écrire, pour r^r^
/ fw _ j \ ï r / + ï ï ï \

(8^) m(rî7^^)<(7^^[^(l^ „ +lo^+^(R,i)log^

+pn^-—-+^iogm(p,/) .
P —

 / J

Portons dans (80) la borne donnée par (85) et celles données par (69)
et(8i) ; il vient alors une inégalité de la forme

(86) m(r, f) < ^ [a//^+ lo^ 4-7^ lo^ + ̂ (R, ï ) log^ + P,log^—^
+ "1

+ Y/Jog/n (p, /)

valable pour ^^^0. Les coefficients numériques a/;, ?/„ Y/, ne dépendent que
de TI et R^ à part k.

___ T^/

Maintenant soit R'^R^ ——- une valeur comprise entre R7 et ï , et suppo-

sons r\,^r<^ç<^W. Après avoir remplacé R par ^(r+R'7), appliquons à

l'inégalité (86) le lemme B avec la remarque. En posant r1'= -^-(r+SR^) et

eu égard à ce que log1 est décroissant et n^(r, ï), croissant, on obtient ainsi

(87) m{r, /)< ̂ ^ ̂  I H , (c^+ log^ +plog ^4- nî(r', ï ) log^ + K/Jog ̂ -̂ 1.
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Cette inégalité établie pour ^^^o reste valable pour r<^ï\ si l'on majore
éventuellement les coefficients H/, et K^; mais les nouveaux coefficients peu-
vent dépendre de r ^ , c'est-à-dire deR' et de r^.

Après la majoration éventuelle des coefficients, l'inégalité précédente est
donc valable en particulier pour o <^ r <^ IV. En remplaçant B '— /' par IV— r,
elle peut s'écrire a fortiori

(88) m(r, /) < ̂ ——ry [W^^ lo^ +^log ̂  + ̂ -(^ i ) log ̂  + K.log^-^ ̂

où r ' est la valeur (77).
Maintenant considérons l'inégalité que donne la première alternative du

lemme IV appliqué au quatrième terme de (80). En tenant compte de (77), on
voit qu'elle entre dans (88) pour o <^ r <^ R/.

L'inégalité (78) nous conduit alors immédiatement à la conclusion.

13. Dans le cas d^une fonction privée de zéros, on peut trouver, en modifiant
la démonstration, une limitation dans laquelle la valeur initiale c^ n'intervient
que sous la forme log | c^ \ et l'on a l'énoncé suivant :

THÉORÈME BQ. — Soit fÇz) une fonction holomorphe définie par (74) dans le
cercle unité avec c^^ï; on suppose quelle ne s'annule pas et que sa dérivée
S ordre k admette i comme valeur exceptionnelle B de sorte que la condition (76)
soit vérifiée. En conservant les notations du théorème précédente on a pour tout
point z du cercle \ z ^_ r avec o <^ r <^ R', V inégalité

(89) log|/(^)|<^^[H^log|^|+log^+^(^ i)log^+i^+K,log^-^J;

r\ H/, et K/, ont la même signification que dans le théorème B.

Pour la démonstration, nous procédons d^une façon analogue à celle dont
Valiron a démontré le théorème de M. Miranda (14).

Posons V(r,/)=m(r,/)+^(r, I ) ; de l'inégalité (80) et de la formule de
Jensen, nous déduisons

/ /W\ / f(k+l)\ / / W — i \
(90) V (r, /)< 2m i r , J-, \ ̂  1.771 (̂  J—— \ + ̂ m [ r , •7y^^- J + log |/(o) | + 2 log 2.

D'après ce que nous avons dit dans le lemme V à propos d'un cas particulier,
on a ici
(91) ^^Ç^<A,+B,log——^-4-C^ogV(p,/) (^:=^+i).

(1 4 ) VALIRON, loc. cit.
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II nous suffit donc de trouver une majorante pour le quatrième terme du
second membre de (90). Pour cela, appliquons le lemme IV, on a ou bien,
pour o <^r<^R/,

m(r^ f) < H,° (log | co | + log^ + K^og-^-^

ou bien pourIV<< r^^.r<^ p <" i ,

(92) m(^tÇ^)<N(^J(I)^)+(v^
1 + 1

+P/Jog——^ +-pi-logV(p,/) .

En vertu de l'hypothèse et supposant que £1^1, on a

N(^^^)<(^+I)10^7-^<(Tl4- I ) ]ogp—7

pour y^^o- P^ conséquent,Tinégalité (92) s'écrit

(93) ^Ç^)<(p-^[^(log^+^n

a^, P^, ^j, dépendent de Ti, ^ et IV à part k.
En portant dans (90) les majorantes données par (91 ) et (92), on obtient

(94) V (r, /) < —————fa, ( l o g - 1 c, \ + log^ + ni (R, i ) log^ + ̂ log——^

+Y^ogV(p,/)^.

La démonstration se poursuit alors comme dans le théorème précédent.

CHAPITRE III.

FAMILLES DE FONCTIONS HOLOMORPHES.

14. En nous appuyant sur les théorèmes du chapitre précédent, nous allons
établir des critères de normalité ou de quasi-normalité pour des familles de
fonctions holomorphes.

Nous commençons par donner une définition. Soit (/) une famille de fonc-
tions méromorphes d'ordre quelconque /(^); nous convenons d'appeler valeur
également exceptionnelle B ou dWdre zéro au sens de Borel une valeur a telle
que

^(r———\1 ^ 1 / , -..————— 1

ÏÏm-———Z^Z^,

log—1—
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T étant un nombre fini et de plus qu'étant donné un nombre positifs, on puisse
trouver une valeur ̂  pour que l'inégalité ̂ ^^ entraîne l'inégalité

(9^) N^——^^T+^logy^)<(^)lo^——^

quel que soit /€(/). Nous dirons aussi que les fonc t ions /de la famille
admettent également (ou la famille admet également) a comme valeur exception-
nelle B ou d'ordre zéro de Borel.

15. Dans la suite nous désignerons toujours par(C,.) le cercle \z\^r et par
((7) celui de \z \ < B/« i ) et pour plus de clarté, par n(r, a, /) le nombre des
points a de la fonction/compris dans le cercle \z\^li\

Le théorème A fournit' des critères analogues à tous ceux que nous avons
obtenus antérieurement pour le cas des valeurs exceptionnelles au sens de
Picard-Borel, par exemple on a le suivant :

THÉORÈME I. — Soit une famille de fonctions f\z) holomorphes définie par un
développement de la forme (64) dans le cercle unité, dont les valeurs à l'origine
sont en module bornées supérieurement; si elles s'y annulent chacune p fois au plus
et y admettent également i comme valeur exceptionnelle B, déplus si les n (r, i, f)
sont bornés par un nombre h/,(r, i ) ne dépendant que de r, la famille est normale
dans tout cercle intérieur au cercle unité pourvu que c^i et a^ ^> d^> o.

16. En nous appuyant maintenant sur les théorèmes Bo et B, nous allons
établir d'autres critères.

THÉORÈME II. — Soit (/) une famille de fonctions fÇz) holomorphes dans le
cercle unité ayant (^^pour développement. Si elles ne s ' y annulent pas, si leurs
dérivées d'ordre k y admettent également i comme valeur excoptionnelleB et si les
n(r9 ^ /(/l)) sont bornés par un nombre n/,(r, i ) ne dépendant que de r, la famille
est normale dans tout cercle intérieur au cercle unité, pourvu que \ c/, \ ̂  i.

Considérons le cercle (C,). De toute suite infinie fn{z) de (/), je dis que Fon
peut toujours en extraire une suite partielle uniformément convergente dans

. ce cercle. En effet, distinguons trois cas :

i° Les valeurs/^(o) ont en module une limite ^07^0, oo. Alors on peut en
extraire une suite infinie /a,(o) convergeant vers 70. Considérons la suite /a,(^)
et appliquons le théorème Bo à la fonction/^(^); il vient, pour cx^r^R',"

(96) l^l/a.(^)|<(-^7yî[H/^lo+g|/a„(o)l+log^+^lo^+ 1 ) log^ \

^^îv-^}
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OÙ

^ih-^4
Cette inégalité est valable pour tout point du cercle (G).
Par le choix de là suite /a,(o) on peut supposer que les log |/a^(o)| soient

bornés par un nombre fini Ao et comme Y] on peut prendre une même quantité
pour toutes les fonctions de la suite/a^). Et puis en vertu de la définition de
la valeur également exceptionnelle on constate que les coefficients H et K sont
les mêmes pour toutes ces fonctions aussi. L'inégalité (96) montre alors que
les fonctions/a^) sont bornées dans leur ensemble dans (C,.). On peut donc
conclure que la suite /a,(^) est normale dans ÇCr) et y engendre une suite
uniformément convergente.

2° Les /a^(o) n'ont en module qu'une limite infinie. Alors on peut en
extraire une suite/^(o) qui croît indéf in iment en module. Considérons les
fonctions/)^) et posons g-Çz)= ——. En observant que les g(z) sont holo-
morphes dans (C,.) et en posant/^) =/(o) + ç(^), l ' inégalité

1^) 1 < l^M I A^ ^1 0 v / 1 |/(o)|-M(r,cp)

montre que la suite g\^z) converge uniformément vers zéro dans (C^). Donc la
suite /^(^) converge uniformément vers l ' infini dans (C,.).

3° Les/^(o) n^on t qu'une limite zéro. On peut en extraire une suite /a«(o)
convergeant vers zéro et l'on démontre comme dans le cas précédent que la
suite/^(^) converge uniformément vers zéro dans (C,.).

En résumé, on peut conclure que la famille (/) est normale dans (C^), par
suite dans (C'), puisque r peut être aussi voisin de W que l'on veut. Puis pour IV
suffisamment près de ,i, tout cercle intérieur au cercle unité se trouvera contenu
dans (C') sauf au plus les points de son contour qui peuvent se coïncider entiè-
rement ou partiellement avec ceux de la circonférence (C'). Donc la famille est
normale dans tout cercle intérieur au cercle unité; on peut dire aussi d'une
façon abrégée qu'elle est normale dans l'intérieur du cercle unité.

THÉORÈME III. — Soit (/) une famille de fonctions holomorphes dans le cercle
unité qui a (74) pour développement et dont les valeurs à U origine sont bornées
supérieurement. Si les fonctions ne s^ annulent que p fois au plus et si leurs dérivées
(Tordre k admettent également i comme valeur exceptionnelle B; et si les
nombres n (r, i, /(/l)) sont bornés par-un nombre n/^r, i) ne dépendant que de r,
alors la famille est normale dans tout cercle intérieur au cercle unité ̂  pourvu que
c/,^ i et que pour les zéros a^ des fonctions delà famille, on ait a^ ^> d ̂ > o.

Donnons-nous arbitrairement une suite inf inie fn{z) des fonctions de la
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famille (/). En vertu d'un résultat de M. P. Montel que nous avons mis sous
forme d'un lemme (1), de la suite fn{z\ on peut extraire une suite par-
tielle/^) et obtenir dans (C,.) au p lus jo points A,(;=i, .. .,7?) tels qu'en
traçant de chaque A, comme centre un cercle ((o,) de rayon arbitrairement
petits/, chaque/^(^) ait un zéro au plus dans un (a),) et n'en ait aucun à
l'extérieur des (co<).

Maintenant considérons un cercle ((D,) et les zéros a^ des fonctions /a , qui
sont intérieurs à ce cercle (oj,). De chaque a^ comme centre, traçons un petit
cercle (7^,) de rayon S^, contenant (co,); puis de centre A, et de rayon £, tra-
çons une petite circonférence (co;) enveloppant tous les (fa^) dont les centres
se trouvent dans le même cercle (^).

Désignons par (D) le domaine limité par (C^) et les (co,).
D'après l'hypothèse, les /^(o) ne peuvent pas avoir l'infini comme limite et

nous n'avons que deux cas à examiner.

i° Les/^(o)ont une limite 707^0- On en extrait une suite infinie/^(o)
tendant vers ^o et Fon considère la suite/^(^).

De chaque point i de la fonction f^(z) comme centre, traçons un cercle (cr^)
de rayon arbitrairement petit T).

Appliquons à/^(^) le théorème B; on a, en posant r'= ^(4^4- r),

(97) l o^lA«^)l<7n-^[H^coo+log I+^log-+^(r^I)log^)+K,log-^
\11 ' / L \ / a f] / ri — rj

Par le choix de la suite, les coo ont une borne coo. Pour toutes les fonctions
de la suite /^(^), il existe un même nombre d par hypothèse et l'on peut
prendre le même Y) puisqu'il est arbitraire. De plus, en vertu des hypothèses,
on constate que HA et K/, sont également les mêmes pour toutes les fonc-
tions/^).

Alors en remplaçant coo parcoo, l'inégalité (97) montre que Ies/^(^) sont
en module bornés dans leur ensemble dans (C,.); et l'on arrive comme dans le
théorème précédent à conclure que la suite /^(^) est génératrice d'une suite
partielle uniformément convergente dans (Cr).

2° Les/^(o) ont seulement zéro pour limite. On peut en extraire une suite
infinie/^(o) convergeant vers zéro et l'on considère la suite f^(z\ Dans (5),
les /^(^) ne s'annulent pas et les fonctions g (z) = —— y sont holomorphes.

/P-nW

En écrivant gÇz) = g-(o) + y(^) et en désignant par M(r, y) le maximum
de 19^(^)| dans (D), l'inégalité

1/^)1 < | ^ (o) |—M(r , (p^
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permet de prouver que la suite /^(^) converge uniformément vers zéro
dans(5).

A partir de ces résultats, on arrive de suite à conclure que la famil le est
quasi-normale dans (C/.) avec les A, comme points irréguliers possibles. Prou-
vons que ces points sont réguliers. Soit A un de ces points; de centre A, tra-
çons une petite circonférence (y) ne contenant pas d^autres points A^. Sur (y),
la famille est normale; toute suite de ses fonctions engendre une suite fnÇ-^)
uniformément convergente sur (y). Or, d'après ce qui précède, la limite ne peut
pas être la constante infinie, donc elle est une fonction holomorphe. Alors
d'après un théorème de Weierstrass, la convergence uniforme de la suite fn(^)
a lieu dans tout le cercle (y). Par conséquent , A est un point régulier.

En particulier, on a le critère :

Soit une famille de fonctions holomorphe définies par

(98) /(^)==:A+. . .^rCkZ^-Ck+h^--^. .. (ck, Ck+h^o)

dans le cercle unité', A étant un nombre fixe différent de o et i. Si elles s^y
annulent p fois au plus, si leurs dérivées f^ y admettent i comme valeur éga-
lement exceptionelle B et si les nÇr, i, /(/l)) sont bornés par un nombre n/,(r, i) ne
dépendant que de r, la famille est normale dans tout cercle intérieur au cercle
unité', pourvu que c^^=-1 et que pour les zéros a^ on ait a^ ^rf^> o.

17. Soit (y) une famille de fonction méromophe définie par un dévelop-
pement de forme (74); appelons comme antérieurement famille réduite de (/)
une famille (o) dont les fonctions y(^) se déduisent de f{z) en remplaçant/(o)
par un nombre fini A -^- o.

En s'appuyant sur le théorème précédent, on peut démontrer le théorème
suivant par le procédé que nous avons utilisé pour le théorème analogue du
Mémoire cité.

THÉORÈME IV. — Soit (y) une famille de fonctions holomorphe (74) dans le
cercle unité et (y) une de ses familles réduites dont ^ ( / t ) (o) 7^ i. Si les fonctions <p(^)
ne s^y annulent que p fois au plus et si leurs dérivées ç^^) y admettent i comme
valeur également exceptionnelle B ; de plus, si les nÇr, i, ç^) sont bornés par un
nombre n^r^ r) ne dépendant que de r, alors la famille (/) est normale dans
tout cercle intérieur au cercle unité, pourvu que pour les zéros a^ des <p, on
ait a^ ^rf^>o.

18. Dans le cas général on a le critère de quasi-normalité suivant :

THÉORÈME V. — Soit (y) une famille de fonctions /(^) holomorphe définies
par (74) dans le cercle unité. Si elles s^y annulent p fois au plus, si leurs déri-
vées f^ y admettent i comme valeur également exceptionnelle B et si les
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nombres n(î\ i,/^) sont bornés par un nombre n(r, i) ne dépendant que de r,
alors la famille est quasi normale à^ ordre p au plus, dans tout cercle \ z \ <^}{'(<^ i)
pourvu que / { k } (o) 7^ i et que \a^ ^rf^> o.

En reprenant le raisonnement fait pour le théorème III, nous arrivons à
obtenir la suite /a^(^) et les points A(ÇI = i, . . . ,jo). Mais en plus des deux
cas considérés dans la démonstration de ce théorème, nous avons ici à examiner
encore le cas où les/^(o) n'ont en module que l ' inf ini comme limite.

Pour ce cas, on peut extraire des valeurs/^(o) une suite/^(o) qui croît, en
module, indéfiniment et l'on montre d 'une façon analogue à celle dont on a
traité le second cas que la suite ./^(^) converge uniformément en module vers
l'infini.

Alors on est conduit à conclure que la famil le est quasi normale dans (C,.)
avec au plus les Ai comme points irréguliers et la démonstration s'achève
aussitôt.

Remarque. — Au moyen de la méthode que M. P. Montel a utilisée pour
établir son théorème de quasi-normalité, il est très facile de démontrer le
théorème précédent et l'on peut supprimer l'hypothèse que a^[^rf^>o.

CHAPITRE IV.

EXTENSIONS DU THÉORÈME DE LANDAU.

19. On a d'abord le théorème suivant analogue à celui que nous avons obtenu
antérieurement et la démonstration se fait de la même façon.

THÉORÈME C. — Soit une fonction holomorphe

(99) F ( Z ) = = C o + C , Z + . . . (Co, C,^o)

dans le cercle [ Z <^ R ; si elle ne s^y annule que p fois et y admet i comme valeur
exceptionnelle B, et si les nombres nÇr, ï , f) sont bornés par un nombre nÇr, i)
ne dépendent que de r, on a en supposant CQ ̂  i,

(100) \C,\ï{<KenQic^\
avec

(101) ^(Co, Ci)=: log]Co|+log I +log ——— +log —
\^0 \^Q —— ï L-II

H et K sont des constantes numériques.

20. Occupons-nous du cas où intervient la dérivée et démontrons d'abord le
théorème préliminaire :
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Soit une fonction holomorphe dans le cercle unité ayant pour développement

(102) / (^ )= :Co+C,^+ . . .-4-C/^+. . . (Co, Ck, Ck+i^o).

Si elle ne s'y annule que p fois; si sa dérivée d ) ordre k y admet un nombre ^(7^ o)
comme valeur exceptionnelle B, de sorte que

^{rï w^.•},)<(Ti~}~£)lo^~^~r P01^ ^^\ «/ /

et si les nombres nÇr, \, /(/l)) sont bornés par un nombre n/,Çr, X) ne dépendent
que de r, on a, en supposant c/,^ X, l ) inégalité

(io3)

avec

m{rïf) <H^(^.(c'o, c/,, <^+i) +^log- + l o g ^ ) 4- Kx:log—2—^\ cl î ) i — A'

^== log [ Co 1 + log log log
Co

1

CÀ

102
1

("À-À

1

Ck+1

où d est un nombre positif, H/, et K/. sont deux constantes numériques ne dépendant
que de X, Ti et r^ à part k.

Considérons l'identité
î _ î f/w y w — À y^1^
/"ny" /^ "7"̂

où X est un nombre différent de zéro. On en déduit
/'(^•+i)'/ i \ / /w\ / / ^ - )—^\ / /-(^

^^/^ 'v / r^v5^}^7^ '5 /(io4) ^^, -^ < m^r, -y ^ m + ̂ r,t/^^- log log2.

En appliquant la formule de Jensen au deuxième terme du second nombre,
il vient

fW\ / f(k+l)\ / f{k+l) \T-j+^^-r}^^^^-,}/ i\ / fw\ (
in^r, - \<^m\r^——\^-m{ /-

\ J / \ J / \

- N r,
7 /^-À.

log /^(o)-^
/(^1)(0)

log log2,

et comme

on obtient

(io5)

7n(r, /) = m( r, -) + N( r - ) + log |/(o) |,
\ J / \ j /

/ /"(À) \ /
m(r^f) <mr/-, j-^- m^ r,

\ J / \

f(k+i) \J.—— \
f )

-}-m( r, f^y (^ )—^^ -N .-
\ J }

•N r, Ck — ^- log | c'o | + logyw-^ Ck+i.
102 log2,

où en supposant ^ oo ^> S^o, on a log ^ <^log—

Appliquons le lemme F aux trois premiers termes du second membre et
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majorons le quatrième et le cinquième par plog - et ( ï i+i)log—^—respec-
tivement, cette inégalité peut être mise alors sous la forme

'p-r

(106) m(r,f)<:Ak^k(c^ Ck, c^) +/? log^ -4- log^) 4- B^ log^——^ 4-C^: logm(p,/)

OÙ
— — p - r

i
6^— À

^

4-log
l

<^+i
^==log|(°o| -4-log log [ c/: 1 + log log

<"x:

Éliminons le ternie log|c/,- ; prenons l'inégalité (19) et désignons son second
membre par P^r, p). Comme T ^ 7 ) est majoré par P^r, p)+ ^ ( r , •Ç) qui

\ J / \ j /, — qui

est égal à P/,(r, p) + N ( / • - ) , on a a fortiori

fW(o) /lt)' ^ / (o) -Ï^-T-^^'P)^^^^,
par suite

^(o) /(*>(o)log|/W(o)|=log Aoy-j^f <log|/(o)|+log J——^-
+ J

<log | co i +Px:(^ p) + / ? l o g ,

En substituant cette borne à log|c/J, l ' inégalité (106) devient

(107) m(r,f)<Ak^k(co, c/,, c^)-^ p log I + log 1 ) + B^log -^—^-^^^(o,/)
\ û? r y p — r k

et elle est valable pour r^ro.
Appliquons alors le théorème A à cette inégalité ; il vient de suite, pour r^r^

^
(108) yn(r,f)<îîk(^k(c^ Ck, c^i)+/?log1 +log^) 4-K^log-

\ d iT i

inégalité qui reste valable pour r<^r^ si Fon majore éventuellement H/, et K^.
Ces deux coefficients peuvent dépendre alors de §, T^ et r^ à part k.

21. Maintenant, nous allons établir le théorème en vue.

THÉORÈME D. — Soit une fonction holomorphe

(109) F(Z)=Co4-C,Z4-C,Z-- '+ . . . (Co,C, , C^o)

dans le cercle Z [ < R et Von suppose que Ci 7^1 et R Ci ] ̂  i dans le cas
où | Ci | <^ i. Si F(Z) ne s'annule que p fois dans ce cercle; si sa dérivée F'(Z) y
admet i comme valeur exceptionnelle B, de sorte que Von ait

<(Ti4-£) la ( o < p < R )N Pp̂-^
R

^R——
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pour p ̂  po ; et sl ^s nombres nÇr, i, /v)) sont bornés par un nombre n^Çr, i) ne
dépendant que de r, alors, en désignant par d un nombre positif supérieur ou
égal au module du premier zéro de F, on a I'1 inégalité

(no) \C,\R<Ken^c-c-c^
avec

(ni) ^ i==log |Co | +log Go log C. 102 i +10^ a +7?log^
H ̂  K étant deux constantes qui dépendent seulement de Ti et po.

Posons Z=R^; les cercles Z =Re t Z | == p(<^R) se transforment respec-
tivement en |^| = î et \jz\ =rÇ<^ i) avec p =Rr et l'on a
(112) / ( ^ ) :=F(R^)==:Co+ClR^+aR 2 . ^ 2 +. . . .

Cette fonction /(^) est holomorphe dans le cercle unité et ne s'y annule que
p fois. De plus, si P^est un zéro de F7— î dans le cercle Z|^p, b^= ' - sera un
zéro de/7— R dans le cercle \z \ ̂ r avec le même ordre de multiplicité; il en
résulte que N ( r , ——a } =N ( p , — — ) • Comme-p——=— I—? R est une1 \^ j — Ky \ ' r — ly Jn. — p î — r

valeur exceptionnelle R pour/'.
Alors on peut appliquer à/ le théorème précédent. En observant que R peut

être supposé supérieur à î et en tenant compte des hypothèses sur Ci, on a

m^/^H^^Co^.CO+log^+K'Iog-(n3)

D'autre part, une inégalité de Cauchy et l'inégalité {37) donnent

(n4) f^X^fyf} et ^M(ï,f\<3m(^f\0 \° / \0 / \'J /

Des inégalités (î i3) et (î i4)» on déduit immédiatement (î 10).


