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SUR CERTAINES CLASSES
DE

FONCTIONS INDÉFINIMENT DÉRIVABLES
PAR M. PIERRE LALAGIJE.

INTRODUCTION.

Divers auteurs, notamment M. Mandelbrojt [18], ont étudié des classes de
fonctions C i { M ^ } définies de la façon suivante. Soit {M, , } (^= i , 2, . . .) une
suite de nombres positifs dont une infinité, y compris Mi, sont supposés finis,
et 1 un intervalle donné (fini ou infini, -ouvert ou fermé) sur la droite réelle.
C i { M ^ { est l'ensemble des fonctions réelles ( A ) f{x) de la variable réelles,
indéfiniment dérivables sur I, et vérifiant, selon la nature de I, les conditions
ci-dessous.

Si 1 est la droite entière ou une demi-droite fermée, fÇx ) est bornée sur 1 et
telle que, pour lout x appartenant à I,

( i ) f^W | < C^M,, {n -= i, 9., . . . ) ,

C constante positive pouvant dépendre de/, mais non de n.
Si 1 est fini, /(^) vérifie des inégalités du type (i) sur chaque intervalle

compact contenu dans 1 (cette dernière définition est due à M. H. Cartan [5]).
Carleman avait posé pour de telles classes le problème suivant : donner des

conditions, portant sur \ M,, { e t { M^ }, nécessaires et suffisantes pour que (^{M^ ;
contienne Ci{M,J.

{ 1 ) Tous les résultais restent (Tailleurs valables, à de légères modifications près, si les valeurs
de f ( ^ ) sont complexes.
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Ces conditions, qui varient selon la nature de I, ont été trouvées successi-
vement dans les cas où 1 est la droite entière, un intervalle fini ouvert ou fermé,
une demi-droite fermée, par M. Mandelbrojt ([14], [17]) avec les collaborations
respectives de MM. Gorny [8], H. Cartan ( 2 ) [5] et Agmon [1]. La solut ion du
problème de Carleman repose essentiellement sur des résultats de deux types.

D'une part elle est basée sur les inégalités existant entre les bornes supé-
rieures sur 1 des dérivées successives d'une fonction. De telles inégalités ont
été établies notamment par M. Hadamard (pour trois dérivées consécutives,
1 étant la droite entière), par M. Gorny [8], puis par M. H. Cartan [3] ( si 1 est
la droite entière ou un intervalle fini), par M. Kolmogoroff[l l] qui a donné le
résultat le plus précis dans le cas où 1 est la droite entière.

D'autre part, on utilise la régularisation convexe et la régularisation expo-
nentielle d'une suite, notion due à M. Mandelbrojt [15].

Dans le premier chapitre du présent travail, nous résolvons (au paragraphe II)
le problème de Carleman pour les classes ^{Mn} ainsi définies : CE{Mn} est
l 'ensemble des fonctions /(^) qui appartiennent à C^M^( 1 étant la droite
entière) et q u i ^ de plus, sont presque pér iodiques , de spectre contenu dans un
ensemble donné E de nombres réels.

A cet effet, nous avons introduit , sur le conseil de M. Mandelbrojt, le procédé
de « régularisation convexe d'une suite par rapport à un ensemble E )) exposé
au début du chapitre 1 (§ I). Puis (au paragraphe III) nous é tudions de même
les classes K ^ - j M ^ j - qui diffèrent des classes C^M^j par le seul fait qu'au
second membre de (i), C"M^ est remplacé par CM,,. Nous en déduisons certains
résultats sur la dérivabilité et la quasi-analyticité des classes C^M,,} et K^M/, ) .

Dans le chapitre II, nous résolvons, grâce aux régularisations convexe et
exponentielle, le problème de Carleman pour des classes analogues à Ci {M,/;
(I étant une demi-droite fermée ou la droite entière), mais où, dans les inéga-
lités qui t iennent lieu de (i), borne \f[")Çx^\ est remplacée par diverses autres
normes de/^^).

Dans le chapitre III, nous précisons et complétons cer tains théorèmes de
M. Mandelbrojt [16] concernant la question suivante : le changement de
variable x= cosO fni t correspondre les fonctions /(^) et F(0)=E/(cos6); la
fonction /(^)[resp. F(9)] appartenant à une classe CpM,J donnée, à quelle
classe appart ient F(6) [resp. /(-c)] ?

La p l u p a r t des résultats de ces trois chapitres ont été publiés notamment
dans [12] et [13].

J'ai commencé ces recherches avec la collaboration de mon ami J.-P. Kahane
et je l u i en suis très reconnaissant. Nos résultats communs se trouvent en [10]
Je suis heureux d'exprimer ma profonde gratitude à M. Mandelbrojt, dont les

( 2 ) M. H. Cartan a, d'autre part, exposé dans [4] une autre méthode de démonstration, dont nous
nous sommes fréquemment inspirés, pour montrer que les conditions trouvées sont nécessaires.
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travaux sur la régularisation et les classes de fonctions indéfiniment déri-
vables [18] sont la base de ces trois chapitres. Ses conseils et encouragements
ont été pour moi une aide constante et précieuse.

Qu'il me soit permis enfin de remercier M. le Doyen Pères et M. Choquet qui,
avec M. Mandelbrojt, m'ont fait Phonneur d'accepter de constituer le jury, et
M. Paul Montel qui a bien voulu faire publier ce travail dans les Annales de
F École Normale supérieure.

CHAPITRE I.

RÉGULARISATION PAR RAPPORT A UN ENSEMBLE ; CLASSES C^ { M^ } ET K^ { M.n}.

Introduction.

Soit [Mn}Çn=ï, 2, . . .) une suite donnée de nombres positifs. Une infinité
_i

de ces nombres (dont Mi) sont supposés finis. Si, de plus, l imM^==+oo,
7l->-so

{Mn } sera dite suite ( S^ ).
Désignons par C^ { M n } l'ensemble des fonctions f(x), bornées et indéfiniment

dérivables pour — oo <^ x <^ oo et vérifiant

(A) \f(n}W\<CnMn

(—oo<^.r<^oo; n= i, 2, . . . ; C, constante positive pouvant dépendre de / ç
mais non de n\

Soit { M ^ } la suite régularisée convexe de { M ^ }, définie par

M^ == borne r^TÇr), T(r) == max^/M^.
7^1 n^i

MM. Mandelbrojt [14] et Gorny[8], puis M. Bang [2], ont montré que les
classes C R { M ^ } et C R { M ^ } sont identiques et qu'il existe une fonction F(cZ-)
telle que

F ( ^ ) € C R { M , } , ]F^(o) |>^Mf, ( 7 Î=I , 2, . . . ) ,

a, constante positive absolue.
Ceci permet de résoudre aisément pour les classes CR { M » } un problème posé

par Carleman : trouver des relations, portant sur { M ^ } et { M ^ } , nécessaires et
suffisantes pour que

C K { M , } C C K { M , ; .

Les propriétés ci-dessus ont aussi permis (voir Mandelbrojt [17]) de résoudre
les questions suivantes : trouver des conditions, portant sur { M ^ } , impliquant
que C^IM^} ne contient que des fonctions analytiques, ou est « dérivable », ou
est quasi-analytique.

^/i7i. Éc. Norm., (3), LXXII. — FASC. 3. ^4
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Dans ce chapitre nous faisons une étude analogue^ mais portant sur les
classes (^{M^ sous-classes des C^M^}? définies de la façon suivante.
{Mn} étant une suite (S^), E u n ensemble donné de nombres positifs, C^M^est
l'ensemble des fonctions presque périodiques dont les exposants de Fourier À
sont tels que X ] € E, qui de plus sont indéfiniment dérivables et vérifient (A),

M. Mandelbrojt nous a suggéré, pour étudier cette question, de définir la
suite { M ^ } « régularisée de { M ^ } par rapport à Fensemble E » de la façon
suivante :

M^ == borne r^/T ( /• ), T ( /• ) == borne /^/M/z,
/•CE n^l

cette suite { M ^ } étant susceptible de rendre dans la question considérée les
mêmes services que { M ^ } pour les classes CR { M,,}. C'est effectivement ce qui se
produit. Dans le premier paragraphe nous étudions les principales propriétés
de ce mode de régularisation.

Dans le paragraphe II nous appliquons ces résultats à l'étude des classes
C^M^}. Dans le paragraphe III nous les appliquons à l'étude des classes K^l M,,{,
qui se définissent comme les classes C^M,,} en remplaçant (A) par

(B) \fW(.c)\<GMn ( ^ = = ï , 2, . . . ; — Î C < A - < O O ) ,

C, constante positive pouvant dépendre de/mais non de n.

I. — Régularisation convexe par rapport à un ensemble E.

1. DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES. — Soit E un ensemble donné de nombres réels
finis T tels que lim E = + °o. Le procédé de régularisation convexe par rapport
à E sera appliqué à des fonctions fÇ^c) de la variable réelle x^ possédant les
propriétés suivantes : f(^) est une fonction réelle définie pour^^o, faisant
correspondre à chaque *a?^o une seule valeur/(.r);/(a?) peut prendre la
valeur (+00), mais il existe des valeurs de x aussi grandes que l'on veut pour
lesquelles f{oc) est finie; enfin

borne f{x)^>—oo et lim ^^/(.r) =:+oo.
•y^O .X' ->- 4- '»

On désigne par 9 la classe de ces fonctions /(^).
On appellera C^ la classe des fonctions réelles convexes de la variable réelle x^

telles que, pour chaque x, les dérivées à droite et à gauche de la fonction
appartiennent à E.

2. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION RÉGULARISÉE :

DÉFINITION. — Si fÇx^ç:^, on appelle fonction régularisée convexe de f(x)
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par rapport à F ensemble E la fonction F{(*21) définie pour x^o par les relations

(1 ) o( ï ) -==. borne [.y--/(»•],
,r ̂  o

( 2 ) F^^-) == borne f.^T — ^ ( ï ) L
-eE '

©(r) sera dite fonction associée à /(^). F{(^) sera notée F(^), quand cette
simplification ne risquera pas de provoquer d 'ambiguïté.

D'après (2), on peut supposer (ce que nous ferons désormais) E fermé, ce
qui simplifiera certains énoncés sans diminuer la généralité.

LEMME 1. — ^("O? définie pour —oo<^T<^oo, est finie y croissante, cowexe^
telle que

lim T""19 ( ï) == -+- oc .
T-^4- x

Les premières propriétés résultent des hypothèses sur f{x) et du fait que
ç(r) est, d'après (i), l'enveloppe supérieure de la famille de droites d^équation
(variables T, y)

J==^-/(^).

D'autre part, d'après les hypothèses sur/(.r), à chaque T correspondent une
valeur finie x^ (au moins) et une suite de valeurs ̂ (;=i, 2, ...) tendant vers
(ou confondues avec) x, avec

Q ( T ) ^ l i m [ ^ T — / ( ^ ) j .
<•>- w

On a lim a?^== + °° • Si l'on avait, en eliet, pour une suite T,--^ + oc une suite
T>+»

de x^^^x^, comme borney(.2?)^>—oo, on aurait f(x) ===+oo pour x ^>a?o, ce
^-•^0

qui contredirait une des hypothèses faites sur fÇx\ Mais d'après (i), si ^o est
une valeur fixée quelconque et si T ^> T(^ on a

9(T)-9(^^ d-ou .-(To)^^..
T — To

La dérivée à droite de y(^) tend donc vers 4-00 quand T~> +00, d'où

li,n î^+oc.
T>+^ ^

Remarque. — De lim ^==+oc il résulte aussi que, si l'on modifie f^x)
T ->- + x

pour ^^vCo? 9(^)5 pour T assez grand, n'est pas altérée. Quel que soit XQ fini,
pour T assez grand, on a

9(ï) =r borne [^-—/(.r1)].
•r ̂  .x'o

LEMME 2. — On a F^(^)^/(^) joot/r ^^^ m^o. F^(^) appartient à Ci,.
Si f(^x) appartient à Ci., o/î ^ F{(.r) ̂ f(x).
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D'après (i), quels que soient T et a-^o, on a
î?(T)^^T—/(,r) OU .^T—®(T)^ / (^ ) .

Donc
F(^)=:borne[^T—9(T)]^/( .^) .

T ç JL

Un raisonnement analogue à celui du lemme 1 montre que VÇx) est une
fonction convexe de x.

Soit a= borne ̂ '"(ï). D'après le lemme 1, on a a^o, F(^) est é^al à (+00)
T:€K

pour o ̂ x <^ a, est finie pour x > a, et à chaque x > a correspond au moins
une suite de T^eE, tendant vers une limite T finie, et tels que

F(^)r=:l im[^T,-Q(T,)] .
i ^ x

Par hypothèse faite sur E, -eE. Comme (p(ï) est une fonction cont inue de -,
on a

F(^) r=AT—^( ï ) .

Soit XQ <^ x^y -o et TI deux éléments de E tels que

F ( ^ o ) = ^ o T o — ? ( T o ) et F(^i)=:.rjT,— 9(T,) .

Comme, d'après (2), on a aussi

F(^o)^^ 'oTi— 9(^1) et F (^ )^^ i ïy— 9( ïo) ,
il en résulte
(3) ^F^)-F(..,)^

^1 —— ^0

Si < est le plus grand des ï o€E tels que F(^o)=^o^o—?(^o) et si ^ est le
plus petit des TiêE tels que F(.ri)=.r^ — y(ïi) , quand ^i tend vers x^
(avec toujours ^i>^o), (3) montre que ^ tend vers 9i^^. Passant à la limite
dans l'égalité F(^)=.r^— y (^), on obtient F(.-ro)=^o0i— y (ôi). Ceci, joint
à l'inégalité précédente, prouve que 61= ^. Alors, d'après (3), F^(^o)=^eE.
Si ^o est le plus petit élément de E tel que F(^)=^oTo— ?(^o), on voit de
même que F'-(.ro)= ^o€E. Donc F(.r)€Ci,.

Si f{x) e C^, T =f^Çx) e E, et comme /(.r) est convexe, on a

Pt/^)]^/^)-/^).
Mais, d'après (2),

F^)^/^)--^/^)]:^/^).

Comme on a vu que F(^)^/(^-), on a F(^)=/(^), ce qui achève la
démonstration.

Remarque. — Considérant un T.,. tel que F(.r) =^T^.— y(ï^), on voit aisé-
ment que T^-^OO sia-^oo.Donc, quel que soiUo, si l'on pose E^=En(^o,+oo)
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on a, pour x assez grand :

F ( ^ ) = = b o r n e [ ^ T — 9 ( T ) J .

Comme lim T^=+00, on en déduit aussi
•l'-̂  + Xl

r F(^)lim —-—- == 4- oc .
.r^+x X

LEMME 3. — /i et f^ étant deux fonctions appartenant à ̂ , t\ et F 3 leur s régula-
risées convexes par rapport à E, la relation f^{x}^f^x) pour tout x^o
entraîne F'i(^) ̂ F\{x) pour tout x^o.

En effet, d'après (i), la première relation entraîne 91(^)^0^) pour tout T.
(2) entra îne alors t\(x')^t\_Ç,x) pour tout .r^o.

THÉORÈME 1. — F^(^) est la plus petite des fonctions de ^ admettant V{(x)pour
régularisée convexe par rapport a E.

C'est une conséquence immédiate du lemme 2.

THÉORÈME 2. — F{(^) est la plus grande des fonctions de Cj, inférieures ou
égales à fÇx\

En effet, d'après le lemme 2, F(.r) est une fonction de C,, inférieure ou égale
à/(.r). Soit, d'autre part, ^(^) une fonction de C^ inférieure ou égale à f{x).
Comme ' ^ ( x ) est, d'après le lemme 2, sa propre régularisée convexe par rapport
à E, le lemme 3 montre que 6(^)^F(^) pour tout ̂ ^o.

THÉORÈME 3. — Pour T e E, on a

(4) 9 ( r ) •=. borne [^T—F^(.z')].
' .r ̂  o

D'après (2), on a

F ( ^ ) ^ ^ T — © ( T ) ou cp(T)^;.rT — F(.r)

quels que soient .r et TGE. Donc

PM^-boi^e [^T— F(^)].
.r ̂ : o

D'autre part, si To€E, comme 9(r) est une fonction convexe croissante,
pour^^ç^-o), on a

F(^)=borne[^T—9(T)]==:^Ty— 9(ïo),

c^est-à-dire

9(To)=^To—F(^)===borne [^To—F(^)1 .
.r :̂0

Remarque. — Comme ̂ -^+00 siïo-^+oo, et d'après la remarque faite à
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propos du lemme 2, on voit que, quel que soit^o>o, pour T assez grand et
appartenant à E, on a

9(T)==borne[^T— F{(^)].
x ̂  .z-o

COROLLAIRE. — ^(r) ̂ m^ ̂  restriction à E rf^ la fonction (D^pour que deux
fonctions /l(^) et f^Çx} aient même régularisée convexe par rapport à E, ;7/̂
^ il suffit que les fonctions correspondantes y;;(ï) et ̂ (r) .yo/̂  identiques.

C'est une conséquence de (2) et (4).

THÉORÈME 4. — Les trois relations

f-i (x ) ̂  FI ( -v ) pour tout x ̂  o,
F.j ( .y ) ̂  Fi ( x ) /^our tout x \ o,
c^ (r) ̂  îpi (r) yw^/- ^o^/ TÇ E

^o/î^ deux à deux équivalentes.

La seconde relation entraînant la première, il suffît de montrer que la
première entraîne la troisième et que la troisième entraîne la seconde. Or
/2(^)^Fi(.r) pour tout .r^o entraîne, d'après la défini t ion de y et le théo-
rème 3, T étant un élément quelconque de E,

c^ (ï) ̂  borne [œ^ — /. {x} ] ̂  borne [ ar — F , (^ ) ] = ,=cpi (T) .

Si y2(T)^Oi( ï ) pour toutreE, on a

et

F.,(.r) = borne [.rr — 9, (r)]^ borne [^T — 9^ (r)] == F, ( œ ) .
" e K T ç i^

COROLLAIRE. — a étant une constante quelconque, les relations

f\ ( x ) ̂  F^ ( x ) + a x pour tout .x^o

C^ ( T -T- a ) ̂  C? i ( T ) /?CW /̂̂  T ç E

.yo/̂  équivalentes.

Il suffît pour le voir de poser ̂ (^) =f^) — a.r, d'appliquer le théorème 4
à g^x} •e.t F,(.F) et de remarquer que si y^(T) est la fonction associée à ^s(^)
on a

p-î^^^o^e^T—^-,^)] z-z borne [,r(T+ a).—/^.^)] =9,(T+ a).

Remarque. — Le théorème 4 et son corollaire restent vrais si l'on remplace
les expressions « pour tout o?^o )> et « pour tout reE » respectivement par
« pour x asse% grand » et « pour tout T assez grand appartenant à E ». Cela
récite ûw remarques faites à propos des lemmes 1 et 2 et du théorème 3.
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ÏHSOR&ME 5, — Si Ei C Es, on a F^(^) ̂  f^(x)pQur touto?^ o

¥^(x)^¥i(œ) et F^^F^).

Comme EiCEa, on a
borne [xi: — c p ( T ) ] ̂ borne [^r — 9(1')] [?('?')? fonction associée à/J,

T ç Ei T ç Eg

c'est-à-dire
FE^)^F^).

F^(.r) appartient à C^ et a fortiori à C^; elle est donc, d'après le lemme 2, sa
propre régularisée par rapport à Ea.

Si 0'^)= borne \x^ —F^(.r)J est la fonction associée à F^Çx\ on a d'après
.r^O 2 2

le théorème 3, ç*(ï) = ç^) pour tout^Ea et a fortiori pour T€Ei . Donc
__ __ p/

F^==: borne [^T — ^( ï )1== borne [\z"r — 9*(T)] == F /^.î?).
^€Ei ' TCEi fcl

Câ^ particulier où E ̂  V ensemble de tous les nombres réels. — La classe C,,
est alors l'ensemble des fonctions convexes, F(.r) est définie par (i) et
F(»r) = borne [.PT — î^)]' C'est le procédé de régularisation convexe d'une

-^<T<+^

fonction, qui est l'un des procédés de régularisation étudiés par M. Mandelbrojt
dans [15]. Les théorèmes précédents, appliqués à ce cas particulier, donnent
les principales propriétés de la fonction régularisée convexe de /(^); c'est
notamment la plus grande des fonctions convexes inférieures ou égales à/(.r).

3. RÉGULARISATION CONVEXE PAR RAPPORT À UN ENSEMBLE E D'UNE SUITE DE NOMBRES

RÉELS. — Soit { a^} Çn = i, 2, . . . ) une suite S de nombres réels, possédant les
propriétés suivantes. On a a^^>—oo; certains a,, peuvent être égaux à (-+-00),
mais une infinité d'entre eux (dont o^) sont finis;

T <^nhffî — == -+- oc .
n

DÉFINITION. — Considérons la fonction /s^)^^0) définie par

/s(/î)== Œn(n==l, 2, . . .),

/s^) ==+ûo si x n! est pas entier positif. Soit F^^) la fonction régularisée
convexe par rapport à E de fs(^)' On appelle suite régularisée convexe de [ a^ \par
rapport à E la suite \^ aj} (n = i, 2, . . . ) dé finie par aj= F^(^).

Les hypothèses faites sur la suite S entraînent que /g (^e^, donc que
^(.r) possède toutes les propriétés précédemment démontrées.

Comme/s(i) est supposée finie, F^(*r), que nous noterons F(,r) pour sim-
plifier, est finie pour x^ i. Tous les termes de {^} sont donc fini». Comme
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/s(*r) n'est pas une fonction quelconque de 5^ sa fonction associée ÇsC^) e^ sa
régularisée convexe par rapport à E, F(.r), possèdent des propriétés parti-
culières que nous allons étudier.

A chaque T correspond au moins un x entier fini tel que y(^) =.TT —/sO^)»
la valeur /s(^) étant naturellement finie. La suite \n,\ Çi= i, 2, . . .) de ces
valeurs de x, rangées par ordre croissante sera dite suite principale de {a^} . On a
/^==i. Cette suite est infinie, car si les ni étaient bornés supérieurement,/(a?)
serait infinie pour x assez grand. Soit T/ l'ensemble des T tels que
(p(T)==/^T—/(^')- Si T, est l 'une des valeurs de T,, T^i, l 'une des valeurs de
T^i, on voit que

./(^-M)——/(^) .

'- n^-n. -^'

II en résulte que, pour i > i, T, est l'intervalle fermé \f(nt} ~^^-1), ̂ ni+{ -.A^)1
1 A -^ L ^—^-i n^—rii ]

tandis que pour i= i,
^(_,fwy^.

La fonction égale à /s(^) pour tous les . r==^( ï==i , 2, . . . ) et linéaire
entre deux indices principaux consécutifs, qui est une fonction convexe, est
d'ailleurs la régularisée convexe de /s(«^) par rapport à l'ensemble des nombres
réels.

DÉFINITION. — La suite {N/ } , rangée en ordre croissant, des indices principaux
ni tels que ï\ contienne au moins un T^E, sera dite suite principale d'indices^
relative à E, de { a^ ^.

Cette suite extraite de { / i , } est infinie puisqu'on suppose que E contient des
valeurs de T aussi grandes que l'on veut. L'ensemble des r€E tels que
<p(ï )===N(T—/(N/) est l'ensemble E/=EnI\ . D'après ce qui précède, pour
i^>ï, son plus grand élément est t\, plus grand élément de E inférieur ou égal
à7 ^ — • 7 ? et son plus petit élément est t^ p lus petit élément de E supé-

•l-N i'4-l — JN i
, , /•(N,)--/m_o

rieur ou égal a J i v _ M

{a^.} suffit à caractériser F(.z*). En effet, pour N,^^^N/+i,

, 2 T — î p ( T ) ^ ( . r — N , ) T +/(N,) ( s i r eE e tT^^ . ) ,
^ T — î p ( T ) ^ ( ^ — N ^ i ) T 4 - / ( N ^ ) ( s i reE etT^^+i) .

Il en résulte que l'on a, pour N,^.r^N/+i,

F(^)=:max[(^-N,)^. +/(N,), (^ - N^) ̂ +/(N,^)J.

En particulier, pour *z*====N,(î === i, 2, . . . ) on a F(.z-)== a^.
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INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS. — Dans un plan rapporté
aux axes rectangulaires Qx et Oy, considérons les points P, de coordonnées
(^==^,y==a/,). A chaque valeur de T appartenant à E on fait correspondre la
droite D^ qui est la plus haute droite de pente T ne laissant au-dessous d'elle
aucun point P,,.

ha salle des entiers n tels que P^ soit situé sur une droite D^ au moins est la
suite principale d'indices, relative à E, de {a , , } , définie précédemment.

THÉORÈME 6. — Soit {^,} la suite principale d'indices, relative à E de { a ^ } , <•
la plus grande valeur de E telle que la droite D^ passe par P^, t, la plus petite
valeur de E telle que D^ passe par P^. La suite { ^} (n = i, i\ . . . ) est la suite
des ordonnées des points P^ d'abscisse n situés sur la ligne polygonale convexe dont
les côtés ont pour supports D ^ , D^, D,, D / / ,

Cette ligne polygonale n'est autre que la courbe y =. F(.r) (.r^o). C'est la
plus haute courbe de C,, qui ne laisse au-dessous d'elle aucun point P,,. Pour
^=N,, P^et P^ sont confondus. Si E,cE,, et si {N, 1}, { N ? } , sont les suites
principales d^indices d 'une même suite {^} relativement à Ei et E,, on a
{ N;} C { N ? } . Pour n = N,1, on a o^==- <-= a,.

THÉORÈME 7. — Les relations suivantes sont équivalentes :

Hm ^X,, îim^+oo, ÏJm gl- - ̂  <+ op.
/ çj<; ' n^^ n- ^^ n

T i >+ ^

C, ( q-\

Si lim —^- >o,pourT^To e t appartenant à E on a y(T)> Ar2 avec A>o.
.{€E

( •>00

Donc, d'après la remarque du lemme 2, pour n assez grand, on a

a^^ borne \n": — Aï2] = -.—',T^O. 4A
c'est-à-dire

—— 0^ I

n1^^ n2 -=: 4 A oc'

Inversement, si l im ^ <^+oo, pour n^n^ on a
Tl^.c ^~

a^<A^2, avec A>o.

D'après le théorème 3 et la remarque qui le suit, on a alors, pour T assez grand
et appartenant à E,

? (T ) ̂  borne [ n T — A n2 ] .
n ̂  no

Comme la fonction de x, ^ r—A^ 2 , atteint son maximum '— pour la valeur
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T^== ̂  qui tend vers (+00) avec T, borne [/IT — A/i2] est pour T assez

grand un infiniment grand équivalent à ̂  donc Hm ^ >o. Les deux
f€ii
1^00

premières relations sont donc équivalentes,
Montrons l 'équivalence de la première et de la troisième.
Soit^(r)= borne [^T—F(^)]. D'après le théorème 3, ^(T)=y(ï) pour

T€E, Si T i € E et T^eE et s'il n'y a aucune valeur de E, dans l'intervalle
(^o ^2)» ^(^) est linéaire pour TI^T^T^. Il en résulte

W lini^^liml^.

{eE

Soit ^(r) la dérivée à droite de ^(r). D'après le théorème 6, entre deux
indices principaux relatifs à E consécutifs, N, et N^, la courbe y = F(.z?) se
compose de deux segments rectilignes, issus de P^ et P^, de pentes t; et ^+1,
qui ont pour extrémité commune un point d'abscisse X,.

Entre T = < et T = ̂ .i, la fonction ^(r) est linéaire et admet pour dérivée X,.
Le minimum de ^T) dans l ' intervalle [^., ^J est donc -x^ D'autre part,h ' '̂+1
comme (a^,—a^) reste égal à ̂ i dans l'intervalle [X,, X^i), le maximum

F"' ir
de ^^'TZ" a" dans ^inteI lvalle [X,]^/i<X^, atteint pour ^=[X,] ou
n =[^i} + I ? a ^e valeur dont le rapport avec t— tend vers i quand ?-^oo.
Donc

W iima^±——-as^^im^-.
/<>„ //' ^. ^-(T)

r^Mais comme ^(ï)=^(o)+ ^ y.{u)du et que [j-(//) est non décroissante,
^o

^(0) + T;a(T) ̂  4/ (T) ̂  ̂  (o) + ̂  ̂  (/ '^'Y

d'où

(.) ^ lim^^lim^^lim^.
T~>^ T f^; Tw ^f-^; T

Les relations (<î), (c) montrent l'équivalence de

l™^>o et Ïnn '̂̂ -l̂ -̂  <oo,
^ € K T' "V 3 £ "
0^

ce qui achève la démonstration du théorème.
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1. RÉGULARISATION CONVEXE D ^ L N E SLITE DE NOMBRES, PAR L'INTERMÉDIAIRE DES LOGARI-

THMES, PAR RAPPORT A UN ENSEMBLE DE NOMBRES POSITIFS. — Soit { M/, } (n = 1, 2, . . .)

une suite de nombres réels positifs tels que, si l'on pose a^===log M^, { a ^ }
vérifie les hypothèses du n° 4.

Soit & un ensemble de nombres positifs r contenant des valeurs r aussi
grandes que l'on veut, et contenant toutes ses valeurs limites finies. On appel-
lera E Pensemble des nombres T = logr.

DÉFINITION. — On appelle suite régularisée convexe de [ Mn}, par F intermédiaire
des logarithmes, relativement à f ensemble &, la suite { M ^ } (n == i, 2, . . . ), où
M^==expa^, {a^ étant la suite régularisée convexe par rapport à l'ensemble E
de\^n\, où a^=lôgM/,.

Tous les théorèmes précédents sont applicables et peuvent être transcrits.
——————• pn

En particulier, si T(r)= borne „- (r^o) on a
i l \ 1 m n

Miî^: borne;
r^(r)

La fonction ç(r) associée à {^n} est o(T)=logT (^).

THÉORÈME ï1. — Pour rç.& on a

T(r)= borne _
n^ï ^'/t

THÉORÈME 4/. — Si Von considère deux suites [ M,,} et [ M'n} et les fonctions cor-
respondantes

T(r )=r borne,.-? T(/1) == borne _, ,
/•^1 ^'n //-^-1 1 T 1 / /

les trois relations
M^^ M^ pour tout n ̂ j,
M,?^ M^ pour tout n ̂  i,

T(^)^T(r) pour tout rç:ô

sont deux à deux équivalentes.

COROLLAIRE. — AÏ q est une constante positive quelconque, les relations

q11 M',̂  M^ pour tout n ̂  i,
^M'^^M^ pour tout n ̂  i,

T ' 1 ?- } ^L T ( /• ) pour tout r ç. ô
\ (] / ~~

sont deux à deux équivalentes.

Le théorème 4/ et son corollaire restent vrais si l'on remplace « pour tout
n^ï P et « pour tout reS> )) par ^ pour n assez grand » et « pour r assez grand
et appartenant à & ».
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Application. — Soit {M,,} une suite de nombres positif s tels que lim M^==+oo
n^x

et soit T(r) la fonction associée. Les deux isolations suivantes sont équivalentes :

lim l o g l ( r ) >o, (M^)^=0(/2) (/2-.QC).

^

En effet, si dans le corollaire précédent on prend

M«=ra!, r ( r ) = m a x _ - — — .
/î^.1 i^ • L J '

où [r] est la partie entière de r.
Diaprés la formule de Stirling, on a donc

e^-^^ T ( r ) ̂ e^ avec lim £(/ ')== o.
r>x

Si la première condition est vérifiée, il existe une constante a telle que
T(r) ^> ̂ ^> T^^r) pour r assez grand et appartenant àE, d'où d'après le corol-
laire, M^^n ! [i~'1 pour n assez grand, c'est-à-dire

(1^)^0(72) ( /Z-^OO).

Inversement, si la seconde condition est vérifiée, il existe une constante q
telle que pour n assez grand M^^q^'nl. Donc, d'après le corollaire, pour r
assez grand et appar tenant à E, on a

T^^rf7-1 }^e^[ï~&(r)\ avec lim£(/')==o.
V// /'>^

II existe, par conséquent, une constante pos i t ive ;j- telle que T(7')^^ pour r
assez grand et appartenant à E.

II. — Régularisation des classes C ' ^ M ^ j .

Soit & un ensemble donné quelconque de nombres réels, E l'ensemble des
valeurs absolues des éléments de E, et E la fermeture de E.

Soit {M.n ^ ( ^ = 1 , 2 , . . . ) une suite de nombres positifs M/, dont une infinité,
y compris Mi, sont supposés finis. Une telle suite sera dite suite (S).

1. DÉFINITION ET LEMMES PRÉLIMINAIRES. — La propriété énoncée au lemme 3 est
due à M. J. Favard [6].

DÉFINITION. — On appelle classe CE[ M^} F ensemble des fonctions f(^x^ à valeurs
réelles ou complexes, de la variable réelle x, qui sont presque périodiques au sens
de Bohr, indéfiniment dérivables, dont le spectre est contenu dans &, et dont les



SUR CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS INDÉFINIMENT DÉRIVABLES. 201

dérivées successives vérifient les inégalités

(A ) l/^) f=C>M, (/i^i, 2 , . . . ) ,

o^ C est une constante positive ne dépendant que de f(x).

Une classe (^{M,,} sera dite contenue dans ( ^ { M ^ } si toute fonction de C^ M,,}
appartient à C^M^}. Deux classes seront dites équivalentes si chacune est
contenue dans l'autre.

LEMME 1. — Soit fÇx) une/onction presque périodique indéfiniment dérivable
dont toutes les dérivées sont bornées

f{.f) ̂  1 an e1 À" x, j ) i , , =z born e j / ̂  (x) <, co ( n ---= i, 2, . . . ).

Les coefficients de Fourier de f(^x) vérifient

(0 | a/J^T-^ j ÀJ ), T (/•)=: borne r^/^1 (/-^ o, /^ :-r i, 2, . . . ).
7Z^1

Toutes les dérivées de f\x) sont presque périodiques et leur série de Fourier se
déduit de celle de f(^x) par dérivations formelles.

En effet, on sait que
^r

an-— lim T-1 < /'(^) e-1^'^ dx,
T •>- -+- x> tVo

/(^) étant bornée sur la droite entière, des intégrations par parties, suivies de
passages à la limite pour ï—^ oo, conduisent à

an(i^)P=\imT l f f^(.
ï > - J,)

x) e " 1 1 ' ' 1 ^ dx.

Les dérivées de f{x\ étant uniformément continues, sont presque pério-
diques, la formule précédente montre que leur série de Fourier se déduit de
celle de/(^) par dérivation formelle, et que On\^m^ ^"^Cp^i), c'est-à-
dire que (i) a lieu.

iNous utiliserons plus loin la propriété suivante.

LEMME 2. — Si la fonction presque périodique au sens de Bohr

/O^Ia/.ér-^^

est telle que A,,|^I{<^QO, /(^) a toutes ses dérivées presque périodiques; leur
développement en série de Fourier se déduit de celui de f(x) par dérivations for-
melles y elles vérifient

i/'^.^I^MR^ M= -borne \f{x) \ (p^î).
— »<;r<x)

II suffit de démontrer ce lemme pourjo= i. Or il existe une suite de poly-
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nomes presque périodiques P,^), d'exposants pris parmi les À/, convergeant
vers/(^) uniformément sur (—^, oo), c'est-à-dire tels que

I l\ (^) — 1\(^) < 3 pour / ? , > 7^> N(s ) .

On sait qu'alors, pour 7/1 > /^ ^> N(2),

;P^-)-P;J^)|<R£, iP,(^)!^RbomeiP,(^)|.

Ces inégalités montrent d'une part que les polynômes P'^x) convergent
uniformément vers une fonction qui est donc la dérivée f\x} et est presque
périodique. La dernière inégalité, par un passage à la limite pour n^oc,
prouve que \f\oc)\^_ MR.

LEMME 3. — Si J\x} est une fonction presque périodique continue à valeur
moyenne nulle et telle que ses exposants de Fourier \, vérifient \\, ̂  R > o, f(x)
admet une intégrale d'ordre entier quelconque p , soit f^^x^^presque pério-
dique, dont le développement de Fourier s'obtient à partir de celui de f{x) par p
intégrations formelles, et telle que

\ f^ ( ̂  ) i ̂  ̂  MR-/̂  M =_ Lomé /( .r ) ,.

LEMME 4 (3). — Soit x^(\) la fonction continue de la variable réelle X, égale à
i pour\\ ^a, à Q pour X ^2 a, linéaire entre a et 2^. fÇx) étant presque
périodique, soit

^^)=^/ ^'^aO)^, f.W^rf(^--t)/^t)dt^

fi(^)=f[.r} —/a0), M=: borne |/(..r) , .

/a(^) etf^x) sont presque périodiques et vérifient

1A(^)1^4M, l / a (^ ) ' ^4M.

Leurs exposants de Fourier appartiennent à ceux de f{x)^ si, pour fi x\ a^
est le coefficient de l'exposant /.„, \, a pour coefficients, dans les développement
de Fourier respectifs de fy ( x) et fy (x ),

^•a(A/0^ et f l -^a(^)]^.

On voit aisément que

ky.{t) ==: 2(7:a^)-' sm—sin oa t,
2 2

W f ]/.a(<)|^^4\/37T-1.
t y— x

En raison de (a) et du fait qu'il existe une suite de polynômes exponentiels

(:1) Ce procédé de décomposition d'une fonction f(x) a été employé par T. Bang [2t.
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P^(<r) convergeant uniformément vers /(^) sur la droite entière, /a(^) est
aussi limite uniforme sur la droite entière des polynômes (Pn)a, et est par
conséquent presque périodique. Les inégalités concernant (/a et [/a résultent
de (a), (a) permet enfin d'obtenir, en intervertissant l'ordre des sommations,

> T ^ ^-t

T-1 j /a(^) e--^ dx r=: f /^(/) e-^ f T-1 e-^f^) dx dt.
^0 ty— x t-/-- I.

Comme la dernière intégrale écrite tend, uniformément par rapport à t,
quand T-^oo, vers a^ ou o selon que X appartient ou non au spectre de f(x\
le second membre tend, pour T -> oc, vers ^^a(À) ou o, ce qui prouve la
dernière assertion du lemme.

Remarque. — Le spectre de /a(^) [resp. /a^)] appartient à [—2a, 2a]
(resp. est extérieur à [—a , a]). On peut donc appliquer les lemmes 2 et 3
respectivement à j\ et /^. Enfin;, d'après la définition de /a(^)» si /(lr)
admet une dérivée presque périodique, il en est de même de /a(«^) ^t
[/^U-E/a^T.

2. RÉGULARISATION DES CLASSES (^ [ M// ;. — Nous allons montrer que, si {M,,} est
une suite (S,), C^M/J et (^{M1 ;} sont équivalentes, et que { M ^ } caractérise
« le mieux » la classe en question, en ce sens que, si {An} est telle que

i i
lim A^(M^) ^=o, il existe une fonction de C^ M^} n'appartenant pas à C^A^}.
n-^-x

Rappelons que toutes les suites { M ^ j définissant des classes C^M,^ que nous
considérerons seront supposées être des suites (S).

i
THÉORÈME 1. — Soit [ M,J Çn= i , 2, ..,) une suite (S) donnée. &'limM/'== o,

n-^-w

CE{ Mn}, identique à CE[ o j , ne comprend que les fonctions constantes.
i

Si o <^lim M/'<^oo, C^j M^j, identique à C1^ i }, est constituée par ^ensemble
n^^

des fonctions presque périodiques /(^) dont le spectre est contenu dans
ê 0 [ — R / , R/^], R/ étant un nombre fini quelconque^ dépendant de f. Si

i_
lim m^ == + oo , C^ { M,,} et ̂  {M^} sont équivalentes.
/l-^oo

Soit /(^) ̂  I^a^e1^' une fonction appartenant à (^{M^} . D'après le lemme 1,
i_

a,J^Mp ^l"7', pour tout jo^i . Si lim M/=o, on en déduit que â^=o si
p>Gc

A^^o, donc que/(^) est une constante. La classe C^M,,}, constituée parles
i

fonctions constantes, est alors identique à C^o j . Si o<^l im M^<"oo, on a
n>^

Afi<^Mn(n= 1 ,2 , . .. ), A étant une constante positive indépendante de n,
et le lemme 1 montre que ^=o pour ['À,, ^>R/, R/ ne dépendant que de/.
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Chaque fonction de C1 { M , , } a donc son spectre contenu dans un segment fini
et les classes C^l M,,} e tC^l} sont équivalentes. Inversement, si/(^) est une
fonction presque périodique dont le spectre est contenu dans < @ n [ — R , R],
R nombre fini, le lemme 2 montre qu'elle appartient à CE{ i}.

Soit/(.r) une fonction presque périodique indéfiniment dérivable telle que
|./(^) l^^o l,/^^) 1 ̂ M,,. Soit a un nombre positif qu'on fixera plus loin,
/a(^) et/a(^) les fonctions que l'on associe à/(.r) selon les définitions du
lemme 4. D'après les lemmes 2, 3, 4, on a

(a) \f^W\^\f(£)(^) 4- 1/^(^)1 ̂ M^a^+SM.a^ (i^p ^n).

Si Fon choisit a" =M^M7\ on en déduit

(b) \f(p)W ^(S^^MS-^Mg.

Soit X(resp. V) la borne supérieure (resp. inférieure) des éléments de E
i

inférieurs (resp. supérieurs) ou égaux à (M^M^1)".
Si X'^> 2X5 on peut choisir a tel que À << a <^ 2a <^ //, appliquer le lemme 2

à/a(^) avec R== X, le lemme 3 à/^(.r) avec R = )/.
Si }/^2X, on peut utiliser simplement (&). Dans les deux cas,

(c) \f[p}W |^8.4^max(Mo/^ M^À^-^) (i^jo^/z).

Si/(^)€CE{^L}, soient N,et N^i deux indices consécutifs de la suite princi-
pale d'indices, relative à E, de {Mn} [supposée suite (S^)]. f^Ç-v) vérifiant les
inégalités (A) pour n = N, et n == N/+i, on peut lui appliquer (c), d'où, tenant
compte du théorème 6 (§ I)

1/^)1^8(40)^ (N,</î<N,^).

Ces inégalités, vraies pour tout i, montrent que
FK i M \ r- C^-i M^ l^ j IVl̂  } C v^ j IVl̂  }.

L'inclusion opposée étant évidente, ces classes sont équivalentes.

Cas particulier. — Dans le cas où E est l'ensemble des entiers positifs,
C^M,,} est Fensemble C{Mn} des fonctions périodiques de période 2 T.,
indéfiniment dérivables,/(.r), telles que

I/^^I^G^M, ( / z= i , 3, . . . ) .

[M^] étant la suite régularisée convexe de { M ^ } , le théorème ci-dessus et
l'inégalité M^^M^ montre l'équivalence de C { M ^ } et C { M ^ } , qui résulte
d^ailleurs directement de (6), sans l'intermédiaire de { M ^ } . On retrouve ainsi
par une autre voie un résultat de M. Mandelbrojt (voir [17]).

THÉORÈME 2. — { M ^ } étant une suite (S^) il existe une fonction F(^) appar-
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tenant à G1 { M,, { et telle que

4;-^M^/n^== borne | F^(^) \ ̂  ̂ M^ {n •==-1, 2, . . . ).
-x<.r<^

D'après le théorème 6 (§ 1), les points P^n, log M^) sont sur une ligne poly-
gonale convexe dont les côtés ont des pentes t^ t\ ( ^ = 1 , 2 , . . . ) telles que e11

et e 1 ' 1 (;= i, 2, . . .) appartiennent à È.
Soient A/, A^ (^'=i, 2, ...)des éléments de E assez proches de e11^ ^(/==i,2...),

tels que par exemple e^'^^i^^e'1^ • • •
Considérons la fonction

F(^) ==^ 2-" ( T-1 (e1") cos ( /,,,.• + ̂ ) + T-1 W cos(/.,^; +(^}==:^2— l-^é^C

L'inégalité ^^^ M1:;! ((0/7t) et le théorème G(§ I) montrentque F(^)e C1 iM;;;.
D'autre part

( - I )^F^(û)>4- /•Mï (^-:i, 2, . . . ) .

F(^), qui a donc les propriétés énoncées dans le théorème, sera dite « fonct ion
caractéristique » de C^M,^. Des théorèmes 1 et 2 résulte le théorème suivant :

•i j
THÉORÈME 3. — Quelle que soit la suite I A , , } telle que l i m A^M^) n=o,il

n-^f

existe une fonction appartenant à (^\ M^ } mais non à C1 '''[ A^ }.

THÉORÈME 4. — Soient [ M,,} et [ M,,} deux suites (S).
j i

S; lim M^"== lim M/,/l== o^ /^' classes G1 | M^} ^^ C^[ M,; |, identiques^ ne contien-
ne x n ->- ->o

-L '1
^^^ ^î/^ Z^ fonctions constantes. Si o <^ lim M^^oc ^ o <^ lim M,/'<^oo,

/<->- ^ ^> -0

C^t M^} et Ç^[ M',,}, identiques à C1 ( i), sont constituées par les fonctions presque
périodiques dont le spectre est contenu dans E et aussi dans un segment fini, pou-

i
vont varier avec chaque fonction. Si lim M,/1 =00, il faut et suffit, pour que

n>^
C^ Mn }C.CL[ M^ }, que Vune des conditions équivalentes suivantes soit satisfaite :

(M^^O^M,)^] (/z->oo),

(MY^O^M'^] (7Z->^),

T' ( a r ) ̂  T ( /• ) pour tout r ç. E,

a (°^^^ ////c constante positive^ avec

T ( r ) == borne /^M;,', ^ / ( / • ) ̂  borne /•"Al;7-1.
n ̂  1 " /i ̂  1

Ann. Éc. Norm., (3 ) , LXXIL — FASC. 3. 20
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Les deux premiers points résul tent du théorème 1. Dans le troisième cas, la
condition indiquée (le corollaire du théorème 4^ ' , § I, en donne trois formes
équivalentes) est suffisante d'après le théorème 1, nécessaire d'après le
théorème 2 [on le voit en écrivant queF(^), fonction caractéristique de C^M,,},
appartient à CE{ M^}].

Remarque. — Pour que C^ M/, j C C' f M, p il faut et il suffît que F(^)e C^M, p
ce qui justifie son nom de fonction caractéristique de C^j M,, j .

3. APPLICATIONS :

THÉORÈME 5. — Pour que chaque fonction f(x) de C^M/,} soit prolongeable
en une fonction holomorphe et bornée dans une bande \y\<^i^lf•y hj pouvant
dépendre de f, il faut et il suffit qu'une des conditions suivantes soit satisfaite :

a. lim Mfl<^co ;
n^~o

1 1

b. lim M7^=oo et (M;^== 0 ( î i ) ( /z->oo).
^».oc n

On peut voir d'abord que, pour que C^M,^ ait la propriété voulue, il faut et il
suffit que CE{Mn}cCiL{^^}. Car si/(^) (s=x-\-iy\ égale à f(x) sur l'axe réel, est
holomorphe et bornée dans \y <^h, la formule de Cauchy donne successi-
vement, en appelant C^. le cercle de centre x et de rayon ï h,

3

/•^(.r)== -^-.(f) /^d' ^ \f^{œ)\^mc2rtf^-nn\, avec M=z "bome [f(z)\.
2 7T l ̂ x {z — x ) ^ Ï\Y\^. ''

Inversement, si \f{'i}(x)\<^k!ln\, x^ et x étant réels, le développement de
Taylor de fÇx) autour de x^ donne, avec x ' ç . ( x ^ ^ x),

f{x) = P»-i (^ - x,) + R^), \ RnW ^ x - x, n{n \ )-11/^(^) ^ (k 1 x - x, [YS

ce qui montre que la série de ïaylor de f\x) autour de x^, qui converge vers
f(x) pour k\x—XQ \^p<^ ï , définit une fonction analytique bornée dans une
certaine bande \y \ <^ h.

Le théorème 4 donne alors la condition de l'énoncé, l'application qui suit le
théorème V (§1) en donne d'ailleurs une autre forme équivalente.

DÉFINITION. — C1^ { M^} est dite dérivable si
/(^) (= C^ { M,, ; entraîne f ' ( x ) ç. V { M/, j .

Alors on a aussi
/ ^ ( ^ e Œ j M ^ j (/?^i).

THÉORÈME 6. — Si lim M^ = oo , il faut et il suffit^ pour que (^ ! M,,} soit dérimble,
n ->- v-
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qu'une des conditions équivalentes suivantes soit satisfaite :

-l / l\ l [ l
(M;^,)^==O^M^ (/, -.00), (Mi;,,)^=o[(M;;)- (/,->oo),

——lôgM^ ,. loeT(r)hm-^—<^ lim b v ; >o.
^- /l ^Tgi (logr^

( > x

D'après le théorème 7 (§1), chacune de ces conditions équivaut à
C^M^CC^M,,}, condition suffisante de dérivabilité, car f(x)ç.C'[ M,,}
entraîne f\x}^C' •;M^i}. On voit que cette condition est nécessaire en consi-
dérant F(.r), fonction caractéristique de (? {M,J : F^), qui est fonction
caractéristique de (7 {M,^j., doit appartenir à C^ \ M,}, d'où résulte la nécessité
de la condition exprimée sous sa première forme.

DÉFiNiTiOiN. — C1' {M,,} sera dite quasi analytique D si toute fonction de cette
classe est identiquement nulle dès qu'en un point elle est nulle ainsi que toutes ses
dérivées.

Là régularisation des classes C^j M/,} permet, à partir de résultats connus sur
la quasi-analyticité de certaines classes de fonctions, d'obtenir de nouvelles
conditions suffisantes de quasi-analyticité pour les classes G" {M,, j .

Si lim M;; = oc, on sait par exemple {voir [I S], p. 102; c'est la forme donnée

par M. Mandelbrojt au théorème de Denjoy-Carleman) que, pour que C R ^ M ^ Î
soit quasi analytique, que

.-1 M;;s; M£.,.,
/; -==. •I

{ M ^ } étant la suite régularisée convexe de { A L J .
1^

THÉORÈME 7. — Si l imM^=^, il suffit, pour que V { M,,} soit quasi analy-
n-^- -vs

tique D, que

V M«î
SMJ——^-

Cette condition exprime en effet la quasi-analyticité de CR } W;,}. Elle est, pour
les classes CE{M^}, meilleure que la condition de Denjoy-Carleman proprement
dite. Car on voit facilement par exemple que, C i , { M ^ j étant une classe non
quasi analytique quelconque, il suffit de choisir pour E une suite de À/assez
espacés pour que CR { M ^ } soit quasi analytique.

Dans sa thèse [9], M. J. P. Kahane a démontré divers théorèmes sur la quagi-
analyticité de classes C'^M^; et de classes analogues (voir sa thèse [9],
p. 25 à 47). 11 a surtout recours à deux méthodes. L'une est basée sur la consi-
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dération des transformées de Fourier-Carleman. L'autre, qui est essentiellement
celle de M. Mandelbrojt dans [14j, a été utilisée dans une Note publiée par
M. J. P. Kahane et moi-même [10]. Dans le cas particulier où & est une suite
de nombres réels Xy symétrique (^2^==—^ay- i ) telle que la suite )^•\j~^ soit
croissante pour un £ ^> o, M. J. P. Kahane a même trouvé une condition néces-
saire et suffisante pour que (^{M, ,} soit quasi analytique D :

M,
lim Y~^——^~—— '=- °-
n-^ AI /^ . . .A^. I

Nous reviendrons à la fin du paragraphe 111 sur deux autres critères de
quasi-analyticité démontrés dans sa thèse.

III. — Régularisation des classes K" { M/, }.

Soit & un ensemble donné quelconque de nombres réels, E l 'ensemble des
valeurs absolues des éléments de ê, E la fermeture de E. Soi t{ M,,} (/i=i, 2, ...)
une suite (S).

DÉFIINITION. — Désignons par K1 ' {M/i} r ensemble des fonctions f(^) à valeurs
réelles ou complexes, de la variable réelle œ, qui sont presque périodiques au sens
de Bohr, indéfiniment dérivables^ dont le spectre est contenu dans &, et dont les
dérivées successives vérifient les inégalités

\f^(œ)\^kMn (n==i, -2, ...),

où k est une constante ne dépendant que de fÇœ).

La régularisation de ces classes de fonctions peut aussi s'effectuer au moyen
de la suite |M^}. Pour le démontrer, nous uti l iserons deux théorèmes/le
premier dû à Kolmogoroff [11], le second à J. Favard [7] [nous Rappellerons
théorème (F)].

INÉGALITÉ DE KOLMOGOROFF. — Soit /(^) une fonction n fois dérivable sur
(—oo, oo ). Posons

M/,== borne \ f ( / ' ) ( ^ ) (o^^'^^)
x

et supposons que Mo <^ uo , M^ <^ oo .
On a

M^M^M^^ (o^^),t\_ — —

ou
/, ̂  (-—— iW^M)

^--^(UT^ (/^0)-
p=o
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En fait, nous emploierons la conséquence un peu moins précise suivante :
k Â_

M^^2M: '" - / / M 7 I .

THÉORÈME (F). — SoitfÇx) une fonction de période 271, admettant une dérivée
d^ ordre n, f^Çx), sommable et bornée en module par M,,,

00

f ( x ) == Oo -h ̂  ( a/, cos À- x + ̂ . s in Â-^ ).
k=-l

Si m est un entier positif quelconque, on peut approcher f(x) par un polynôme
trigonométrique

m — 1

P,n-} (^) == ao+^Y^(a/,cosÂ-^ + b/, sm/c^),
k=i

où les coefficients y^ sont indépendants de f, tel que

|/(^)-P,_.(^)[^/^-M,,

tn ayant même signification que dans f inégalité de Kolmogorojff

LEMME 1. — Étant données {n/,}(/i == i, 2, . . . ), suite croissante infinie dentiers
positif s y et une fonction f\x) périodique, de période 271, admettant une dérivée
d) ordre r sommable et bornée, telle que

f(.x) == rto+^ (^ cos^.^ + bk sin/i^), |/(.r) ^M'o, \f(r)(^) \ ̂  M,.,
Â-==I

i
on a, n^ étant le plus grand exposant de f inférieur ou égal à (M,.M^1 )'

( f) |/^(^)| ̂ i6max(Mo7'^, M,/2{:[) (o<^</-).

Posons
/(.r)=/,(^)+/,(^),

fi(x) étant le polynôme P^-iÇ^) associé à / dans le théorème (F), avec
m==n^^ D'après le théorème (F),
( a ) |/,(^)|^2M,7^,

Comme le second membre est inférieur à 2 Mo, il en résulte

|/^)[^3Mo,

puis, fi{x) étant un polynôme trigonométrique d'ordre /^,

( a ) /^(^)]^3Mo<, |/^(^)^3Mo<^3M, (o <p < /•) ,

d^où
W !/^(^)|^4M,.
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L'inégalité de Kolmogoroff appliquée à/,(\r) moyennant {a) et (b\ donne
fT(^)\^8M,îî.^^

ce qui, joint à (a), prouve (i).

LEMME 2. — Soit un polynôme presque périodique
N

P ( x ) ̂  a, -+- ̂  ( a/, cos //, .r + b,, s i 1 1 ^/, x )

(/'exposants A/, rangés en ordre croissant. Si

Mo == borne |P(^) !, M,.=: borne ! P'7-)^)

et si \, est le plus grand exposant de P inférieur ou égal à (M,M-1)1, on a pour
o<^</-
( 2 ) ! P17^) |^i6max(Mo^, M,,À^).

On peut passer du lemme 1 au lemme 2 par une méthode utilisée par

M. Favard dans [6]. Soit v un entier positif, ̂  la valeur approchée par défaut

à ^ près de À/,. Considérons

-n / \ V^ / / î/ ^'7 } \P,,(^)^:ao-4-^, ^-cos-t^+^.siii—^-.r).
-^- \ ^ ^

<) , . nW
—h-, ̂  _L 7i, ein ^

k --. \

£ > o quelconque étant donné, il existe, comme Fa montré M, Favard dans 16],
une suite infinie d'entiers v tels que

P^(^)-P^(^) |^£ pour -^T^^^.

Prenant v assez grand et posant

Mp== borne |P^(^)|, M;,=: borne'] PW(.ï) [ (o^^^r),

on a
M ^ — M ^ | < - ^ (<»f^ /?^ / - ) .

Le lemme 1 appliqué à P,,(v.r) donne

M;,^i6max M; -/- , M^ ——
L \ 'J \ ^

£ pouvant être choisi aussi petit et ^ aussi grand qu'on veut, ces deux dernières
inégalités entraînent (2) en passant à la limite.

LEMME 3. — Soit f{x) indéfiniment dériwble, presque périodique ainsi que ses
dérivées^ de spectre contenu dans &. Si l'on pose

M^=: borne \f^(x) (o <^ < ,-)
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i

.$7 X/. ̂  fc jo/^j" grand élément de Ë inférieur ou égal à (M,.M^ )7 ^ A,, est le plus
i

jo<?^ élément de E supérieur ou égal à (My.M'y1 y\ o^ a

M^i6max(IVU^ M,^-^).

En effet, considérons o^(;r), polynôme d'approximation de Bochner,
d'ordre m, de /(^). Comme ^\x) et o-^^) sont les polynômes d'approxi-
mation de Bochner de f^Çx) et /^(x), les trois polynômes cr,,^), ^(o?)^
o^\x) tendent respectivement vers fÇx), f^Çx), / ^ ( x ) , uniformément pour
— oo <^ x <^ oo, quand m -> oc . App l iquan t le lemme 2 à <7^(.r), puis passant à
la l imite pour m -> oc, on obtient le lemme 3.

THÉORÈME 1. — Soit [ Mn }une suite (S).
i

Si limM^=o, K^M^}, identique à K^oj, ne contient que la fonction nulle
-^ ^

(si o^ê) ou les fonctions constantes (si o€ê). & o<^limM^==A<^oc , K^ { M^ };
7l -^

identique à K1' { A" {, ̂  constituée par les fonctions presque périodiques de spectre
contenu dans & Ç\ [— A, A],

i
5'Him M^== oc , K" {M,,} et K" { M'; ^ sont équivalentes.

n>^

Soit
/(^)^2a^^, /(^K^M^i.

D'après le lemme 1,
\an\<KMp^n\-'p (jo^i).

Donc dans le premier cas a^= o pour \n'y^ o» dans le second cas a^= o pour
X^^>A, ce qui établit les deux premiers points. Dans le troisième cas, il suffit
de montrer que I? { M ^ } C K^ { M ^ }. N,- et N,+i étant deux indices consécutifs de
la suite principale d'indices (relative à E) de {M^, on peut appliquer le
lemme 3 à la fonction f^^Çx) qui vérifie

|/^(^)| ̂ KM^ |/^)(^)[^KM^

puis utiliser le théorème 6 (§ I), ce qui donne

|/^)(^)|^i6KM1; (N ,<^<N^) ;

; étant quelconque, le théorème est démontré.

THÉORÈME 2. — Si [ Mn} est une suite (S^), il existe F^Çx) telle que

¥^)çKE{Mn}, borne | F^(^) | ̂  aM^ . (n = i, 2, . . .),
— ^ < x < w

a constante positive absolue,
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D'après le théorème 6 (§ 1), les points P^(^ =n, y= logM^) sont sur une
ligne polygonale convexe (^ dont la pente croît vers (+oc), les pentes t de ses
côtés étant telles que <^e Ë. On voit assez facilement qu'on peut construire de
proche en proche, à partir de P1,, une l igne polygonale convexe dont les côtés
sont portés par des droites A< (if= o, i , 2, . . .) de pentes T, et d'ordonnées à
l'origine a/ telles que ^ '=À/ et evl= ai^éntïent (a et ? étant deux constantes
positions absolues)

A,çE, av/ÎM^^^^^pM^ (n=i, 2, . . . ) .

La fonction suivante répond alors aux conditions du théorème 2
oc

^ ( ̂  ) ̂  ̂  ̂  cos ( ̂  .̂  -4- ^ ) •
•̂̂  \^ 4 y

;=o

THÉORÈME 3. — Quelle que soit la suite de nombres positifs A,, tels que
lim A^M1^)"1 = o, il existe une fonction appartenant à K^ {M, ,} mais non à K^ {A, ,} .
n-^- x

C'est la fonction I^(^) du théorème précédent.

THÉORÈME 4. — Pour que K1 ' ' [ M^l-cK1 ' { M ^ , ?7 y^?^ et il suffit que Vune des
conditions suivantes soit satisfaite :

1 _[
a. lim M,/' <^ oc (^ À ̂  l i m M^ / ' , X étant le plus grand élément de E inférieur ou

n^-^ 7t~^~^
l

égal à l im M,/';
't->^

i
6. l imM^=oc^M t ;==0(M,)(7^->oc) .^->-^

1
THÉORÈME 5. — *SY lim M//' === oo, il faut et il suffit^ pour que K1 \ M,,} soit déri-

n^-^
vable, que

M1^,==:0(M/0 (/i->oo).

Ces théorèmes se démontrent comme les théorèmes 4 et 6 (§ II).
La régular isat ion des classes K^M^} permet aussi d'améliorer certains

théorèmes sur la quasi-analyticité de telles classes. M. L P. Kahane [9] a
notamment démontré des théorèmes qui , avec nos notations, peuvent s'expri-
mer ainsi :

a. K^ [ M-n} est quasi analytique D dès que y avec - ̂  a ̂  i,

N(/.)=0(r») et Ïim R00^ - ̂ '"^^^ oo,
r ^ ^ J t

N(r) étant le nombre d^ éléments \ ̂  r de la suite positive E.
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&. Soit û une réunion de segments de longueurs indéfiniment croissantes ne
contenant aucun point logA(XeE); désignons par [^(i2; o) et [j.(CÛ;o-) les
mesures de û et de son complémentaire sur le segment [o, cr]. K^M,^ est quasi
analytique D dès qu'il existe s.^>o tel que

Ç ^(^e-^^^-^^^da^zoo.

En raison de l'équivalence des classes K' {M,,} et K^M^j, les théorèmes
précédents sont encore vrais en remplaçant 0(0-) par Çj,(a) dans les formules
précédentes, avec

cp(o-) == max(/?o- — logM,,), 9,, (o-) rr: max(7îcr — logM^),
n n

^(cr) est d'ailleurs la fonction égale à 9(0) pour ^eE, linéaire dans les
intervalles [o-i, 0-2] ne comprenant aucun Œ tel que ^eE.

CHAPITRE II.

PROBLÈME D'ÉQUIVALENCE POUR CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS INDÉFINIMENT DÉKIVABLES

DÉFINIES SUR UNE DEMI-DROITE OU SUR LA DROITE ENTIÈRE.

I. — Rappel de quelques notions : définitions et résultats préliminaires.

I. RÉGULARISATION. — Gomme nous l'avons rappelé au début du chapitre I,
MM. Mandelbrojt {voir [14] et [18]) et Gorny [8] ont résolu le problème d'équi-
valence de Carleman pour les classes de fonctions Ci,{M,J. Puis MM. Man-
delbrojt [18] et Agmon [1] ont résolu ce problème pour les classes C^M,,}
définies de la façon suivante : {M, ,} étant une suite (S) donnée, C ^ { M , j est
l'ensemble des fonctions/^*) i n d é f i n i m e n t dérivables sur [o, +00) tel les que

borne |/(^)[< oc., !/^(^> ! ̂  C^M/, {n ==: i, 2, . . .),
x ̂  0

C étant une constante positive dépendant de/, non de n.
La suite { M ^ } , définie par M^=/r"(^M,/, joue pour ces classes le même

rôle que { M ^ } pour les classes CR { M ^ } .
Le paragraphe II de ce chapitre est consacré à la résolution du problème

d'équivalence de Carleman pour des classes de fonctions définies sur la demi-
droite (o, +oc) de la façon suivante.

DÉFINITIONS. — {M,,} étant une suite (S) donnée, désignons par C^^M/,}
{resp. C^ { M,,}, C^ { M,}; C^ { M, }) V ensemble des fonctions j\x) indéfiniment
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dériçables sur [o, +00) vérifiant
« i ^ -..

f (lx\f{x) |2 dx < oo

r.) ^ . '<)___ . ___
( resp. ^ ^ -/ ! /(.r) ^ dx < oo, borne ^ctr j f(.r) j < oo, borne ̂ -^ f(œ) \ < oo
\ Jo •^-0 ' ,r\.0 ' '

/"/ ^- ̂ n j y(^ ( ̂ . ) j 2 ̂  ̂  (^ ̂ -^
^u

/ ,̂ > -»
1 resp. ^ ^--'.r^ ! /^ (.7-) i2 ̂ r ̂  C7' M/,J /1 / / ] (,r) I .̂  0^ M// ̂ •^ | /("î (.r) | ̂  G" M/, ̂ (:

\ ^ c

(/î = i, 2, . . . ; C et Ci, constantes positives dépendant de f, non de n).

Dans le paragraphe Ili, nous résolvons le problème d'équivalence pour les
classes suivantes de fonctions définies sur la droite entière.

DÉFINITIONS. — {M,J étant une suite (S) donnée, désignons par C^ {Mn}
(resp. Cn2 { M, j, 0^ { M, ;, C^ { M, }) l'ensemble des fonctions f(x) indéfiniment
dérivables pour — oo <^ x <^ oc vérifiant

\ ("' r21/(•T) l2^ <oc

/ /^ ___
( 3 ) ( resp. \ e-^ \f(œ) |2 ̂ 1 < x , borne ^2>T2 \f{x) < oc,

, \ J _ _ ^ -_^<;,^<^

borne e-^^ |/(.r) | < oo ),
-x<a"<^ /

C e•^•2i/^(^)]2^^C / ^M„
^ — x(4) / r^ s

resp. / e- l y2|/W(^)[2^<oo, l/^^^ÎI^CïM^-^-2, \f^^)\^CnMnec^}
\ J--. )

Çn = ï , 2, . . . ; C et Ci constantes positives dépendant de f, non de n).

Les solutions de ces questions font intervenir les procédés de régularisation
convexe (définie au début du chapitre I) et de régularisation exponentielle
d'une suite (notion due à M. Mandelbroj t et exposée notamment dans [15]
comme cas part iculier de la régularisation par rapport à une fonction quel-
conque). Nous rappelons ci-dessous celles de leurs propriétés qui nous serviront
dans ce chapitre. { M ^ } étant une suite (S,), la suite régularisée convexe { M ^ ;
de {M^ est définie par

M^ == borne /^/T ( /• ), T ( /- ) == max r^/M-n.

Ox et Oy étant deux axes rectangulaires, les points P^=n, j=logM^)
sont sur la plus haute courbe convexe ne laissant au-dessous d'elle aucun
point P^x==n, y=logM,,).Il existe une suite infinie croissante d'indices n,
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( /^==i, z '=i , 2, . . . ) dits indices principaux, tels que M^===M,/ et que, pour
^•< n < /^
(5) (M^——^ (M.^^-^M,^)^-.

J M ^ } étant une suite (S), sa suite régularisée exponentielle j M^ est
définie par

M^ = borne ̂ /S(r), S(r) =: maxr^/M,,.

Il existe une suite infinie croissante d'indices n, (^=i, ?= i , 2, . . .\ dits
indices principaux, tels queM^=M^. et que yom n^n^n^

(6) (M;)"^-7^ max^^-^M^S (M,,,^^1)^1-^].

Revenant à Finterprétation géométrique précédente, on voit que les points
P^(^=^? J=log Misent, pour ̂ ^7î</î^i, al ignés sur un segment [P^P^J,
P^ n'étant pas au-dessous de P^. L'ensemble de ces segments, de pentes
croissant vers l ' infini , forme la « base exponentielle » de { P ^ { . Parmi les indices
principaux, il y en a en général une infinité {nj}, dits indices de discontinuité,
tels que P,^. soit strictement au-dessous de P^. La « base exponentielle » est
constituée, entre deux indices de discontinuité consécutifs, par un contour
polygonal convexe, fermé à gauche, ouvert à droite, dont tous les sommets,
sauf l'extrémité droite, sont des points à indices principaux ou « points
principaux » (4).

2. QUELQUES PROPRIÉTÉS DES POLYNOMES DE LAGUERRE ET D'HERMITE. — Suivant lêS

notations de Szegô [19], nous détinissons L^(a?), polynôme de Laguerre de
degré n, et H^(o?), polynôme d'Hermite de degré n, par

w •-"o^s)"——)^-.^.
'> == 0

W}
1 fi \>t mr^ n f ( 0 'Yl\n—2V

(8) H,(.r)^(--i^^(—) (^^V7^^ (2^)
\ dx / Â»À v î ( n — -3 v ) î

v — e

Posons

(9) L^(^)==f ... j L,\x,)dx,.., dx^==-^xPVn^xY

P
(10) ^(^)=:^-^•L^(^), ^^(^^^•^^n^^.r).

On a les relations
( 1 1 ) ^)(^)-^e-^lP,^(^),
(12 ) ^ ! îîn,pW •-= (— i)^ ̂  —p î L^ (^).

(4) Dans la suite de ce chapitre, ; M,, i, {M;, j désigneront des saites (S) données.
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Comme on sait que
^ e -^ Ln ( ̂  ) L ,̂ ( x ) dx •==. àn,m

•J Q

(/z, m =: o, i, 2, . . ., ̂  ,7/1 == i si /? == /n, ô/,^:= o si /i 7^ m) ;

on en déduit au moyen d^intégrations par parties que les polynômes P,, ,p{x)
et r.n.p(^) vériiïent les relations

_ // — p
~ H !

(l4) ^ e—V.VPÏln^(.T)îl,n,p(^)^== n———f^—On^n (n, m == 0, î , 9., . . .).
•^o / '

Nous aurons besoin au paragraphe II d'une estimation des dérivées
successives de Qn(^) et L/,(^). Exprimant y^.^), dérivée d^ordre Ç?i+k)
de Ce ~xxn\n !) par la formule de Leibniz, puis remarquant que

x^ < N ! 2^ ̂  (^ ̂  o, N == i , 2, . . . )

et que C^ croît avec v pour 5>v^^ 4- /,:, on obtient

(i3) i?^^) ^^(4^)^-"^ 0-^).
Les inégalités

|9^(X)|^2(4e) /^-- i, [ ^ / / (X) !^^ 7 (X^^o)

impliquent Çvoir Mandelbrojt [18], p. 222) une majoration de 9^ ( .r)
pour o<^k<^n. On obtient ainsi les relations

x

(16) \^k)(^) \^.<î(ï{îeï)knkk-ke~î (o^k<n-, ̂ ^o),

( 1 7 ) 9^(0) =(-1)^,,, [9^(0)[^77/-/-^

Comme L/,(^)===^(p^(.r), on peut exprimer L^(^) par la formule de
Leibniz, puis tenir compte de (12); n^r'^ croissant avec v pour 2v^/i, on a
ainsi une majoration de \^\x) pour 2/1'^^. Remplaçant, dans le dévelop-

pement de V^\x) en puissances de x, x^ par a^N ! e ' 1 ( N = = = 1 , 2 , . . .), on voit
que cette majoration vaut aussi pour ^k^n.

D'où

(18) |L^ )(^) |^2(64^2)^/^Â•Â-X•^ (^^o, o^A'^n),
(19) L^(o)=(-i)^ L^(o) ^/z^À-^- (o^/c^^).

.r2

Une estimation de l'ordre de grandeur des dérivées de e^, e"^, e î H^(»r),
nous sera utile dans le paragraphe II. Le développement en puissances de x
de \\^Çx\ compte tenu de

[ x ̂ -P-^^jr^ \ ̂ -p-^ ̂ -^ ^ i x [^-l-^^p-}-ï-—v ! yïi^\^ e-'^-'î
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donne une majoration de H,,(^'). Comme la dérivée d'ordre n de c^~ est une
somme des mêmes termes, au s igne près, que e^}\,^x\ on a

dn

dx11 (e^) ^(2a)/^2^•^•2+ l^•2a-2 (e=z±î, a>o).

De cette inégalité (appliquée pour a==y/3, £=±i ) on déduit aussi une
majoration de la dérivée d'ordre n de

e 2H/•(^e3^-•'•')'
exprimée au moyen de la formule de Leibniz. D'où

d11

{exî) ^27^/^•2e2• r2 (—GO <^<00; 7Î==I, 2, . . .),(9.0)

( 2 1 )

(22)

dx71

d11

"dx^

|H,(^) ^(^v/B)^-^,

- H.(^)l | ̂  ( I + ̂ )\^ V/3r7^ +7.)- .̂;[.-
Enfin, si l'on pose

(28) K4^):=:(2^! v/7i) 'H/^^), a^^^-^K^),

on a
(24) ^ e-^ Kn {x) K,n(.x) dx == ûn,m (n, m =: o, i, 9., . . . ),

(2:)) (2^7^-^!^K^ )(^)=(7^Î)7K^(^),

(26) (2^!)Te>^)(^)=(^~^!)T<Ï)^(^).

II. — Classes de fonctions sur une demi-droite.

F(^) étant indéfiniment dérivable sur [o, 4-00), nous poserons

(27) I,,(F)== j e•vxn\¥W(x) "-dx, J / , (F)=r e-^x11 \ F^(^) |2 dx
^0 «-^0

(^==0, I , 2, . . . ).
1. CLASSES C^1 {M,, { :

LEMME 1. — Si fÇx\ indéfiniment dérivable sur [o, +00) vérifie

(a) Io( / )<oo

et s^il existe une suite infinie [ ?ii ^ d^entiers positifs tels que

(b) ' ^=I,J/)< oo,

f(x) admet un développement en série de la forme

/(^)^^^L/,(^)6—^

n-=0
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cette série converge uniformément et absolument sur [o, +00 ) ainsi que toutes
ses dérivées et Von a

m^-==. lp(f) :z=^ a\n ~^f ' {p^o, 1 , 2 , . . . ) .
n == 0

Posons
r'a^=-j f{x)Ln{x)dx (n=:o , i ,2 , . . . } , s ( x ) =^Va/,L^(^) ^-r.

^0 A"^
^ -—0

II existe, en raison de {a), une suite j ^ j de valeurs tendant vers (+00)
telles que

'̂;
lim f(Xi) ^2 =•= o.
/••>-^

Des intégrations par parties et un passage à la limite montrent alors que
^^,

a^==]im(—i)" 1 / /^(^Li;-^^) dx.
i>^ JQ

x^ppliquant l'inégalité de Schwarz, compte tenu de (9) et (î3), il vient

. " " ' -= T——b ̂ "^ W^= (^H=^)2'

Comme on peut prendre ni aussi grand que l'on veut, il en résulte que la
série sÇx) converge uniformément et absolument sur [o, +00) ainsi que toutes
ses dérivées et que, p étant un entier positif quelconque, on peut intégrer
terme à terme {si{œ)exxp\. Donc

ip(s) =:^,a,2——-Ç-? Unz=: j s{x\Ln{x)dx (/î==: o, i, 2, . . . ).
n^ n ' JQ

Comme Io(/—^)<^°c' et que les fonctions e 2 Ln(^)(n= o, i, 2, . . . )
forment un système orthonormal complet sur [o, oo), l'égalité de Parseval,
applicable à [/(^) — «y(^)]» montre que Io(/— ^) = o, donc que /(^) == s(^x\
ce qui achève la démonstration du lemme.

i
THÉORÈME 1. — Si, limn^M^ == o, la classe C^"^ {M-n } ne contient que la fonc-

n
tion nulle.

i
Si lim /r"1 M,̂  ^> o, les classes C^^ {Mn } et C^11 [ M^} sont équivalentes.

n

D'après (i), (2) et le lemme 1, si/^a^eC^^Mrt^ on a

y(^)==^a^-^\L,(^), ia.i^C^n^^rnV!)-1 (N=.,^ .. . ).
//--o
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Donc, dans le premier cas, a^= o pour tout n et/(.r) == o.
Dans le second cas, soit {M^} la suite régularisée convexe de {Mn}, {n,} la

suite principale d'indices de { M ^ } . Pour n^n^n^, l'expression de m,,
fournie pour le lemme 1, l 'inégalité

(p -^n \ )^+i-/^ (p 4_ m \ Y^-^^p -+- m^ \ Y-^i

l'inégalité de Hôlder, (2) et (5) entraînent

m^--^^ m^ ̂ m^'^ C'1^- • -//.' M;;;-1-1-^ M^== (C^M^----.

Donc C^^M^CC^IM^}. L'inclusion opposée étant évidente, les deux
classes sont équivalentes.

THÉORÈME ^. — Si lim/z"1 M,/'^>o, il existe une fonction F(^) appartenant
n

a QR^ { M / i } ^^ ̂ ^ y^
/^>> a"M^ (/i =-=i, 2, . . . ; Œ constante positive indépendante de / / ) .

Soit Tn un nombre supérieur ou égal à i tel que

^[T(^/0]-l=borne^[T(^)]-l=:M;,

et \n la partie entière de r,,. On a
/ " r T ( / ^ I-1 ̂  ).n \ T ( r \ t—1 — /n r " ^ M^ \ ')—"• M1^^/i L 1 \ '-n ) \ =^ ^n L 1 V ' n ) J —— ^n'n ^n —^ 2 lvl/< •

La fonction

F(^)=-^[2-T(À,)f^—L),(.r)

a les propriétés indiquées dans le théorème. En effet, d'après (i i) et (i3),
X> 00

m^^^Â,)]-^ (À,+ i) (À,+ 2) . . . (/.+^) =:̂ 2-̂ ,,

^^9^^[T(À,)J-1^•^M^ (siÀ,^^),
P^^M,(2/?^^C^M^ (si ^</?),

car lina/i-1 M^>o entraîne qu'il existe c^> o tel que M,,^>c/^(Jo= i, 2, ...).
n

II existe donc B > o tel que P^^BPM^(7^== 1 ,2 , .. . ) et l'on a bien
^-PM^mp^BPMp (p=i, 2, . . . ) .

THÉORÈME 3. — Une condition nécessaire et suffisante pour que C^^ {M^} C C^^ ( M^)

est que Vune des conditions suivantes soit satisfaite :
\

a. lim/r^M^/^o,
H

L 1 / 1\
6. Iim/r-^AV > o avec (M^)" = O^M," ; (// -> oo ).
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En effet, dans le premier cas C^IM,} ne contient que la fonction nulle.
Dans le second cas, la condi t ion est suffisante d'après le théorème 1. On voit
qu'elle est nécessaire d'après le théorème 2, en écrivant que F(^) définie dans
le théorème 2 appart ient à la seconde classe.

2. CLASSES C^{M,,} . — Pour le lemme 2 nous ut i l i sons les notations (27).

LEMME 2. — ÀV/(a) est indéfiniment dérivable sur [o, +00) et s'il existe une
suite infinie croissante d'entiers positif s \ n,} tels que

^o (/) < oo , m^= ̂ (/) < oo ,

Y (.2-) est dé^eloppable en une série de polynômes de Lag'uen'e

/(^•)=]^L,(^).

fl=0

Cette série converge uni formément et absolument sur tout segment f ini [o, X 1
(avec o<^X <^+oo) ainsi que ses dérivées. On a

^-w^i^j-W
p=n

On voit comme au lemme 1 qu'en posant

^n^- <o— r/(^)L„(^)^ ( / î = = 0 , I , 2, . . . ) ,
^ u

^W=--^bnLn(.T)

fl=,0

il existe une suite de valeurs {œ,} t endant vers (+00) telle que
^

^—-(-i)^lim / /^(^)[6—L/,(^)](-^)^ (/?==!, 2, . . . ) .
l -> » JQ

L'inégalité de Schwarz, (10) et (i4) donnent alors
___ i_ _^

! bn\^.{J^Zn,n—— Hi \Y (fl !) ï.

Il en résulte que la série s,{x) converge absolument et uniformément sur tout
segment [o, X] (o<^X<^oo) ainsi que ses dérivées et que

r' °° f
^=^ M^-'-L/^)^ J,^,)=^^==F (zi^o, i, 2, ...).

p -- ii

Puis l'égalité de Parseval appliquée iie-[g'(x)—s,^)] mont re que/(^)=^).

THÉORÈME 4. — Les classes C^ { M, j et Cl { M; } sont équivalentes.
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II suffit de montrer que C^M^cC^M^}. Soit {n,} la suite des indices
principaux de { M ^ } par rapport à la régularisation exponentielle. Soit i l'indice
tel que n^ n <^ n^.

Posons pour abréger l'écriture
. 00 00

4=^6^", /„,„.= ̂ ĵ '».
v == n p == n

Appliquant d'abord à In rinégalité de Hôlder, on obtient successivement
Jni^—ni^pi+t—nm—rii î ^ 1 1 _ _ _ _ 1 ^ 1 y^+i—/^
"n •^==:in,ni ^,7^-4-1? ^n^ni-^. ^n^ ^n^i+i in.i+^•^=^l/nilLi+\ •>

( r/\ / /^^+l— /^^^9max^/ /^ l+l~ /^^ /z—^ l ( l /p^-^i^t+i—^tl{(X ) ^n l^; ̂  IildX[_^,^ ^1+1 î \vni't/i+l ) \'

Comme jD^^"71^^ ! (Jo"11"^!)"1^^^^^), l'expression de m^ donnée par
le lemme 2 conduit à
(P) e^ln^m^ln,

(a), (p) et l'hypothèse m^A^M^^i, 2, . . .) entraînent, compte tenu
de(6),

m^^<2enAnMO, (m^n< ^+1)1

ce qui démontre le théorème.

THÉORÈME 5. — II existe une fonction TÇx) telle que

F(^)€QRÎM,} , ^(F^a^ (^=i , 2, . . . )

(a constante positive indépendante de n).

Soit ̂  la partie entière d'un nombre r^ tel que

rn^:n, ^(rn)]-^ borne ̂ [S^)]-1.
r^/i

On a
^[S(^)]-•^^[S(/•„)]-l^^(^+I)-»M^e-lM^

^[S^)]-1^ Oo^").
La fonction

F(^)=^f2»S(^)f^L^(.»)
7î==l

a les propriétés voulues. En effet, les inégalités précédentes, la valeur de <5n(F)
donnée par le lemme 2 et la double inégalité

nPe-P^n \ [n-—p !]-1^^ (n^p)

conduisent aux inégalités du type cherché

^-pe-p-^M^Jp(¥)^M°, Q9=i,2, ...).
Ann. Éc. Norm., (3), LXXII. — FASC. 3. 20
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THÉORÈME 6. — Pour que C^ {Mn} C C^ { M ^ } il faut et suffit que

(M;^=o(M^) (^-.oo).

Ce théorème résulte des deux précédents comme dans le n° 1.

3. CLASSES C^M,,} :
1

THÉORÈME 7. — Si l imM^==o, C ^ j M ^ } ne contient que la fonction nulle.
ii

Si lim M,/7 ^> o, C î {M,,} et C^ j M^} <$w^ équivalentes.
I L

Nous emploierons les notations suivantes ( )) :

9(^)==/(C-1^), ^(x)-=i f ' " f 7 ^O^)^— ̂

^ == borne e ' ' \ cp^^ ( x ) |.
a-^O

[<p(.r) — <î>(^)j est un polynôme en x de degré {n — i). Si 1̂ est tel que M,, soit
fini, il résulte des hypothèses que j y(^) et |$(^)[ sont bornées sur [o, +00),
donc que y(^) — ^bÇx) = o. En particulier,

^{x)=[ ^\t)dt, ^n-l)^)\<^^\ f e-ldt\=.^ne-x.
J 00 ^W

La suite { ^}Çn= i, 2, . .. ) est donc croissante et inférieure à {Mn}.
i

Si limM^ = o, on a donc ^o== o ety(.r)^o.
n

1 j

Si limM/^o, a fortiori lim(/^M,,y1 =+oo et l'on peut considérer { M ^ }
-^- n>oc

définie par /z^M^^ (^M^y. Les inégalités

|/^)(^) \^CnM.ne-x (.y^X^o; /i=:i, 2, . . .)

entraînent Çvoir Mandelbrojt [18], p. 227)

[/^(X^B-M^ ( X ^ o ; 7 i = i , 2 , . . . ) ,

ce qui montre l'équivalence des deux classes.
i

THÉORÈME 8. —Si limM^ ^> o, il existe une fonction F(.r) telle que

F(^)eC^{M^ |F-)(o)|>a^ (TÎ==I, a, ...), : ,

a, constante positive indépendante de n.

(5) Pour cette démonstration, nous nous plaçons dans le cas ou, pour (2), Ci= G. Dans le cas
général, les calculs sont les mêmes, en remplaçant Mn par (GiC-'^M^.
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Soit \p la partie entière d'un nombre positif r? tel que

r^pPM^RÇr^), R(r) = borne r-P/M^, pv W^ borne ^/H(/-).
/^' 7^1

On a
(a) ^<^M^H(^) (^=i, 2, . . . ) ,
(P) ?^2-^M^H(^) (^=1,2, . . . ) .

La fonction
-̂  , .y;

^(•'•) =^[2"H(/,,) 1 -'^(.r) =^^(.r)

7? == 1 // ̂  1

écrite avec les notat ions (10) a les propriétés voulues, car

F ( x ) -== ̂  Un ( x ) + V //.„ ( x ) = G, ( .r ) 4- G, ( j' ).

Or (i5) et limM^ > o d 'une part, (16) d'autre part, donnent avec (a)
n

Gy(^)\^^e~~Î^BPMpe~~2. \G^(œ)\^BPM^e~'1 (p = i, 2, . . . ).

Ces relations, où B ne dépend pas dejo, montrent que F(x)çC^{M^ j .
Mais (17) et (?) montrent que

2^|F^(o)I^H^(À^)|cp^(o)|^H-^^)^-^^2-/ ?M;î (79=1, 2, . . . ) ,

ce qui achève la démonstration.

THÉORÈME 9. — Une condition nécessaire et suffisante pour que C^ {M^} C C^ {M^i
est que Vune des conditions soit satisfaite :

i
a. l imM^=o;

n

b. hm]\V> o, avec (M;fy == 0 (iM^") (n -^ oo).
n

Ce théorème qui résulte des deux précédents résout le problème d'équiva-
lences pour les classes C^M^}.

4. CLASSES C^{M,^ :

LEMME 3. — Si' P^(*r) est un polynôme de degré n ̂ > i, tel que pour x^^o on
ait \ Pn(.r) | ̂ Mo ^x, î7 en résulte pour i ̂ jo <^ n

P W (^ ) i^4[^( I+4o^)^ /^ -^Mo^• (^^o).
On a

//
gn ( ̂  ) = P/, ( 4"1 «^ ) •==. V 6<, L, ( x ) , ai = ^ e-^,, ( x ) L, ( x ) dx ( o ̂  / ̂  n ).

;'==o • ^ °
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Comme gn{x')e 4 |^Mo pour x^o, l'inégalité de Schwarz appliquée à ai
montre que ai ^2Mo, d'où

d11

'dx^ [e-^PnWÏ ^2Mo571 (^^o).

Comme, de plus, e^'P^Ç^) ^Mo il en résulte (voir Mandelbrojt[18], p. 222)
dP

~dxt̂  [ e-^ P,, ( x ) | ̂  2 Mo ( 4 o 6- )^ /^/j-/9.

La formule de Leibniz appliquée à ï)^x)=ec e^'P^Çx) donne alors
?

\ P^(a-) | ̂  2Mo ̂ ^ (.lo^^C^^/l-^.
/--_:o

La fonction n'x^ croit jusqu'à x=ne~Y et a pour maximum e ' 1 0 \
On peut donc dans le second membre remplacer ^/c"71 par n^p-1' s\ pe^n,

par e1' sipe^n, ce qui donne l 'inégalité annoncée.

LEMME 4. — Si' f(^x^ fonction n fois dérivable sur [o, + °o^ vérifie

|/(^)|^MO^ (^^o), [/^(.t^l^IV^^ (^^o),

on a pour o ̂ jo <^ii et x^o
l i-^ //- \i /^)(^)[^4[ 2^(14- 40^) ̂ /^-^^•max^Mo "M,/S Mo;.

Considérons la fonction F(X) =fÇa + X)(^^o, X^o) et son dévelop-
pement de Taylor d'ordre ( / z — i ) autour de X==o

(\ _ /^—iv / —F^)^.F(X)==P,_ , (X)+ f
Ja ( / î- i ) !

Les hypothèses entraînent que

|P^(X)[^^(Mo-+-M^)^ x (X^o) .

Appliquant alors le lemme 3 à P^_ i (ÀX) (o <^X^i) pour X==o choisis-
sant ^^min (i, MoM^) et remarquant que P^(o)=F^(o) =/w(a), on
obtient l'inégalité annoncée.

THÉORÈME 10. — Les classes C^ [ Mn } et C^ [ /^~n(n'iMn)o} sont équivalentes.

Soit {7Zi} la suite d'indices principaux de {n'lM.n} relative à la régularisation
exponentielle. Supposons que n^pz^ji^ et que/(^)eC^{M^. Le lemme 4,
appliqué à f^Çx) compte tenu des hypothèses (2) pour n=ni et n==n^,
conduit, tous calculs faits, moyennant la relation (6) écrite pour [ n'^Mn}, à

^ \f{n)(^) | ̂ 4D/^[(M — i) ̂ ("'n—fii ! M^lVT \0 p-v
'^n \'v ^'^n / ^ ?r^-^ ( r^H^y e-^
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avec
]) = C le (i 4- 4o<"). u== ^z+i^7'> i, [ G , constante de ( 2 ) ] ,

Comme C;^l<^2/^ et que la fonction de // entre crochets est inférieure à i
pour u ̂ > i, cette inégalité montre bien que la première des classes considérées
est contenue dans la seconde. L'inclusion opposée étant évidente, les deux
classes sont équivalentes.

THÉORÈME il. — // existe une fonction F(a?) telle que

F ( ^ ) e Q p { M ^ } , |F^(o) >^n-n(nnMn)o (n ==i , a, . . . ).

a, constante positive indépendante de n,

Soit X^ la partie entière d'un nombre ̂ ^^ tel que

r;;S;1 (^ )== borner" 87' ( r ) , S, (r) == max/^n-^M^1.
/'^^ Tz^r

On a comme au théorème 5

/^S71(^)^(7^ / ^M^)o^eÀ;;S71(7,) ( p ^ n , n=ï, 2, . . . ).

Une fonction répondant aux conditions du théorème est

¥(,r)^y^--S^(^)U(-2.TFczo^^-^a/oL^^).

Les inégalités précédentes, (18) et (19) conduisent en effet à

| F1^)!^^^^/:-^!^)0^ (.^o; ^ = = i , 2, . . . ) ,
[^(o^^e-^-^^M^Y ( ^ = = 1 , 2 , . . . ) .

THÉORÈME 12. — Po^ ^i^ C^{ M^ j C C^ { M , }, ^//û/^ et il suffit que

-1 ( 1)
[(^M,0°^:=:0^(M^f.

Ce théorème résulte des théorème 10 et 11.

III. — Classes de fonctions sur la droite entière.

Frétant une fonction indéfiniment dérivable sur (—00, oo), nous poserons

(28) I;(F)=^ ^IF^)]9-^ ^(F)=:f e—'^W^^dœ ( 7 2 = 0 , 1 , 2 , . . . ) .

1. CLASSES C^-2^ M,} :

LEMME 1. —Nous utilisons les notations (28) et (28). Si f(x\ indéfiniment
dérivable sur ( — oo , oo), ̂  ^/fc gr^<?

!;(/)< 00. I^(/)<û0 ( / = I , 2 , . . . )
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pour une suite infinie d ' 1 entiers positif s [ ni}, f{x) est développable en une série

f^^^ane-^K^x)
ft-=0

absolument et uniformément convergente sur (— oc, oo ) ainsi que toutes ses dérivées
et Von a

^^ I/^/) =^clp aln n ̂ p ' ( P = O ^ Ï ^ ^ " ' ) '
ïl=-Q

La démonstration de ce lemme est analogue à celle du lemme 1 (§11).
Posant

ân= ^ f{x} K,n(x) dx (n = o, i, 2, . . . ),
t- —— ÎS

s\x) ==^.ane-^Kn(^),

on montre à partir de 1^ (/) <^ oc que

an = lim ( — i Y ( f^ ( x ) K^ ( x ) dx,
i>^ Jx\

[x\\ et [x,•} Çi= i, 2 , . . . ) étant deux suites tendant respectivement vers(—oo)
et (+oc ). Il en résulte moyennant (26) que

^n 4- ni \ ̂ i^^n \ rn^ ( / = = i , 2 , . . . ) ,

puis, comme le système {^ - r a K,,(^) } est orthonormal complet sur ( — oo, oo ),
que s*Çx) a les propriétés que le lemme attribue à/(.c), enfin que

K(f—s)=o, d'où f(x)==.s\x).

THÉORÈME 1. — Si l i m /r1]^ == o, C^"'^ {Mn} ne contient que la fonction
a

nulle.

Silim^M^o, C^-^M,,; et C^-'^M^ sont équivalentes. Ceci résulte
/<

du lemme 1 (comme au paragraphe II, th. 1).
i

THÉORÈME 2. — Si lim/î-1 M^ ^> o, il existe une fonction F(a") telle que

F^eCi^iM:,}, <=I;(/)>a/^M, (n=i,2, . . . ) ,

a, constante positive indépendante de 71.
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Avec les notations du théorème 2 (§ II)

F(^)=^[2-T(^)]"T^•2K^(^).
7^=0

La démonstration est la même que pour le théorème 2 (§ II).

THÉORÈME 3. — Pour que C^-^ [Mn]c C^ {M, }, il faut et suffit que ïune
des conditions suivantes soit satisfaite :

i
a. ïimn~iM^=o;

n

b. Imi/î^M^oave^M^'^C^M'^n-^oo).
n

2. CLASSES CR' {M^} :

LEMME 2. — Si f(x), indéfiniment dérivable sur (oo, ce), est telle que

W)<^, ^(/)<°° (^=1.2, . - . . )

pour une suite croissante infinie dentiers [ n^, f(^) est développable en une série
de polynômes dHermite

/(^)=^^K,(^),
n= 0

cette série convergeant absolument et uniformément sur tout segment fini, et Von a

^=w)=y.^^-=—.
-— n — p !n=p r

La marche de la démonstration est la même que pour le lemme 2 (§ II).
Avec les notations (28) on pose

/ îao
b'l'==• \ fW^n^dx (^=0, I, 2, . . . ) ,

^(^)==^^K,(^).
n==p

On montre que, avec les notations du lemme 1 (§ II),
^xi

bn=z\im(—ï)P ^ f^^^-P^^dx,
^^ J x.'

puis on suit un raisonnement analogue à celui du lemme 2 (§ II), e^ et (26)
remplaçant ^r et (10).

THÉORÈME 4. — Les classes Cn2 { M,/} et C^ {M/0,} sont équivalentes.



2^ PIERRE LALAGUE.

THÉORÈME 5. — II existe une fonction V(xYtelle que
F^eCriM.!, /<>a-M; ( / 2 = i , 2 , . . . ) ,

a, constante positive indépendante de /?.

Avec les mêmes notations que pour le théorème 5 (§ II)
ao

F(>r)==^[2»S(^)pK^).
^ =.: 1

THÉORÈME 6. — Pour que C;2 {Un} C V { M,} il faut et suffit que

(M^==o(M;/0 (^->oo).

Les théorèmes 4, 5, 6 se démontrent comme les théorèmes correspondants
du paragraphe II.

3. CLASSES C^iM,,} :
_i l-

THÉORÈME 7. — Si lim/i 2 M^ = o, { C j a 2 M^ } ne contient que la fonction nulle.
n

-1 1

Si l\mn 2 M^ > o, C^ { M^} ̂  Ci,2 { M^ { ^/z^ équivalentes.
n

C étant la constante intervenant dans (4)(6), soit

?(^)=/(C-^), ^(^)=:r^—^—c?-)(^)^ (o^7.<^).
»-/_ x \ ̂  ^ ^ ) •

Soit 7i tel que M,, soit fini. Comme ^n) (x) \ ̂ M,, e-^ et que ^[y^)! est
borné surla droite, [y(.r) — ^o(^)]est unpolynome P^_i(.r) tel que ̂ 1 P,,_i(^) |
soit borné sur la droite, donc identiquement nul. D'où en dérivant

(^(^)E=^(^) (p=o, i, . . . , n-i).

Tenant compte dans l'expression de ^pÇx) des inégalités
k+l

\^n}(t)\^Mne-t\ ( ^+ i ) s ^<2^1^!^2 (u>o, k==o, i, 2, .. . ),

il vient

(a) (7^-^)~ i~[9W(^)|^3(2V/2)n- /?M^—2 (^==0, 1 , 2 , ...^-i).
-1 l

Silim/î 'M^o, soit
/i

F(^) == cp(^) e ' 2 .

^ ( 6 ) Dans cette démonstration, on se place dans le cas où, dans (4) , Ci = C, ce qui simplifie
récriture. Dans le cas général, les calculs sont les mêmes, en remplaçant M/, par (Ci C-1)"]^.



SUR C E R T A I N E S CLASSES DE FONCTIONS I N D É F I N I M E N T DÉRIVABLES. 279

Exprimant F^^) par la formule de Leibniz, utilisant (a) 01(20) on obtient,
tous calculs faits

| F^(^)[ ^S.^Mn (n=zi, 2, ...).

Il en résulte, d'après le chapitre 1 (th. 6, § I)

J F ^ ^ I ^ Ô . Ô ^ M S (72=1, 2, . . . ; —00 < ^< 00).

- i l
Comme lim/? "s M^^o, on a

/<

K - -^V^ E —•rs ^.^
e 2 ) ^ 2^ <° 4 ̂  ^M^ e T (p == i, 2, ... ).

a-2

Exprimant la dérivée d'ordre n de ç(.r)==F(^)^ 2 par la formule de
Leibniz et util isant les deux groupes d'inégalités précédents, on aboutit, en
remarquant que MCMC^M<[M^(p=I, . . . , n}, à

| (D^(^) ]^6^o'(«+ 5)^M^<0 ' "4 (/?,=!, 2, . . . ; —OC. <^<00) ,

où [jio==max(Mo, Mi), donc CR^M^^CCR^M^} , cequi établit le théorème.
_i -1

THÉORÈME 8. — iÇ; V\mn 2 M,/'^> o, ;7 existe une fonction F(^) ^/fc y//^
n

F^eCK' iM. j , [ F ^ ) ( o ) >^M, ( ^ = 1 , 2 , . . . ) ,

a, constante positive indépendante de n.

Avec les notations du théorème 2 (§ II),
^c

F(^) = e-1-'/, (x) = e-1" ̂  2-»T-1 (À,) cos^,.^ + ̂
n=;l .

a les propriétés voulues. Car les inégalités vérifiées par \n (voir th. 2, § II)
montrent d'abord que

f^^x) ^M^ ( — Û O < ^ < 0 0 ; 7 Î = : I , 2 , . . . ) . ,

/Î^(0)|^4-"2~^M;, ( 7 Î = = I , 2, . . . ) .

Il en résulte d'abord comme à la fin du théorème précédent que ï ( x ) € C^2 { M,, j .
D'autre part,

n

F^(o) ==]^ C^/^^o) (^—2).^).
/?=0

Or /^(o) a le signe de cos ( ^ + 7?7T ) et, pour ^ === o, les dérivées d'ordre
impair de ^-rs sont nulles tandis que les dérivées d'ordre pair 2/c ont le signe de
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(— iy; Donc les termes de la somme précédente out tous le même signe, d'où
la relation du type cherché

|F^(o) |> |/^(o) |>4-^~4lS ( ^ = 1 , 2 , . . . ) .

THÉORÈME 9. — Pour que C^2 { M^} C C^[ M^ } il faut et il suffit que F une des
conditions suivantes soit satisfaite :

a, lïmn ^M^/^o;
fi

b. \'\mn 2M„7^>ow^(]^^,)"=o(M //^)(/^->oo).

4. CLASSES C R { M ^ :

LEMME 3. — Si r^(*r) est un polynôme de degré n tel que
I T T ^ ( ^ ) ^Mo^'2 ( — ^ < ^ < o o ) ,

on a pour o ̂ lp ̂  n
p_

\7:yW |^4MoK^2 e1^ ( — o o < ^ < o o ) ,

K étant une constante absolue. On peut prendre

K. -==. 2 4- I 2 ( 2 + ^/2 ) \/^.

On peut écrire
/ X \ Y^ TT / v

^ v T ï ^ ^ ^ 7 ' ^sv / p—o

' X

^.^=(2^!V/7:)-1 [ 7:,/-^^^——2H/,(^)^.
^-, vv / ^y

L'inégalité de Schwarz et (a4) donnent

( ' 2 P p \ f Op ^2^Mo (O^/?^/l) .

Ces inégalités, jointes à (22), entraînent une majoration de la dérivée
.r2

d'ordre n de e "î T i^ f— ) ? donc aussi de ^"^Ti//^).v v^ 7
Tous calculs faits, on obtient

n
\[^\(œ}\r^l•}\^^>M^onnî (—00 <.r<oo),

avec
S == 12(2 + ̂  ) \/c

Comme, de plus, e^r^^x} ^ M,^, il en résulte
A;

[ e-^nn ( X ) ] '/-/) 1 ̂  4 Mo Ô^ H -7 ( 0 ̂ ; ? ̂ ; 7Z ).
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Comme ^(^)==^2^-a;2Tc^(.c), on aboutit, par la formule de Leibniz et les iné-
galités ci-dessus, à la majoration annoncée.

LEMME 4. — Si f(x\ fonction nfois dérivable sur (— oc, co), vérifie

| / (^) ;^Mo^ 2 et l/1"1^) f^M^2 , ( -oo<^<oo),

on a pour o ̂ p <^ n

/^)[^8\/2(2K)^max(Mo^ /^ M^M^)^-2 (_oo<^<oo).

Considérons la fonction

F(^ ) ==/(^o+2 ^ À ? / ) ( o < À ^ l ) .

Les hypothèses faites sur/entraînent
//

F ( u ) \ ̂  Mo ̂ •ô ^2, | F'") ( u ) | ̂  /" 2 ~ •T M,, ̂ l ^/â ( — oc < x < oo ).

Ces inégalités montrent que, si l'on envisage le développement de Tavlor
d'ordre (n— i) de F(^) autour de u= o, soit

F^.)==P,_,(^)+ f ^__^F-)(^)^

on a

P^-i ( u ) \ ̂  {Mo + y^ 2 T // ~ 7}" M,/} (^ e^ ( — oo < // < oc )

(ce résultat s'obtient comme le résultat analogue, pour ̂ p(x\ obtenu au cours
du théorème 7, § III).

Si Fon applique alors le lemme 3 à P^(^) pour u=o, si Fon choisit
/ n -n \

À== min \ i , Mo ̂ ' 2 '^M^ 1 et si Fon remarque que

P^, (o) = F^)(o) == ^2~V^(^o) (o ̂ p < n),

on aboutit à l'inégalité annoncée.

THÉORÈME 10. — Les classes C^ {Mn] et Cpl \/(M^)° ^ sont équivalentes.

Il suffit de montrer que la première est contenue dans la seconde. Soitî/z/S
la suite d'indices principaux, relative à la régularisation exponentiel le, de
{ M ; } . Supposons que / (^ )eCR;M^} et que /z^^<//^. On peut appliquer le
lemme 4 a la fonction f^Çx) qui vérifie les inégalités (4) pour n == n, et n==n^.
Se servant alors de Fégalité (6) écrite pour la suite ; M;}, i l vient

J// i(.r)•2^;A/^(M;;)o^•t•2

(A indépendant de n ) , ce qui démontre le théorème.
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THÉORÈME IL — // existe une fonction F (a?) telle que

F(^)€CK{M,} , iF^o^^vÏM^ (//^:i, 9, . . . ) ,

a, constante positive^ indépendante de n.

L,n(u) é tant le polynôme de Laguerre de degré m, posons

¥,^)^L,(^), ^:^(.r)^^jL^(.r9),

•t"2

Lm(^3) et L,,^(^2) étant inférieurs en module à e 2 on peut leur appliquer
le lemme 3, d'où pour o^lp^n

! ly(^(^)|^4.2~/TK^(2m)/î^•^

| lI ; >:^l(^)|^4.2 - - - — —K^(2m+2)^1^2 . . .
D'autre part

^(o) --C^![Q!j-l>^(,^)f (^p3i,)^

/y-"- ^
l^ i^i(o) > ^ ( 2 / / z + 2 ) ^ (^ impair),

^F^À ( o ) =-- o (^ impai r ) , T : i^., ( o ) == o (p pa i r ),

P étant une constante positive absolue. Donc si Fon pose

lF,^l(^)=:2 : ^[4Â•(2m4-2)f^<F.^(.^),
2P/ / ( . r ) == T/^^) + ̂ -i (,r) ( / < entier quelconque),

les polynômes P,,0) vér inen t pour o^p^îi

aP \ P^(.T) [ e-^^^bP \ P^)(o) [,

à et 6 constantes positives absolues.
Si \^ est la partie entière d'un nombre r,^n tel que

T^Sf1 (rn) =z borne^Sr1 (r), Sj (r) =: max^M^2,
/•^^ ,;^/.

{\n} vérifie les inégalités

^Sr1 (^) ̂ (M^^e^y (?.,) (p ̂  n).

Les deux groupes d'inégalités obtenus montrent que

F(^)=^2-S7^,)P^(^)

a les propriétés voulues.

THÉORÈME 12. - Pour que C, { M,} c C, {M, }, il faut et suffit que

[(M^]-^o[(M';^] (n-^oo).
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CHAPITRE m.

TRANFORMÉES DE CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS PAR UN CHANGEMENT DE VARIABLE.

1. INTRODUCTION; NOTIONS PRÉLIMINAIRES. — M. Mandelbrojt ([16] et [18] a
posé et part iel lement résolu la question suivante.

Si/(a?) appartient à une classe donnée Cy{M,,} sur [intervalle fermé [—i, i],
à quelle classe appartient, sur la droi te entière, la fonction F(6)==/(cos6)
déduite de/(.r) par le changement de variable .r=cos9? Inversement, sachant
q u ^ u n e fonction F(6)=/(cos9) appart ient à une classe donnée Cj^M^}, à
quelle classe appartient f(^) sur l ' intervalle ouvert ( — i , i) ou l 'intervalle
fermé [— i, i]? Rappelons que/(.r) est dite appartenir à C y { Mn} sur [— i, i]
si elle est indéfiniment dérivable sur cet intervalle et y vérifie

\fn}(^)\^CnM„

(^=1,2 , . . . ; x ^i ; C, constante positive pouvant dépendre de/, non de //).
On dit que/(.r) appartient à la classe Co { M ^ } sur [— i, i] si elle appartient

à C ^ { M / , } sur tout intervalle fermé intérieur à ( — i , i). M. Mandelbrojt a
démontré les résultats suivants :

i° Si / (^)eCy{M,4 sur [—1, ij, F(6) appartient à la classe C^M^},
M^ étant définie par

M^== borne^S-^ (r), S(r) == maxr"M;,1.
/•^l n^r

2° Si F^^ô)] <^A,,(/i== i, 2, . . . ) et si C R ^ A ^ } est une classe dérivable, on
a, pour tout £^>o, dans [—i + £, i — s],

|/^)|<(^A^

p, constante indépendante de TI, ne dépendant que de {A^} et de £, Af étant
définie par

A^==: borne r^/T (/'), T ( r ) == max r^/A^.
y ̂  n j i ̂ : l

Les notations ci-dessus sont justifiées par l'interprétation géométrique que
M. Mandelbrojt a donné des suites M^, M^ dans [16]. Dans ce chapitre :

i° Nous trouvons la plus petite classe Gji contenant toutes les transformées
F ( 6 ) des fonctions de la classe C ^ { M ^ } sur [ — i , i] par le changement de
variable oc = cosQ. C'est la classe CR { M ^ ( ;

2° Considérant l'ensemble des fonctions /(cos9) = F(6) vérifiant | F^ (6) |
^CM^(/ î=i , 2 . . . , C indépendante de n\ nous trouvons la plus petite
classe C/ sur [ — 1 , i ] e t l a plus petite classe Co sur ( — i , i) contenant toutes
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ces fonctions /(^). Ce sont respectivement les classes Cyj 'M; ; et C o { M ^ } , M^
étant défini par

/^M;=~ borne r ^ / T i / ' } , T ( / - ) =_- max /^/M^.
/•^/?.

Rappelons les propriétés suivantes qui nous seront utiles. ; M ^ ; s 'obtient
géométriquement à part ir de {M',} comme suit. Les points [x = n, y = log M^)
sont situés sur une l igne polygonale convexe obtenue de la façon suivante :
pour chacun des contours polygonaux convexes cons t i tuant la base exponen-
tielle sur laquelle sont les points (n, log M;), on prolonge indéfiniment le côté
le plus à droite vers les x croissants, et on ne laisse que le contour supérieur
de la figure ainsi obtenue.

Soit {M^} une suite (S,), i i M . j sa suite régularisée convexe. Les indices
principaux (en nombre i n f i n i ) de { M / , ; sont les indices n, tels que M» =M;/.
Les points (/i, logM^) sont sur la l igne polygonale convexe, de pente croissant
vers l ' infini, ayant pour sommets les points (^, log M,,,). Les indices pr incipaux
peuvent encore être ainsi définis : si ̂ o, on appelle D(^) la plus haute droite
de pente t ne l a i s san t au-dessous d^elle aucun point (n, log M,,); les indices
principaux^-sont les indices tels que le point (^ logM^) soit situé sur au
moins une droite D(^). Sur chaque î)(t) il y a un nombre fini (^i) de points
{n, log M,,). Soit m(t) l ' indice du plus à droite de ces points, ^==logr,
/7î(^)==N(r). Avec ces notat ions, on a

(A) logT(r)=logT(i)+ F ^^du.

Nous utiliserons aussi les propriétés suivantes des polynômes de TchebychefT,
énoncés dans [18] et de la régularisation exponentielle (voir Mandelborjt [i8],
p. 224). On pose

T,i ( x ) == cos 11 ( arc ces x ) ;
/ (^2-I)ï^•2)(^)+(^+I)^T^+• )(.-r)=:(/^-Â•2)T;^(^),

(B)- T^(o)=:(-i)^ T,,.(o)=o,
[ ï -27«+i(o)—-o, T^+i(o) _:(— ly^/n + i) ;

(0 T.^i)^7^"2"1^^^^,^-^-1^1 (i^^);

(D) 2/-l (ek^n2^ T^ (i) ̂  2/-l Â-^^ (i ̂  k^ n) ;
(E) (i-^IT^^I^S^ ( o ^ Â - ^ / / ; x <i) .

Si/(a?), indéfiniment dérivable sur [—1, i], est telle que

|/-)(^) ^À^M, (n==i,-^ . . . ; À ^ i ) ,
on a
(F) ^^((^[^(^/^M;; (^- i ,^ . . . ) .

2. EFFET DU CHANGEMENT DE VARIABLE X= COS 0 SUR UNE CLASSE Cy { M,,} :
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ÏHÉOKÈME 1. — Si /(a?) appartient su?- [—i, i] à la classe G f[Mn}, la fonc-
tion F(9)=/(cos9) appartient à la classe CR {M^ \ où ^ M^ ̂  définie à partir
de [ M,, { par les formules

M^borne^/S^), S(r) = max^/M^.
/•^l n.^r

On obtient les dérivées de F(6) à partir de celles de f{x^ au moyen de la
formule (où x^= cosO)

^ ^'(^^S-^iiÏ^'050-^00)'''^;
Par hypothèse,

U ) I /^^I^A^M,/ (—i^^^ i , / / ,= i , ^ . . . ) .

Il en résulte (zwr Mandelbrojt [i8], p. 22^)

( 9 ) l /^^0) ^O^'A)7'^!;; ( ^ = i , - ^ . . . ) .

Soit IL(6) un polynôme trigonométrique en 6, d'ordre s. On a
(3) lIl^^l^Mo.s-,

Mo étant le maximum de IL(9) [.
Considérons le développement de Taylor de /(^), d'ordre Çn—i), autour

de a7==o, et posons
/(^)==P,(^)+R,(^ R.(^)= f ^——^^(^^ (ï»,(6)=R,(cos6),

^o [•n ~ ï ) •
1 1 — ;1

P^)=^p,(x), p,(a-)==^fW(o), o,(6)==77,,(cos9);
.<?=:0

(2) et (3) entraînent pour tout 6

(4) \^WW ^(2^A)5M;[À•!]-1^^(2(?2A)^M^ / M .

Soit { M ^ { la suite régularisée exponentielle de {Un}, {ni} la suite correspon-
dante d'indices principaux, [ p z j ] la suite des indices de discontinuité. Suppo-
sons ̂ ^/î^^+i. Comme, pour ces valeurs de n, les points (zi, logM^) sont
situés sur une ligne polygonale convexe dont la pente, au point d'abscisse x,
est supérieure ou égale à log.r, il résulte de (4) que
(5) 19^ (6 ) ^(2^-A^M; (n^s^n<n^),7-n h

,^-j^ (^:^^/•+l),(6) | 9^ (0 ) | ^ (2^A)^M^7z^^^^ (^^i),

logM,,.^ étant l'ordonnée (^> logM^.^^) de l'extrémité droite de la base exponen-
tielle de { M ^ } entre nj et ^/+i.

D'autre part, d'après (i) et l'expression de R,,(^), on a

/ t — s \ IR^^A 1 ) [^A^M/, (—i^^^ i , s^n).
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Si, tenant compte de ces inégalités et de (3), on applique la formule (I)
à K,»(a*), il vient
(7) <ri,"'(9)j:=(i+2e)»A"M,, ( n = = i , 2, . . . ) .

Comme
"i-i n/+i-i

<i^(9)=^?,(9)+<r„,(9)= ^ y,(9)+^.,,,(6) (n;^«,<^),
' = " , S=,tj

on déduit de (5) et (7), puis de (6) et (7), pour n^n^n^

WWI^^A)».]^ ^r^^i^e'A^M;^.
La base exponentielle de {M,.} étant un polygone convexe entre x=n,

et x == n^i, ces inégalités entraînent (d'après le chapitre I)

(8) [^(Q) 1^2(46^)»]^ (n^?z<n^,).

Gomme
n,-l

/(^)=^^(a-)+R^,(a'), max/M^-"», M«,\ == M^/î/.^/i < n^),
s=:0 \ f^^f /

il résulte de (6) et (8)

[Fi»)(9)|^a7î(4^A)»M^(8e'-A)»Mi (n,^n<n^),

j pouvant être choisi quelconque, ce résultat vaut pour tout re^i et prouve le
théorème.

THÉORÈME 2. — II existe une fonction f\ac) [avec F*(6) =/*(cosQ)J telle que,
y. étant une constante positive indépendante de n,

.r(a-)eCy{M,.{ ^r[-i,ij, F'"'(^)Ka"M^ '(/, =1,2, ...).

D'après la formule (I) appliquée pour Q = ' K • , ,

-œ^- ,̂̂ -)-!,
Or, les ^p{p = i, 2, . . . ) étant des coefficients positifs,

(smuyzzz us—^,us^-^...-^(—l)P^u,S^P-{-....

Donc, en posante! S,=n ! {^_,>o, on a
2

(9) ^"'(ï) = <- ̂ "[/""(o) - W1'1-21^) + ô^/^-'^o). ..].

Posons

^(.)=^(-^]T^')-.^(-^JT^(^, P49)=^(cos9),

/-„(.») =^n(2a-), Rn(9)=/-n(cos9).
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Dans ces formules, T^(.z?) = cos7i(arc cosa?) est le polynôme de Tchebycheff

de degré n, ^ et n—ï" désignent les parties entières respectives de n-

et n -4-1

1 ^ 1II résulte de (B) quejo^o) a le signe de (—i)1^.
Comme r^(o) = ̂ p^Ço), (9) peut alors s'écrire (pour/=p,,)

P^i =^\^(^\--^^-\^(o)\+.

Mais (9) appliquée à R^(9) donne aussi

R^ _-|r^(o)|+^J^(o)K....

La comparaison de ces deux formules et le fait que l'on a
d'après l'expression directe de R,,(9) conduisent à

(-D^lp^^K-1^'(10) '7T\ 1 /^Y
2 / r^ 2 [ "2 /

(A' entier ̂  o).

De plus, d'après (E) on a

(n) \PÎ){X) |f=:4^ ( — i f ^ ^ f = i » ^ entier^o).

Soit maintenant \n la partie entière d'un nombre ^,^1 tel que

R ( A ) / 7 : \ ( ^ . '
R" ( ï ) =^i

n

On a aussi

Soit alors

r^S-^rn) -= borne^S-1 (r) =: M^.
r^l

À^S-^À^^^-MS.

30

/^) =y 2-s-1 a,)^,(^).

D'après (i i) et les relations précédentes,

• — / ^ ^r^ --^<^^borne-—1/^(^)|^4^2-71—— <2.4A borne———-2.4^^2.4^,.
^{^n) r^k ^(^)

À^^À-

D'autre part, d'après (10) et les relations précédentes,

F^^k I ^ __ 1 M^ f Â - — - ! 2 )
^^l^a^^StÀ^—^.^^^ V A ~ I 1 21 • • • )

/*(.z?) a donc bien les propriétés voulues.
On peut exprimer comme suit les théorèmes 1 et 2 :

La plus petite classe C^ contenant toutes les transformées par le changement de
Ann. Éc. Norm., (3), LXXII. — FASC. 3. 27



28^ PIERRE LALAGUE.

variable a?==:cos6 des fonctions f(x} appartenant sur f — i , i] à C^M^},
^C,{M^.

3. EFFET DU CHANGEMENT DE VARIABLE COSO = X SUR DES FONCTIONS PÉRIODIQUES D'UNE

CLASSE CR{M, ,} . — Nous allons maintenant supposer qu'une fonction de cos9,
seit/(cos0), est telle que F(6)=/(cosQ)eCR{ M^}, et nous allons chercher à
quelle classe C/ appartient/^) sur l ' intervalle fermé f— i , \\

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 1. — Soit la fonction de X

/ v \ -- (^'ccosX — Arc cosa?)'
îp., ( A } — ———————————^—————————

(x est une constante; s un entier ̂  i).
On a pour tout entier n\_s

^(x) ^(^"^y-^ô^-- d^ <i).
\=x

Étudions d'abord le cas où s -== i. On voit par récurrence que

cp^X)^! -X^~'P,_, (X),

où P^_i(X) est un polynôme en X de degré (n—ï} défini par la formule de
récurrence

Po(X) :=-- i, P.-, (X) :--: (i - X2)?,., (X) + (2^ - 3)XP,^(X).

Gomme (—\/ 1 —X-'P^^) est la dérivée par rapport à Q de P,i_2(cos6), poly-
nôme trigonométrique d'ordre ( ^—2) , cette quantité est bornée en module
par LL,,_2, maximum du module de Pn_2(X) sur [—i, i]. On déduit alors de la
relation de récurrence

1 ~ n
lcp^(X) ^( i -X^y7 3^(n-i)\ (-i<X<i).

L'inégalité du lemme est alors vraie a fortiori (pour s= i\
Dans le cas général ^(X) au point X=x peut se calculer en prenant le

produi t par n\ (^!)~1 du coefficient de (X—^y 1 dans le développement limité
à l'ordre n de y^(X) autour de X=sc. D'après les résultats obtenus pour 9i(X),
on voit que

^(X)^(v/7^^y—p(^),
X=x

y',"' (X) ^ n ! (s ! )-' (^/T^r^V'-2" 3'1-' Cf,-_\,
X==.r

P(.r) étant un polynôme. Comme C;̂  < a"-1, le lemme en résulte.

THÉORÈME 3. — { M,,} étant une suite (S,), C une constante positive indépendante
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de n, si une fonction /(cos9) = F(0), indéfiniment dériwble, vérifie pour tout 0
|P-(0) ^CM, (n^^ . , . . . ) ,

on a, pour — i ^l_x ^. i, a ^^Y ?//2^ constante ( ^> o) absolue

|/-(.r)|^C^M; ( / /= - . , ^ . . . ) ,

! M^ 1 ^/7/^ définie par

n ' 1 M; --- borne /•^ T-1 ( /•) , T (/ ')== max /1/' M'/71.

Il est clair que l'on peut supposer C = i, c'est-à-dire

(^) FW(O)!^I:M/, ( / ^ — i , •^ . . . )

sans diminuer la généralité. On a

F ( 0 ) r.-r /( ces 0 ) .--= ,/„ + V ,̂  (.< ,s n/ 0.

Les relations suivantes , dont la première résulte de ( 1 2 )

| a,n 1 ̂  2 T-1 ( în ) ( m ̂  i ),
^ 1 ̂  (^) ^ ̂ ^-^^'^ ( i ^p ̂  / / / ; ! . / • | ̂  « )

montrent que/(^) est développable en une série de polynômes de Tchebvchetf,
absolument et uniformément convergente, ainsi que toutes ses dérivées,
sur [— i, ij.

iNous allons, selon un procédé déjà employé au chapitre 1 (§ II, lemme 4),
décomposer F(9) en somme de deux fonctions Fi(Ô) et 1^(0), de la façon
suivante (n désignant u n entier positif quelconque, mais désormais fixé).
Soit^(À) la fonction continue de la variable réel le X, égale à i pour ] A \^n, ào
pour À ^2/?, linéaire entre X =net À = ^/ / ,

//,(o=-- ̂  r ^^^(À)^/.,
F , ( e ) = r F ( 0 ) - F , ( e ) = f ^ F ( 0 - ^ ) Â , ( / ) ^ .

tY__ ^

Soit/i(^) la fonction associée à Fi(6) par
2 n î n

^o+^.-^w^mCOsmO, • /i(^) ==aod-V
/"=! /? /= r l

F.,(0)==ao+^^(m)^^cosm0, • /, (x) == Oo d- V^( w) <-/,//^T^(.r).

I l résulte de (12) et de la dernière expression de Fi(0) que

W |F^(Q)|^4M,., F^(6) ^4M^ C / ^ i . 2 , . . . ) .

De plus, le développement en séries de cosinus de F^O) commence par un
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terme d'ordre supérieur à n. On peut donc appliquer à F^O) le lemme 3
(chap. I, § II). Donc (i3) entraîne

|1T(0) ^SM^ ( / ^ i , 2 , . . . ) , F^O)|^8M/,7î/^ { p ^ _ k ) .

Prenant K = N(/z) (notations de l ' introduction), i l vient

04) |F^(0) |^8M^ M^= borne ^T-^r) ( 7 ^ = 1 , 2 , . . . ).

Étudions d'abord /i(^). Comme

/^(.T)^ ̂  ^,^(m)T^(.r),
/// = /?

les inégali tés du début sur a^ [ et ï^(^) | donnent

l/i^.r) | ̂  //^/r-^ borne m^T-1 (m) ̂  S^M; ( | .r ^i).
/// ̂ . IL

Pour prouver le théorème, il suffit main tenant de montrer que, si l'on pose
F2(0)=/2(cos0), on a

(i5) nn\fw{x}\^^M'^ ( M^i)

(M^ défini en (i4), A constante indépendante de n\
De façon générale, si F(0) ===/(cos0) est une fonction de 0 indéf in iment

dérivable dont chaque dérivée est bornée sur la droite entière, /(^) est indé-
f in iment dérivable sur [—i , i], et ses dérivées, pour x <^ i, sont données par

(II) (.0) /^(.^) =V F^(0) {-^ (ATC œsx -,ATC ̂ '^ i"^j d^

On voit par récurrence que

/^(.r) =z (.sinf))1 •2 / ' [ (— i)"sii^ -^^^(O)
+ a/„,„_, (0)sm7^-20F^- l l(0) +. . . + a//., ((^(O)],

où a,, ̂ (9) est un polynôme tr igonométrique d'ordre (/?—.v), le crochet ayant
d 'ai l leurs toutes ses dérivées nulles jusqu'à l 'ordre ( ^ — i ) exclu pour 6=0
et 6=== T.. Quand x --> i ou x ->—i, le second membre tend vers le produit

par ^_ , de la dérivée (^—i)10"10 du terme entre crochets. Comme les

dérivées d'ordre impair de F(6) sont nul les pour 6 = o et 0 = TT, on a

(r;) /i/^) --= ^,-2.Fc^(o) + (3/,,.-,F^-^(o) +. . .+ ^F^(o),

où les coefficients ? sont indépendants de la fonction F(0). On a une formule
analogue pour x=— i et 6 = TT.

Montrons d'abord que f\{x) vérifie la relation (i5) pour.2 ï=± ï,,x=ï, par
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exemple. Nous allons évaluer/^(i) au moyen de la formule (17). Les coeffi-
cients ? étant indépendants de F, on peut les calculer par identification à partir
de la fonction particulière y(^)=T\(^) associée à F(6) = cosN6, ce qui donne

_ N^-iH^-^)...^-^-^]
J { )~~ i . 3 . . . 2 ^ - 1

EEE (- i)"[p/,,.N-^- (3/,,.-,N^-2.. .] (tout N).

Ceci montre que (— i)"^ ,2,== ^n,2s^> o et que

. ^,., ^-2, ,,, ^- ̂ (^+ ^) (^+ ̂ ) • - |:̂ + (^ - l)2]
, /(, ïfi^ "T" ; /<, în—î ̂  ~i • • • i~ ' n, î ̂  — ——————————————T)————~,———————;———————————— '' ' ' i . 6 . . . ( 2 n — î)

Divisant par x ^ ' 1 les deux membres et fa isant x=n dans cette identité, on
obtient

î / î \ / n — î \ -
i i+ —: • • • î

î \ F / n — î \ '2 1 'À"^•••L1^-^}^»"""'n î n - ï ~ ~ l . ï . . . { ' î n — \ ) \ n2 ) [̂  \ n ) J— n
car

<fin—'i . 3 . . . ( 2 ̂  — î) ( 2 ^ ) ! ^/i

Comme 7^2.= | p/i,2. ? il vient

(18) |P.,2,.|<4/^7^-2-• (^ f^^) .

Cette inégalité, jo in te à (i4)? montre que

[^,|.]F,2A•)(o)|^^8Bo^ne^^--^8.^B^ (.^^).
't' r^n i \' ) l i l'^ri 1 \' ) l i

Portant ces valeurs dans (17), on a l 'inégalité (i5) pour x=-1

(13') nn\f[[l'l(ï)\^8n+iM'.,^

On raisonnerait de même pour x = — î .
De plus, (17) et (18) sont vrais quel que soit l 'entier ri.
Donc si k <^ n,

|/-(Q ^S.^b^^^-^S/^:^^^8^^!,,

Cette inégalité nous servira plus loin :

(19) ^\f^(î)\^^iM',k (Â-</2) .

Il suffî t maintenant de prouver (i5) pour l ^ l ^ i , ou même o ̂ -x <^ î .
Considérons le développement de Taylor de f^{x\ d'ordre Çn—î), autour
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de x=. i et posons

/,(,2,-) ̂ p,,{x) 4- /•.«), y^(..r) =^ ̂ (,2-), ^.(^) =:/^)(i) ̂ "'^^
/: -- (I

9<.(cos9)r=:<ï^(0), /• / /(œs0)=: K/ , (0) .

(19) montre que pour k<^n

\^W\ ̂ 8^ ̂ ^M^^8^(^)^--^M,^8(i6^^M,,

car les points (^, logM;;)(^, = i, 2, . . . ) sont sur une ligne convexe de pente
supérieure ou égale à //.

Revenant alors à r,,{x)=j\(x)—p^x), utilisant Pinégalité ci-dessus
et (i4), on obtient

(2 0) IF^Ô) ^^e^^eYU',,,.

D'autre part, d'après la définition de r^x}, on a

^/.(l)^^(l)--=...=^-^(l)=0.

La formule (I) du théorème 1 donne pour 9o = o,

F(.)(o)^y(-^•V'(-)(I)^|/^OY2)-y'^(i) D^ ( / ' . oy^
7i——De-K5111.) 0.0v / ^ s\ D6^( \ 2;

Dans la formule ci-dessus seules interviennent en fait les valeurs /^(i)
pour 2^^/?. Les conditions vérifiées par r^x) entraînent donc

R.(o)^R,(o):^...^R^-i)(o)==o.

Ce fait joint à (20) montre que pour s <^ in et o^O^71

R^e, |^ ̂ ).M;,,̂ ^ , ̂ (,6..,)-.M,,, iï̂ :

ou, comme un 0 = ^ i — ^ 2 pour o^O^:7^

(^) 1^(6) ^^(ï6.^)-M,/^^)^ ( .<2^o^Q^^) .^(zô.^^M7, (V/^"^)"^ ^_,, , ̂  ,71-
2 ^ ' / '2/t n^-^

Enfin fwÇx}= r:;\x). La formule (II) (16), écrite pour r^\x}, avec les
notations du lemme I , donne donc

IL

/'/''(^^ycp^x)]^)^).
•"-• '\=x

Uti l isant alors le résultat du lemme 1 et (20), il vient

(I5") n"\fwW\^(•ïe)-^•î"(l6eî^t)''M',„ (o^^-<i).
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De la même façon, on verrait que (i5^) vaut pour — i <^^o.
On a démontré (iF)') et (i5^), c'est-à-dire (i5), donc le théorème.

Remarque. — Si l'on suppose limM,/'^ + co, la classe Cj^ { M,,^ est identique
/< >- x

à la classe Cn(i) et se compose des polynômes t r igonométr iques. Le change-
ment de variable .r==cos9 fait correspondre à C^T) l 'ensemble des polynômes
en x.

THÉORÈME 4. — // existe une fonction /(cosO) == F(6) telle que

|F^(0)[^M,,, |/^(i)[>a^ (n^\.,-î, . . . ),

a, constante positive indépendante de n.

Soit 7?^ la partie entière d'un nombre î'n(^n) tel que

r^T-1 (/•„) =: borne r^T-1 (r), T(r) --= max/^/M/,.,.2/1^-1
/ • ^ / ^ /?.^:'i

On a, par conséquent, k étant un entier quelconque

h^T-i(h,)^M<^eîh^n-nT--ï(hn).

Ces inégalités montrent que les fonct ions associées

F(9)=:^2-^T-i(^)œs/z,6, /(^-) ̂ ^a-ï-^A,)^^^)
// ==i « == j

ont les propriétés voulues. Car elles entraînent , compte tenu de

| cos^/^O) ^h^ ^(^^^(ekY^n2^

les inégalités suivantes qui prouvent le théorème
[ F W ( 0 ) ^=M^ fW^^^e2)-^--^ ( / :=_i , 2, . . . ) .

On peut chercher aussi, connaissant les bornes des dérivées successives
de F(9)==/(cos9) sur la droite, à quelle classe appartient/^) sur ( — i , i).
On a le théorème suivant :

THÉORÈME 5. — { M n } ^y(cosO) == F(0) remplissant les conditions de l'énoncé
théorème 3, on adu théorème 3, on a

\f^{.r) ^Ca"(v/7^~^)-'M^

(^=1,2, . . . ; x <^ i ; a, constante absolue), avec

M^ == borne r ' 1 T -1 ( /• ), T ( /• ) == max /-n M,,
r^n n^l

La démonstration est analogue à celle du théorème 3. Nous pouvons sup-
poser C = = i , et décomposer F(0), comme pour le théorème 3, en somme
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deF, (0)e tF . . (0) .Comme

/, ( x ) = u, + ̂  6 ,̂ x ( m ) T^ ( x ), [ ̂  ( ̂  ) ̂ , ̂  2 T- ' ( m ),
//^ = i

1 ̂ 0) 1 ̂ a-^/^m-^'î ^/n^ (m^2/î),
/i(^) vérifie

l/r(^) ^i6-M^ ( x ^i),

donc a fortiori l ' inégalité du lemme (avec a = 16).
Reste à montrer que f^\x) vérifie une inégalité analogue. Plaçons-nous, par

exemple, dans le cas où o ̂ _x < i, el considérons le développement de Taylor

de/,,(.r), par rapport à ̂ = i , d'ordre [^1, partie entière de ̂

/(^) ̂ î-in (^) + ̂ pq (^).
L--Î..I L s J

Avec des notations analogues à celles du théorème 3 et en ut i l isant les
relations (19), on obtient successivement, comme au théorème 3, des inégalités
analogues à (20) et (21)

^^(^l^^3^)^-m'
Rr^-iW ^8(87^26-2):^/^•^M,(^T-=^)/^-' s^n, 0^:0^:-^ .

\ ~ —— 2 /

Cette inégalité, le lemme 1, et la formule (II) (16) donnent alors

|•/^)(^)|^8.I6^(87^•2^)^(v/7—^)-"M,.

Comme M^=M^ le théorème est démontré.

THÉORÈME 6. — } M^ } étant une suite (S,), il existe une fonction /(cosO) == F(0)
telle que, (î étant une constante indépendante de n,

|F^)(6) |^M/ , /(^^ ^M^ (n=^^ . . . ) .

Soit Â^ la partie entière d 'un nombre ^(=^) tel que

^'n T 1 ( rn ) = borne ̂  T-4 ( r) = M".
/•^^ ' l

On a alors

^T-^^/O^^M^, ^r-^(^)^M^ (p entier quelconque).

Soit^(^) le polynôme défini et uti l isé dans la démonstration du théorème 2.
Les inégalités ci-dessus et les inégalités (10) et(n) relatives àjo^) montrent
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que

/(.r)=:^9.-"T-<(À//)/^(.r)

a les propriétés voulues.
A l'aide des théorèmes précédents, on peut, en supposant que

/ (cosO)=F(0)eCK|M, i , -

chercher à quelle classe appartient /(^), d'une part sur l ' intervalle
fermé [— i, i] (classe C/), d'autre part sur l ' i n te rva l l e ouvert (— i, i) (classe Co).
On a le théorème suivant :

THÉORÈME 7. — Soit \^\n\ (^=1 ,2 , . . .) une suite positive donnée, telle que

l imM^^+^c .
// •>- •c //

5Ï/(cosO)=F(0) appartient à la classe C^{M,J, /(^) appartient à la classe
G/ { î^ t lW„^ \ sur \— ï, \^ et à la classe Co { M^ } sur (— i, i).

Si, de plus, lim/r^M^^ o Çc'est-ù-dire si Cjç { M,, \ contient Cj^ { n\ \ ), rf existe
n

deux fonctions /i(cos0) = Fi(0) ^ /2(cos0) == F\(0) appartenant à C^ { M,,} et
telles que Von ait

/^(i^^/î-^M^ (/ i==i,- î , . . .) et l/Y^o) l^a^M;; (^=:j ,2, . . . ),

a ^7â?/̂  ?//?^ constante absolue.

Soit
T(r ) == max^M/,' , T, (r) == inax^A-^M,;1.

On a
T^/^T^A-1/-).

lîn appliquant le théorème 3 à {A7 'M,, ) (A ^> i) au lieu de {Mn}, on voit que si

|F^(9) |^A-M, ( 7 z = i , 2, . . . ) ,

on a pour — \^Lx ̂ -\ et n = i, 2, . . .
Q(/I _____ ^2/î Q^n _____ ^2/1 Q//Î _____ ^în Q,n

1/1"' (a") 1^-borne——— = borne———— ^.^"borne^——^-A'-M;^.
/ fc /•^^ l ^ ^ / ) •i /•^n rp ^ 1 \ ' i /^ 1 \' ) l i

v À y ~ À

On a aussi pou r—i<^<^ i

l/1'"^) ^^————— bome ———-^——b^——— =——^__M^
—(V/l-a-2)" ^» 'i^) (y/i-^')" ^^ T(/-) (^/i_,y2)" "

(71=1 , 3, . . . ).
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Ces inégal i tés prouvent la p remière partie du théorème, car

M^-r borne , ^ borne 7^—— == Mf^
i -^ ^

et
, .o ,A i ,——— /'" ——— r ";VI - -== borne ——- ^. borne ——— == M' ' .,, ^ Hr) - - / , - , , T(r)

A

Plaçons-nous maintenant dans le cas où [im/r^VI^o. Cette hypothèse
équivaut à

l im /—1 1o^T(/ ') < oo.

Car M,/> C7'/^ entraine

T { r ) -^ max r " M^ ' ̂  max r 1 1 ( C n ) -//^: ̂ / ' ^ ̂  ' on (;,- lo^T ( /•) ̂  /-,

et inversement logï(y)^B/- entraine

1M//:^M;;^_ born^ /^T 1 ( / • ) ̂  l)orne r11 ^- 1 ! /•^ ._ / / " ( B^)- /'.

La ^lation (A) de Fintroduction et le fait queN(/') croît avec r montrent que

limr^logï^Xûo équivaut à Tim/-1 N(r) <oo ou encore à ïïm/z-11Y/?) <-oc ./ / ' ^ / / > . - / . '
L'hypothèse de la seconde partie de l'énoncé équivaut donc à

(9 '2) ÏÏnï/r-1 N(/^) <+ oc.

Or, avec les notations de la page précédente,

^pA^J /' /<M^" sj N(A- 1 / / )^2^,

( ( A-2 n Y T-1 ( A [ n) si N ( A-1 n ) > 2 //
et

M01": M;'; si .^A-1^)^^
(A ^^"T-^A-1/?) si N(A-1/2) > n.

Si (22) a l ieu, il existe une constante k telle que N(r) <^ krÇr^i\
Les formules précédentes montrent que, si l'on prend A == k,

M^/z-M^ et M^'^-M;';.

Il en résulte que les fonctions /i(^) et /^(.r), construites pour les théo-
rèmes 4 et 6 appliqués à la suite {K^M^, possèdent les propriétés énoncées
dans le théorème 7.

i
Remarque. — Lorsque la condition l^n/?-1M,/7>o n'est pas vérifiée, c'est-
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à-dire lorsqu'il existe une suite infinie d'entiers \ ni} tels que

(28) lim^-1 N(^)-=+ °^
<>oc

il n'existe pas de fonction fi{x) ^/fe gw, /i(cos0) appartenant à C^{ M/,}, avec
mn= max \f{n\x') |, ̂ ^ les fonctions fÇx} telles que f(cosQ)ç CR { M^} ûpjo^r-

tiennent à Cf [ m^} sur [— i, i].

En effet, si F , ( 9 ) e C R { M,,j, il existe un entier A tel que

¥w(Q)\^AÏlMn (^---rl, 9.. .. .).

On a vu qu'il en résulte

W \fw(^)\^n-n(A^)nMy} ( ^ = = 1 , 2 , ...\\x\^i).

Soit alors f^^x) la fonction du théorème 4 relative à la suite { ( ^ A ^ M ^ j .
D'après le théorème 4. si m^= max [/^(.r) [, on a

i a-1 ̂  i
(25) m^^-^A^M^' ( / î : = i , 2 , . . . ) .

Mais, en raison de (23) et des formules, rappelées plus haut , donnant une
expression de M^, on a, pour N,= ^.An, et ; assez grand,

^ N ( n , ) ,
[M^/M^p^s2-4"1 1'.

Le second membre, d'après (23), tend vers (+ oc) avec ?'.
D'après (24) et (2Î), on a a fortiori

lim [ m^Jmy^ Y 1 == -4- oc ,
<>35

ce qui prouve que/a^^) n'appartient pas à C ^ { m ^ } sur [— i, i j .

Déplus, il peut arriver que toutes les fonctions fÇx) telles que F (9) € C^ } M,, j
appartiennent à une classe strictement plus petite que Gf{n~nW^^ sur \—i, i].

On peut le voir par l'exemple suivant. Prenons N(r) == r2, d'où
F2 „ n n

M^ =z borne r71 e ï = - e '2 n'2.

Si / ( cos6)==F(9)eCK{M^} , il existe une constante k te l le que, sur [— i, 11,
( _^\

f{x) appart ienne à C / - [ ^ e '2/i'2 (. Toutes ces fonctions/^) appar t iennent donc,
par exemple, sur [— i, i], à la classe C/-\ n^e-^'^^ s t r ictement plus petite que
Cy {/i^M^} = C y { i }. Les mêmes remarques sont valables pour la classe Co à
laquelle appart ient f(x} sur ( — 1 , 1 ) quand F(0)=/(cos6) appart ient
à C^IMU.
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