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ANNALES

SCIENTIFIQUES

L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE

FONCTIONS ANALYTIQUES

ET

ANALYSE HARMONIQUE

Par M. SzoLem MANDELBROJT.

Nous commencons par quelques notions classiques dont le développement est
basé essentiellement sur un théoréme de Carleman concernant la « transformée
de Fourier-Carleman » d’une fonction bornée dont le produit de composition
avec une fonction de la classe L est nulle.

Si feL sur R (la droite réelle), on désignera par &(f) sa transformée de
Fourier

B(f) =F(u) = I_ff(t)e—"“‘dt.
\/27’[

La classe des transformées de Fourier des fonctions appartenant a L sera
désignée par A. Autrement dit : une condition nécessaire et suffisante pour
que F € A est qu’il existe une fonction f€L telle que F = &( f).

Désignons par L* I'ensemble des fonctions essentiellement bornées sur R.
Si fe€L” on désignera par || f||. sa norme dans L” : || f||.=infM, ou M est une
quantité quelconque telle que | /|<Mp.p. Si f€L on désignera par | f], sa
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2 SZOLEM MANDELBROJT.

norme dans L. Que f appartienne & L ou a L=, on désignera par FC(f) le
couple (F+, F~) défini de la maniére suivante :

1
Jar
F“(s):—\/{%rf f(e) e itsdt (y <o).

F+(z)=

[ roerma >,

Le couple FC(f) — la transformée de Fourier-Carleman — introduite par
Carleman [ 3], du moins d’'une maniére systématique, est donc composé d’une
fonction holomorphe dans le demi-plan supérieur, F+(z), et d'une fonction
holomorphe dans le demi-plan inférieur, F=(z).

On voit immédiatement que, si f€L, I et F~ sont continues respectivement
dans le demi-plan supérieur y > o et dans le demi-plan inférieur y <o, et
I'on a

_1

|[F (=) [ZC2m) *|fll -~ (y=o0),
1

IF=(=)|<(2m) 2|/l (r=o).

Si fe€L” on peut seulement affirmer que

| F+(3) ném)‘fnfn»w (y > o),
IF-(3)| 2 m) F ISl 1y (<o)

On a dans les deux cas, pour « > o,

Fr(z +ia) —F-(x—ia)=%(f(t)e>).

Si fe€L, on désignera par s( f) le support de F=%5( f), ¢’est-a-dire 'ensemble
des valeurs u telles que F(u)=<o0. Si f appartient & L ou & L on désignera
par ¢( f) I'ensemble des valeurs z, possédant la propriété suivante : il existe un
voisinage V, de x,(V, CR) et une fonction F(z) holomorphe dans la région
composée du demi-plan supérieur, du demi-plan inférieur et de V,, et telle
que F(z) =F*(z) pour y > o, F(3) =F"(z) pour y < o. L’ensemble c( /) sera
appelé ensemble de concordance de f. L’ensemble o(f), complémentaire de
’ensemble de concordance (par rapport a R) : o(f)=_Cc(f), est appelé
spectre de f. Il est clair que, si f€L, on a o( f)=s(f) (E désigne la fermeture
de E). Avec les notations adoptées, le théoréme de Carleman [3] s’énonce de la
maniére suivante :

Takorime I (Carleman). — St f€L, h€L” et st
fxh=o,

onas(f)ce(h).

On tire du théoréme de Carleman le théoréme suivant, qui en est une consé-
quence presque immeédiate.
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Tutoreme II. — St fel., heL” on a

o(f* h)yca(fyna(h).
En posant

b

3(w) = (27)* _gz_)
(%)

A(u)=1—|u| pour |u|L1, A(u)=0 pour |u|>1, on sait que A =B(3).
Si(a, b)yce(f), en posant
a—+b _b—ua

, l
2 2

L —
c— )

u

0 () =13(lz) e, Ag (u) =A < 7 g> =B (0,),

on voit que
F(u)A:(u)y=o0 [F=%(f)];

et, par conséquent, oz 1k f=o0, ce qui permet d’écrire

o1 [ h=o,
et, d’apres le théoréme I,
(a, b) =s(dg)Ce(f % h),

ce qui démontre que c(f)Cc(fxh) (voir [8]). Si, maintenant,
[a, b]Cc(h), Fe(h) = (H+, H-),
on a pour o > o, & et / étant définis comme plus haut,

(1) (Zﬂ)%Aa(u) = (ZTI)%AEJ(U,)[H*(LL +ia) — H (1 —ia) | = B[ 0z, (x) X h(z) e >I71],
et

£l
(‘)\5,[(.12) * h(x)e—ll;zrlzf Al(u) el dy.
. E_[

On a, par conséquent,

g+1
Oz % A= lim f A (u)e**du—=o
a=0Jr_;

et

SHho xh=0 %k h=o,

etle théoréme Ifournit larelation (a, b) C c(fxk). Ainsi, on a aussi c(h) Cc(fxh).

On connait aussi cette autre définition du spectre d’une fonction appartenant
a L” : Le spectre de 2€L” est 'ensemble des points « tels que si f€Let fah=o0,
on a nécessairement u€gs( /) [16]. Le théoréme de Carleman montre que les
deux définitions du spectre d'une fonction appartenant a L” sont équivalentes.
Nous utilisons ici, de préférence, la premiére définition, définition relevant de
la théorie des fonctions d'une variable complexe.
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Mentionnons les faits suivants :

Tutorime III. — Soizt hel”. Ure condition nécessaire et suffisante pour
b—a

2%

que (a, b)cc(h) est que, quel que soit I, avec o< I
fe(at+1b—1)

y on ait pour

[h(l) o(lt) et dt = o.

Le fait que la condition est nécessaire est évident d’aprés (1). On voit aussi
que la condition est suffisante lorsqu’on intégre 'expression du milieu de (1)
deux fois par parties. C'est en effectuant cette opération que J. P. Kahane a
démontré, trés simplement, le théoréme de Carleman.

Les théorémes IV et V ont été démontrés dans [8].

TatoriMe IV. — Si €L et si £ est un point isolé de a(h), £ est un pole simple
de la fonction H(z) égale a H*(z) pour y > o et égale a H=(3) pour y <o, et
pour 1 suffisamment petit, le résidu de & est donné par

—2mwl = lfh(t) O(lt) e dt.

Tueoreme V. — Si f€L, hel”, et si t€c(f), £ ne peut étre un point isolé
de a( fxh).

On peut alors améliorer le théoréme II de la maniére suivante :
TutoriMe VI. — St f€L, h€eL” on a
s(fx h)cs(Hne(kyue (1),
ou % est la partie parfaite de a’( )N (h), o’ ( f) désignant la frontiére de a( [)
(2 est vide, si ¢’( f)Na(h) ne contient aucun ensemble parfait).

Il est clair que s( f)Na(h)U <L est un sous-ensemble de (/)N a(k).D’autre
part, tout point de a( f)Na(k) qui est, a la fois, un zéro isolé de F [F = (/)]
et un point isolé de o( &) appartient & o’( f)Na(k), mais n’appartient pas
as(f)Nna(h). Le théoréme VI montre qu'un tel point, tout en faisant partie
de o( f)Na(h), n’appartient pas a a( fx k).

a étant un nombre positif, posons
Av=VU(E—a,E+a) (es(f)na(h)],

etsoit ¢,I’ensemble des autres points de o( fxk). Il est clair que 2, o’(f) N a(k).
2, est un ensemble fermé, car si £, €<, et lim&, =&, £ ne peut appartenir a

aucun intervalle (¢'—a, &'+ a) avec £'€s(f)Nao(h). Dautre part, aucun

(1) s(f)na(h) est la fermeture de s(f)ns(h).
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point &, de €, ne peut étre un point isolé de cet ensemble, car autrement il
serait aussi un point isolé de o( fx /), étant donné que tout point & de o( fxh)
n‘appartenant pas a %, satisfait & U'inégalité [£ —F,|>a; or §,€0°(f), et
d’aprés le théoréme V, Z, ne peut pas étre isolé de o(fx £). Si €, n’est pas vide,
il est parfait.

Si maintenant un point £ de o( fkh) n’appartient pas a € il n’appartient
a 2,, pour aucune valeur de @ > o. Il appartient donc a A, pour toute valeur
de a, et il appartient, par conséquent, a s(f)Nna(h).

On a, en particulier, le fait connu suivant :

Si feL, helL” etsic(f)Da(h), a( fh) est parfait ou vide.

Probléme général.

Nous allons formuler un probléme qui peut étre relié, dans une certaine
mesure, au probléme de « synthése harmonique ».
Soit f une fonction p fois dérivable sur R(o < p), avec
f"eL pour oLn<<p-+1

(nous n’écrivons pas o=_n_p pour pouvoir inclure le cas le plus impor-
tant : p=c0). Posons

@j(r)= Sup m (r>o,q=p).
Cette fonction @7 sera appelée la « g dérivabilité » de f. Si p=oac, la fone-
tion @7 sera désignée par @, et nous l'appellerons la dérivabilité de /. Soit A
un sous-ensemble de 'ensemble d’entiers n : 0 Zn < g+ 1(0 =g p) conte-
nant, s’il n’est pas vide, la valeur n=o0. Soit D(r) (r >>0) une fonction non
décroissante. Soit, enfin, A€L”. Une relation entre les éléments D(7), A, f, A
sera appelée une relation ®R,, et sera désignée par

Ry=R,y[D(r), A; f, h]
si de R, et des conditions
@7 (r)=D(r) (r>ro),
Jf™(—z) orthogonal & A(x) (reA)
(c’est—é—dire : ffm(—— 2)h(z)dr = o>
résulte que
fxh=0o.

Ainsi, par exemple, d’aprés un théoréme connu, mentionné plus haut, la
condition : ¢(f)Da(h), o’(f) dénombrable, est une relation R,[o0, ®, f, /]
(voir [8]).
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Nous nous intéressons surtout au cas ou A est une suite infinic; ceci ne peut
correspondre qu’au cas ol p=g¢ =9, A étant une suite partielle (ou la suite
entiére) de la suite d’entiers n>> 0, comprenant la valeur n = o. Nous verrons
par exemple, plus loin, qu'une relation ®, fournit une condition d’unicité pour

le probléme des moments ft" dV=m,(.€A), avec la distribution répandue

sur un ensemble fermé donné. Une telle relation fournit aussi une condition
d’approximation d’une fonction sur un ensemble fermé donné (non nécessai-
rement compact) par des polynomes, ne contenant que les puissances A€ A,
munis d’un poids (approximation polynomiale tempérée).

Pour pouvoir formuler des relations R, il nous faut introduire quelques
nouvelles notions de la théorie des fonctions d’une variable complexe. Soit E un
ensemble sur la droite réelle du plan complexe z= x + iy. Nous désignerons
par P(E) le plan complexe dont on a enlevé 'ensemble E, si E n’est pas la droite
réelle tout entiére; si E=R, P(E) désignera le demi-plan supérieur.

Nous dirons alors qu’une fonction positive M(7)(r>>0) est une fonction
associée a E, si toute fonction ®(z), holomorphe et uniforme dans P(E) ety
satisfaisant a I'inégalité

[ @(=) | =M(|=]) ]y

est identiquement nulle (voir [11]).
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant :

TutoriMe VII. — Soit fWeL(oZn<_q+1), h€L”; soit A ’ensemble vide
st ¢ = o, Uensemble des entiers n avec o = n < q st q est fini positif, et [’ensemble
de tous les entiers n>. o, st ¢ = . Soit M(r) une fonction non croissante, positive.

La condition « M(r) est associée a s( /) Nao(h)UZ, ou % est la partie parfaite
de ’(f)na(h) (ou l'ensemble vide, si cet ensemble n’a pas de sous-ensemble
parfait) » est une relation R [(M(r)™, A; f, k]. En particulier, la condi-
tion « M(r) est associée a o( f)Na(h) » est une telle condition (*).

D’une maniére plus explicite, le théoréme VII s’énonce de la maniére
suivante :

Tutorime VII bis. — St la fonction [6) (r)]* est associée a a(fYna(h), ou
méme seulement a s( fYNa(h)U <X, et st

[y n@de=o  (ca),

U’ensemble <% et la suite A étant définis comme dans le théoréme V11, alors fxh=o.

(2) Il est clair que si une fonction est associée avec un ensemble E, cette fonction est aussi
associée avec tout sous-ensemble de E.
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3

Posons
9=Ff % h
Cette fonction admet des dérivées d’ordre inférieur 4 g 41 et
o) = £l e .

On a, par conséquent,
o () [ Z ™ Nl 2]l

On voit, d’autre part, en vertu de I'orthogonalité de -A(x) avec les fone-
tions [ (—x)(r€A) que
(?()‘)(0) :j‘j'()‘)(— x)h(x)dx =o.

Soit alors FC(p)=(®+, ®). Si ¢ > o0, on voit, en effectuant » intégrations
par parties (n < ¢q) des expressions qui fournissent &+ et ®~, que

/
D+ (z)=(—1)*

0
- —f o (t)et=dt  (y> o),
™~ —w

(2) v .
@*(z):(—i)"\/';?zi"f o (e)e=dt  (y <o),

ce qui permet d’écrire, en désignant par ® la fonction analytique, uniforme
dans P[a(9)] égale a @ pour y > o et égale 4 @~ pour y < o

|sp|@(s) | = %Hf‘"’ e ll 2 1L Ly 1
2T

On a donc aussi
(3) Id’(Z)Iéﬁthl»[@}(IZI)]‘WM*”-

Le théoréme VI permet d’affirmer que ® est holomorphe et uniforme
dans P(s(f)Nna(h)u<); elle satisfait a I'inégalité (3); comme la fonc-
tion [@7(r)]™* est associée a I'ensemble s(/)Nna(A)UZ, on voit que la
fonction @ est identiquement nulle. Il résulte alors de

D(zx+ia)—P(x—ia)=F[¢(t)e*]=0 (x>o0)

que ¢ = o, ce qui démontre le théoréme.

Nous venons de démontrer le théoréme suivant [dans ce qui suit ¢ n’est pas
supposé étre de la forme fx h; cette forme particuliére de ¢ n’intervient pas
dans I’établissement de (2)] :

Taroreme VIII. — 87 o €L*(n>x0), avec || o™ ||, <M, st 9™ (0)=o0(n > 0),

et st la fonction M(r) = inf —= est associée ¢ 5(¢), on a ¢ =o.
. nx1

Ce théoréme a été implicitement démontré dans [11],
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Nous allons maintenant établir le lemme suivant :

Lemme I. — Soit o €L”(n>>0), soit A une suite d’entiers non négatifs, et
supposons que o*)(0) = o pour A€ A. Désignons par M ={v,| la suite complé-
mentaire a la suite A par rapport a la suite de tous les entiers non négatifs. Dési-
gnons par ®(z) la fonction holomorphe et uniforme dans P[s(0)], égale a ®
poury >oeta® poury< o, [ (P, D)=FC(0)]. ®(z) satisfait pour tout =
n’appartenant pas a la réunion des carrés |x —t| < a, |y| < a, ou £ est un point
quelconque de a( q;),.aux inégalités suivantes :

(mF () — Z“’iﬁl(fi

5 e .

(4). = 2 —I—;Fl—‘ (V== ¢ < VYma1, m1).

En intégrant ¢ 41 fois par parties 'intégrale qui fournit, par exemple, ®+,
et en tenant compte du fait que o (0o)=o0(A€A), on obtient, pour y > o,

l nmn (v ) . .\, 0
o) — 3 L) S [ oy e

1

Une inégalité semblable étant valable pour ®—(z), pour y < o, on voit que ®
satisfait aux inégalités
(?T) (I)(z)_ZQ(vL(O) _ 1

() = o Ty el

Il suffit alors de démontrer que les inégalités (4) sont valables lorsque s est
tel que |y|<a, |x —E|>>a pour tout £ appartenant a o(¢). z étant un tel
point, considérons la fonction

m

D, (w) = wr+ |:(21r)%'d)(w) »Z%ﬁi}%—) J (w—a+allw—a—a] (*)

sur le carré
A=|u—z|La [v|<ZLa (w=u-+1iv).
On a, d’aprés (5) .
| @i (w) | Z5al e+t ], (v @ <Vmi1)s

ce qui prouve que pour u=ux, |v|Za

(3m)Z0(w) — Z@V,,(j)

I W lq—H

5
= 2 flgr .

La conclusion du lemme devient évidente.

(3) Lrartifice consistant & multiplier une fonction ¥'(w), holomorphe sur un carré |u — x| < a,
|o] L a et y satisfaisant & l'inégalité |W(w)| L Ao, par (w —x—a)(w —x + a), pour
pouvoir évaluer’| ¥ | dans le carré, est dd & M. Riesz ([17]).
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Nous allons maintenant généraliser la notion de « fonction associée a un
ensemble » [du moins lorsqu’il s’agit des fonctions M(7) assez réguliéres].
Soit, d’abord, { M, | une suite de nombres positifs, { 11, } une suite d’entiers non
négatifs croissants, et soit E un ensemble fermé. Nous dirons que la suite { M, |
est associée a la suite M={u,} (qui peut étre finie, ou méme vide) et a
I"'ensemble E si une fonction F(z), holomorphe et uniforme dans P(E) (le plan
complexe duquel on a enlevé E; le demi-plan supérieur si E = R) satisfaisant,
pour tout @ > o, aux relations

m

d, AM,
F(=) "'EJ = ! (Bm=Z q < Pmgr, M 221),

(6) | Tz |
A
[F(=) = >

ou {d, | est une suite complexe, et ot A est une constante, z prenant toutes les
valeurs n’appartenant pas a la réunion des carrés |z —&| < a, |y| < a, E€E,
est identiquement nulle.

La fonction M(7)=inf —" est alors aussi dite associée a la suite {11, } et a

nx1
Uensemble E. On voit, d’aprés le raisonnement qui a servi a démontrer le
lemme, qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite {M,} [ou
la fonction correspondante M(r)] soit associée a la suite { 1, | et a I'ensemble E
est qu'il résulte de (5), lorsque |y [>xa, et du fait que ®(z) est holomorphe
dans P(E) que ®(z)=o.
Ainsi, lorsque M(r) est de la forme M(r) = inf%’—‘y étre associée a unc suite

n>1
vide ({ 1, } n’a aucun terme) et a un ensemble E, équivaut au fait d’étre associée
a I'ensemble E dans le sens douné a cette expression a la page 6.
Le lemme I permet d’énoncer le théoréme suivant :

TutoriMe IX. — Soit { M, } une suite positive et soit A une suite d’entiers non
négatifs, o €A, soit o™ €L”(n>x 0) et supposons que

oW(o)=o(reA),  [lo"|l.=M,.

Soit { ,— 1} la suite complémentaire a la suite A par rapport a l’ensemble des
entiers non négatifs. St la suite {M,} est associée & la suite {p,} et a
U’ensemble o (), la fonction ¢ est identiquement nulle.

Posons z=—1e’, et désignons par &, l'ensemble des valeurs o telles
que o=logx, avec x >a >o0, x€E,, et par &, 'ensemble des ¢ = l\og[xl,
avec < — a, x€E,, E, étant la réunion des intervalles (£ —a, £ +a), ou &
est un point quelconque de E. Désignons par G.” (o) et G;” () deux fonctions
positives, continues quelconques satisfaisant aux propriétés suivantes : Si c€ &,

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 1. 2
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a’

i . N ) . Y
GY”(G):;——CZF"; st o8, et c€8, G(s)=1—ae’; si s€8&]

T . 2 ( i} \
G (o)=,—ae”;sicg&, ct c€E,, G/"(s)=1—ae . Lorsquon a, 4 la

a’

fois o &, c&&; on n'impose, pour le moment, aucune restriction sur les

fonctions G (a) et G”(a).

Les inégalités (6) peuvent alors étre traduites de la maniére suivante : Dans
la région A, définie par — =G (o) <t < =G (" (0), la fonction ®(s) =F(— ¢
est holomorphe et y satisfait aux inégalités '

(I)(s)—ZL'W dy e Pxs .4}—\?@“’/”(1 Zq < anst)
¢ = [Fm = Hm+1),
(7) 1
A
| ®(s) < -

Or, en suivant les méthodes basées sur les séries adhérentes, on peut
démontrer le théoréme suivant :

TatoriME X. — Soit F (s) une fonction holomorphe dans une région A donnée
par ¢ >c,, — 1G,(0) <t < =G, (o), les fonctions positives, continues, G,(c)»
G, (o) jouissant de l'une des propriétés 1°, 2° suivantes :

1° Les fonctions G,(a), G,( o) sont a variation bornée sur [a,, ©) avec

Gi(0) >G> o, G(e) >G>0 (6x09); '

2° Ona o< G, ZG,(6) <M<, 0 Gy Z Gy (0) <M, ces fonctions G, (5),

G, (o) possédant une dérivée continue appartenant a1.” et lim G, (¢)= lim G, (5) =o.
G—==» O==»
Supposons que dans A les inégalités suivantes soient satisfaites (0 < oy < e <...)

F(s) ——2 ay e~ ks
1

éCMr/ e 9° (P-méq < Pmer1s m>i).

Sotent D' (), D" respectivement la fonction de densité supérieure de { ., } et la
densité supérieure de { ., | (*). Posons
C(o) =Sup(qo — logM,), G(o) =Gy (o) + Gy (o).
. .
G, + G,

2

» s du
(8) f C(o) e“‘/‘ G =20 [C()] gg — oo,

St D'

et st

(%) Poir [18]; D*(2) est défini de la maniére suivante :

N(¢ . .

N = 3 6 (>0, D=0 D)= Supd(a),
P < i \ v
D'=limD‘(pL)=IEL—:L—-

n
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on a pour tout s, et tout R tels que
G, + G,
-t

2

oi—R>z, DR
et tout entier positif k, l'inégalité suivante :
| x| = A(R) e MEM (s,, R) e,

ot A(R) < = ne dépend que de R,

* n G ——'Gz
M= —{J—_,, 31:0'14—1;2——, M(s;, R)y=  max |F(s)].

2 2
L n— k& ls—s5;|ZTR

Si Gy (o) = G2 (0), ces fonctions satisfaisant a 1°, le théoréeme X n’est qu'un
cas trés particulier du théoréme 3.7.1 de [15]. Mais le théoreme 3.75.1 est
aussi valable dans le cas ou le domaine A n’est pas symétrique. Il suffit, pour le
voir, de modifier la démonstration de ce théoréme en se basant, a partir de la
formule (3.3.8) sur le théoréeme 6 de [11], ou sur le résultat établi dans [4] (au
lieu du théoréme 2.2.VI, du livre [15]).

Le théoréme suivant résulte alors presque immédiatement du théoréme X :

TuroriME XI. — La suite { M, | est associée ¢ une suite d’entiers positifs et
ng p Pen g €L

a l’ensemble fermé E st les conditions suivantes sont satisfaites :
En désignant par G, (o) et G, (o) des fonctions positives, continues satisfaisant

. .. I ..
a une des conditions 1° ou 2°, avec 6,— — x, G, = G, = , el aux conditions que

voictl : Gy(o)= % si c€8L; Gi(o)=1 si a S, c€SL,; Gy(0)= 1) SL CES,

a?’

G.(o)=1s51 08, c€8', aétant un nombre positif donné, &', & étant définis
a a a a M

a partir de B, comme a la page g. En désignant par D" et ' (1) la densité supé-
rieure de { 1, | et la fonction de densité supérieure de { 1, | et en posant
C(o) = Sup (¢o — logM,) G(o) =G, (o) + Gs(0),
g1

on a

% a du
. 1 —f Gl —2b°[C ()
D < ;, f C(O’)e G(u)—2D [L(u)]da-:oc.

En effet, si (6) est satisfait dans P(E), (7) est satisfait dans A,, pour touta>o,
assez petit, avec G7(6), GI(a) définis pour o tel que o &, s &, respecti-
vement par '

G4(o) =Gy(c) —ae’, G4(c) =Gy(o) —ae".

La relation (8) a encore lieu si, pour a assez petit on remplace dans I'inté-
grale G (o) par G,(o)=G{(o) + G3(a), car, a étant petit et ¢ é¢tant grand, on a

® du * du
°<l‘Gwy_uncwn_l‘de_ﬂnmmuﬂ<”'
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En choissant aé(é ——R)e"*“‘, ou o,<o, DRL ;, on voit que
pour s>~ g, — R
Ga(a) =R,  Gi(o)=R.

On peut ainsi appliquer le théoréme X, ce qui fournit

| di| = A(R) e MEM (51, R) e¥2,

ou M(sy, R) est, cette fois-ci, égal 4 2A "~ " (1—2R)™*. Comme p;—1 >0, on
voit, en faisant tendre o, vers — oo, que dy=o0 (k>x1). Ainsi, dans A, on a

A
|@(s) = Mge® (g )

On a donc dans cette région log|®(s)| =— C(a) — p, ou p est une constante
(qui dépend de a). Comme

% du

j’.wC(a') er 6 do = oo,

ona®(s)=o(?). Donc F(z)=o, et le théoréme est démontré.

Les théorémes IX et XI fournissent immédiatement une condition explicite
portant sur les suites {M,], A et sur o(¢) pour que de ||™ || =M, (r>=0)
et o™ (0)=o0(r€A) résulte que p=o0. Si l'on applique le résultat qu’on
obtient ainsi a la fonction o= fxh, ou f€L, heL", avecff(7~>(— x)h(z)dx=o,
¢’est-a-dire o™ (0)=o0 (A €A), en tenant compte du théoréme VI, on obtient le
théoréme suivant :

TatorkMe XII. — Soit f"e€L(n>0), h€L”. Soit A une suite d’entiers non
négatifs contenant \=o, et désignons par D et D (\) respectivement la
densité inférieure de {\,} = A et sa fonction de densité inférieure [ c’est-a-dire

D,()= infD(), limD, () =D,]. $ D, > S8t
ffm(-—x)h(x):o (AeA)

et si, en désignant par G,(c), G;(o) les fonctions définies dans l’énoncé du théo-
réme XI et correspondant ¢ E=s(f)Na(h)UZ, ou % est la partie parfaite
des'(f)yna(h), ona

du

G
(()) f ]Ogg‘)f(a-) 6‘-[ G (1) + 2D [log D f(u)] —2 do — 0,

(%) Ceci résulte du théoréme 2.4.1 de [18] (woir [7]) généralisé, dans [11], pour des régions non
symétriques assez générales. A, est une région a laquelle cette généralisation s’applique.






