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HOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE

PAR M. J. DIXMIER.

INTRODUCTION.

Soit A un anncaii de Lie, c'est-à-dire un groupe abélien muni d'une multipli-
cation, notée Çx, y) -> \x, y], doublement distributivc par rapport à l'addition,
telle que \x, x^=o, et vérifiant l'identité de Jacobi. Soit © un A-module. Le
groupe de cohomologie ordinaire H2 (A, ©) sert à classer les extensions B de A
par @ qui possèdent la propriété suivante : le groupe abélien B est une extension
inessentielle du groupe abélien A par le groupe abélien ©. Nous nous proposons
de définir de nouveaux groupes de cohomologie, que nous noterons HJ^A, @),
tels que HJ^A, ©) permette de classer toutes les extensions de A par ©. Nous
ne résoudrons d'ailleurs ce problème que si A est sans 2-torsion, c'est-à-dire si
la relation ix = o dans A entraîne x = o.

Pour définir les HJ^A, ©), nous construirons un complexe standard. Un
complexe analogue, pour les anneaux associatifs, a été obtenu récemment par
S. MacLane. Les conseils de S. MacLane m'ont d'ailleurs été précieux pour
la rédaction de cet article.

Notations.

On désignera par P l'ensemble des suites finies non vides d'entiers ^2,
par P ' le sous-ensemble de P formé d'une part de la suite réduite à (2), d'autre
part des suites finies non vides et non croissantes d'entiers ̂ 3. Si pi, . . . , p/^€P?
on désignera par (pi, . . . , p/^) l'élément de P obtenu en juxtaposant les
suites pi, . . . , ph (dans cet ordre).

Pour n ==2, 3, . . . , '8^ (resp. 3^n) désignera le groupe des permutations
(resp. des permutations paires) de { i , 2, . . . , n}. On notera Çii, . . . , ^)
l'élément oçÔ^ tel que a(i)=ii, . . . , G-(n)===^. On appellera* trans-
position une permutation qui échange deux entiers distincts et laisse les
autres entiers fixes. On désignera par fSîÇp, q) l'ensemble des permuta-
tions (t'i, . . . , ip ; j\, . . . , jq) € Qp+q telles que î'i < . . . < ip, j\ < ... <^jq ; par
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MGp, q, r) l'ensemble des permutations^,, ..., ̂ ;y\,.. ,,^; k,, ..., ̂ eJS-^,,
telles que

<i<...<^ ./i <•..<//, ^ <...</<•,.

^Pour p=Cpi, . . . . ^)€P, on désignera par jSïp (resp. 5lp) le groupe
ô^X. . •X^(resp.^x...x5l^). Les éléments neutres de tous ces groupes
seront désignés par ^. Pour cre'SL on désignera par £„ la signature de G-, égale
à +i si a est paire, à — i si cr est impaire. Pour s=(cri, . . ., o^e'S'p, on
posera £g= ̂ . . . £^. Pour s, s'e'8^, on a £^= £^.

Pour tout entier n, on emploiera pour (— i)^ le symbole p(/i) d'Eilenberg-
MacLane.

Soit A un anneau de Lie. Si^i, . . ., ^eA, on désignera par [^, . . .,^]le
crochet itéré défini inductivement par la formule \x^,..., x,^ == [[^i,..., ̂ _i], .yJ.

On désignera par Z l'anneau des entiers rationnels.
Pour éviter des difficultés typographiques, nous écrirons, par exemple

^ { (h, . . ., ^;y'i, . • .,j'n-p)ç^f(p, n—p), i <,p <^, i^q^n—p } . . .

au lieu de
y

(;i,..., ip;/\,... ,/^—p)e^if (/9, n—p), !</?</z, l^q^n—p ' ' • •

CHAPITRE I.
LES GROUPES HJ^ (A) ASSOCIÉS A UN GROUPE ABÉLIEN A.

Nous allons d'abord définir une théorie de Fhomologie des groupes abéliens,
adaptée à l'étude ultérieure de Fhomologie des anneaux de Lie.

1. LES GROUPES Zp(A) ET LES HOMOMORPHISMES <t^, W,, û^. — Soit A un groupe
abélien. Pour peP, on désignera par Kp(A) l'ensemble des applications de Ôp
dans A, et par Zp(A) le groupe abélien libre engendré par les éléments de Kp(A).
Soit K(A) la réunion des Kp(A) pour peP. Soit Z(A) la somme directe
desZp(A) pour p€P, somme directe qui admet K(A) pour base. Soit

7.rl(A)=l{(p„ ...,^)eP,^i+...+^-2À=^}Z(^.,^(A).

Alors, Z(A) est somme directe des Z^A) pour ^^o, et Z(A) sera considéré
comme gradué par les Z^(A). Un élément de Z^(A) sera dit homogène de degré n.
D'autre part, tout élément de Z(A) sera considéré comme A'ordre i. On appellera
degré total la somme de l'ordre et du degré.

Si ^eKp(A) et ^'eKp(A), la fonction s-> a{s)+a'Çs) est un élément
de Kp(A). Il y a donc lieu de distinguer entre les opérations « formelles»
d'addition et de soustraction dans Zp(A), et les opérations « fonctionnelles ».
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On emploiera les signes + et - pour les opérations formelles, les sienes+et-
pour les opérations fonctionnelles.

Pour p€P et s€^«p, soient $s, ̂  les automorphismes du groupe Z (A) qui
permutent entre eux les éléments de Kp(A) et qui sont tels que

(^sa){t)=a(s-lt), ((^ff)(t)=e^(s-'t)

pour toutaeKp(A).

LEMME 1. — (&g $3. == €>sg-.
En effet, on a

(4>s^a) (t) =£s(<I>^ffi) (s-'t) = ̂ -«(s'-'s-1!;) == £ss'a((ss')-'t) = (<&^«) (t),

d'où le lemme.
Soient p=(^, .. .,p,)eP, T€Ô/., p'=(A-,,p • . .,A-(/.))€P. Nous allons

définir des isomorphismes T,, ^ du groupe Zp(A) sur le groupe Zp<A),
consistant à « permuter les variables ». Pour cela, on définit, pour tout a € Kp (A),
les éléments ̂ a, y^€Kp.(A) par les formules

(^a) (o-T-i(i), ..., i7T_i(A))== 0(0-1, . . . , c r / , ) ,

(^Ot) (O-T-.(I), . . . , O-T-IJA)) == P(^i<j.^t}>-[{j)piPi) «(O-i, . . . , TA),

où^e^,. . . , ^€'81^.
LEMME 2. — y^, = q^,.
En effet, on a W'^,açK^_^ ..̂ ,_,_.,,(A), et

(y',<F',,a) (o,,-,,-.(i), .... ̂ .-,^(A)) = p(ra) (^a) (^-.(D, ..., ^-.(Â))
==p(M)p(re')a(<Ti, ..., O-A),

avec

" = •2i</,T(I•l>T(/•l7?T'-l(t-)/?T'-'(-)= •^'(ZXT'tATT'I^TT't/l/W = ̂ T'tl^T'I/I.TT'tiXTT't/)/»;/?/,

"'= ̂ i</-, T:'W>TU)PiPj-

On a alors

»'+«= •S{«y,T'(()>T'(y),TT'(()<TT'(./)^,7,,

+ 2 { «7, T'(/) > T'(Y), TT'(O > rr'(y) ̂ ,̂ -
+ i { «y, T'(;) > T'C/), TT'(î) <TT'(y) }/?,7,,

+ 2 { (• >J; T'(i) > T'(y), TT'(î) < TT'(y) ĵ ,-̂ ,

^ ^ { < <7, 7'(î) > T'(j),\T'(i) >^'(j) }p,p,

+^{i >J, T'(i) > T'(y), TT'(î) < TT'(y) }̂ ,̂ . (moda),
donc

/»'+n ̂  1{ i <y, T'(I) > T'(y), TT'(() > TT'(y) j.̂ .̂ .
+ i { (• <y, ^(0 < T'C/), TT'(î) > TT'(./) }p,p, = ̂ ,^,^-^.

D'où le lemme.

LEMME 3. - Soient p=(p,, . . . , ^)eP, t=(^, .... ï^e'S'p, p€JSi,,
*'= (^-•(i)' • • • ' ̂ -(A)). On a Wp^ = ̂ iFp.
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(Tp^a)(crp_i(,., ..., o-p-t(/,)=p(^)(^a)(o-i, ..., o•/0=p(^)£ta(T71c^l, . . . ,^1^)

(<I^a)(o-p_^ .... Œp-.^)==£v(<F^)(T^^^.(,^ ...,Tpl^)0-F-^)

^Êi/p^MTY1^ . . . , T^Œ/,).

Il est clair que £1= £i/. D'autre part,

^^ ̂ i<J.^i)>^PiPj=1 n-

D'où le lemme.
Soientp=(/?i, .. ., ̂ )eP, avec A> i, ? e { i , 2, . . ., A } , et

P'=(7^ •••,^-i^+iî ...,/^)eP.

Soit o'e1.2'^. Nous allons définir un homomorphisme Q!^ du groupe Z (A) sur le
groupe Zp-(A) consistant à « fixer la i^ variable égale à cr». Pour cela, on définit,
pour tout aeKp(A), réiément û^eKp<A), par la formule

(^a) (o-^ . . ., o-,_i, o-^i, . . ., o-^) = a(<7i, . . ., o-,_i, o-, o-^, . . ., o-/,).

Dans les énoncés des lemmes 4 et 5, les signes qui interviennent ont une
signification fonctionnelle et non formelle.

LEMME 4. — Soient

p==(pi, ...,/?/,) €P (ïn ..., T/Oeôp, /e { i , 2, ..., A j , crç^.
0/z ^

%^k,..,T,)= £^^,..,^,^,..,^^1^.

*En effet,
(i2a^,...,^)a) (Œi, . . ., (7,_i, (7,+i, . . ., (7^)

=: (^k,...,^)^) (^i^ • • ^ ^-i? o"? o-z+iî • • ^ OA)
== ST, . • • £^0 (T71 O-i, . . . , T7_\ (7,_i, T^-1 o-, T^\ Cr,+,, . . . , T^1 O-/,)

= £T, . . . £^(^^1^0) (ï71 O-i, . . . , T7_\ 0-,_i, T^\ 0-^ , . . . , T^1 O-/,)

^^(^TI,...,^-!^^,...,^)^^^) (O-i, . . ., (7,_i, 0-^, . . ., o-^),

d'où le lemme.

LEMME 5. — Soient p=(j?i, . . .,^)eP, re'S'/,, cre'8i^_,^. O/z a

^0- ̂ T = ? ( -ST-I (;)< ,̂ Z>T(Â:)^T-1 (Z)^À + ̂ T-^)>^, f<T(À:)7?T-l (z^^ ) y^ ̂ ;-1^ ,

o;̂  T'e^-i ^^ défini de la manière suivante : soient 0 l'unique application
croissante de {i, . . ., h — i } sur {i, ..., T-^Q— I,T-^)+ i, . . . , A } , ^ ï j / ^
permutation de { i , . . ., T-^;) — i^ ï-i(î) 4- i^ , . ̂  h] qui transforme le k1^6

terme de la suite (i, . . ., T- '̂) — i, T-^;) +1, . . . ̂  h) en le k16^ terme de la
suite (r-^i), . . ., ̂ (î—i), T-i(^4-i), . . ., T-I(A)); ̂ o^, T'-^Ô-^O.
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En effet,

(f^^W^a) ( O^-I(D, . . ., o^-i(;_i), o^-i(;+i), . . ., cr^-i^))

== (T^a) (O-T-l(l), . . . , O-T-I(^I), (7, 0-T-l(;+ip . . . , CTT;_I(/,))

=ZP(^/<k,^')>^[k)p/Pk)a(<7i, . . ., 0\-i(;)_i, <7, <7 -̂i (;)+i, . . ., O-/,)

= P^J<k^U}>^k\PjPk) (^l(i)a) (°^ • • ̂  0-T-1^-^ 0-T-i(;)+l, • • • , 0-/J

== p ( l̂ -i (z)<Â:, ;>T(^T-I (;)7?/: -h ̂ -i (z)>^, ;<T (k)P^ (i)Pk )

. (<F^^;-l^a) (OT_I(I) , . . ., (7^_i(,_i), o-^-i(^), . . . , o^-i(/,)),

d'où le lemme.

2. LES GROUPES Yp(A). — Soient L un anneau de Lie, ̂ i, . . ., a^des éléments
de L(^^a). Pour tout cr^'S'^, soit y^=\x^^, . . ., x^n}\' Soit Y] un homo-
morphisme d'un sous-groupe de L dans le groupe abélien A, défini aux points y y .
L'application a—ïj (y^) de f^n dans A sera notée (L, Y ) ; x^, . . . , x^). On
notera J^(A) l'ensemble des applications de JSi^ dans A du type précédent.

LEMME 6. — Soit L(Xi, . . ., X.n) Vanneau de Lie libre engendré sur Zpar les
indéterminées Xi, . . ., X^. Soit â€K^(A). Pour que û€J^(A), il faut et il
suffit que toute relation Z-linéaire vérifiée par les [X^D, ...; X^(^)] Çoù a
parcourt JSî ) soit vérifiée par les ^(o').

Si a vérifie la condition du lemme, il existe un homomorphisme T] du
sous-groupe de L(Xi, . . ., X,,) engendré par les [X^^, . . . . X^/,)] dans A tel
que ^(^^^([X^i), . . ., X(,(,,)]) pour tout are'S',,, donc

a=(L(Xi, ..., X,,), Y Î ; X,, ..., X^)eJ^(A).

Réciproquement, si û=(L, ^ / ; x^, . . ., ^), toute relation Z-linéaire vérifiée
par les [X^(D, . . . , X^(,,)] est vérifiée par les [^(D, . . . , x^-,^ donc par les ^(o-).

Soitp==(j0i, . . . ,jo/,)eP. On désignera par Jp(A) l'ensemble des <2eKp(A)
tels que, pour tout? ' = i, . . ., h, l'application partielle (Ji-> ^(o-i, . . ., CT;, . . ., CT/,)
de j8ï^ dans A, où l'on fixe arbitrairement les variables a'^e'Sï^ pour k^i,
appartient à J^(A). Si p==(/î), on retrouve l'ensemble J^(A). Soit J(A) la
réunion des Jp(A) pourpçP. Les éléments de J(A) seront appelés applications
jacobiennes (à valeurs dans A). On désignera par Yp(A) le groupe abélien
libre engendré par les éléments de ïp(A) ; ce groupe est un sous-groupe de Zp(A).
La somme directe des Yp(A) sera désignée par Y(A); elle admet J(A) pour
base ; on posera

Y " ( A ) = Z f ( / ? , , . . . , /? / , ) eP,7^.4-. . .+7?/,-2À==^}Yp(A).

On a Y(A)cZ(A), Y^A^Z^A). Le degré, l'ordre et le degré total sur Z(A)
induisent un degré, un ordre et un degré total sur Y(A).

La somme ou la différence (au sens fonctionnel) de deux éléments de Jp(A)
appartient à Jp(A), comme il résulte aussitôt du lemme 6.
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LEMME 7. — Soient p=(pi, . . . , pk)eP, ^eJp(A), i ç { ï , . . . , /^,
TT o Vêlement de j8i^ çw consiste à transposer i ^ 2. Alors ̂

a((7i, . . . , (7;, . . . , (T/,) ==— ^(O"i, . . . , O^-TTo, • • . , O-/,).

7/ ^/i résulte que a est par f alternent déterminée par sa restriction à 5lp.

En effet, soit b l'application de jS»^ dans A obtenue en fixant cr^, . . ., (7/_i,
cr^, . . ., Œ/,. On a &eJ^(A), donc 6 = (L, ï]; ^i, . . ., ^^). Alors

^(^•7ro)=YK[^7ro(i)^(ï-^o(^ •••^o^o^i)])^ 1<î([^a,C2), ^(7,(i), ^(3), ..., ^o,(/^)])

^——^([^Cr^lj^CT^S),^^^, • • . , ^<7;(/.;)]) ==——^(0-,).

D'où le lemme.

LEMME 8. — Soient a = (L, T] ; ̂ , . . ., .r/,) ̂  T € "Sïrt- Chi a

^0==: (L, Y?; ^T-I(I), . . ., ^-T-l(/z)).

En effet, on a
(^^(a^^T-^^Yî^^-i^i), .. ., ^T-IO(/,)]).

D'autre part, si y,=x^^ et b = (L, T) ; ̂ -^), . . ., ^-i^), on a

^(°')= ^([7(7(1), • • •/7a(^)])=yî([^-i(7(i), . . ., ^-ia(/z)]).

D'où le lemme.

LEMME 9. — Soient p€P? ^€Jp(A), t€'Sip. Alors,
^taçJp(A), ^aeJp(A).

En effet, si l'on fixe toutes les variables sauf une dans ^a, l'application
obtenue est, d'après le lemme 4, du type <t^&, où b estjacobienne. Alors, ̂ b est
jacobienne d'après le lemme 8. Donc $t^eïp(A) par définition de ïp(A) et,
par suite, <î>t^€îJp(A).

LEMME 10. — Soient
p==z(p,, ...^)çP, açJp(A), T€%, p'^^-id), .. .,^-I(^)€P.

Alors
W^açJp'(A), W,açJy'(A).

En effet, fixer toutes les variables sauf une dans ^y^a revient à fixer toutes
les variables sauf une dans a, et l'on obtient donc une application jacobienne.
Donc W^aeîp'(A) et, par suite, ^ûçJp^A).

LEMME 11. — Soient

p=(/?i, . . . ,7^)eP, ?'==(?„ ...,p^pi^ . . . , /?/ , )€P, aeJp(A), o-e^..

Alors û^€Jp'(A). Si pi= 2, û^ est une bijection de Jp(A) sur Jp'(A).
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La première assertion résulte aussitôt de la définition de Jp(A). La deuxième
résulte immédiatement du lemme 7.

Lorsque pi= 2, nous pourrons donc considérer la bijection réciproque (û^)~1

de Jp<A) sur Jp(A).
Soient p== (pi, . . .,jo/,)eP et açJp(A). Distinguons deux cas :
i° Tous les pi ne sont pas égaux à 2 : soit p^ l'élément de P obtenu en

supprimant les 2 dans la suite p. Si, dans a, on fixe égales à e les variables
correspondantes, on obtient un élément b de ïp'(A) qui sera désigné par lia.

2° Tous lesp, sont égaux à 2 : soit p'=(2). On désignera par Ma l'unique
élément b de ïp^A) tel que b(e) == a(e, . . ., e).

Dans les deux cas, l'application a -> lia est une bijection de Jp(A) sur Jp'(A)
d'après le lemme 11.

3. LES GROUPES Xp(A). — Soit toujours A un groupe abélien. Dans J(A), nous
allons définir une relation d'équivalence R. Ce sera la relation d'équivalence la
plus fine telle que, pour a € : J ^ ^ ( A ) , on ait :

a==^a (modR) quel que soit t€'ëi^.^;
a =EEE W^a (modR) quel que soit T € Ôh \
a==:Q\a (modR) sip;=2.

(Cette définition est justifiée par les lemmes 9, 10, 11).

LEMME 12. —Soient aeJp(A), &€Jp'(A). Pour que a et b soient équivalentes
module R, il faut et il suffit que T&b soit de la forme W,^THa.

Soit Ri la relation
Mo est de la forme ^(D^Ma.

Montrons d'abord que Ri est une relation d'équivalence. La relation Ri
est évidemment réflexive. Elle est symétrique, car, si TiHb=W^THa,
on a THa=^-iW^Mb, d'après les lemmes 1 et 2, donc M^ est de la
forme W^^THb d'après le lemme 3. Elle est transitive, car, si Mc==y^t^^»
on a Têic=W^tW^t^ia, donc Me est de la forme ^V'^yUa, d'après les
lemmes 1, 2, 3.

Si M& = ̂ '^'tISia, on a, module R,
b==m=W'^1Sia=^1Sia^=1Sia-=a,

donc
b==a (modRi) entraîne b == a (modR).

Pour établir la réciproque, il suffit d'observer les points suivants :

i° ^\a=.a (modRi). Car, si ^GJ^^.^^A), t==(Ti, . . ., T/,) et p,;==2, on a
^^a=^(£^a),
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d'après le lemme 4. Compte tenu du lemme 7,

s^^a=^a, donc ^^a =^^0.

Donc M^tû est de la forme ̂ [^a, d'où notre assertion.
2° ^=:^(modRi). Car, d'après le lemme 5, sip,_^=2, on a

^y.a^w^-1^.
Donc M^û = W,,Ma, d'où notre assertion.

3° Û^EEEû(modRi)s i^=2. Car %^==îla.

LEMME 13. — Soient aeJp(A), &eJp<A), a et h étant équivalentes modulo R.
Afor^ p^ ^ ûfeW^ ûfe p par une permutation et par insertion ou suppression
éventuelle d'entiers 2. Les degrés de a et b sont égaux. Si a est donnée, on peut
choisir b de façon que p^ ç P^ et p' est déterminé de manière unique par p.

La première assertion résulte aussitôt de la définition de R. Soit p =(p^,... ,^).
Si l'on permute les p,, ou si l'on insère un 2 dans la suite des p,, la quantité
pi+ . • . +ph— 2 A ne change pas; d'où l'assertion relative aux degrés. Si a est
donnée, et si tous les p, sont égaux à 2, la suite p' ne comporte que des 2; en
prenant b = Mû, on a p'= (2)eP', et (2) est évidemment le seul élément de V
qui peut se déduire de p par permutations, insertions ou suppressions d'entiers 2.
Si a est donnée, et si tous les pi ne sont pas égaux à 2, on peut choisir pour p'
le réarrangement non croissant de la suite des p, distincts de 2, et l'on a
alors p'eP'; l'assertion d'unicité est évidente.

Soit ûeJ(A). On dit que a est dégénérée si a est équivalente à — a module R.

LEMME 14. — Si a est dégénérée^ et si b est équivalente àa,b est dégénérée.

En effet, -6 est équivalente à -û (par exemple d'après le lemme 12), donc
équivalente à a, donc équivalente à 6.

Nous allons maintenant définir un groupe abélien X(A) par générateurs et
relations.

Les générateurs sont les éléments de J(A).
Les relations sont les suivantes :
a = b si a et b sont équivalentes ;

a == o si a est dégénérée.

Autrement dit, X(A) est le quotient du groupe Y(A) par le sous-groupe
qu'engendrent les éléments suivants :

(1) a — b, où a et b sont des applications jacobiennes équivalentes;
(2) a + (— a), où a est une application jacobienne quelconque ;
(3) a, où a est une application jacobienne dégénérée.
On désignera par r(A) ce sous-groupe, de sorte que X(A)=Y(A)/Y /(A).
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LEMME 15. — Y'(A) est le sous-groupe de Y(A) engendré par les éléments suivants :
(4) ci—(S)l(e,...,e,(!,e,...,e)a7 ou a € Jp,, ...,^(A) et où (7 € j8ï^ est une transposition

de deux entiers consécutifs;
(5) a—W^a, où a€J^,,...^^(A) et où T€J8i/t est une transposition de deux

entiers consécutifs ;
(6) a—Sl\a,oùaç.î^^p^PL)etoùpi=^',
( ̂  ) a + (— û), o?/ û ̂  î//z^ application jacobienne quelconque ;
(8) a, où a est une application jacobienne dégénérée.

Il est clair que les éléments considérés appartiennent à Y^A). 11 suffit de
montrer que, si a et b sont deux applications jacobiennes équivalentes, a — b est
somme d'éléments de type (4) ou (5) ou (6). Or (lemme 12), on a M6 == W'^TSia.
Donc

a — b ==. (a — ma) — (b — ̂ b) -+- (M^ — O^Ma) + (^îia — ̂ ^ma).

Les éléments a—%a, 6 — M 6 sont sommes d'éléments du type (6). Comme
toutte'Ëi^..^ est produit d'éléments de la formel, . . ., e, cr, e, . . ., e), a étant
une transposition de deux entiers consécutifs, T&a—^[îîa est, compte tenu du
lemme 1, somme d'éléments du type (4). Comme tout Te'8^ est produit de
transpositions de deux entiers consécutifs, <Ï>tMa—y^tîlâ est, compte tenu
du lemme 2, somme d'éléments du type (5). D'où le lemme.

Soit Xp(A)[resp. X^A)] l'image canonique de Yp(A) (resp. Y^(A))dansX(A).
Un a

X(A)^Z^oXyl(A)==ipepXp(A).

PROPOSITION 1. — Le groupe X(A) est somme directe des X'^A) pour n-^o.

En vertu du lemme 13, les éléments du type (i) ou (2) ou (3) sont homogènes
pour le degré de Y^A), ce qui prouve la proposition.

Autrement dit, le degré dans Y(A) définit par passage au quotient un degré
dans X(A), pour lequel les éléments homogènes de degré n constituent le sous-
groupe X^A).

On dira encore que tout élément de X(A) est tordre i, et l'on appellera
encore degré total la somme de l'ordre et du degré.

Rangeons deux applications jacobiennes a, b dans une même classe si a est
équivalente à b ou à — 6. Soit J(A) l'ensemble quotient de J(A) par cette nouvelle
relation d'équivalence (qui ne sera considérée que momentanément). Pour
tout fteî(A), soit Y[a](A) le sous-groupe de Y(A) engendré par les applica-
tions jacobiennes de rt. Il est clair que Y(A) est somme directe des Y[o|(A)
pour aeJ(A). D'autre part tout élément du type (i) ou (2) ou (3) appartient
à un sous-groupe Y[aj(A). Donc, si X[a](A) est l'image canonique de Y[aj(A)
dans X(A), X(A) est somme directe des X[a](A) pour rteî(A). Par ailleurs,
X[a](A) == o si la classe a est formée d'applications jacobiennes dégénérées.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — FASC. 1. 5
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Soit (xeJ(A) une classe formée d'applications jacobiennes non dégénérées.
Alors, a est réunion de deux familles disjointes (a,)^, (-^)^ d'applications
jacobiennes non dégénérées, les a, étant toutes les applications jacobiennes
équivalentes à l'une d'entre elles u,^ Avec ces notations :

LEMME 16. — Soit ^m,a,+^n^a,) un élément de Y[o](A). Pour que cet
élément soit dans Y^A), il faut et il suffit que ^m,== 2^.

Si î^m,=^n,, on a, module Y^A),

2m^4- 2 ̂ (— a,) EEE (Im.,)a^ (In9) (— aj == (ZmQ (^+ (— aj) EEEE o,

donc S/n^+S^—^eY^A). Réciproquement, l'ensemble des élé-
ments 2m^4-2^(—^) tels que ^m,=^n, est un sous-groupe de Y[a](A) qui
contient tous les éléments du type (i) ou (2) ou (3) appartenant à Y[a](A), donc
qui contient Y^A^Y^A). D'où le lemme.

PROPOSITION 2. — a. Le groupe X(A) est somme directe des Xp(A) pour p € P'.
&. Pour tout p€P, Xp(A) est un groupe abélien libre, de sorte que X(A) est un

groupe abélien libre.
c. Pour tout peP, ^^Xp(A)=Yp(A)/ (Yp(A)ny(A)) ,^Yp(A)nY / (A)

est le sous-groupe de Yp(A) engendré par les éléments suivants :

(9) a — b, où a et b sont des éléments équivalents de Jp(A) ;
( 10) a + (— a), où a est un élément quelconque de Jp(A) ;
(n) a, où a est un élément dégénéré de Jp(A).

Avec les notations du lemme 16, l'application

1^0(4- I^(—(2() ->î(m^— n^)

est un homomorphisme du groupe Y[a](A) sur le groupe Z dont le noyau
est Y^A^Y^A). Ainsi, X[a](A) est isomorphe à Z. Donc, pour tout p€P,
Xp(A), qui est somme de certains des X[a](A), est un groupe abélien libre
d'après les remarques qui précèdent le lemme 16.

SoityeYp(A). Les composantes dey dans les Y[a](A) appartiennent encore
à Yp(A). Si jeY^A), ces composantes appartiennent aussi à Y^A). Pour
prouver le c de la proposition, il suffit donc de prouver qu'un élément y
de Yp(A)nY[a](A)nY^(A) est somme d'éléments du type (9) ou (10) ou (n).
C'est évident si a se compose d'applications jacobiennes dégénérées. Sinon
avec les notations du lemme 16, on a

j==Im^t4-^^i(—ac), avec îm^==în,.

Puisque yeYp(A), les a, qui ne sont pas dans Yp(A) ont un coefficient nul.
Soit lo tel que ^eJp(A). On a, modulo le sous-groupe de Yp(A) engendré par
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les éléments de la forme (9), ( 10) ou ( 11 )

y == (Im,)a^+ (In:) (— ̂ ) == (im,) (0^4- (—^o)) ̂  o^

ce qui démontre c.
Toute application jacobienne est équivalente à un élément d'un Jp(A),

avec peP' (lemme 13). Donc X(A)=2pep'Xp(A). Soient p et p'deux éléments
distincts de P\ Si â€Jp(A) et ^GJp'(A), le lemme 12 entraîne aussitôt que les
classes a et ù' de J(A) qui contiennent a et a' sont distinctes. Donc, si a et a'
sont non dégénérées,

X^(A)nX^(A)=o.

Comme X(A) est somme directe des X[aj(A) pour aeJ(A), on voit que X(A)
est somme directe des Xp(A), pGP^.

PROPOSITION 3. — Le groupe X'^A) est somme directe des X^ ^,^(A)
pour{p^ . . .,?/,) eP^,pl+. . .+pn—^h=n.

Ceci résulte aussitôt de la proposition 20 et de la définition des X^A).
En particulier, on a

X«(A)==X,(A),
X1 (A)=X3(A),
X^A^X^A^X^A),
X3(A)=X3,3,3(-A)+X4,3(A)4-X,(A).

4. LES ENDOMORPHISMES D ET à DANS Y(A) ET X(A). — Nous allons faire du
groupe gradué X(A) un complexe en y définissant un endomorphisme bord à.
Cet endomorphisme sera obtenu, par passage au quotient, à partir d'un
endomorphisme D de Y(A).

Soient n etp deux entiers tels que i <^p <^ n. Soit

(^ '-^p\J^ "^Jn-p)ç^(P^-P)'

Soient Xi , . . ., X,, des indéterminées, qui engendrent sur Z un anneau de
Lie libre L(Xi, . . ., X,,). Pour açôp et re^-^-n, posons

î:== [X^^p • • • , X^ ], Y^ = X^, ..., 'Yn-p+i '==- X^_-p,

puis formons [Y^D, Y^(2) , . . . , \^n-p^\}\\ autrement dit, si r est rentier tel
que r(r) = i, formons

[^/T(l)-l' ' ' "> X/^^-,)-^, [X^, . . ., X^J, X^^^^_^, . . ., Xy^_^_J.

LEMME 17. — /^ existe des entiers rationnels

C(h, • • ., I p ' i j i , • • ^ A-^; T, O-, P)
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{où pe^, aejSi^, re'Si^^.i) ̂  ̂
[X/^_,, • • ̂  X;^._^, [X^, ..., X^], X^^_^ ..., X^^_^^_J

^ ̂ ^(^ " '^'pU'^ ' • ̂  .A -/^ ^ ̂  P) [Xp(i), • • ^ Xp^)].

On a, en effet,

[XA^--P • • • . X^,._^_^ [X^, • • •, X^;,], X^,_^, ..., X .̂_ ,̂_.J
== [X/^.^ • • ^ X^._^ ^ [X^ , • • • î X^_._J, X^^^ X^;^^..^, . . ., X,^_^,_J

~ [X/^,-.,, .. ., X^ ̂  X^^, [X^,, ..., X^_^], X .̂̂ ,̂  .. ., X^^^^^J

de sorte que le lemme est immédiat par récurrence sur».
Les entiers c(^, . . . , ^; j\, . . . , /^; r, a, p) ne sont pas déterminés

de manière unique, à cause des relations Z-linéaires qui existent entre
les [Xp(i), . . ., Xp(,i)]. Nous les choisirons une fois pour toutes dans ce qui suit.
Les définitions ultérieures sont d'ailleurs indépendantes de ce choix.

LEMME 18. — Soient p = (p^ . . . , p^çp^ r un entier de |i, . . . , h},
p un entier tel que i<^<^,, (h, . . . . ^; j\, . . . , j^,p)eôî(p, pr—p)
et y'={p,, . . . . pr^, p r — p + i , p , pr^. . . ., ̂ )€P. Soit âreJp(A). Alors,
l'application b de JSip. dans A définie par

b((7^ . . . , (7,_i, T, O-, î7,.^i, . . . , O-/,)

^^^^^(^î • • • ^ ; . / l 7 • • ' . J p , - p ' , T, CT, (7,.) a(ai , . . ., (7/._i, <7/,, (7,.^, . . . , Œ / / )

est une application jacobieîine.

Si, dans &, on fixe toutes les variables sauf Fune des variables G-i, . . . , o^,
7,.+i, . . ., CT/,, rapplicatipn obtenue est une combinaison Z-linéaire (au sens fonc-
tionnel) d'applications jacobiennes, donc est une application jacobienne d'après
le lemme 6. Maintenant, soit a' (resp. 6') l'application de JSi^ (resp. Qp^p^ ̂ )
dans A obtenue en fixant dans a (resp. &) toutes les variables sauf a-,, (resp. T, a).
Alors, ^eJ^(A), donc ^=(L, r^ x^ . . . , ^,). Par définition des
entiers c(ï\, . . ., ^; j\, . . . . y^_^; T, (j, a,), on a

(12) ^(ï, cr) = ^.e^^(^i. • • • , ^; ,h, . • • , ,/̂ -/, ; ̂  ̂  cr/-) ^ ( [^,.(1), . . ., ,̂.̂ .)] )

== Yî(2<^ejQ^c(îi, .. ., ip\j\, . .., ./^-^; T, o-, o-,.) [̂ .(i), • . ., ^(7,(^,)])

=^([^1-^ • • - ̂ ^)-^ [^(^ • • •. ̂ ;,)]. ̂ ^.-^ • • - ̂ A^-^-J),

où s=^~\ï). Si l'on fixe CT dans b ' , l'application obtenue n'est autre
que (L, T] ; [^^, . . . . ̂ J, ̂ , . . ., ̂ _p), et est donc jacobienne. Pour T fixé,
toute relation Z-linéaire vérifiée par les [^,, . . ., ̂ J, où (T parcourt j8^, est
vérifiée par les ^(i, a), de sorte que &\T, cr) est, pour T fixé, une fonction
jacobienne de cr (lemme 6). Ceci achève la démonstration.

La formule (12) montre en même temps que l'application b ne dépend pas
du choix des entiers c(^, . ., ip\j^ . . ̂ jn-p\ ^, cr, p) introduits plus haut.
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Posons maintenant

^l((Tl, . . ., CT^-i, T, (7, O-^i, . . ., On)

:= : :p(/?l-^-•••+^r+/?4-I)£,„.,,^^...,^_^((7l, . . . , CT/_i , T, (7, CT^, . . . , 0-^).

On a 61 e Jp'(A) (lemme 18). Ainsi, a -> b^ est une application de Jp(A) dans îp'(A),
bien déterminée par la donnée de p, r, (;i, . . ., ip;j\, . . .,^,.-^). On désignera
par D^^,^,...,/^^ l'unique endomorphisme du groupe Y(A) qui possède les
propriétés suivantes :

10 ^r..,v,^...,/p -,, es^ nul sur Yq(A) pour tout q€P distinct de p;
20 Dp;:.,^,.,,^(^)=6. pour^eJp(A).

L'image de D^'^ ^.^ y est contenue dans Yp'(A). On posera

î)p=I^(i„ ..., ip',j\, ..^j^_p)ç^f(p,p,-p), ï<p<p,., i^r^AjD^'.,^;^,.^^.

Ainsi, W est un endomorphisme du groupe Y(A), nul sur Yq(A) pour q^p,
et dont l'image est contenue dans

^{ î<P<Pr. I^^^A}^,,^.,^_^,^^^,.,^(A).

Enfin, on posera D = ïp^pD13. Ainsi, D est un endomorphisme du groupe Y(A)
qui se réduit à D13 sur Yp(A).

PROPOSITION 4. — L'endomorphisme D diminue le degré d^une unité.

Il suffit de le prouver pour chaque D13, et donc pour chaque D^'^ , .y^ .
Avec les notations antérieures, il suffit donc de s'assurer que le degré des
éléments de ïp'(A) est inférieur d^une unité au degré des éléments de ïp(A).
Or, ces degrés sont respectivement

/?!+. . .4-7?,-l+ (Pr——p +l) 4-/?4-^r4-l-+-- • •+7^—— ' î ( A - + - l ) ,

PI-+-. . .-^-pr-i-^-pr +7?r4-l+. . .+ ph~- 2^

et notre assertion est immédiate.

LEMME 19. — Soient ^çJp(A)==J^ ^)(A) et TêJô/, la transposition de k
et k + i • Soient r, p des entiers tels que i^^^A, i<^jo<^jo,.; soient

(h, • • • , ^;./i; ...,./^_/,)e^(7?, p r — p ) , p /=(^l, ...,pk^, pk+i, p^ pk+^ ...,^)eP

Alors :

a. Si r^> k+ï, on a

D^/'.,^;....,^W.a=^DP:::.,^^,.,^^,

où T' e 'S'/i+i est la transposition de k et k + i ;
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b. Si r<^k, on a

DP^^;Â,...,^-^^=^D^,^^,,^a,

où T' e fii/.+i ̂  ̂  transposition de k + i et k+2.;

c. On a

De,,;Â,...,^-^^=^Dp:^;.,....^-,^
où ^ e ̂ +1 transforme k en k + 2, ^ + i en k, k + 2 en k + i, et laisse fixes les
autres entiers;

d. On a
^^^...^-.^^^DP;^,^,,,.,^.,

où T' € Qh+t transforme k en k + i, k + i ̂  ̂  + 2, Z: + 2 en k, et laisse fixes les

autres entiers.

Si r > k +1, on a, en posant £ = ̂ ,.,^,,j^,

(D^'.^^^-^.^j^^W^a) (o-i, .. ., 0-̂ .1, (7k, . . . , o-^_i, T, o-, oy+i, .. ., o-/,)

=p(7?i+. . .-{-pk+i 4-7^4-. . •+/?r+/?4-l) £

•^e^^(^i. " - , ^;yi, ...,y^_^; T, cr, o-^) (W^a) (o-i, ..., o-^i, Œ^, ..., (7/_i, o^ o-^i, . . . , Œ A )

= P (PI + • • • -^-Pr + /? 4- 1 + Pkpk+l) £

•^reJ0^c(^lî • • • î ^ î y i î • • " , J p , - p \ T, O-, Or )a ( (T i , . . . , ( 7 / , ) ,

[y^D^^^^^^ ,,,/p^a) (o-i, . . ., o-^+i, o-^, . . ., o-^_i, T, o-, o'/.+i, . . ., a-/,)

==P(Pkpk+l) (O?,'7..,^;/!....,/^-/,^) (O'l, . . ., 0-̂  O-^+i, . . ., 07_i, T, (7, O-^+i, . . ., O-/,)

^P^Pkpk+l +/?i+. . .-^-pr^-P + l ) £

•^^€^^(^15 • • • î ^ ; y i 5 .. .,y'^-^; T, cr, o-,.) 0(0-1, . . . , o - / , ) ,

d'où le ^ du lemme. Le 6 s'établit par un calcul analogue. Dans le cas c, on a,
en posant maintenant £ == £, ,.r ^... ĵi,...,/^-/,

(DP^.,^;^...,7p^-p1ï^^a) (°'l5 • • - î ^-lî ^ ̂  O-A, 0-X:+2, • • ., O-h)

==P(pl-+-'"-+-pk-l-Jrpk+ï-^p-}-ï)e

'^k+iGÔp^ c^ • • • » ^57^ "^Jpk+i-P'i ^ ̂  °'X:+l) (^T^) (O-i, ..., O-À-i, O^i, 0-^, 0-^+2, ..., O-A)

=P(^l+- "^-Pk-l-^-pk+l+P-^ï-^pkpk+l)£.

^(j^ç^^c(iï, ...,^;y'i, .. -,jpk+,-p^ T, o-, 0-^.1) a(o-j, . . . ,o-/,),

^^D^.^^y^^^y^^^aJ (o-i, .... o-^_i, T, o-, o^, 0-^+2^ • • • î o-/,)

=^(^^+^(^+l-^+I))(DP:^;/,,,,^_^)(^^ ..., (7,, T, ̂  o^ ..., ̂ )

==P(PkP-^pk(pk+i—P-^ï) +7?i4-...4-/?/:+i4-/?4-l)£

•A^+ie^,^c(^, ...,^;yi, .. ',jp^-p\ T, o-, 0-^1)0(0-1, . . . ,o-^) ,

d'où le c du lemme. Le rf s'établit par un calcul analogue.
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LEMME 20. — Soient

aeJp(A)=:J^_,^(A) et S=(<°, . . . , e, p, e, . . . , e)eâ.p,

o^ p € 'S1^, apparaissant à la k10^ place y est la transposition de m et m +1. Soient r et
p des entiers tels que ï^r^h, î<^p<^p,;soit(i^, ..., i ^ j , ...,̂  ̂ )e0fQo,^.—p).
Afor^

a. 5Ï r <^k, on a

^^.^/....^-^^^^D?::;.^;^...,^^

o^ s'= (^, . . ., ^, p, ̂  . . ., e), p apparaissant à la (k +1)16^ place;

b. Si r^> k, on a
^^.^^...^-^s^^^D^::.^;^,.,^^

o^ s'== (^, . . ., <°, p, e, . . . y e\ p apparaissant à la k16^ place;

c. Sim = i^ m + i == iu+i, on a

DP:.A..,^/„...^-^s»=<I>s•DP,•.A..„,;/„...,^«,

oî/ s'==(^, ..., e, p', ^, ..., e), p' ^^^^ ^ transposition de u et u-}-ï, et
apparaissant à la Çk + ï)16^ place;

rf. 5'? m ==yp, m + i =j^, on a

D?:'^^...^-^^^^^:^^^...^^^

oi/ s'==(^, . . ., e, p^, <°, . . ., e), p' <?7â/?^ /^ transposition de ^+i ̂  ^+2, ^
apparaissant à la k1^6 place;

e. Si m = i^ m + i =^ (r^jo. m =y'p, m + i = ̂ ), o^ ^

î,3... ,ip',h,...Jp^-p^)Sa=^h,..., in-i,^, ̂ +l,..•,-r'/,;7l,...,^-l,^ /^+i, '-"/pk-p^"

Si r<^k, on a, en posant £== £4, . . . , ^ A,.. . , / ,- ?

(Dp^r.,^;/•l,...,/^-p(DSa) (^lî • • • î °'/-l, T, O-, 0-,̂ , . . ., O-/,)

= p(7?i4-...+^+p4-l)£

•^ejS/,, ^(^î " ' • > i p ' - > J ^ " ^Jpr-P'^^^r){^Ci){(7^ . . . ,(7/,)

:=—p(/?l+•••+^+/?+ I)£

•^^•^^^(^î • • • • > ^î./ i? • • • ? Jpr-p'i T^ a^ ^r) ^(o"i, . . ., cr^._^ po-/:, o-/:+i, . . ., o-/,),

( Î3?;.7'..,̂ ;̂ ,...,̂ -/,̂ ) (^1^ • • ^ ̂ -l, T, O-, CT/.^, . . ., (7/,)

::=:— (^p^/..,^/,;7l,...,7^-pa) ( (71? • • • î ^-l? '^'î ^î c^r+l5 • • • ? 0-Â-lî P^? O'À+l; • • - 5 O'/O

:= : : :—p(7?l+•••+^+7?+ I)£

• ^(Tr ejSl̂  ( ̂  5 ' ' ' 1 lP'1 J^l ' ' • I Jpr-P'ï ^l ^î cr^) ^(O'I? ' ' - •) O'Â-lî P0'/fc> O'Â+1? • • • î a/i)^
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d'où le a du lemme. Le b s'établit par un calcul analogue. Étudions le cas c.
On a

(l3?;^,^;^,...,/^ ^ga)((7i, ..., O-^.T, o-, cr^, . . . ,cr /0

=P(^+. . .+^-l) (Di.:̂ ^ .̂..,̂ ^^ . . . ̂ X^ . . . ̂ ) (T, ̂

(<ï>s'DP:.^,^•/,;A,...,/^_^) (o-i, . . ., <^_i, T, <7, cr̂ .i, . . ., o-/,)

=P(^ -h ... +7^) (^p,D^'1,^^^^^^ . . . ̂  ̂ ^ . . . ̂  (^ ^)

de sorte qu'on est ramené à prouver le c du lemme pour A = = i . Posant
alors p == (n\ il s'agit d'établir que

D^l,;A,...,^^^^p/)D^-^,,^^^

Or, soit a = (L, T) ; ̂ , . . . , ̂ ). D'après le lemme 8,

0pa==—(L,yî;^p^, ...^p^)^«.(^ .^^^ ...,<), où ^=.^p^.

On a, en posant £ = s. , , , ,
-•- (i, . . . , <p,/i, . . . )/n--fi7

(I3) (^^^....^^^^^

=-p(^^^-(-i)£rî([^^, •••,^-^[<,. —^l^

•^/,(,+,)_-P . . ., ^;^_^,+^_J)
si .y^rT-^i). D'autre part,

(^P/)^)ï.^^,,.,^a)(T^)

———(^^^...^^(^P^)

=-P(^+^+I)^([^,.-P •••^A.-^ [̂ .,p ..., ̂ ^],

•^/T^-4-l;-^ • • - 5 -^A^-p+D-l ] )•

Comme ? ne fait que transposer 4 et ^, on a ̂ =^ pour /=i ,
71 —P et ̂ z^ ̂ z)^ ̂ ) par définition de p'. D'où l'égalité à démontrer.

Pour établir le d du lemme, on se ramène, comme précédemment, au cas
où h == i, p == (/i), et il s'agit d'établir que

^'^^...^^^^^^D^^^^.^a.

Soit toujours
a=(L, Y } ; x^ . . ., xn),

€>pa=:-(L,Yî; .rp(i, . . ., ^p^) =:« (L, YÎ ; <, ...,<) £ = £^,., ̂ ,,.,/̂ .

On a encore l'égalité (i3). D'autre part,

(€);P^e)D^l,^^^^a)(T^)

—(^^^..^^^(p^^

=-p(/Z+^+l)£ïî([^^, ...,^,^_^ [^ ...,^^],

•^/VT^+D-IÎ • • • î ^/O'T^-p+D-J )•
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Comme p ne fait que transposer /, et j^, on a <=^ pour /= i , . . . ,
P et xh=x?} =xj.w-^ donc xî^-=x]^-^ d'où l'égalité à démontrer.

Passons au e du lemme. Là encore, on se ramène au cas où h = i, p = (^),
et il s'agit de montrer que

F)W, i ^/ _ T-Y(/Î) i
^...^;7....,^-^Pa-D^...,^J,^,..,^;/,...J^

Soit toujours

a=(L, Yi; ^,, ..., xn}, ^paz=—(L, TÎ ; .2 ,̂ ..., ^^)=^.(L,yî; ̂  ..., ̂ ).

On a encore l'égalité (i3). D'autre part, en posant

£ ̂  ̂ l,...,^-!,/.,^^!-...,^;/!,...,^-!,^,/^!,...,/»-^^

on a

(D^).'.l,^-l,/\.,<u4-i....^/,;Â,...J•.-,,W.4-l,...,7n-///) (T^ (T) ̂  P('1 +^ + l) S^(^),

où ^ s'obtient de la manière suivante : on forme d'abord le crochet des
éléments x^ . . . . x^ ̂  x^ x,^ . . ., x^ rangés dans l'ordre défini par Œ,
autrement dit on forme le crochet [^, . . . , ̂ ^, ̂ , ̂ ^ , .. ., ̂ ];
puis, on forme le crochet des éléments [ ,̂ . . ., x'^^, x1,^, x^, ^ . . ., ̂ f^],
x^ ' " , x]^ ̂ , x^ . . ., x^ rangés dans l'ordre défini par T; ainsi, compte
tenu de l'égalité s'=— £, on obtient le e du lemme.

LEMME 21. — Soient ^€Jp(A)=J^ ,,,^(A). 5o^^ /-, jo â?^ ^^rj /̂.y
?^ i^^^ ï<P<Pr; soitÇi^ ..., ^;y\, ...,^ _^)e0f(^,p,—jo). Afo^

^ ^^<^ D .̂,̂ ...,̂ Û:̂ =Û:+1DP;::,̂ ,̂ ^

&. ̂ r^, D :̂,,,,,,̂ û:̂ =p(̂ )û:DP:::̂ ,,,,̂

En effet, si r<^s, on a, en posant £ = = c ^ ,.^ ^

(J)h/...,ip•,/i,...,/^-^sea) (^lî • • • ? O'/'-l, T, (7, 0-r+i, . . ., 0-,ç_i, (7.̂ ,, . . ., 7^)

::=P(/?l+• • •+7?r+^+l)£

•^€^^(^1^ • • • 5 ^;./^ • •.,.//,,-/,; T, O-, 0-^) (î2^) (CT,, . . ., (7,,,;, or^.i, ..., ^)

^^P^l-1-- • •+ Pr+P -t- l) £

•^re0p^c(^l5 • ' • ^ l p : ) . / ^ ' • " , j p ^ - p \ T, O-, 0'^) a((7i, . . ., (7.î_i, e, 0\.i.i, . . . , ( 7 ^ ) ,

^^D?';..,^;^,...,^^^ (<7i, . . . ; (7,_i, T, Œ, (7^.+i, . . . , (7,_i, (T.ç+1, . . . , <7k)

== ^•iJ7..,^;/!,...,/?^-?^) O7!? • - • 5 ^r-l, T, O", Oy+i, . . ., (7.y_i, ^, 0-^^ . . ., O-/,)

=:P(/?1+...•4-^+/?-^-I)£

•^€^^(^5 ' - ' ^ p ' i j i ï ' ' - , J p ^ - p \ T, o-, o-^) a(o-i, . . ., o-,-i, <?, o-.y+i, ...,cr/,).

ATÎ/I. £'c. Norm., (3), LXXIV. — FASG. 1. 6
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Si ^^^', on a

(D^7..,^;/,,...,^-^^) (o-i, . . ., (7,_i, <7,+,, . . ., o-̂  T, o-, oy+2, • • ., o-/.)

^PC^l-l-- • •+/?,ç-i4-/^+i+. . .-{-pr+l-^t-P + l ) £

.^^(EJS,/,^^^ • • • , ^;yi , ••.,y^_/,; T, CT-, Or+i) (^O) (O-i, ..., (7,-^ Cr,,+i, ..., (7/,)

^^T^^' ••+^-l+^+i+.. .4- ̂ +1 +/?+!)£

•^+i€^^ c(l^ - . ., lp\ yi, . . ., y^-/, ; T, o-, cr^i) 0(0-1, . . ., cr,,_i, 6?, o-.,+i, . . ., 0-^)

(^^DP:7.+^/,;7\,...,7^-^) (CT-1, . . .^ (7,_i, (7,+i, . . ., ^, T, CT, O-/^, . . ., O-/,)

= (^.^^...J^-^) (0-1, . . . , 0-,_i, e, (7,+i, . . . , (7,., T, (7, (7^+,, . . . , 0-/0

:=P(7 ? l+•••+/ ?r+l4-7?4-I)£

•^r+i€^^^ ̂ lî • • • 5 ^; 715 • • . , ./̂ -^ ; T, O-, 0-r+l) ^(0-1, • • • , 0-,.__^ 6?, Œs.+i, . . . , O-/,)

d'où le lemme.

THÉORÈME 1. — 0^âD(y(A))cr(A).

Il suffît de montrer que D transforme en éléments de Y^A) les générateurs
de Y'(A) indiqués au lemme 15.

Soit^eJp(A)=J^_^(A),ets==(^ . . . , ^ , p, e, . .. ̂ )e'S-p, où pe^p
apparaissant à la P^6 place, est la transposition de m et /TZ+I . D'après le
lemme 20, D^:,,,^,^^^^ est congru module r(A) à D^:,,^,,^,^ dans
les cas suivants : i° r< k; 2° r>Z:; 3° r=^, m et m+ i sont deux entiers ^
et î^i; 4° r=^, m et m+ï sont deux entiers j\, et 7^1. D'autre part, à tout
élément (^, . . . , ^;y\, . . . , j ^ _ p ) de Qf(p,p^—p) tel que ̂ = ̂ ,y,= m+ i,
associons Félément^, . . ., i^,j^ ̂ , . . ., ^;^, . . .j^, ̂ ^^ . . .j^,).
On a, d'après le lemme 20,

DP^••>^;7l..•.J^-p€)sa:=:DP;^.,^_^^,^^^^^;^^ ..j,_,,^/^,,...j^_^a,

DP^..,^.-l,^,^4-l>...,^;Â,...,^-l,^/•.+,,...,/•^-^sa=

d'où

(DP^..,^;7l,...j^-p+DP;.^..,^^.^^+l,...,^;7l,...,7.^

En ajoutant membre à membre les congruences ou égalités obtenues, on voit que

D(a — <Ds a) ̂  o [modY^A)].

Maintenant, soient ^eJp(A)=J^ ^(A), et TeJgi/, la transposition de k
et k+ï. Soit ^={p^ . . . . 7^, p/^, ^, ̂ ^, . . ., ^). Alors, d'après le
lemme 19, ^^..^W',a est congru module Ï(A) à DF;7:.^ ,^_^
pour r>Â:+i ou r<^, D^^^.^^-y^ est congru module Y'(A)
àDP:^^^....7^-^. etDF;^,.^^^ estcongrumoduloY/(A)àDP:.^^^„^ _ a .
Ajoutant les congruences obtenues, on voit que D(â—y:^)==o [modY^A)].

Soit toujours ûeJp(A)=J^ ^(A), et soit s un entier tel que ^==2. Il
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n'existe pas d'entier p tel que i <^p <^, donc fia est somme d'éléments de la
forme D?''^,^ ^ ^, avec r^s. Alors, d'après le lemme 21, Dû^est congru
module Y^A) à D^.

Il est clair que

DP;::.^;^....^(a+(^a))=DP;r^^,,^_^+(^D^:^^

DoncD^+^â^eY^A).
Enfin, supposons a dégénéré, c'est-à-dire équivalent à— a. D'après le début de

la démonstration, fia est congru à D(—^) module Y^A). D'autre part, D(—a)est
congru à — D a module Y'(A) comme on vient de le voir. Donc 2 fia e Y'(A) et,
comme Y(A)/Y\A) est un groupe abélien libre (prop. 2), D^eY^A).

COROLLAIRE. — L' endomorphisme D de Y(A) définit par passage au quotient un
endomorphisme à de X(A), qui diminue le degré d'une unité.

5. LES GROUPES H J^(A).

LEMME 22. — Soient p ^> i, q ^> o, r ^> o trois entiers. Soit

(^ ' ' - ^ ip\ J\-, - • - 5 Jq\ ^15 • • ., kr)^^t{p^ q^ r).

Soit li, . . ., l^q la suite des entiers ii, . . ., i^ j\, . . ., j^ rangés dans l'ordre
croissant, et posons

il =1 ̂  . • • , lp== l.^i Ji == li^ ... 7 .//7== IL^I

de sorte que (^, . . ., ^; ^, . . ., ^e'ôifQo, q). Soit m^ . . ., m,̂ ,. la suite des
entiers j\, . . ., jy, ki, . . ., kr rangés dans l'ordre croissant, et posons

J \ == mu,-i •> . . ., J q = m^-i, Â-i == m^-i, . . ., kr == m.^_i,

de sorte que (ï,u^ . . . ,^;^i, . . ., ̂ )€'8if(^+i, r). Alors, pour tout a ç.î^^(A),
on a

D(r+l,/H-<7),2 D^4-^^1 , a—.-D^^'4-1'^^1 n^+y+r),i
•îl,...,^;^,...^^/!,...,^^;^,...,^^ ——-^l^^,...,^;^,...,^^!,...,^;^!,...,/^^^'

Soit a=(L, Y]; ^, . . . , ^+^). Soient Tie-^+^ Te'8i,.-n et ^=T-1(I).
On a

W^Y-k ^)(^^)\ 11-! • " i Ip+cf i^l-> • • •i rr / ' ' '

= P(P + (! + r +7^ 4 -^+i ) £/„...,^+,;^,...,/-,.
•^ r^/^)-^ • • • 5 ,̂̂ -,)_,, i>/^p..., ^/^+,)]) ^^+i)-^ • • ^ ̂ +i)-j)-

Donc, si pe'ëiy,, cre'9.y+i et si ^== cr-^i), on a
(D^'f:^2 , D^4-/^'1.^ , a)(T, o-, p)\ .^i, . . .,fip , t.i, . . ., l^ l^, . . ., ip+n , A.I, . . . Â^ / \ 7 7 F /

= p ( r + i) £/,...,/^;^...,^p(r + i 4-7? + ^ -^ p + i) ^,...,^;^,...,^

•^([^.(i)-^ • • •. «^ -̂i)-̂  [^/^D-^ • • ^ ^(^-i)-^

?0(1)? • • • î ^W-h •^/(r^'+D-i? • • • 1 •^7+1)-Jî

^T((f+i)-i7 • • - • ) ^k^^+i)-i])'
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De même, si $€'0^4-1, et si ̂ ^^(i), on a
/ry/H-y+r), i \ /,; \
{ui^,...,ip•,m„...,m^,a) (^ P)

==?(/?+ ^ +^ +^ +1) ̂ ...^;m, ...,;̂ ,.

.rî([^^ . . ., ̂ n .̂.,, |>̂  . . ., ̂ ], ̂ ,̂ ,-., • . ., ̂ ^.4-,-J)-

Donc
/;[)(//+r+l,/.),i jy^/+^,i , /
^l,^,...,^;?!,...,(-,. ̂ -i, ...,^;mi, ...,w^+,.6"/ ^î ^ P/

= p (^ + r-h i) £,„,., ̂ ; ^ , . . . , / /^ ,p(^+r+i+^+i 4- i)£i,^..,^^,^.

^ ([^,)- ^ • • ^ ̂  .-.)-„ [^^-^ . . . . ̂ ^-.-^

?0(1:5 • • • 5 ^(/,:]î .̂r;̂ !̂;-̂  • • • 5 «^(^i-J^

^^+i;-l̂  • • ^ •r^(.+l)-t])•

Le lemme résulte alors des égalités

^,...,^;mi,...,7^4.,£i,^,...,^;p,,...,<.,=£^,...,^;^...,y^^,...,^=:S/^...,^^^

LEMME 23. — Soient p ^> i, q ^> i, r ^> o ^YW entiers. Soit

(^ • • - ^ ^;/iî • • . 5 y'y; Â-i, . . . , /^)e^f(^, <y, r).

Àb^ /i, . . ., l^ la suite des entiers i^ . . ., i^ k^, . . ., k, rangés dans V ordre
croissante et posons

li == l.,, -i, . . . , lp =z /,^_i, /fi z= /^__i, . . . ^ /^ ̂  l^ _, ^

<A? j-or^ ^(? (^^ . . ., Sp\ i, ^, . . ., ^.)€'8if(jo, r+i) . ÀO^ m^ . . ., m .̂, /rt AW'̂
^ entiers j^ . . ., jy, k ^ , . . ., k, rangés dans l'ordre croissant, et posons

Jl = m^-ï, • • . , Jq == ma^\, /Ci == m^i , . . . , k,. = /7Zp,-i,

de sorte que (u^,. . ., //y ; i, ( ' i , . . ., .̂) € ô f(y^- +1 ). Afor.^ ^o/y/- ̂ /^ ̂  ç J^ ̂ ,.,(A),
o^ a

DÎ^^;^.....D^^;^,,,^^a^-D^^^ [modY^A)].

Soit ^ = (L, TI ; x^, . . ., x^^.\ Soient r. e jQ^^.n, T € "â^ et w = 7i-1 (i). On a
/ry^+<7+/-),i / / \ i'-r -T-\ 'V^,...^^;^,...,^^^) ̂  T)

=?(/? 4- 9-+ r + p 4- i) £^...,^;///,,...,^.,,.

^([^.^P • "^m^-^ [^w .... ^^)1, ̂ ^ .„ . . •^/^^,^-J).

Donc, si peJSir+s, cre'8'ç et si ^^p-^i), ^^rp-^a), on a

/D^'1'^^1'^^1 Ty/?+<7+^ 1 <</\ ̂  rr ^^
V-1"^,...,^;!,^,...,,-,-1-^,...,^;^!,...,/?/^,.^; (.Pî ^î ^

= P(q + ̂ + i) ^,...,.^m,,.. .,m^p(q-^r+ï 4- ^ + i) £//„...^;i ,-„...,.,.
•^([^^-^ . • . , ̂ ^,-^, O;̂ , . . . , ^/^j, ^^+,)-,, • . . , ̂ k^^

[^i^ . . . , ^/^], ^(^+1)-^ . . . , ^;,^_, ])

(l'ordre des deux crochets « internes » devant être changé si w"<^ ̂ /).
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De même, si EeJSi^.+i et si ̂ = ̂ (i), on a
/[)(./H-y+r),i \ /ç _ ^
(<7l,...,^;^•..^/,+^a/ ̂  (7^

==p(^+^+r+^4-l)£y,..,^;/,,.,^.

^([^(^ ——. ^———'-P [^? • • • . ̂ J. • :̂̂ -.:-^ ——. ^-,-M; -J)-

Donc

(Dr:^;^...,^^^
-^P(P -4- r + i) £/,...,/,;/„. ..,/^p(./^ + / • -f- i 4-7> -1- i) £,.,..,,,^,,/,,„/,.

•^([•^o,)-^ • • - , ^o:..-..-J, [̂ .,, . . ., ̂ ^], ̂ ^^,^, . . ., ̂ ,,,,.,,

[^•^r, . . ., .̂ ^J, ̂ ^^-, ^ • . ., ^ÂV,+^ 1) .

Or,
£"—•^; l ' i"•••• t• ' •==P(^)£••"——^;—.^^ £.^...-.^;l,^...^,.=.P(^)£l,.,...,.,;,,...,/,.,

et
£^, . . . .^ ; / / / , , . . . . / /^+,£ l , «,....,/^;^,,...,^.== £/!,...,^ ;/,....,^;Â-i,...,/-,

=P(^)£A,...,/,;<•„...,/,;/,,...,/,,

^M/^/,....,/,;/....,/,.-,.£,,.....,. ̂ ,..,/,..

Donc, en désignant par poeJôr-^ la transposition de i et 2, et par v^ô, la
transposition de 2 et 3, on a

(̂ î::....,,.̂ ^̂
- p(pq) (D :̂:̂ ;̂ ,,,;D^̂ ,̂ ̂ a) (p,p, T, ̂

—— (^po-.^vD^^^^^^D}^^^,^ (p, ̂  T),

ce qui achève la démonstration.

THÉORÈME 2. — On a DD(Y(A))cy(A).

Soit ^eJp(A)=J^_ ^(A). Il s'agit de montrer que DD^eY^A). Soient/-
et jo des entiers tels que I^/^À, i <^p <j .̂. Soit

(A, . . . ,^;./i, ' " , J p , . - p ) ç ^ t ( p , Pr—pY

Soient^ et q des entiers tels que i ̂ s^h, i <^<^,. Soit

(Â-i, ..., Â^ ; Zi, . . ., lp,-^)G^î(q,p,— q).

Si r <^ .y, on a

(T)^P^' -.,Pr-i,Pr-P+i,P,Pr+l, ...,/?/,), S+i T\p, 1 - .\
(,1J/,•„...,^;/„...,^-, D?,...,<•/,;^...^-./,a)

'((7i, . . . , C7/-_i, T, (7, O^i, . . . , (7^_i, 7T, ?, O'̂ +i, . . . , (7/^)

---P(^i+...+^+^+l)£^,,,^;^ .,,̂

.p(7?i4-...+^-i4-^— /?+ 14- /? -}-pr^ +...+/?..+ (7+l)£/^ ...,^;z,,..,^_,

•^^^^^(^î " " > i p \ j \ , . . .,y^-^; T, cr, ^ )
.C(/TI, . . ., Â-y; /i, . . ., ^,-y; 7T, p, 0 0(0-1, . . ., O-r -i, y, O'/.+i, . . .,0-,^, ;;, 0-,.+i, . . .,0-/,).
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De même,

fT\(P^--.,Ps-i,Ps—V+i, q, ps+i, •••,Ph),''T^p,s \
[L}^...,^p^...^-p - î,...,^,...,^--,^)

(O-i, . . . , (7r-^ T, O-, 0-̂ 4.1, . . . , CT^-i, 7T, p, O-^i, . . . , 0-^)

=p(^+...4-^.+^+l)£^,,^;/,,,^^p(^+...+^+^4-l)£^,,^^^

•^vejÊi^e.e^^ • • • 7 ^/; ̂  • • • - , lp,-q\ TT, p, EJ

. C ( < 1 , . . ., ^ ; y i , . . -,,7/,,-/,; T, O-, ^) ^((7i, . . ., Œ/.-i, V, C7/.+i, . . ., (7,,_i, ^ Œ,+i, . . . , Œ/,).

Ainsi
1^1,... ,Pr-l,Pr-P+i,P,P,.+i,...,Pk},S+l^p,r

Â:i,...,^;^,...,/^--^ ii,...,ip;Ji.'-;Jp,.-p

^(Pi, '",Ps—i.ps—(/+ï,V,Ps+^---.Ph),r T\P,s ^ / < = V / / A \
^,...,^;/i,...,7^.-^ D?;,...,^;/.,...,^-/^1 (A)-

- D ^

D'autre part, pour r fixé,

^J)(^,...,/.,-1,^——^+1,^/^.+1,...,/^),7-+JJ)P,,/-
A:i,..., A-, ;/!,..., ̂ +i-,/ -1";!,..., ̂  ; 71, . . . ,7^-^ Lv

est congru modulo Y^A) à

__ y,T)(P^--^Pr-i,Pr-P+ï,P,Pr+i,...,Ph),rT\p,7-
--^l,^...,^;/,,...,^^^ iJ^,...,^;7l,...,^,.-/,a•

En effet, on peut, pour établir ce point, remplacer a par û^...û^û^1 ...^ ^
d'après le lemme 21. On est donc ramené au cas où A = = i , et notre assertion
résulte alors du lemme 22 par des groupements convenables des systèmes
d'indices.

De la même façon, le lemme 23 entraîne que

^Dt^^^^^--^/•DP;:^^^,

ce qui achève la démonstration.

COROLLAIRE. — Dans X(A), on a ôô = o.

On considérera X(A) comme un complexe en le munissant de à et du degré
total. Le groupe d'homologie de X(A) sera désigné par HJÏ(A). Le groupe
d'homologie de degré totale de X(A) sera désigné par HJ^(A). Ainsi, H^(A)
est un quotient d'un sous-groupe de X^'^A).

6. RELATIONS AVEC L'HOMOLOGIE CUBIQUE DE A. — Les résultats de ce paragraphe
ne seront pas utilisés dans la suite du Mémoire.

Soit 1 l'ensemble { o , i}. Soient jR^(A) l'ensemble des fonctions définies sur V1

et à valeurs dans A, Q^(A) le groupe abélien libre engendré par €^(A), Q(A) la
somme directe des Q^(A) pour/i^o. Les éléments de ÇL(A) sont dits de
degré /i+i. Si ^e^(A), et si i^j^n, définissons les éléments Rjq, Sjq,
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Pjq de ^,,_i(A) par les formules
(Ry^)(9i, .. ., 9,,-,)== o((pi, . . ., 9y_i, o, <py, .. ., cp/z-i),

(s /^) (?^ • •^ p^-i)^ ^(?i, .. - , ?/-i, i, ^/, .. ., ̂ -i),
(P/^)(?i. ...,y,z-i)== ^(91, ..., cpy-i, o, cpy, ...,c^_i)

+^(?^ • • ^ ?/-^ ^ ?75 " "> 9/z-l)-
//,

Soit ̂  =^p(./+^) (Ryy + Syy — Py^). Alors, ̂  == o et Q(A) est le complexe
/=1

cubique de A ([i]).
Soit k l'application de 1 dans '813 définie par

k(o)=(i, 2 ,3 ) , k( i )==(2, 3, i).

Soit k" Fapplication (k, k, . . ., k) de P dans Çf5sY= 8 3 , 3 , . . . , ; î .

LEMME 24. — Pour toute application jacobienne a de (JSi 3)^ rfûr/î^ A^
^^ ^==rtok7'. Alors, Inapplication a -> q^ est une bijection de 1 3 ^ 3 ^ 3 (A)
^rjB^(A).

Raisonnant par récurrence, nous supposons le lemme établi pour les
entiers <^ n.

Montrons d'abord que a -> qa est injective. Soient a et a' deux applications
jacobiennes de ('S'a)" dans A qui coïncident sur k^P'). Il s'agit de montrer
que a=a'. Pour a==( i , 2, 3) et o-==(2, 3, i), D^û et û^ coïncident
sur k"""^?1"1), donc sont égales d'après l'hypothèse de récurrence. D'autre part,
d'après un calcul facile qui sera repris en détail au paragraphe 7, on a

^^^,^+^^^^+^^^^==0, ^^^^a'+^^^^a'+^^^^a'^Q,

donc û^a et Q^a1 sont encore égales pour (j=(3, i, 2). Enfin, Sl^a et û^ sont
égales pour o- impaire d'après le lemme 7. Donc û == a'\

Montrons maintenant que a -> qa est surjective, autrement dit que toute
application b de k^P) dans A se prolonge en une application jacobienne
de ('S'a )" dans A. D'après l'hypothèse de récurrence, les applications

(o-i, . . ., an-i)-^b(a-^ . . ., o^_i, (i, 2, 3))
et

(o-i, . . ., a-n-i)-^b(a^ . . ., o-^-i, (2, 3, i))

de k71"^?1"1) dans A se prolongent en applications jacobiennes a^, a^ de (Os)71""1

dans A. Posons alors, pour o-i, . . ., On-i^Ôs,
0(0-1, . . ., o-,,_i, (i, 2, 3) )==ai(o- i , . . . . o-^-i),
6?(o-i, . . ., (7^_i, (2, 3, l ) ) = ^2(0-1, . . . . 0^_i),

(2(crj , . . . , o-^_i, (3, i , 2 ) ) = = — ai((7i, .. ., o-^_i) —0.2(0-1, . . ., o-,,_i),
0(0-1, . . . . o-^-i, (2, i , 3)) ==— ai(o-i, . . . . o-^_i),
<%(o-i , . . . , o-^_i, (3, 2, i ) ) ==— 0.2(0-1, .. ., o-^_i),

0(0-1, . . . , o-^._i, (i, 3, 2 ) ) ==:ai(o-i, .. ., o-^_i) +02(0-1, • • ., <^-i).
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On vérifie aussitôt (cf. § 7) que a est une fonction jacobienne des
variables a^ .. ., c^, qui prolonge &. D'où le lemme.

La bijection réciproque de la bijection a — ̂  se prolonge en un isomor-
phisme de Q^(A) sur ¥3, s,.., 3<A). D'où des homomorphismes surjectifs

^n: Q.(A)-^X3,3,..,3(A)

pour / î==i , 2, . . . . Pour n=o, Qo(A) est le groupe abélien libre engendré
par les éléments de A, donc est égal à ¥3 (A), d'où un homomorphisme surjectif

Ç o : Qo(A)-^X,(A)

et, par suite, un homomorphisme

Ç : Q(A)->X(A).

PROPOSITION 5. — a. Vhomorphisme Ç conserve les degrés, si Von adopte
sur X(A) le degré total.

6. ÀY^eQ^(A), onaà^q=y{n-\-\)^àq.

L'assertion a est immédiate, ainsi que l'assertion b pour^=o. Soit main-
tenant aeJp(A), oùp=(3, 3, . . . ,3) (^nombres 3). Soient q=qa et b l'image
canonique de a dans X(A). On a A = = Ç ( ^ ) . Posons, p o u r z = = i , 2, .. ., ^,

DP^a=:^, DP^^=^, DP^^=:^ •

et soient 6,1, 6,.,, ^3 les images canoniques de 0,4, o^, a-^ dans X(A). On a
" /<

Da =z^ (a,, + a,, 4- ^3), ^ ==^ (^ 4- ̂  + ^.,).

^-i ;=i

Soit p /=(3, 3, . . ., 3) (n—i nombres 3). On a M^, îlû^, 1î^3€Jp<A), et

(Man)(o-i, . . ., o-^..i)==a^(o-i, . .., Œ,__i, e, e, (T^ ...,o-^_i)

== p(i+ï)a(^ ...,cr^, (i, 2, 3), <^ ..., o-^_i),
(%a^) (<7'i, . . ., c^_i) == ^•2(0-1, . . ., (7,_i, e, e, o^ . . ., o-/,_i)

=-j)(î+i)a(cr^ ..., o-^ (i, 3, 2), cr,, ..., ^__,),
(Ma^) (o-i, . . ., ^_i)z=a,3((7i, . . ., cr,_i, e, e, o-,, . . ., o-^_i )

= P(^+l)a(cr^ ..., cr,_,, (2, 3, i), o-,, . . . , o-,_,).

En particulier, si y^ . . ., y^_i el, on a

(M^)(k^(^, ..., ^-i))=:j3(^+i)a(^(c?^ ...,9^,0,9,, ...,9,_.,))

==?(/+ i)^(?i, ..., 9,-i, o, ^, ..., 9^)
=p(î4-i)(R^)(9,, ..., cp^),

donc y^=p(;+i)(R,y) et, par suite, &,,==?(;+i}Ç(R,y). On trouve
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de même que 6/3 ===-?(;+ i)^(S,ç). Enfin,
(lîla^)^-1^!, . . . , c p ^ - i ) ) = : — p ( & + i ) a ( ( 7 i , . . ., o-,-i, ( i , 2, 3), o-,, . . ., c^_i)

— < p ( î 4- l )a(Œi, . . ., (7;_i, (2, 3, l) , (7i, . . ., Œ^i)

^—J^+ïK^K?^ ...,^-i)
—,p(^+l ) (S^) (? l î • • • . ?n-l)

==—p(?+i)(P^)(9i, ..., c^-i),

donc 6 /2==—p( ^ + I ) ^ (P^ç r ) • Finalement,
• / " \

Ô^q^ôb^^ ̂ p(,+i)(R^+S^-P^) )=:p(7î4-i)Ç^.

\z=:l /

COROLLAIRE. — V homomorphisme ^ définit un homomorphisme canonique de
Vhomologie cubique de A dans H ̂ (A).

CHAPITRE II.

CAS DES PETITS DEGRÉS.

7. LES GROUPES Xs(A), X;3(A), Xs,3(A), X,(A). — Un élément açî^A.) est
bien déterminé par la valeur œ=aÇe) (lemme 7), qui est un élément quel-
conque de A d'après le lemme 6. Nous noterons Çx) cet élément de J.2(A)
[et aussi les éléments correspondants de Y2(A) etX2(A)]. Ainsi, Y2(A) est le
groupe abélien libre engendré par les (^)? où a?eA. On a

^^(•^^(•^ ^S,!)^)^^)-

Donc (;z*)e=J2(A), (y)eJ2(A) sont équivalents si et seulement si x=y
(lemme 12). Par suite (.r)eJ2(A) est dégénéré si et seulement si <lx=Q.
Compte tenu de la proposition 2, on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 6. — X2(A) est le groupe abélien défini par les générateurs (^);
où x € A, et les relations

(-^)=-(^),
(^?) ==0 si 2.2? == 0.

Un élément açîsÇA.) est bien déterminé par les valeurs

^?==a( ( i , 2, 3)), y = r a ( ( 2 , 3, i)) , ^==a( (3 , i , 2 ) ) (lemme 7).

Nous noterons Çx, y , z) cet élément de Je (A) [et aussi les éléments corres-
pondants de Y3(A) etX3(A)]. Si Xi, X2, X3 sont des indéterminées engendrant
un anneau de Lie libre, toutes les relations Z-linéaires vérifiées par [Xi,X2,X3J,

Ann. Ec. Norm., (3) , LXXIV. — FASC. 1. 7
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[Xs, Xa, Xi], [Xs, Xi, Xa] sont conséquences de la relation

[X,, X,, X3] + [X,, X3, X,] + [Xe, X,, X,] == o.

Ainsi, J3(A) est l'ensemble des («r, y , z) tels que

e^eA, yeA, ^çA, x 4- y 4- -s == o (lemme 6),

et Y3(A) est le groupe abélien libre engendré par ces {x, y, z\ On trouve
aisément que

^1,2,3)(^ J, ^) == (^ J, -S), %,1,3)(^ Jî ^) == (^ -^ j)î .

<Di2,3,l)(^î Y, -S) ̂  (^5 -^5 j)î ^;1,3,2)(^, J, •S) = (^ J, ̂ ),

%,1,2)(^, J, ^) = (J, ^, ^), %,2,1)(^, J, ^) == (J, ̂  ^).

Les éléments de J3(A) équivalents à Çx, y , z) sont donc, compte tenu du
lemme 12, les éléments (x, y , z), Çz,x,y),{y, z,x\(x, z , y ) , ( z , y , x ) , { y , x , z ) .
Par suite, les éléments dégénérés de J3(A) sont les éléments de la forme

(Q,œ,—œ), ( ^ ,o ,—^) , {o,œ,—œ)

et les Çx, y , z) tels que flx=tly=^z=o. Compte tenu de la proposition 2,
on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 7. — X^ (A) est le groupe abélien définipar les générateurs (x y y ' , z),
où

•a?€A, J€A, .se A, ^+j+.s==o,

et les relations

(œ, y , .s) = (z, x, y) == (j, z, œ) •==. (x, z, y) •==. (z, y , x) = (y, x, z),.

(—x, — y , —z)=— (x, y, z),

(o, x^ — x) = o,
(^, y ^ z) == o si ix =: ly == '2Z •== o.

Un élément <?eJ3,3(A) est bien déterminé par les valeurs

x =a((i , 2, 3), ( i , 2, 3)), y =a( (2 , 3, i), ( i , 2, 3)), ^ = a((3, i , 2), ( i , 2, 3)),
^=a ( ( i , 2, 3), (2, 3, i ) ) , j '==a((2, 3, i), (2, 3, i ) ) , z'==a((3, i, 2), (2, 3, i ) ) ,
^==:a((i, 2, 3), (3, i , 2)) , j^a^, 3, i), (3, i , 2)) , ^ / /=a((3, 1 , 2 ) , (3, 1, 2)) .

Nous représentons par la matrice
/ x y z\

x1 y z'
\^ y " z " /

cet élément de J3,3(A) [et aussi les éléments correspondants de Ya^A)
et X3,3(A)]. Exprimant que a est une fonction jacobienne des deux variables,
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on trouve les conditions

x +j+^ :== .a/4-y 4- z'-==i x"-\- y " -^- z"-=i x + x' -^- .a^^j -l-y+J^-s 4- .^-h^^o.

Ainsi, Y3,a(A) est le groupe abélien libre engendré par ces matrices.
Faisant agir les opérateurs $^, ^Fp pour o-eJSia, reJSig, pe'8'2? on trouve

72 matrices équivalentes à la matrice précédente; elles s'obtiennent : i° en
échangeant de toutes les façons les lignes entre elles, et les colonnes entre
elles; 2° en échangeant les lignes et les colonnes, et en multipliant en même
temps tous les éléments par — i.

Un calcul fastidieux mais facile montre alors que les éléments dégénérés
de J3^(A) correspondent aux matrices suivantes :

— les matrices qui ont une ligne de zéros, ou une colonne de zéros;
— les matrices déduites par échanges de lignes et de colonnes des matrices

symétriques;
— les matrices dont tous les éléments sont d'ordre 2;
— les matrices déduites par échanges de lignes et de colonnes d'une matrice

« centrosymétrique gauche », c'est-à-dire d'une matrice de la forme

/ x — x — y y \
( — x -(- y o x — y y
\ —y x-^y — x )

Compte tenu de la proposition 2, on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 8. — X3^(A) est le groupe abélien défini par les générateurs

/x y z \
^=1 x' y' z' y

\x" y ' 1 z " /

OÙ

X ç A y • • • i Z ç^ J\^

,qc -y. y -+- z •==. x' -h y' -4- z' == x " -\- y " -+- z" == x 4- x' -h x " == y 4- y' 4- y " =z z 4- z' d- z" == o,

et les relations suivantes (où X et X' désignent des matrices du type précédent) :

X= X' si X' se déduit de Xpar échange de lignes ou par échange de colonnes;
X= — X' si X' se déduit de Xpar échange des lignes et des colonnes;
X= — X' si X ' se déduit de X en multipliant tous les éléments par — i ;
X = o si X a une ligne de zéros, ou une colonne de zéros ;
X=o si X est symétrique;
X= o si X est centrosymétrique gauche;
X = o si tous les éléments de X sont d } ordre 2.

Cherchons maintenant le groupe X^A).

LEMME 25. — Soit a une application de ̂  dans A.
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Posons

a((i, 2, 3, 4))==^ a((2, i, 4, 3))=j, a((3, 4, 1,2))==:^ a((4,3,2, 1))=^,
a((2, 3, i, 4))=^ a((i, 4, 2, 3))=y, a((4, 1 ,3 ,2) )==^ a((3, 2, 4, i)) =t^

a((3, i, 2,4))=^ a((4, 2, 1,3))==^ a(( i ,3,4,2))=^ ^((2, 4, 3, i)) =^.

Alors, pour que a soit la restriction à ̂  d'un élément de Î,(A), il faut et il
suffît que les sommes par lignes et par colonnes de la matrice

^ x y z t^
x' y' z' t'

^x" y " z " t" }
soient nulles.

En effet, dans Panneau ,de Lie libre L(Xi, Xa, Xa, X^) engendré
par Xi, Xs, Xa, X,,, on a d'abord

(i4) [X^ X,, X,, X,] + [X^ X,, X^ X,] + [X^, X,, X,, X,]= o,
(i^) [X.,Xi,X4, X,]+[X,, X4,X, ,X3]+[X4, X2,Xi, Xs]=o,
W [X,, X,, X,, X,] + [X^ X,, X3, X,] + [X^ Xg, X,, X,] = o,
( 17 ) [X7,., X.,, X,, X, ]+ [X3,X2,X4,Xi ]+ [X. ,X4, X,,X,]=o.

D'autre part

[ [ [X^ X,], X,], X,]=[[X,, X3], [X,, X,]]+ [[[X,, X3], X,], X,]
= [[X,, X,], [X,, X3]] - [[[X3, X,], X,], X,]

= [[[X,, X,], X,], X3] - [[[X,, X,], X31, X,] - [[[X:,, X,], X, ], X,]
donc

(18) [X,, X,, X,, X,]+[X,, X^ X4, Xg]+[X3, X,, X,, X,]+[X,, X^ X,, X,]==o

et, en échangeant les rôles des X,,

(19) [X^ X3, X^ X,] -4- [X,, X4, X,, X3] 4- [X^ X^ X,, X,] + [Xs, X,, X4, X, ] = o,Î 1 ^35 ^M? ^4j -t- L^YI, A.4, A^, ^3

[^3, Xi, Xa,(20) [X3, X^ X,., X/J + [X4, X,, X,, X3] + [Xi, X:^ X^ X,,] + [X^ X4, X:,, Xi] = o.

Les relations (i4)-(2o), et les relations

[X^ Xy, X^, X/] ==— [Xy, X;, X .̂, X/]

permettent d'écrire tous les crochets [X<,(D, X^), X^s), X^,)], où oe'S^,
comme combinaisons Z-linéaires de [Xi, Xs, Xe, X^], [Xa, Xi, X^, Xa],
[X3, X^, Xi, XaJ, 1^X2, X3, Xi, X4_], [Xi, X4, Xa, Xa], [X^, Xi, Xa, Xa].

Or, on sait [2] que le sous-groupe de L(Xi, Xa, Xs, X^) engendré par
les [X^(D, X^(2) , X^(3), X^4)] est de rang 6. C'est donc que toutes les relations
Z-linéaires entre les [X^), X^), X^), X^.,)] sont conséquences des relations
écrites. D'où le lemme.

Avec les notations du lemme 25, on représentera l'élément a de J^A)
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[et aussi les cléments correspondants de ¥4 (A) et X^A)] par la matrice
/ x . y z t\

^=:( .x' y' z' t ' Y
\x" y " z" t " )

Le groupe Y^A) est le groupe abélien libre engendré par ces matrices.
Faisant agir les opérateurs <i>^ pour açfS^ on trouve 24 matrices équivalentes

à X, à savoir
f x y z t\ / x " z" t" y\ /x' t' y' z'\

x' y' z' t'\ ( x z t y \ y " t " y " z "
\x" y " z " t " / \x! z' t' y/ \x t y z /

/ x y t z\ / x' f' z' y ' \ / x " z " y " t " \
( x " 'y1' t " z " ) ( x / z "y \ ( x' z' y' t' )
\ X' V' f' 7 ' f \ X " f" ' - " 'V" 1 \ ^ - -V / /\ x y t ^ / \x i ^ y / \x ^ y t /

et les 18 autres matrices déduites des précédentes par les échanges de colonnes
que voici :

On échange la i10 et la 2e colonne, et en même temps la 3e et la 4e;
On échange la i^ et la 3e colonne, et en même temps la 2e et la 4e;
On échange la i116 et la 4e colonne, et en même temps la 2e et la 3e.

On trouve alors que les éléments dégénérés de J4(A) correspondent aux
matrices suivantes :

— les matrices qui ont deux colonnes opposées;
— les matrices équivalentes à la matrice

/ 0 0 Z -^

x' y' z' t' Y,
\-^ -y' - t ' - Z 1 }

les matrices équivalentes à la matrice
/ x y x y N

— y — x —y — x
\ y — x x — y y — x x — y ,

— les matrices dont tous les éléments sont d'ordre 2.

PROPOSITION 9. — X^(A) est le groupe abélien défini par les générateurs

/ x y z t\
x=[ x' y z' I1 y

\^ y ' 1 z " t" /
OÙ

' x , y , ..., t"çA.,

x - ^ r y -^-z-\-t=x1 -\-y -\-^ -\- t'=x" -\- y+ z " - ^ t "
=x -^- x1 -^- x"=y 4-y+y==/3 + z ' - { - z "= t ^ t1 -\- t1' ==o,
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ef /&$• relations

/ x y s l\ / s e " z " t" y " \ / x' i' y' s'\
( x- y' z' t'\^( ... z l y \-{x" t " y " z " \
\-" Y " ." l " ) \x- .' t- y')~\x t 'y z ) .

[ x y t s \ /,// f z' yx /^ z" y <-
=(.•" y- l" .")=( .. t . z y =(,,' ,' y ,\

\•ï' Y t' z ' / \.v" t " s" y " / \.v z y t ).

x == xf sl y se déduit de X en échangeant deux colonnes de X et en même temps
les deux autres colonnes de X ;

X= — X ' si X' se déduit de X en multipliant tous les éléments par — i ;

/ X — 3V Z — Z \ / 0 0 Z — 5 \

,X' - X' -J - 3' \ =[ ^ y' z' l ' }

W - x " .-" - z . " j \-^' -y _/ ' -a'/

/ x y •x y \
==^ X' -,/, -y -x 1 = 0 ;

\y — x ,-v—y y — x x— y j

X=o si tous les éléments de X sont d'ordre 2.

8. L'OPÉRATEUR à SUR X.s(A), X3(A), X3,,(A), X,(A).

PROPOSITION 10. — On a

(21) d(.-v)=o,

(22) ^(a-,j,a)=(A.)+(j)+(5),
/ x y z\

(a3) à( .x' y - z'
W y " d ' j

= (.r, x', x " ) + (j, j', y " ) + (s, z', s " ) - (x, j, s) - (a,-1, y\ ̂ ) - (,»•", y " , z " ) ,

/ x y z t\
(34) ai x' y' z' t' )

\a;" y " z" t" ]

= (a-, x', œ") + (j, j', y " ) + (z, 5', s") + (t, <', f) - (A', y, - x -y)

-(z, t, -s-t)-(w',t',-a;'-t')-(y\z', -y'-z')

- (a-", z", - x " - s " ) - ( y " , t " , - y " - t " ) .

La formule (21,) est immédiate.
Soit

«=(a?, y, s)=(L, Y); a-i, a-,., X s ) ç J s ( A ) .

On a
D a = D;3^ a + D '̂ a + D^3^* a,

D^a6J2,<(A), D^aeJ,,,(A), D^^ae^^A),
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W^'.l»)^, e)= Yi([[a-i, x,], a;s])=a((i, a, 3))=,v,

(ï)[:;ï'^a)(e,e)=-•f)([[a;^,^],sc,,])=a((3, i, a))=z,

(D^ a) (<>,<.)=: ïi([[^, ̂ ], a-,]) =^((2, 3, i))=j.

D'où la formule (22).
Maintenant, soit

/x y z\
u==l x' y' z' (=J^(A).

\x" y " z " /

On a, d'après ce qui précède

{Q^a)(e,e,(i,î,3))^x,

(î)^'1 a) (e, e, (î, 3, 1))==^,

W^a)(e,e,(3, 1,2))=^,

(D^'^XC, <-, (i, a, 3))=^, (D^'^aXe, e, (i, 2, 3))=y;

(D^'.^Xe, e, (2, 3, i))=z', (D^la)(e, e, (2, 3, i))=j';

(D^-1 a)(e, e, (3, ï , 2))= z " , (D^'-1 «) (c, e, (3, i, 2))=y.

Donc
^a^D^)•l«==(a•, ̂ ', A'"),

a^D;3^* a = (^ ^, z " ) , i2^D.̂  a = (j, y', y " ) .

On trouve, de même, que

a^DS3,;3,''2"^-^ -j, -^),
Î^D^a^-a/', -j". -^"), ^^^^'•^^(-.r', -y, -z').

D'où la formule (28).
Enfin, soit

Ar j ^ t\
«= (L, YI; a,-i, A-;, ,z'3, ^4) == 1 a;' y a' t' \ .

\sc" y " z" t" ]
On a

Da =D^a + D;^^a + DS .̂1,.,» + D^-^a + D.̂ .-,1, 4- D^ .
+ DS4^;^ 4- D^a + D;^^a + D ,̂.a;

D;,%^aeJ^(A), ^^.^/^^^^(A);
(^It»)^!' 2, 3), e) ==-•»!([[[.»,, ̂ ], ^3], a;,]) =:-«((i, 2,3,4))=-^,

(^.^((a, 3, ï), e)=-ïî([[^, ̂ ], [se,, ̂ ]])
==—ïl([a;3, .z-i, a;i, a-a] + [a;t, a;,, a-a» •a'i])
==—a( (3 ,4 , i , 2 ) )—a( (4 ,3 ,a , i ) )==—^—f=a-+ j ,

(D^ia)((3, ï. 2), e)=-v)([[^, [^, .»,]], ^3])
=— Y)([a;2, a-i, a?» .z-a]) ==— «((a, ï , 4, 3)) =—y,

donc
^D^.^a;=(-a-,^+j,-j).



Kfi
J" J. DIXMIER.

On trouve, de même,

^D^a=(-< ̂ +^ _^ ^D^a=(-y,y4-^ -^
^D^^=:(-^^+^_^)^

^D^a=(-y,y+^ - t " ) , ^D^a=(-,3^4-^ -<).

On a ensuite

( :̂.̂ )(^ (I, 2, 3))=ïî([[[^,^]^,,J,,^])=a((l, 2, 3,4))=.^

W'W^)(^ (2, 3, I))==ïî([[[^^,],.^],^])=^((2,3, 1,4))=^,

TO:^a)(^(3, i,2))=:r,([[[^^]^]^])^((3^ 1^4))^,^

donc
Q1J_)(4),1 / , — — / ^ ^ _ / / x
"-e-'^l^,?;/!.^ ——— ^? •37 •> JL ) '

On trouve, de même,

^D%^a=(j,y,y), ^D^,a=(^, ^ z1), ^D^a==(^ ^ t " ) .

D'où la formule (24).

CHAPITRE III.

PRODUITS SUR Z(A), Y(A), X(A) LORSQUE A EST UN ANNEAU DE LIE.

Dans ce chapitre, A désigne un anneau de Lie. En particulier, A est un
groupe abélien, et tout ce qui précède est applicable.

9. DÉFINITION DES PRODUITS A. — Soient pi€P, . . . , p^€P, ^i€K^(A), . . . .
^eKp^(A) (^>i). On définit a = ^ A ^ A . . . A ^ e K ( , p ^ ^ p/A) par la
formule suivante, où Teô,, s, e^, .. ., s,e'S»p,,

a(ï, s^ ..., Sn)=[a^(s^), ..., a^(s^))].

On étend le produit A à Z(A) par multilinéarité. En particulier, Z(A) est
muni d'une structure d'algèbre (non associative) sur Z. Mais on prendra garde
que ^ A . . . A^,, ne s'obtient pas en itérant le produit A de deux facteurs; par
exemple, ^A^A^€K^p^(A), tandis que (^Aa,) A^eK^p^A).

LEMME 26. — Soit a, ^ âfe^ de a,. Le degré de ûiA^A.. .A^
est ai + . . . + a^+ ̂  — 2. En particulier, le degré de a^a^ est a^ + 03, rf^ ̂ or^
^^ Z(A), muni du produit A ̂  rf^ degré, est une algèbre graduée.

En effet, si Vi={p\,p\, . . . , p\^ on a

a,=^4-...+/^—2/^
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et le degré de fii A . . . A a,, est

n +p\ +p\+.. .4-/?2, +...+/??+ p'i+.. .+i,^- 2(i + A, +...+ A,,)
=(/?;-!-...-^/^— aAi)4-...- l-(//î+...+/^,—a/i,)+ra—2.

LEMME 27. - &)̂  a, e Kp,(A), . . ., a,.eKp/A), t, eJôp,, .... t,,e .̂ On a

(<Ï»t.«,)A... A ̂ t,an) = <»(,,, t,,..., t.) («i A.. .Aa,,).

En effet, pour T 6 ̂ , s, e 'Sïp,, . . ., s,, e JSip,,, on a

(««.)A...A(<rt,.^))(T,s,, ...,s,,)

=[^,^(11(8^)), ..., <I»t^^(,.)(s^))]=[£t^ff,(i)(tï(îjS,(i)), ..., Et, „)«.(,,) (t,(;,]S-;(,.))1

=£t.... ît,.(«I»(c,t,,...,t,,)(«iA...AO) (r,s,, ..., s,,) = (<I>(<,,t,,...,t,(aiA...A««))(T, s,, ..., s,.).

LEMME 28. — Soient

pi=(p[, ...,H)eP, ..., p,,=(7^1, ...,^,.)eP;
«i€Kp,(A), ..., ^€Kp.(A);
^e^A,, ..., •î-,,e'5/,^

T la permutation de { i , 2, . . ., ̂  + . .. + A^+ i} définie par T( i ) =: i et

T( I + Ai + . . . + À,_i +7) = 1 + /î, + . . . 4- A,_, + T,(./)

pour ï^j^hi, i=î, 2, . . ., ra. Alors

W,»!) A. • -A (V^a«) = ̂ («i A.. .A«»).

En effet, soient Œ;eô;;, ..., ^".C11?^, pe^. On a, avec certains
entiers q, q^ . . . , q,,

(1yT(fflA...A«„))(p,^„, ...,<,(A,,, •••,^.,,,, ...,<^,)
=p(g r)(alA...Aa„)(p, ^î, ..., <, ..., ̂  ...,0
=P(y) ["poiC^1', ..., ̂ ), ..., ap^(^"», ..., ̂ )],

((^,a,)A.. .A(f-,.^)) (p, o ,̂,,, ..., o^,^, ..., ̂ ,,,, ..., < ,̂)
==[^^)«lî)„l„ ...,̂ ^), ...,y'̂ ^,(^%, ..,<»^)]
= [p(yp(l))ap(1)(^(l), •.., <1^), ..., p(qn)a^^W, . .., ̂ )],

et Fon voit aisément que q = q^ + . . . + q^. D'où le lemme.

LEMME 29. — Soient

p,=0;, ...,^)eP, ... ,p,,==(/?î, ...,^"j6p,
ai€Kp,(A), . . . , a,eKp^(A),

^ î ' e{ i , a, . . ., hj\. Alors

OiA.. •Ao'/-iA^«/Aa/+iA.. .A^=^+/"+•••-^/-•+'((^lA.. .Aon).
^ran. £'c. Norm., (3), LXXIV. — FASG. 1. g
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(oiA. . •A<%7-iAî%-^/A^7+iA.. -A^)
(p, a[, ..., cr;̂  . . . ,o-{ , ..., cr^i, cr^, . . ., ̂  ..., o-Ï, ... cr^)

=[0^(0-^ ...,^), ...,

^(F-^/)) ((7^ ' " ^ î - ^ ^ ̂  • • ^ (^ • • ^ ^(^ (o-Ç^^ . . ., ̂ )]
^^/^...4-A,-.^(^^^^^)) 0 "

(P. <7L • • • . ̂  ' " ^ { , • . - , o-^i, cr^, ..., cr^ ..., crï, ..., ̂ ).

LEMME 30. — Soient

Pi==(p^ . . . ,K)eP, ...,p/,=(^-, ...,^)eP,
^eK^(A), . . . , a,,€Kp,(A),

î". e^ to transposition des entiers i et i-+- ï, Te'Sii+^+..,^« la permutation inverse
de la permutation

(i, 2, 3, . . . , i+Ai4 - . . .+^-1, I + À I + . . .4- À,+I , . . . ,
•I 4- Ai 4- . . . + AZ+I, i + Ai + . . . + ^_i 4- l, . . .,
l4-Ài4- . . .4-A, , i4-Ai4- . . .4-A,+i4-i , . . . , i 4- h, 4- . . . 4- ^)

Çqui consiste à « échanger les intervalles (rentiers

[14-Ai4-. . .4-A,-i4-l, l4-Ai4- . . .4- hi]

et
[14- Ai 4-. . .4-^4-1, l4- Ai4-. . .4-A^-i] » ) .

&^ a/,==j^+ • • • +P^— 2^- ̂  rf̂ r<° û?̂  a/,. O/i û

^iA.. .A^-iA^+iA^A^+.A.. •A^=p(a,a,+i4-i)€>(^^,.,,,)W^(aiA.. .A^)

(le signe p(a,-a,+i+ i) âyâ7^ î ^ signification fonctionnelle et non formelle).
En effet, soient p€'8i^ ^e'S'^. On a

(^(i)A. . .A^(,)) (p, crW, . . ., cr^, .. ., cr^), . . ., cr^)

- [^(pd^^î^, . . ., ̂ !i), . . ., a^^W\ '^^m

(T,(^A. . .A^)) (7TP, ^(1), • • ., ̂  . . ., ^W, . . ., a^)
==(aiS. . .A^)(7rp, o-î, . . . ,o-^)
= [^O(l) (^(1), . . . , <^), . . . , ̂ (,)(^W, . . . , ̂ )],

donc
6^A...A^•-lA^•+lA^A^•+2A...A^==^,c•,.:.^)1IJ'T(a^A••.A^).

D'autre part, E(^ ^ ^ === — i , et

^(^A...Aa,)=p((^4-...+^)(^14-...4-^^))y.(a,A...A^
=p(a,a,+i)^(aiA.. .A^).

D'où le lemme.

LEMME 31. — Si a^ . . . , a^ sont des applications jacobiennes, a^A. . . Aa^ est
une application jacobienne.
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Soit a = a^ A . . . A^/r On a

a(p, Si, ..., s^)=:[ap(i)(Sp(i)), ..., ap^(Sp^)].

Donc, si l'on fixe dans a toutes les variables sauf p, on obtient l'application
jacobienne (A, 1^; <^(si), . . ., ^(s^)), en désignant par 1̂  l'application identique
de A. Si Fon fixe dans a toutes les variables sauf une variable autre que p,
Fapplication partielle obtenue s'obtient en composant une application jacobienne
et un endomorphisme fixe du groupe abélien A; cette application partielle est
donc jacobienne.

LEMME 32. — Si a^ . . ., a,^ 6^ . . .^ b,, sont des applications jacobiennes, et
si b, est équivalente à a, pour tout i, alors a^ A... A ̂  est équivalente à b^ A... A b,,.

Il suffit d'envisager le cas où 6/=^ pour j ̂ i. D'autre part, on peut se
limiter aux trois cas suivants : i° b,=^a^ 2°b,==W,a,; 3° b, se déduit de a,
en fixant égale à e une variable qui parcourt os. Il suffît alors d'appliquer les
lemmes27, 28 et 29.

THÉORÈME 3. — Le sous-groupe Y(A) de Z(A) est stable pour le produit A.
Si ^eY(A), . . . , ^eY(A), et si Fun des b, appartient à Y'(A),
alors b, A. . .A^eY^A).

Le lemme 31 entraîne aussitôt que Y(A) est stable pour le produit A.
Pour prouver la deuxième assertion du théorème, il suffit d'établir ceci : soient

^i€Jp,(A), . . ., ^-i€Jp^(A),
^•eY^A), a,+ieJp^(A), . . . , ^eJp,(A),

^==aiA. . •A^-iA^A^-4-iA.. .A^;

alors, ^eY^A). On peut même se limiter au cas où &, est de l'une des formes (i),
(2)» (3) (§ 3)- si 6/ est de la forme (i), on a ^eY^A), d'après le lemmc 32^
Si b, est de la forme (2), açTÇA) de manière évidente. Si b, est une application
jacobienne dégénérée, b, est équivalente à —&„ donc a est équivalente à — ^ en
vertu du lemme 32, donc ûeT(A). D'où le théorème.

COROLLAIRE. — Le produit A dans Z(A) définit un produit A dans X(A). En
particulier, pour le produit A de deux éléments et pour le degré, X(A) est une
algèbre graduée.

PROPOSITION 11. — Si bi, . . ., &„ sont des éléments de X(A), homogènes de
degrés a^, . . ., a^, on a

(25) ^iA...A^-iA^+iA^A^+2A...A^=p(a,a,+i+i)^A...A^.

Si a, est pair, on a

(26) ^A...A^-iA^A^A^+iA...A^==o.
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La formule (2^) résulte aussitôt du lemme 30. D'autre part, si a, est pair, la
formule (26) entraîne que & i A . . . A6 / - iA^A&/A^/+ iA. . .A^,, est d'ordre 2
dans X(A), donc nul puisque X(A) est un groupe abélien libre.

PROPOSITION 12. — Si .vçA, yçA, zçA, tçA, on a

(^)A(J) =([^jj),

(^) A (j) A (^) =(!>,.y, <|, [.y, ̂  ^], |>, ̂ jj),
(.̂  J, ^) A W = ([^ ̂  Ly, ̂  [^ t}).

Soit ^ ==(^)A(y)eJ2 ,2 ,2 (A) . On a aÇc, e, e)=\x, y ) , d'où la première
formule. Soit ^ '==(^)A(y)A(^)eJ3,2 ,2 ,2(A). On a

a'(( i , 2, 3), e, e, e) =[^, y , z] , ^((2, 3, i ) , ^?, e, e) == [j, ^ ^], •

^((3, i , 2) , ^, e, e) == [^, ^, j],

d'où la deuxième formule. Enfin, soit a" = Çx, y , ^ )A(^ )eJ2 ,3 ,2 (A) . On a

a " ( e , ( i , 2, 3), ^?):=[>, ^], ^(^ (2, 3, i ) , e) ==: [ y , t], a" (e, (3, i , 2), e)==[z, t],

d'où la troisième formule.

10. RELATIONS ENTRE LES PRODUITS A ET L'OPÉRATEUR à. ' " •

THÉORÈME 4. — Soient n un entier ^2, et ^i€Îp,(A), . . ., ^GÎp^(A); de
degrés ai, . . ., a^. On a^ modulo Y'(A),

D(6?iA. • -A^) ^i2=ip(^+ ai+.. .+ a^_i)aiA. • .A^-iAD^A ^+iA. • .A^
+ ^ { (^ . . ., ^;yi, ...,j^p)ç^t(p, n — p ) , ï < p <n}

p(^+/?+ i 4-I<4>^(a^a^4- i)) (^A .. • A ̂ ) A ̂ A . • . A^-,,.

Soient p^ = (7?;, . . ., p^\ . . . . p/,= (p^, . . . , p^). On a

a=:aiA...A^eJ/z^i,...,/,^...,^,...,^(A)=:Jp(A).

Soit r un entier tel que i^r^/^. On a

(^l^;;^te^) (P. ̂ ;- • . . ̂  • • . ̂ ?. . . • , ̂ -1^, ̂  ̂ -M, . • ., </ • . . ̂ î- . ., 0

=p(^+^î+. . .+.^+. . .4-/?^ l+•••
+7?^+7?Ï+•••+^+7?+I)^,...,^^...,^-,

•^^^^^(^î • • • 5 ^ ; 7 n . . .,7^_^; T, o-, o-^)a(p, o-i, ...,07^)
=p(^+ai+...+ a^+^ï+...+^+/?4-i)£^.,,^^.,,^_p

•^^€^^(^15 • • - î ^ î y i ? • • " i j p ^ - p ^ r ^ < 7 ^ < 7 ? )
.[ap,,(̂ ', ..., <1;,), ..., ap^(^), ..., .ĵ )].
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D'autre part,

(«iA.. •A««-lADP".•.':,^^...,^._^„Aff„-^,A.. .Aa,.)
(p, CTÎ , ..., ff^ ..., a',', ..., ^_,, T, Œ, ̂ ,, ...,<,..., ̂ , ..., cr^)

= |>,(,,(̂ ,,, ..., ̂ >), ..., (DP":::,̂ ,...̂ .̂ ) « ..., a;'.., T, a, ̂ ,, ..., <),

, , •••'^(-^ •••,<:')]
=[ap,,,(a^ ...,<•,',), .•.,P^Ï+...+^'+/,+i)£,,,..,,^,.^^

•^?.eâ,,;C(<,, . . . , (/,;./,, . . . , J^,,; T, CT, Œ;') ffl,,((7;', . . . , 0-JJ, '

...,a,,,,,(aç(">, ..,^)].
Donc

T^P» I+AI +...+/<„— !+/•/,"'......Ip;/,,...,/̂ -,, «

= p(w + a, +.. .+ a,,._,)a,A.. .A ̂ -lADP";;:,,^,,,.^^^ ffl,<+,A. • .A^

et, par suite,

•S {(î'i, • . . , ;/,;./,, ...,./,,.;-/,) e '8if(/?, p^—p),
(27) ^^A», i^M^MiDP;1^;^^'^

=^=ip("+ai +...4-au_i)aiA.. .A a-u-i ADa,,Aûu+i A. • •A «».

Calculons maintenant D ;̂..,,̂ ,,,, ,^_^. Posant (^, ..., CT;J = SieJSip,, on a-'-.,...,^Â,...,/„-,"• fosani^cr,, . . ., CT/,^

•»-i +1^ . . . ̂  .. . ̂ ...^—— . . . ̂ -^a = (A, I,; a. (s,), .... a,.(s,,)),

où IA désigne l'application identique de A. Donc

(D?;*. .,(,„/„. ..,j^a) (T, p, Si, . . . , Sn)

= (D,"'.-.1.,,,.,,,,..,̂ ^ . . . ̂  . . . î ...̂ .-̂  . . . Q^...^ (^p)

=P(»+7?+l)£,,,,.,^;,,.,,/,^

.[a/^_,(s,^_.), . . . . [a,,,,,(s,^), . . . , ff,^(s,^)], . . . , <ï/^_^,,_,(s,^_^,;_,)].

D'autre part,

((ff/.A.. .A a,̂  A ffy.A. • •A «,̂ ) (T, p, s,,, ..., Sy s;,, ..., s^)
=[«A(,)-,(SA(,)_,), ..., (a,,A...A^)(p, s,, ..., s,,), ..., ff^_,^,_,(s/,,_^_.)]

et

(a.,A.. .Aa,,) (p, s,,, ..., s,,,) = K;,,(s;^), . . . , ff^(s,^)].

Donc

(D'̂ ,,,„/,..,;„_,, a) (T, p, s,, ..., s»)
= p(n -+- p + i)e,,,...,,,;A,...,/„-,

. ((«4A... A û-,,,) A ay,A... Aay^) (r, p, s;,, ..., s,̂  s/,, ..., s;̂ )
== <P(" +7? + l)^...,^^..„,^p(ït^>h^il)

•(^((^.A.. .A«,,,)A«/,A.. -Affy,,^)) (T, p, s,, ..., s,,),
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où TiçJSi^^. .+^+0 est définie par

7T( l )=I , 7 T ( 2 ) = 2 , 7T(3)=Ài+. . .+^_ i4- I+2 , . . . ,

7r(Ai+.. .4-/^4-2):=À,-t- . ..+/^_ +2.

On a, par suite, modulo Y^A),

(28) D^.^^^a == p(n +7? + i
+ I4>7•z(o^a7•^+ i)) ((^A.. .A ̂ ) A ̂ ,A.. .A ̂ ,-p).

Le théorème 4 résulte des formules (27) et (28).

COROLLAIRE 1. — Soient n un entier ̂ 2, ^ &i, . . ., b^ des éléments de X(A)
homogènes de degrés o^, . . ., a^. On a

^iA.. .A bn) = î p(n + ai +.. .4- a^_i) ôiA.. .A^-iA^A ̂ +iA.. •A bn
4-I((îi, ..., ̂ ;./i, ...,^-^)e^f(/?, n—p), ï<p<n}

.p{n +7? + i + ̂ >^ (a,,a^+ i)) ((^A ... A ̂ ) A ̂ A ... A b^).

Cela résulte aussitôt du théorème 4 par linéarité et passage au quotient.

COROLLAIRE -2. — Soient b^ b^ des éléments de X(A) homogènes de degrés a^ as.
On a

^(^ iA^2)=^iA^+p(a i )^A^2.

C'est un cas particulier du corollaire 1.
Ainsi, X(A), muni du degré, de à et du produit A, est une algèbre graduée

différentielle.

COROLLAIRE 3. — Le produit (b^ 62) --> & i A & 2 définit un produit dans HJÏ(A).

Ceci se déduit classiquement du corollaire 2.
Ce produit sera encore désigné par A. Muni du degré et du produit A,

Hjr(A) est une algèbre graduée (non associative). On notera que, en général,
le produit A de plus de deux facteurs ne passe pas au quotient dans HJÏ(A).

PROPOSITION 13. — Dans l'algèbre graduée HJÏ(A), on a les règles de calcul
suivantes :
(^ ïiAï2=p(aia2-4-i)Y.>Aïi

si f i? 72 sont homogènes de degrés ai, 03 ;
(30) y A y ^ o

si y est homogène de degré pair ;

(31) p ( a i a : 0 ( Y i A Y 2 ) A Y 3 4 - j ) ( a 2 a i ) ( Y 2 A T 3 ) A T i + p ( a 3 a , ) ( y 3 A Y i ) A Y 2 = o

sl TI? YS? Va sont homogènes de degrés o^, 02, 03.
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Les formules (29) et (3o) résultent aussitôt,de la proposition 11. D'autre
part, le corollaire 1 du théorème 4 entraîne en particulier, si b,, b,, 63 sont des
éléments homogènes de X(A) de degrés o^, o^, 03,

^(^A^A^)==-^A^2A^-p(a i )^A^A^-p(a i4-a , )&,A^A^3
+ ( ^ i A ^ ) A ^ 3 + p ( a 3 a 2 + i ) ( ^ A ^ 3 ) A ^ 2
4-p(a2a i4- i4-a3a i4- i ) (^2A^)A^i .

Si &i, &2, &3 sont des cycles (pour à), et si ̂ , y^, ^3 sont leurs classes dans H JÏ(A),
on en déduit

o==(YiAY2)Aï3-p(a3a2)( ï iAr3)AT2+p(a2ai4-a3ai ) (Y2AT,)Aï i ,

d'où, compte tenu de (29),

( ï iA ' r2)ÀY3+p(a3a, )p(a ia3)(Y3ATi )AT2+p(a2ai4-a,a i ) (Y2AY3)AYi=o,

d'où (31).

CHAPITRE IV.

HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE D^UN ANNEAU DE LIE.

11. ALGÈBRE COMMUTATIVE GAUCHE D'UN MODULE GRADUÉ. — LOS résultats de Ce
paragraphe sont bien connus, et de démonstration facile. Mais il est peut-être
malaisé de donner des références précises. C'est pourquoi on a dressé la liste,
sans démonstrations, des assertions nécessaires pour la suite. On a fait grand
usage d'une rédaction inédite de J. L. Koszul.

00

Soit M^^M" un groupe abélien gradué, les éléments de M0' étant dits
a==o

homogènes de degré a. On appellera algèbre commutative gauche de M et l'on
notera G(M), l'algèbre (associative) quotient de l'algèbre tensorielle de M par
l'idéal bilatère qu'engendrent les tenseurs de la forme

a ( g ) ^ — p ( a p 4 - i ) ^ ( g ) a (pour açM^, 6çMP) ,
a ® a (pour a de degré pair dans M).

On notera u.v le produit de deux éléments u, v de G(M). Le module M s'iden-
tifie à un sous-module de G(M). Tout élément de G(M) est combinaison linéaire
d'éléments de la forme a, . . . a^ où a^W\ . . ., ^eM^. Un élément de la
forme a, ... a^ sera dit de degré o^ + . . . + a,,, et tordre n. Le degré sur G (M)
prolonge le degré de M. L'ordre sur G(M) prolonge l'ordre sur M si l'on convient
que tous les éléments de M sont d'ordre i. On appellera degré total sur &(M)
(et sur M) la somme de l'ordre et du degré. Il y a un élément unité dans G )̂-,̂ ", , , ^,^ ^
qui est d'ordre o et de degré o. ^^^^•^-1'-'A ̂ \

^^o^W



64 J. DIXMIER.

Si a (resp. 6) est un élément de G(M) de degré a(resp. P) et d'ordre oc^resp. ^),
on a

b.a=p{(x.Q-^ai'^')a.b.

Soit M^ la somme des M7' pour p pair. M" la somme des M7' pour p impair.
Alors, G(M4") s'identifie à la sous-algèbre de G(M) engendrée par M4", et
à l'algèbre extérieure A(M+) de M^; G(M~) s'identifie à la sous-algèbre de G(M)
engendrée par M~, et à l'algèbre symétrique S(M~) de M". Et G(M) s'identifie
à l'algèbre produit tensoriel tordu A(M+)(^)zS(M-), la graduation utilisée pour
définir ce produit tensoriel tordu étant \ ordre, à la fois sur A (M4') et sur S(M~).
Si M^ (resp. M~) possède une base totalement ordonnée (^•);ei [resp. (^),,çp]
formée d'éléments homogènes pour le degré, G(M) possède une base formée
des éléments a^a^... a; d^, a,, . . . ̂ / , où ^ <^ i^ <^ . . . <^ ip, i\ ̂  i\ ̂  . . . ̂  i^,,
éléments qui sont homogènes pour le degré et l'ordre.

Pour tout n = o, i, . . . , et pour tout système d'entiers a^ ̂  o, . . . , a,̂  o,
soit D^,a,,...,a^une application multilinéaire de M^x ... X M01" dans un modulent.
Supposons que, pour a^çM.^, . . ., o^eM0'71, on ait

Da,,...,a,(^l, . . . , an)

==-p((Xha^ + l) Da^. . . ,a^- i ,a^+i ,a t ,a^4-2, . . . ,a«(^i5 • • • •> ^-l, ^+D ^ki ^+2, • • • . ^n)

et
Dai,... ,a^,a^afc,ajfc+i,... ,a,(^i, • . ., ^-i, a^ a^ ak+i, . . ., On) •===• o pour (x.k pair.

Alors, il existe une application linéaire et une seule D de G(M) dans 3{ telle que

D(aiaa . . . On) =Da,,a,,...,aJ<^i, û^ • • • , ^/i)

quels que soient ^çM0'1, . . . , ^çM0'71.
Soit Y] un endomorphisme de M diminuant le degré d'une unité. Il existe une

antidérivation (et une seule) TJ' de G(M) prolongeant Y;, c'est-à-dire un endo-
morphisme r^ du groupe G(M) tel que ^(i) = o, et

Y/(a.^):==y/(a)^+p(a)ay/(6)

si a, b sont des éléments de G(M) et si a est de degré a. Cette antidérivation T\'
diminue le degré d'une unité et conserve l'ordre. Si a^ €M°'1, . . . , a^çM"71, on a

n

7/(ai. . .an) ==Vp(ai4-. . .+ a^-i) ^i . . . a^_i (r\a^a^ . . . a^
11=1

L'algèbre commutative gauche G(M+M) de la somme directe M + M
s'identifie au produit tensoriel tordu G(M)0zG(M) défini de la manière
suivante : le module G(M)0zG(M) est le produit tensoriel ordinaire du
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module G(M) par lui-même; la multiplication dans G(M)(g)zG(M) est définie
par (ai (g) &i)

(a,^b,)==:p(^,a,-{-^^)(a,a,)^(b,b,)

si 61 (resp. ^2) est d'ordre ^ (resp. a',) et de degré pi (resp. a^).
L'application a->Ça, a) de M dans M + M se prolonge d'une seule

manière en un homomorphisme A (appelé application diagonale) de G (M)
dansG(M+M)=G(M)(g)zG(M). Si^eM^ . . . , ^eM^, on a

A(ai . . .an) ==. (ai (g) 14-1 (g) ai) . . . ( 6^(g)i+i(g)^)
==I{(^, . . . , i p , j \ , . ..,jn^)ç^t(p, n — p ) }

•P(\>n (aa-a//+ I ) ) (^i • • • ̂ ) ® (^1 • • • ^-n-p)'

Soit G(My^ le dual du module G(M). Les applications canoniques

G(MrxG(M)*->G(M) A 0zG(Mr^(G(M)(g)zG(M))^G(M)*

définissent une multiplication dans G(M)* qui fait de G(M)^ une algèbre
associative à élément unité. Si /e G(M)* et gç. G(M)*, on a

(/.^)(ai...a^)==i{ (î'i, .. ., ip;j\, ...,jn-p)ç^t(p, n—p)\
.p(i,.,>^(a^a^-hi))/(^...^)^(^...ay^).

L'unité de G(M)^ est la forme linéaire nulle sur tous les éléments d'ordre ^> o
de G(M), et égale à l'identité sur Z.

Les éléments de G(M) de degré total donné forment un sous-module de G(M)
dont le dual s'identifie à un sous-module de G(M)*; la somme de ces sous-
modules est une sous-algèbre de G(M)^ qui sera désignée par G(M)^, et sera
appelée le dual gradué de G(M). Le degré, l'ordre, et le degré total définissent un
degré, un ordre, et un degré total sur G(M)^. Si/eG(M)^ [resp. ^eG(M)^]
est de degré a (resp. (3) et d'ordre a^resp. ^), on a ̂ ./==p(ap+a^')/.^.
Les éléments d'ordre i dans G(M)^ engendrent une sous-algèbre de G(M)*W,
dont l'orthogonal dans G(M) est réduit à o.

12. LES ENDOMORPHISMES à ET S DANS G(X(A)) ET G(X(A))''" — Dans toute la
fin de cet article, A désigne désormais un anneau de Lie,

Formons l'algèbre commutative gauche G(X(A)) du groupe gradué X(A).
Les combinaisons linéaires des éléments de la forme a^. . . a^ où

^i€Xp,(A), . . . , ^eXpJA)

forment un sous-groupe de G(X(A)) qui sera désigné par Xp^;_;p^(A). Le
groupe G(X(A)) est somme directe des Xp^...;p^(A) qui sont distincts. Puisque
es Xp^(A) sont des groupes abéliens libres, les Xp^;_;p^(A) sont des groupes

abéliens libres et G(X(A)) est un groupe abélien libre.
Ann. Ec. Norm., (3) , LXXIV. — FASC. 1. 9
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L'endomorphisme à de X(A) se prolonge de manière unique en une anti-
dérivation de G(X(A)). Composant avec l'endomorphisme qui multiplie
par pÇn+i) les éléments d'ordre n, on obtient un endomorphisme qui
prolonge encore à et qui sera noté à. Si ^i, . . ., a^. sont des éléments de X(A)
homogènes de degrés ai, . . ., a^, on a

ii
(82) 5(^1 . . . an)==^^p(n -}-i -4- ai +. . .+ o(.u-\) a-\ ' • • au-i(àau)a^i. . . a^

u-=-\.

Il est clair que à conserve l'ordre et diminue le degré d'une unité.

LEMME 33. — On a âà^=o.

En effet, si a et b sont des éléments de G(X(A)) de degrés a et ?, d'ordres a^ et p',
on a

àà(a.b)=à{p(^')àa.b + p { a L ) p ( y . ' ) a à b }

= p(^)p(^)(ààa)b-+-p(^)p(a-I)p(ocf)àaàb

+p(a) p(a / )p(0 / )5a^+p(a)p(a / )p(a)p(a / )a5^

=:{àôa)b-^-a(àôb).

Donc, l'ensemble des zéros de à à est une sous-algèbre de G(X(A)), qui
contient Z et X(A) (corollaire du théorème 2), donc qui est identique à G(X(A)).

LEMME 3i. — II existe un endomorphisme et un seul E du groupe G(X(A))
tel que
(33) E(^ , . . .an) ==i j (ii, . . ., ^;/i, . . ̂ jn-p)ç.^î{p, n — p ) , i <.p^n}

p(n +p + ̂ >^(a^-4- i)) (a^S. . .A ̂ )^ • .. ̂ -^

quels que soient a^ eX(A), . . ., ^çX(A), homogènes de degrés ai, . . ., a^.

Le second membre de (33) est évidemment multilinéaire en a^, . . . , a^.
Soit c7€'8'^ la transposition de u et u+i. Posons a[==a^), qui est de
degré a^= a^,), et étudions

î{ (;\, . .., ^;y,, . .^jn-.p)ç^t(p, n—p), i<p^?i}

p(/î+7?4-I-4>^(a^a^4-i)) (^A...A^)^.. • <,-p

i0 Si ^ = 4. ^ + i = 4+i, on a

p(^ +/? -}- i^>^(a^a^+i)) «A. . . A^)<^ • • . ̂ ^
==p(fz-^-p +i4>^(a^a^+i))p(a^a^i+i) (a,^'. . .A^)^- • •^-,,7

d'après la proposition 11.
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2° Si u =j\, u +1 =jh+i, on a

p ( n -{-p 4- 24>/,«a^+ i)) «A.. .A ̂ X • . • <_/,
==p(^ 4-7? + ̂ >^(a^4- î ) ) p(o^a^i4- î) (a^A. • .A^)^,. . . a^_^

d'après les lois de commutation dans une algèbre commutative gauche.

3° Si u = if,, u +1 =y/t, on a

j)(n 4-J? 4- i;-,>y, «,<^4- î)) «A. . .A ̂ )^ . .. a'^

-==. p ( n 4- /? 4- 1-4>^ ( a^(4) a^) 4- î ) ) ( a^ A. • • A ̂ ) ) ̂ (A) • . . ̂ -p)

=p(n -}-p 4- ^(^)>(7^)(a<7(4)a^)4- î) 4- (^a/,+i4- î)) (^)A. . .A^,)) û^). . . ̂ {jn-p}
4

et l'on a le même résultat si u =jh, u +1 = 4- Donc
I{ (i^ . . . ., ^;7'i, .. ^J'n-p)€^(p, n—p), i<.p^n}

p(ri -^-p + ̂ >^(a^a^+ î)) (^A. . .A^,)^ • • • ^n-p
==p(a^a^i4-i)i{ (î'i, .. ., ^;yi, ..^jn-p)ç^(p, n—p), i<p^n}

p(n -{-p + 2^>^(a;,a;,+ î)) «A. . .A^)^ . . . <-p.

Maintenant, si a^-=au et si a^ est pair, ce qui précède prouve que le
second membre de (33) est égal à son opposé dans G(X(A)). Comme G(X(A))
est un groupe abélien libre, le second membre de (33) est nul. D'où le lemme.

On définira Fendomorphisme ' à du groupe G(X(A)) en posant

à^ô+E.

Comme E s'annule sur X(A) et sur Z, à s'annule sur Z et prolonge
l'endomorphisme à de X(A). On désignera par o l'endomorphisme transposé
de à dans G(X(A))^, qui s'annule sur Z.

PROPOSITION 14. — L'endomorphisme à de G(X(A)) diminue le degré total(Vune
unité. L) endomorphisrne S de G(X(A))^" augmente le degré total d^une unité.

Il suffit de prouver la première assertion. Or, à diminue le degré d'une
unité et conserve l'ordre. D'autre part, soient ^i, . . . , a^ des éléments de X(A)
de degrés ai, . .., a^. Le degré total de a^. a^ .. . a^ est n + o^ + ... + a,,. Le
degré total de (^A . .. A^ )a^.. . a^_ est, compte tenu du lemme 26,

n — p + i+ 0^-4-. . .+ ^ip-^-P — 2 4- a^4-. . .4- y.j^-==.n — î 4- ai4-. . . 4- a^,

donc E diminue le degré total d'une unité, ce qui prouve la proposition.
Remarquons aussi que à n'augmente pas l'ordre, donc que S ne le diminue pas.

LEMME 35. — Soit CL) V endomorphisme du groupe G(X(A)) qui multiplie un élément
d^ ordre n par p(^). Soit û /'} endomorphisme du groupe G(X(A))0z G(X(A))
qui est tel que û(a06) =p((a+ a')?)^^^) lorsque a (resp. b) est de degrés
Çresp. (î) et d} ordre yJ Çresp. P'). Alors, si A désigne Inapplication diagonale

9-
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de G(X(A)) dans G(X(A)) (g)z G(X(A)), 0^ a

A o ̂  == (à (g) &) 4- ̂ (i (g) ^) Î2) o A.

En effet, soient û i , . . . , a,, (tes éléments de X(A) de degrés a i , . . . , a,,. On a

(A^) (^ . ..a^-==. I j (/i, . . ., ip\j\, .. .,jn-p)çQt(p, n—P)-, ir^f^, Q^P^n}
p ( ̂  + i 4- ^4-. . . 4- a^_i 4- ̂ >^ ( a^ ay^ 4-1 ) — ^,>/,,, a^ )
. (<^ . . . ̂  . .. a^) 0 (ay,. . . ̂ _p)

4- ̂  { (?'i, ..., ^; /i, ..., jn-p)ç^f(p^ n —7?), ï^u^n—p^ Q^P^n }
j ) (^4-i+ai4- . . .4- a^-i + ̂ >^ ( a^ a^ + i) — ^>^a^)
. (^ . . . ̂ ) (g) (a^ . . . ôa^. . . a^_^)

+ ̂  j (;i, . . . , ip ; 7i, . . . , y,/ ; A-i, . . . , k^p^i )
çQi(p, q, n —p — q)^ ï^p ^n^ o^q ^n— p \

p (n + /? + 2^ >^^ (a^ ay^ +1 ) + 2^> /-, (a^a^ +1 ) + Iy,,,>^ (a^, a^ +1 ))
. ((^,A.. .A ̂ )^ . • . ̂ ) ® (a/,,. .. a^_^)

4- ^ \ (l\, . . . , î^r, ; yi, . . . , Jq ; Â'i, . . . , kn—p-cf)

ç.^î{p^ q^ n —p — q)^ 2 ̂ q^n^ Q ̂ p ̂ n — q \
p(fi 4- q + ̂ >^(a^a^+ i) + ̂ >^(a/^,+ i)

+ ̂ >^(a^A-,+ i) 4- (^a/^+ ^) (ia^) +/?)
. (^ . • . ̂ ) ® ((^A.. .A ̂ ) a^... ̂ _^),

((^(g)co)A)(ai...O:= ^{(^ i , . . . , i p ' , j \ , . . . , j ^p)
çQf(p, n—p)^ i^u^p^ o ̂  p ̂  n }

P^i^Jm^il a7»^+ 1) -^P + 1 + a^ + . . . + a^ + 72 —7?)

. (^ . .. ôa^. . . a^) (g) (a^ . . . a^)
-I- 2t \ (i^, . . ., ip ; yi, . . ., yy ; Â'i, . .., kn—p_^)

ç^tÇp^ </, /i —/? — <7), 2 ̂ /? ̂ TÎ, o ̂ q ^n —p\
P ( ̂ z> ̂  ( a,z a^ 4- i ) 4- ̂ > ̂  ( a^ a^ 4- i )

4-7? + q ^-P + ̂ >7,»(^ a^+ i) + n -p - q)
•((^A.. .A^) a^ ... a^) ® (^ ... a^_^),

(^(i0^)î2A)(^...a,,)== ^i(î'i, ...,^;yi, . . . , j n -p )
çSf(p^ n —p)i ï^u^n—p^ o^p ̂ n \

^(^yJ^Ân-^1) 4- (Ia^+7?) (^y-J
4- n -T? 4- i 4- ̂ 4-. . . 4- a^4- (^^+/?) (ia^- i))

.(a^ ... a^) (g) (ay,... àa^... a;̂ )
4- A } ( ̂ i i - . . î ip '-> Ji 5 . . . , yy ; AI, . . . , Kn—p—q)

ç^î(p^ q^ n —p — q)^'î^q ^n^ o ̂ p ̂ n — q\

P ( ̂ ii>jm (a^ a^ + I ) + ̂ ii> k, ( a./ a^ 4- i )
4- (lŒ^-{-p) (iay^4-^a^) -\-n — p-{- q
+ ̂ >^(^a^4- i) 4- (Z<^4-7?) (-Sa^4- ^ 4- l-o^))

• (^ . • . ̂ ,) ® ((^\A.. .A a^)ak,... a^_^).

Soient Ti, TQ, . . . , Tg les termes généraux de ces sommes successives. On a
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aussitôt Ti=T5, 13== Te. Les coefficients de Ta et Ty ont pour rapport

p(n-4- i+a i+ . . .+ a^_i4-^>y,a^
4- (ia^4-7?) (Za^-+-^a^—i) 4-^ —/?-+-!-4- a^+. . .+a^_J

= <P (^^+ ai 4-... 4- a^4- ia^4-/? -}-p -+- a^ 4-. . . + a^_J ==1,

donc Tg = T^. Les coefficients de T^ et Tg ont pour rapport

p(^ 4- q 4- :S(a^a^4- i) + (ia^+ ̂ ) (1-a,,)

+7?+ (^a^+/?) (la^+Ia/J 4- ^ —7? + q + (ia^4-/?) (-2a^4- ^ + I-a^))

^ P(I(a/•,«a^+ I) + (^/J (Ia^) + ̂ (^^-z) + (^a//) y +7?^)
==p((Ia/,J (i^) +^y+(^a^) (la/,) +^) = r ,

donc Ï4= Tg, ce qui achève la démonstration.

LEMME 36. — Écrivons o=0o+c^, où §0 Tnodifie l } ordre (Tun entier pair', et
où §1 modifie V ordre d^un entier impair. Soit f(resp. ̂ ') un élément de G(X(A))^ ,
de degré a (resp. ?) ̂  d } ordre a' (resp. ^f). On a

^f^)=P^f)W)'^^f'^^)^P^+af)f.(ô^).

En effet, en identifiant canoniquement G(M)^(g)zrT(M)'' à(G(M)0zG(M))'',
on a

^(/^)=^^(/(g)^)=^(A^)(/(g)^)
=(^(^<g)^))(/(g)^)4-(^^(i(g)^)^)(/®^).

Or
(^A(^0^))(/(g)^)=^(ô/0p(p/)^)=p(p/)(ô/).^

(^^(i ®^)^) (/®^) =p((a 4- a') (3)^^(1 0^) (/(g)^-)

^^((a+a^P)^^^®^)

== p((a + a') ̂ )^^(/® ôo^4-/(g) ̂ ^)

et l'on a
^(/® ̂ ) = J)((a + a^) (P + i))/0 ̂

^(/® ̂ ^) = P((a + a^ (3)/0 ô .̂

Donc
(^^(I®^)^)(/(g)^)=p(a+a /)<A(/(g)^)+<A(/®ô^)

=p(a+a/)/.(ôo^)4-/.(ô^),

ce qui achève la démonstration.

THÉORÈME 5. — On a ôà = o dans G(X(A)), §S = o dans G(X(A))* .

Soient a^, .. ., a^ des éléments de X(A) de degrés a^, . . . , a,,. Montrons
d'abord que la composante homogène d'ordre i de ôà(a^... On) est nulle.
Si n == i, ceci résulte du corollaire du théorème 2. Supposons n ̂ > i. Observons
d'abord que la composante d'ordre i de àÇa^. . . a^) est a^A. . .Aâ^. Utilisant
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plusieurs fois cette remarque, on voit que la composante cherchée est
^=ip(^+i+ ai+...+ o^-i ) aiA.. .A^-iA(^)A^+iA.. .Aa/,

+^{ (i^ ..., ^;yi, . . .,j\^p)ç^f(p, n—p), i<p<n}

p{n +/? +^4>7z(^ 0^4-1)) ((a^A.. .A^)A^A.. .A^-,) 4-^(aiA.. .A^).

Notre assertion résulte alors du corollaire 1 du théorème 4.
Par transposition, S§ s'annule sur l'ensemble des éléments d'ordre i

de G(X(A)y"\ Soit maintenant / (resp. g-) un élément de G(X(A)y de
degré a (resp. (3) et d'ordre a' (resp. ?'), et supposons §§/= S§^== o. On a

^(f^)=P^) W).^+/.(^) + p(a + a')/.(^).

Donc

(34) ^(/.^) = p(^)p^) W.g-) +p(^) (Sf).(^) + p(^') p(a + a^ i) (ô/).(^)

^^(^^^^^.(^^^-/.(^^.^^-^(a+a^/^ôoô,^)
+p(a+a /)p(p /)(ô/).(^)+p(a+a /)/.(^^)

+ p(a + a') p(a + a')/^^^)

==/.(^ô^+ôo^+p(a4-a/)(^^+^^)).

Or, la relation
o == àô^ = ( ̂  ô^ + ôo ôo^) 4- ( ôo ̂  + ̂  ôo^)

entraîne, par des considérations d'ordres,

M^+<UO^==ÔO^+<UO^=O.

La formule (34) montre alors que SS(/.^) = o.
Donc ââ s'annule sur la sous-algèbre de G(X(A)y engendrée par l'ensemble

des éléments d'ordre i, de sorte que ^(G(X(A))) est orthogonal à cette sous-
algèbre. Donc (GSâ(X(A)))==o et, par suite, ôô=o, â§==o.

On considérera G(X(A)), G(X(A)y^ comme des complexes en les munis-
sant de à, de S, et du degré total. Le groupe d'homologie de degré total n
de G(X(A)) [resp. G(X(A))"] sera désigné par HJ,(A) [resp. HJ^A)].

Le schéma ci-contre résume la structure du complexe G(X(A)) jusqu'au
degré total 4- Sur une même verticale, on a placé les points représentant
les Xp^p^p^(A) pour un même degré total. Les segments issus de ces points et
dirigés vers la gauche indiquent dans quels Xq^;_;^(A) l'opérateur à envoie
les éléments de Xp^p^ ..^(A).

13. HOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE. CAS D'UN GROUPE DE COEFFICIENTS. — Soit © Un

groupe abélien dans lequel opère l'anneau de Lie A : pour tout.reA, on s'est
donné un endomorphisme 0 -> x.^ du groupe © et l'on suppose que

(^+^2). 9 ==^i.6 4-^2.0, |>i, ^2] .6==^i . (^ .6)—^.(^ i .ô) .

On va définir, pour tout aeY(A), un endomorphisme 0 -> a.Q du groupe ©,
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tel que (a^ +^2)0 = a i . ô + a a . O . Il suffit de définir (arbitrairement) l'endo-
morphisme 9-^^.9 lorque açîp(A'). On pose :

1° ^.9 ==o si p n'est pas de la forme (2, 2, . . . , 2);
2° a. 9 =aÇe, . . . , ^).9 si p est de la forme (2, 2 , . . . , 2).

LEMME 37. —'• Si a et b sont des applications jacobiennes équivalentes on a
a. 9 == b. 9 pour tout 9 € ©. & A ou © ̂  .y<my 2-torsion, et si a est dégénérée, on a
a. 9 = o ̂ ooï/r ^o^ 9 € @.

Si a n'appartient pas à un ensemble J ( 2 , 2 , . . . ,2 ) (A) , b n'appartient pas non plus
à un ensemble J ( 2 , 2 , . . . ,2)(A), donc a .9=6 .9==o. Supposons aeJ (2 ,2 , . . . , 2 ) (A) .

^^^^^

Onaîla€J2(A),%6eJ2(A);m^et1îl&sontéquivalentes,donc(m^)(^=(%6)(^)
comme on Fa vu au paragraphe 7, donc a(e, e, . . . , e)=b(e, e, . . . , e\
donc a .9==6.9. Si ^ € J ( 2 , 2 , . . . , 2 ) ( A ) est dégénérée, Ua est dégénérée,
donc (Mû)(<?) = a(<?, . . . , e) est d'ordre 2 dans A. Si A est sans 2-torsion, on a
donc a(e, ..., e)==o, <z .9==o. Dans tous les cas, ^.9 est d'ordre 2 dans ©,
donc nul si © est sans 2-torsion.

PROPOSITION 15. — Si A ou © est sans ^-torsion, l'application bilinéaire (a, 9) -> û.9
A? Y(A)X© dans © définit par passade au quotient une application bilinéaire
deX(A)xQdans@.

Ceci résulte du lemme 37, et du fait évident que (a + (— a)). 9 = o quels que
soient^€J(A)et9€©.

Si aeX(A), on notera encore 9-^.9 Fendomorphisme de © défini par a.
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LEMME38. — Quels que soient a eY'(A) et 6e©, o/i a (D^).O = o.

Il suffit d'envisager le cas où ^Jp(A)=J^,^(A). Si deux des p, sont
distincts de 2, aucun des D^^^a n'appartient à J(^,.,,)(A),
donc (Da).0=o. Si tous les p, sont égaux à 2, on a Dû =o. Supposons
donc p === (2, 2, . . ., 2, n, 2, . . ., 2), 71 apparaissant à la ^ième place. On a

^.^•••^-^o pourra et D^^,^,,^aeJ(^,..,.,,_^,,,^,^, (A).

Si n > 3, au moins l'un des nombres^, n —p + i est > 2, donc (Dû). 0 = o.
Reste enfin le cas où /z=3 . Soit 6=11^. On sibe^ÇA), donc6=(^y,^),
avec^+y+^==o. D'autre part, Da =D6[modr(A)]etD& =(<z>)+( y) +(^),
donc

( D ô ) . 6 = ^ . 0 + j . 6 + ^ . 6 = ( ^ + j + ^ ) . 0 = o .

Donc (Da).9=o.

LEMME 39. — Soient a, €Jp/A), . . ., ^eJ^(A). &• /'^ rf^ p, n'est pas de la
formel, 2, ..., 2), ousin^>2, on a (a, A. . .A^).0 == o quel que soit 9e©.

En effet, ^A. . •A^eJ,,p,.,,p,(A).

LEMME 40. — (W.y ç^ soient a^ ç Y(A), a^ e Y(A), 0 e ©, on a

(alA^.O^^i.^.O) —a, . ( a i .O) .

Il suffit, d'après ce qui précède, d'envisager le cas où
a J . e J ( 2 , 2 , . . . , 2 ^ ( A ) , ^ 2 € J ( 2 , 2 , . . . , 2 ) ( A ) .

Alors, â r l A û 2 € J ( 2 , 2 , . . . , 2 ) ( A ) , et

( a jA^ ) (^ . . . , e)=[^(e, .... e), a._{e, . . . , e)\.
Donc

(aiAa0.6=[^(^ ...,e),a._(^ ...^)].0

=ai(^ . . . , e ) . (^ (^ . . . ^ ) . 9 ) — 6 ^ ( ^ .. .^).(ai(6?, . . . , e ) . 6 )
==ai . (a2 .9) — < 2 2 . ( a i . O ) .

PROPOSITION 16. — On suppose A 6^ © sans ^-torsion.

a. Soient a^ .... ^(^^2) rf^ éléments de X(A) ̂  rf^T^ a^ .... a^ ^
^ï 6e©. On a (^A...A^)6=o, ^^/^ 71=2, a,=^=o; rfa^ c6-
dernier cas,

(a iA^2) .0=a i . ( a2 .9 ) —^. (a i .ô ) .

6. Ona(àa).Q=o quels que soient açX(A), Qç@.

Ceci résulte aussitôt des lemmes'38, 39 et 40 par passage au quotient.
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PROPOSITION 17. — On suppose A ou © .ya^-y ^-torsion. Il existe un endomorphisme
et un seuly noté encore à, du groupe abélien G(X(A)) 0z©? te^ q116

(35) ^((ai...a,)(g)0)==^(a,...a,)(g)6
/ï

9 "^^P^ + ^ + l ) (^1 . • .^-l.^+l • • -^n) ® (^-0)
M=I

lorsque a^ . . . 5 ,̂, .yo/i^ rf^ éléments de X(A), ûfc degrés ai, . . ., a,,.

Le deuxième membre de (35) est multilinéaire en a^ . . . , a,,, 9. Si l'on
permute a^ eia^àÇa^ . . . a^) 0 9 est multiplié par p(a^a^i+ i). Pour ç^^
et ^—17^^ , ^i . . . a^a^ . . . ̂  est multiplié par p(a^ap_i+i). Enfin,
comparons les expressions

(36) p ( y — i) (ai . . . a^_.a^ . . . a^) (g) (a^-i.6) + p^) (<%i . .. a^i.Op+i... a,n) 0 (a^.6)

et

(87) p ( v — ï ) (ai.. .^-2.^-1.^+1. . .^) (g) (a^.6)
+p(P) ( < 2 i . . .Op-s.ap.ap+i. . .a^) (g)(ap-i.6).

Il est immédiat que la deuxième est l'opposée de la première. D'autre part,
a^ .9 == â^.O = o sauf si Fun au moins des nombres ap_i, a^ est nul. Mais, dans
ce cas, j)(o^_ia(,+ ï) = — ï . Dans tous les cas, l'expression (87) se déduit de
l'expression (36) par la multiplication par j3(ap_iap+ï). Donc le deuxième
membre de (35) est multiplié par p(ap_iap+i) quand on permute ûp_i et <?p.
Si â^r^ a^ et si a? est pair, tous les termes du deuxième membre de (35) sont
nuls sauf éventuellement l'expression (36), qui est alors formée de deux termes
opposés; donc le deuxième membre de (35) est nul. D'où la proposition.

Si © = Z, si x. 9 = o pour tout x € A et tout 9 € ©? et si l'on identifie canoni-
quement G(X(A))0z® à G(X(A)), l'endomorphisme à de la proposition 17 se
réduit à l'endomorphisme à déjà défini dans G(X(A)).

Soit a un élément de G(X(A)) de degré a, d'ordre a7, de degré total a+ a^.
On munit G(X(A))(g)© de diverses graduations en considérant a (g) 0 comme
de degré a, d'ordre a', de degré total a + a\

PROPOSITION 18. — U endomorphisme à de G(X(A))0z© diminue le degré
total d^une unité.

En effet, avec les notations de la proposition 17, si ? est le degré total
de a ^ . . . a^ à Ç a ^ . . . a^) 0 9 est de degré total P — ï d'après la proposition 14.
D'autre part, si ^.0 ̂  o, le degré total de a^ est ï , donc ^i . . . a^-i .^+1 . . . cin
est de degré total ? — ï , donc ( ^ i . . . ̂ -r^... ̂ ) 0(^.9) est de degré
total ? — ï . D'où la proposition.

THÉORÈME 6. — On a àô = o dans G(X(A)) 0z©-



74 J. DIXMIER.

Avec les notations de la proposition 17, on a, compte tenu du théorème 5 etde la proposition 16 ^ ^ m

<^((«i...a,,)09)= ^{i^i^n, i^y'^w, i-^j\

p(n + i + ai+. . .-)- a,_,) p(n +./+ i)

. ( a, ... «,-i. àai. a^ .. . ay_,. a,^ . .. a,,) 0 ( a, . 0 )

+ ^ { i ^ i < j . ^ n ] p ( n + i + j + i ) p ( n - i + i + i )
.(ai... «,-i. a,+i .. . a/_i. a î ...«„) 0 ( (ff,^ ay). 0)

+2{((,, ...,(/,;yi, ...,j^p)çSf(p,n—p), i<:p^n—i, i^y^n—p}
p(n +p 4- ̂ >y,(a,-, ̂ + i)) p(n -j, + i + y + i _,_ i)

•((«,.A.. .A^)«/,... a,^.a,^... a,^) 0 (^.0)
+2{i^^^, i^y^»,^y^(«+y^,^^^^^^^^_^

.(«t. . . «,_i ̂ a,.a,+, . . . a,_,.a,^ ...«„) (g) (a;.6)

+-S{('n •••^p;J'i, •••,,/',t-p)çQf(p,n—p), i<p^n—i, i^q^n—p j
P("+À+i)p(^-i+7,+i,>,,(a,,a,,+i)-I,^(^^+,))
.((a,,A. . .Aa,,)a,,.. . a^_,.a,^,. . . a,J 0 (a^.O)

+ i { i^i<j^n ] p(n +j+ i) p(n - i + i+ i)
.(ai .. . a,_i.Q',_n . . . aj^.a,^ . . . an) 0 (ff,.(ay.O))

+ ̂  { i ̂ j < ;^/î j y(n +y+ i) p(ra - i + ;• _ ; + ̂

• (a i . . . a,^.a,^... a,-i.a,+i... »„) 0 (a,.(ay.O)).

Désignons les termes généraux de ces sommes par T^, T,, . T On a immé
diatement T,=-T, On a T^-T,; en effet, le rapport'des coefficients
de 13 et de Ts est

P(n+p+n-p+^q+n+j^,+n-,+p-^(^.^^ <"
=P(P+ 9 + i +J,+ i,,>;̂ (a,,̂ + i)).

Or, lorsque les termes considérés sont non nuls, on a y., = o, donc

A+^>/,(^ay,+i)

est égal au nombre total des indices .,, c'est-à-dire àp, augmenté du nombre
des indices 7, qui sont inférieurs ou égaux à j,, c'est-à-dire q. Le quotient
considère est donc p(p+q + i +p+<z)= -i, d'où notre assertion. Enfin
la dernière somme peut s'écrire

^i l^l<J^f^]p(n+i-^-^)p(r^-^-j+l)
.(ffi...a,_i.a,+i...a,_i.a^, ... a,,) 0 (ay.(a,.0)).

Soit T, son terme général sous cette forme. On a T^+T.+T^o; en effet
T^+ T»+ T,=p(/+y) (a,... a,_,.ff,^ ... a,^.a,^ ...a,)

0((a,Aff/).9-a,.(a,.9)_^..(^..0))

(ff,Aa/).8=a,.(a/.0)—^..(a,.9).

et

D'où le théorème.
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Ainsi, lorsque A ou @ est sans a-torsion, G(X(A))(g)z©, muni du degré total
et de à, est un complexe. Le groupe d'homologie de degré total n de ce complexe
sera désigné par HÎ^(A, ©).

Pour les degrés totaux o, 1 ,2 , 3, l'cndomorphisme à se calcule grâce aux
formules suivantes, qui résultent aisément des propositions 10 et 12
(38) ^0==o,

(29) à((x)<^Q)=—a;.Q,

(40) ^((^.r^)®9)==(^)00-t-(j)00-t-(z)09,
^ ^(((>r)•(J))®0)==[>,•J]094-J0(,z•.9)-a'0(J.9),

f / ' x y s \ \
(42) ai i x' y z' \ (g) 9 ) = (.s, ̂ , ̂ ) 0 9 + (y, y', y " ) (g) 0 + (z, s', z " ) 0 0

, x " y " z"

- (a-, y-, a) <8> o - (a-', y, a') 0 9 - (se", y " , z " ) 0 o,
/ / x y z { \ \ .

(43) à l [ x' y' z' f ) 0 9 )
\\x" y " z" t" / /

= (a;, x', x " ) 0 94- (J, j', j") (g) Ô + (z, z', z " ) (g) 9 + (t, t', t " ) 0 9
—(•v, y, — x - y } 09—0, t, — z — t ) 0 9 — (.»', f, —x'— t') 09
- (Y. ̂  -Y- a') 0 9 - (a-", a", -a-"-^) 0 9 - (j", <", - y " - t " ) 0 9,

(44) ^(((^.y^).(<))(g)e)=-((a-).(f))09-((,y).(<))09-((,;).(ï))09
+ ([^ <L [j, t], [a, f]) 0 9 - (a-, y, z) 0 (f.9),

(45) ^(((^).(j).(z))09)=-(([^j]).(^))09+(([^^]).(j))09

- ((Lr. ̂ ).(^)) (g) 9 + ([a-, y, a], [j, ̂ , .c], [z, x, y ] ) 0 9
—((J)-(^)®a;.9+((a').(-z))0(j.9)-((a-).(j))0(a.9).

14. COHOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE. CAS D'UN GROUPE DE COEFFICIENTS. — Soit
toujours © un groupe abélien dans lequel opère A. Considérons les homomor-
phismes des groupes abéliens G(X(A)>, Xp,^;...;p (A) dans le groupe abélien ©.
Ils constituent les^groupes Homz(G(X(A)), ©), Homz(Xp,,.^(A), ©> Le
deuxième groupe s'identifie canoniquement à un sous-groupe du" premier. La
somme des Homz(Xp,.,^(A), @) quand pi, . . . ,?„ varient, est un sous-groupe
de Homz(G(X(A)), @), qu'on désignera par Homz(G(X(A)), @), et qui est
muni d'un degré, d'un ordre et d'un degré total.

PROPOSITION 19. — On suppose A ou @ sans ̂ -torsion. Il existe un endomorphisme
et un seul, noté encore S, du groupe abélien Homz(G(X(A)), @), tel que Von ait
pour tout fçmm^G(X(A)), ©)

n

(46) (8f) (a,... a,) =f(à(a^... a,,)) +^p(ro + u) a^.f{a,... a^.a^.. .a,)
U=ï

lorsque a^ . . . , ̂  sont des éléments de X(A) homogènes de degrés a^, . . ., a,,.
Si l'on permute a^ et âp, Fexpression

f^(ai''^n))-}-^{I^u^n^^^-î,u^^}a^f(a,...a^.a^...^)
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — FASC. 1. 10
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est multipliée par p(a^a,,+ i). Ensuite

(47) P(^ -1) ̂ -i./(ai . . . a,_,.a, . . . ̂ ) + p(?) a,./(ai . . . u^.a^ . . . a,,)

est remplacé par

(48) p(P — i) ̂ ./(ai . . . a^-i.ap+i . . . a^) -4- p(P) a^.f(a,. . . a^.a? . . . ̂ )

et les expressions (47), (48) sont opposées; d'autre part, elles sont nulles sauf
si l'un au moins des nombres a,, a,_i est nul, auquel cas p(a,_ioc,+ i) =— i.
Dans tous les cas, (48) se déduit de (47) par multiplication par p(a^ap+i).
Si a^==a^ et si a^ est pair, le deuxième membre de (46) est nul. D'où l'exis-
tence d'un élément S/ de Homz(G(X(A)), ©), et même, comme on le voit
facilement, de H5mz(G(X(A)), ©), tel qu'on ait l'égalité (46). Il est clair que §/
dépend linéairement de/.

PROPOSITION 20. — Uendomorphisme S de H5mz(G(X(A)), 0) augmente le
degré total d^une unité.

Ceci se démontre comme la proposition 18.

THÉORÈME 7. — On a oS = o dans H5iïiz(G(X(A)), ©).

La démonstration est analogue à celle du théorème 6. Indiquons seulement
le calcul de S S/

(^/)(ai...^)= 1{ i^i^n, i^j^n, i^.j) p(n + i 4- a.i4-...4- a,_i) p(n + j )

. aj./( ai . . . a,-i. àa,. a^ . . . ay_i. ay+i . . . a^ )

-{-![ ï ^ i < : j ^ n } p ( n ^ - i - { - j - ^ - i ) p ( n — i ^ - ï )

-(<^A^y)./(ai . . . a,-i.a,+i . . . ay_i.ay+i . . . a^}

•i-I- { (ii, ..., ip\j\, ...,j\_^ç,^î(p^n—p), i<^p^n—\, ^^q^=.^-—p\

p(n 4-7? 4- I^>^(a^4- i)) p(n —p +14-^+1)

•^./((^S.. .A a^a^. .. a^a,^ . . . a^)

4-^{ ï^i^n, î-=J^n, /^y}j)(^+y)p(^+ai4-...4-a,_i)

. 0]./( ai . . . a,_i. ôai. a,+i. . . a/_i. ay+i... a/,)

4-1- { (ii, ..., ip , j \ , -",Jn-p)çSf(p,n—p), ï<^p^n—ï, ï^q^n—p}

<P(/^ +Â) P(^ - i 4-7. 4- ̂ >^(a^4- i) - ̂ >^(a,,a^+i))
.^./((^A.. .A a-^a^... a^^.^^ ... a^)

4- i { i ̂  ? <J'^ n } p (n + i) p (n — i 4-7 — i)

.(a,.(ay./(ai . . .a,-i.^+i . . .ay_i.a^+i . . .a/,)))

+ ̂  { i ̂ 7 < ̂  ̂  j p(^ 4- 0 p (n - i 4-y)
.(^-.(a;./(ai ...ay_i.ay+i...a,_i.a,+i...a^)))

et tous les termes se réduisent deux à deux.
Ainsi, lorsque A ou © est sans 2-torsion, H5mz(G(X(A)), ©), muni du degré

total et de §, est un complexe. Le groupe d'homologie de degré total n de ce
complexe sera désigné par H.P(A, ©).



HOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE. 77

Soit ©' un autre groupe de coefficients dans lequel opère A, et soit CD un
homomorphisme de @ dans ©^ permutable avec les opérations de A (autrement
dit un homomorphisme de A-modules). On suppose ©/ sans 2-torsion si A n^est
pas lui-même sans 2-torsion. Soit (^i rhomomorphisme de H5mz(G(X(A)), ©)
dans H5mz(G(X(A)), ©/) défini canoniquement par co. On a Ct) ioS=Soo^ (on
désigne par la même lettre S l'opérateur de cobord dans H5mz(G(X(A)), ©) et
dans H5mz(G(X(A)), ©/)). Donc coi définit, pour tout n, un homomorphisme co^
de HJ^A,®) dans HJ^A,®^. Il est immédiat que HJ^A, ©) est un foncteur
covariant de @. Si

o-^e—e^e^o
est une suite exacte de A-modules, la suite d'homomorphismes associés

o^HcmLg(G(X(A)) , ©)—HœïLg(G(X(A)) , © / ) -^Hom^(G(X(A)) , ©')-^o

est exacte parce que les Xp^..;p^(A) sont dès-groupes abéliens libres. On en
déduit classiquement une suite exacte de cohomologie

...—HJ^A, Ô^-^HJ^A, e^HJ^A, ©^-.HJ^A, ©y)-.HJ^A, @)->... '

les homomorphismes ^"(A, ©^)-^ HJ^^A, ©) étant naturels, c'est-à-dire
permutables aux homomorphismes de suites exactes.

Pour les degrés totaux o, i, 2, Fendomomorphisme o se calcule grâce aux
formules suivantes :

Si /€ ©, on a §/e Hon^X^ (A), ©), et
(49). W)((^))=^/;

Si/eHomz(X2(A), @), on a §/eHomz(X3<A), @) + Homz(X^(A), ©), et
W (V)((^J^))=/((^))+/((J))+/((^)).
(5i) (V)((^).(J))=/(([^J]))-^./((J))+J/.((^));

Si/€Homz(X3<A), ©), on a
ô/eHom^(X3,3(A), @)+I ïom^(X,(A) , ©)

4-Hom^(X3;2(A), ©)+IIom^(X,; , ;2(A), ©),
et

/ /x y z \\
(52) ô/( [ ^ y z' \ \ = /((^ X1, x " ) ) +/((j, y, y " ) ) +/((^ ̂  ̂ ))

\\x" y " z " j )
-y((^j, ^)) -/((^y^))-/((^y^)),

/ /' x y z t \\
(53) Sf ( x' y' -J t1 ) )

\ \^ y " z" t " / ;
== /((^ ̂  ̂ )) +/((j, y, Y)) +/((^ ̂  z " ) ) +/((^ ^ ^))
-/((^j, -oc-y)) -/((^ -^ -^) -/((^,<7, -^-Q) ....
-/((Y. ̂  -y- ^)) -/((^^ -^-^)) -/((Y, ̂  -y,^^^ -. -:

(54) ^/((^J, z).(t))=f(([^ t], [ y , t}, [z, t~\))^-t.f(x,y, ̂ ^l^: ^^.

(55) ^/((^).(J).(^)) ==/(([>, J. ^], [J, ̂  ̂  [^ ̂  y}))à / ̂  ' '̂  ^v '
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Si /€Homz(X^(A), ©), on a S/eHomz(X^(A), ©)+ Homz(X,_(A), (0),
et
(56) ô/((^ j, ^). (^)) =-/((^).(^)) _y((^).(^) _y((^(^
(57) ^/((^).(j).(^))=-/(([^j]).(^))+/(([^^).(j))-y(([^^).(^))

+^-/((j).(^))-j./((^).(^))+^./((^).(j)).

PROPOSITION 21. - Les groupes HP (A, ©), HP (A, 0) s'interprètent à la
manière habituelle :

a. H J° (A, ©) s'identifie au sous-groupe des éléments de © invariants par A ;
b. HP (A, ©) s'identifie au groupe des homomorphismes ^ du groupe A dans

le groupe © tels que ^([^y])=^4(j)-y ̂ {x\ divisé par le sous-groupe des
homomorphismes du type x -> x. 9 ( 9 étant un élément fixe de ©).

L'assertion a résulte aussitôt de la formule (49).
Un cocycle de degré total i s'identifie à une application ^ de A dans © telle

que
^(o)=o, ^ (—^)=—^(^) ,

^(^ )+^( j )4 -^ (^ )=o si ^-4-J+/s=:o,

^([^j])=^4(j)-j4(^)

[d'après les formules (5o) et (5i)]. La deuxième et la troisième condition
équivalent à la condition

^(^)+^(j)-^4-j)=:o

quels que soient x, je A; elles signifient donc que ^ est un homomorphisme
du groupe A dans le groupe ©. D'où aussitôt l'assertion 6.

15. EXTENSIONS DES ANNEAUX DE LIE ET COHOMOLOGIE DE DEGRÉ 2. — Soient B Un
anneau de Lie, © un idéal abélien de B, A l'anneau de Lie B/@, \ l'homomor-
phisme canonique de B sur A. Pour toutyeB, l'endomorphisme 6 -. [y, 9] du
groupe abélien © ne dépend que de la classe x dej dans A. On posera [y, 6]=^.0.
Le groupe abélien © est ainsi muni d'une structure de A-module.

Supposons A sans ^-torsion. Alors, il existe une application [L de A dans B
telle que ^(o) = o, X(^)) = x et p.(— x) =— y.Çx) pour tout œçA.

Pour tout système {x, j, z) d'éléments de A tels que x-\-y-\- 5=0, on a
À(p.(^)+^.( j)+p.(^)) =o, donc ^)+p.(j)4-p.(^)e©.

En posant
/((^ y . ^) ) == p-(^) + ^(j) + ̂ (z),

on définit donc une application de J3<A) dans ©. Il est clair que
f({x, y, z)) =f((z, x, y)) =/((j, z, œ))

=/((^ ̂  J)) ==/((^, J, x)) ==/((j, x, z)),
/((-^ -j, -z))=-f((^,y,z)),

f((o, x, —x))=:o.



HOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE. .79

Comme A est sans a-torsion, la proposition 7 montre que/définit un homo-
morphisme ^-de X3(A) dans ©.

D'autre part, pour x €À, y €Â, on a ^([a-, y])—[[j.(a;), ^(j)] ç©. En
posant

/'((a-),(j))=[A([a-,j])-[(A(a;), y.(y)],

on définit donc une application de J2(A) x Ja(A) dans ©. Il est clair que

/'((-O, (J))=/'((^), (-j))=-/'((a-), (j)).

La proposition 6 montre que /' définit une application bilinéaire de
X,(A)xXa(A) dans ©. Comme /'((r), {x))=—f'{{x}, (j)), cette appli-
cation est alternée, et définit donc un homomorphisme g ' de X,.,(A) dans ©.

Le couple {g, g ' ) s'identifie à un élément de Homz(X3(A)+X,;,(A), ©).

PROPOSITION 22.— Zc couple (g; g - ' ) est un cocycle de degré total 2.

L'assertion relative au degré est évidente. On a, d'autre part, d'après les
formules (5a) à (67)

(Sff) ((a;).(y).(z)) + (ôff1) ((x).(y).(z))

==ê-(([x,y,3], [ y , s , œ ] , [ z , x , y } ) - ) -g ' ( ( [ x , y } ) . { z ) )

+ff'(([^,z]).(y))-g''(([y,z]).(x))+,r.g'((y).(s))-y.g''((a;).(z))+z.g-'{^).(y))
= ^(1>, 7, z]) + y.([y, z, x}) + y.([z, a-, y]) - ̂ ([a-, j, a]) + [ ̂ ([a-, y ] ) , y.(z)]

+ (^([^ z, j]) - |X[a-, ^]), fA(j)] - y.([y, s, a-]) + [^([j, ^]), {A(a;)]

+[^A(^), ^l([J^])-[^(7), {A(^)]]-[(A(J), (A([a-,^])-[^(^), y.(z)]\

+ [;A<^), ^([a;, 7]) - [(J.(a-), ^(j)]]

=:-[^A(a'). [^(J), ^A(^) ] ]+[^A(7), [IJ-W, lJ-(z-)]]-[p-(,z), [y-W, y.(y)]]=o,

(^) ((a-, J. ^).(<)) + (ô^') ((a-, j, ̂ ).(<))

=ê'(([^, t ] , [ y , t ] , [z , t]) + t.g((x, y, z)) -g\{x).(t)) -g'((y).(t)) _^'((a).(())

=(A([a-,<])+^([ j ,<])+^([3,<])+[^(<), ^(a;)]+[pL(<),^(j)]

+[(A(f),^(^)]-^([a;,<])+[^(a;), )JL(<)]

-^([J. <])+[(A(J), ^(Q]- i^( [5,<])+[(A(a), ^(Q]=o,

/ /a - y z t\\ / / œ y z t\\
(§g)[ a-' y z' t1 +(^')( a;' y z' t ' } }

\\.v" y " z" t " / / \\a-''-y z" t " / /

=ê r ( ( . « , ^ , x " ) ) - ^ -g ' ( ( y , y ' , y " ) )+g ' ( ( 3 , z ' , z " ) )+g • ( ( t , t ' , t " ) )

—ff((^,y, —v-y))—g((z, t, — z — t ) ) — g ( ( x ' , t', —x'—t'}}

-gW. z', -y'-z'))-g((a;", z " , - a ; " - z " ) ) - g ( { y " , t " , - y " - t " ) )

= P-W + P-(-v') + y-(.-v") + y.{y) + fJ-(y') + ̂ (j") 4- y.(z) + p.(z') + p.(z")
+ ^(<) + ^(<') + p . ( t " ) — y.(x) — p.(y) + y.(x -+-y) — y.(z) — y.(t) + y.(z + t)

-fx(a;')-^(<')+^(a-'+f')-(A(y)-(A(^)+(JL(y+a')

- ^(a-") - P-^"} + /A(.»"+^") - p.(y") - y.(t") +p.(y"+ t " )

= y-^+y) + ̂ 0 + t) + ̂ (x'+ t') + V-(y'+ z') + y . ( x " + z " ) + p.(x"+ t " } =: o,
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puisque x+y-{-z+t=x'+y'+^>+t'=x'l+y"+z"-}-t"==o.
y ^\\ / / x y

xl Y' ^' 11-K^') \x' y' z' \ }
x" y " z" )7 \\^ y, ^ ] J

=g((x' x', x")) +g-((y, j', j")) +ff((z, s', z " ) )
-§•((•«, y, s)) -g-((x', y, s')) -g((a;\ y " , s " ) )

= p.(x) + ̂ ') + ̂ ") + ̂ (y) 4- ̂ (V) + y.(y) + ̂  ̂  ̂ ,) ̂  ̂ ^
- y-W - l^y) - y-(z) - y.(x') - y.(y') - y.^') _ (^(^) _ ^(y/) _ y^,^ ̂  ̂

D'où la proposition.

PROPOSITION 23. — Si Von change le choix de y., le cocycle (g; g-') est remplacé
par un cocycle cohomologue. Tout cocycle cohomologue à {g, g') peut être obtenu
en modifiant y. convenablement.

En effet, un autre choix de y. est de la forme y.+h, où h est une application
de A dans @ soumise aux seules conditions h(o) = o, h(— x) = — h(x). Alors,
h définit un homomorphisme k de X,(A) dans ©. Les homomorphismes g,
g-' sont remplacés par des homomorphismes g\, g-\ tels que
^i((^,J, z)) = (p.+ h) (x) -+- (p.+ h) (y) + ((A+ h) (z)

= V-W + ̂ (j) + V-(z) 4- h(x} + h(y) + h(z)
==^((a-, y, z)) + k((x)) + k((y)) + k((z)) = (g-+ §k) ((^ y, s-n

'̂i ((^).(J)) = ((^ + /() ([.», y ] ) - [((JL + A) (a;), (^ + h) (y) ]
= (^([^ 7]) + /(([.», jj) - [(A(a?), p-(j)J - [^), A(j)] + [(A(J), /((a-)]
=^ ((^).(j)) + Â-(([a-, j] )) - ̂ ((j)) +j.^((a.)) = (g'+ §k) ((a-).(j)),

donc (^i, ,§•',) === (^, ^/) 4- o ^, ce qui prouve la proposition.
COROLLAIRE. — L'extension B de A joa/- © rfe/;̂  un élément de H P(A, ©).

PROPOSITION 24. — ^o^/îf B, B' deux extensions de A par © définissant sur © /a
même structure de ^-module. Si B et B' définissent le même élément de H J^A, ©),
ces deux extensions sont équivalentes.

D'après la proposition 23, les choix de représentants y., ^ peuvent être faits
de telle manière qu'ils définissent, non seulement la même classe de coho-
mologie, mais le même cocycle (g-, g - ' ) . Considérons alors l'application U de B
dans B' qui transforme y.(x) + 0 en ^(a?) + ô quels que soient x <= A et 6 e ©.
Il est clair que cette application est bijective. Montrons que c'est un homomor-
phisme pour la structure additive et pour le crochet

U((A(a; )+Q+(A(a; ' )4-Q' )
=U(^((.», a/, — . y — a / ^ — j j ^ — ^ — a ^ - i - e + e ' )
=V(v.(œ+3c')^-g((sc, x', —£c—a;'))+Q-)-Q')
= y' (a;+,2/)-+-^((a', a-', — x — a;')) + Q + 91

==y!(x) + y! (as') + 6 -t- 6'== V(^(œ) + Q) -+- V{y.(x') + 9'),
U([^(a-)+9, ;jL(a/)+e'])

=U([^(^),^(^)]+a-.9'_^.Q)^u(^([a-,^])-^((^).(a, '))+a-.Q/_^9)
:=^([^,^'])-^((^).(^))+^.0'___^.Q^[^(^ ^,^_^Q,___^, Q

=[^'(^)+0, ^A'(a ; / )+6 ' ]=[U(^A(a. )+9) , U((Ji(a: ')+Q')].
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COROLLAIRE. — Pour qu'une extension de A par © soit inessentielle, il faut et il
suffit que Vêlement de H P (A, ©) qu'elle définit soit nul.

PROPOSITION 25. — Tout élément de H P(A, ©) correspond à une extension de A
par ©.

En effet, soit (g\ g ' ) un cocycle représentatif de la classe de cohomologie
donnée, et définis.sons sur l'ensemble produit B = = A x © une addition et un
crochet de la manière suivante :

(.x, 0) 4- {x', ̂ ') == {x 4- X1, g({x, x', - x - x')) 4- 9 4- 6'),

[(x, 9), (œ1, 6 /)]=([^, x'\, -^((^).(^))+^.0/-^.6).

Montrons que B devient ainsi un anneau de Lie. L'addition est commutative,
car

(x', ̂ ')-\-{x, ̂ )=(x'-{-x,g{(x', x, ̂ x'-x))-^^'-}-^)
={x-^x],g^x, x\ -^-.^))+0+0 /)=(^ 0)4-(^ 6').

Elle admet l'élément neutre (o, o), car

(x, 0) + (o, o) = (x, g{{x, o, - x)} -f- 6) = {x, 0).

Chaque élément (x, 9) admet un opposé, l'élément (—x , — 0), car

{x, 0)4-(-^ -6)=(o,^((^ ~^,o)))==(o, o).

L'addition est associative, car
( (^6)+(^0 / ) )+(^Q / / )

=(^4-^,^((^, x', -^-^))4-04-0 /)4-(^^ 0^)
= (^ 4- ̂ 4- x\ g{{x 4- ̂ , ̂ /, — x — x ' — x " ) ) -}-g{(x, x' —x— x')) 4- 0 4- 0'4- O"),

(^(^((^O^-K^^))
:= (^, 6) 4- { x ' - } - x " , g(x', x " , — x 1 — x " ) 4- ̂  4- O")
==(^4-^ /4-^ / /,^(^, ̂ '4-^, —^—^—^)4-^ (^ , ^ , —^—^ / ) 4 -04 -0 / 4 -0 / / ) .

Or

(/ X X' — X — X' \ \

0=(^+^) ( 0 X " - X " l )

\— X — X'— X " X-^-X'-^r X " J j

=z^((x, o, —x)}-^-g((x', x " , —x' — x " ) ) -^-g((—x—x', — x " , x - } - x ' - ^ x " ) )
-g({x, x', — x — x ' ) ) — g { ( o , x " , - x " ) ) - g ( ( - x , -x' - x " , x - ^ x ' - { - x 1 1 ) )

==.g{{x, x' -^x\ — x — x ' — x " ) } -}-g((x', x " , — x ' — x " ) )
—g{(x-^-x', x\ — x — x ' — x " ) ) —g{(x, x', — x — x ' ) ) ,

d'où notre assertion.
Le crochet possède les propriétés suivantes :

[(^ 0), (^0)]=([^,^], -^((^).(^))+^.Q-^.0)=(o,o)=o,

[(x', e7), (^ 6)]=([^, x}, -g'{{x')^x))-}-x'.^-x^')
= (- [x, x' ], g'{(x).(x')) - ̂ -h ̂ .9) =- [(^ 8), (^ Q')].
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Le crochet est distributif par rapport à l'addition. En vertu de la propriété
précédente, il suffit de vérifier la distributivité à droite. Or
[(^ 6), (^, ̂ ')+(œ\ Q")]=[(^ 6),(^+^((^ ̂  _ ^-^))4-6 /+0^]

=:([x,œ!^-œ"},-g'{{œ).{œl-^x"))
-}-œ.g((x', x\ —^—^ /))-^-^.0 /+^.0 / /—(^+^).Q)

ei

[(a;, 0),(a/, 9')]+[(a-,9), (a-", 0")]

=([a-, a;'], -^'((a-). (a;')) +a".9'-a/.9)+ ([a-, a-"], -^•'((a-).(a'")) + a-.9"-a<9)

= ([^ x'} + [^ a-"], ^-(([a-, ̂ ], [a-, a-"], - [a-, a;'] - [a-, a;"]))

-^•'((a-).(a-'))-^'((a-).(a-"))+a'.0'-a-'.0+a-.0''-a-".0)
Or

o == (^+ ô^') ((a-', a-", - a-'- a-").(a-))

=^(([a-', a-], [as", se}, —[a-', a-] — [a-'', a-])) + a-.^((a/, a-", — a-'—a;")) .

-^'((a-').(a-))-^'((a;").(a;))+^'((a-'+a-").(.2-))
=-é''(("c).(a''+a-''))+a-.^((a:', a-", —a-'-a;"))

-^•(([a-, a;'], [a-, a-"], - [a-, a;'] - [a-, a-"])) +^((a.).(^)) +^((^).(^

d'où notre assertion.
Enfin, l'identité de Jacobi est vérifiée, car

[(a',0),(a-',9'),(a-",ô'')]=[([a-,a;'], -^'((a-).(a;')) + a;.9'-a-'.O), (a-", 9'') ]
== ([a;, a;', a-"], -^'(([a-, sc'}}.(x")) -+- [a-, a;'].6"

+ a-". '̂((a-).(a;')) — a;''.(a-.0') + a-''.(a/.0)).

Permutant circulairement, et ajoutant, on trouve
[(a-, 6), (a-', 0'), (a-", 0")]+[(a-', 9'), (a-", 9"), (a-, 9)J+[(a/', 9"), (a-, 9), (a-', 9')]

= ([a-, a;', a-"] + [a;', a;", a-], ^(([a-, a-', a;"], [a-', a-", a-], - [a-, a-', a-"] - [a-', a-", a-]))

—^'(([a-, a-']).(a-"))+[a?, a:'].9''-t- x" .g'((x) .{x')) — a;".(a-.9') -t- a-".(a-'.9)

—^•'(([a-', a;"]).(a;)) + [a-', a;"].9 + a;.^'((a'').(a-")) — a-.(a/.9") 4- a:.(a-".9'))
+ ([a'", a-, a;'], - '̂(([a;", a-]).(a-'))+[a;'', a?].9'+a;'.^'((a-").(a-))-a-'.(a-".9)+a-'.(a-.9"))

= (- [a-'', a;, a-'], g(([x, a-', a-"], [a-', a-", a-], [a-", a-, a-'])) -^'(([a-, a;']).(a-''))

-^•'(([a-', a;"]).(a-)) + a-".^'((a-).(a;')) + a'.^'((a;').(a;"))

+a/.(a-.9")+a-'.(a;".9) + [a-, a-"].6')
+([a-", a?, a;'], -^'(([a;", a-]).(a;')) + [a-", a-].9'+ x'.g1 ((x").(x)}

—a;/.(a;".9+a•'.(a•.9"))
=(o,^((-[a;",a-,a''],[a;",a?,a-'J, o)) +^(([a?, a-', a-''], [a-', a;", a-], [a;", a-, a-']))

—^'(([a;,a;']).(a-"))-^(([a;',a-"]).(a-))-^(([a''',a-]).(a''))

+ ̂ ''.^-'((a-)^^')) + a".^'((a-').(a-")) + se'.g'({x"} .(x)))
= (o, ̂ (([a-, x', x"\ [a;', a;", a;], [a.", x, x'}})

-^(([a-, a-']) (a;")) +^(([a-, a'"]).(a-')) -^(([a-', a-"]).(a-))

+ x.g'({x').(ae")) - x'.g'{(x).(x"}) + a;".^'((a-).(a;')))

=(o, (^+^')((a-).(a-').(a-")))=(o,o)=o.
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