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ÉTUDE DES PROPRIÉTÉS
D'OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS

PAR DES MÉTHODES D'ALGÈRRE
EXTÉRIEURE DIRECTE

PAR M. MARCEL VIVIER.

1. Rappel de quelques propriétés matricielles.

NOTATIONS. — Le symbole ( )* est l'opérateur de transposition matricielle.
Qo x q) représente l'ensemble des matrices à p lignes et q colonnes cons-

truites sur le corps K des nombres complexes. Plus brièvement, Qin désigne
Fanneau (n x n) et 0L^ la partie réelle de 0in-

nÇk X h) est V} ensemble des matrices Çk x h) construites sur Vanneau €in-
Sur n(kxh) on définit la multiplication à gauche, ou à droite, par un

élément aç.GLn '- si Mçn(kxh), aM s'obtient en multipliant à gauche, ou à
droite, chaque terme (n x n) de M par a.

0i^=nÇ^ x 2) : La matrice identité de 0in est notée i ou in si quelque
confusion est à craindre. De même, iin se représentera par ; ou par in
[dans (K)^^^— i], 1 est la matrice identité de CL^n et Je n{^ x 2) vérifie les
relations

(D ^ = ( ° I^V— 1 / . °7
(2 ) ^=-1.

IMAGE DE 0L.n DANS dl^. — Les éléments de Gi^ qui commutent avec 3 composent
un sous-anneau C^n (^2/1 es^ sa partie réelle); M €^(2 x 2) appartient à Q^n si
et seulement si
(3) M=^I+^ ,
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a et b sont quelconques dans (Sl^. M régulière dans ÊU/i? est aussi régulière
dans e^n'

Pour passer de Gi^n à ̂  nous utiliserons l'opérateur matriciel €n(i x 2)

(4) (V)=(i,-^.

Il vérifie les relations suivantes :
(5) VV*=o,

(6) ^^ ^

(7) V-V=I-^

V^Vç (Î2/i commute donc avec tout élément de C^/r II est immédiat que :

(8)
VJ= î'V,
v,j=_^v

Les vecteurs lignes de la matrice unitaire

(9) U== j _ / v ^
<MV/

sont donc les vecteurs propres de l'opérateur cT.
M vérifiant (3), on tire de (8)

( VM=(a+^ , )V,
(10) ^ _

( VM=(a—bi)V,
d'où

^VMV*=

UMU*=

UMUA=

^(a^

/a+

\ 0

( °
\»-

r^Q VV*=(a+&0=:

'̂ 0 \
\ A / TV,T \

bi

a — b i )
a 4- bi\

0 /

®)M),

(II)

Inapplication % ̂  ;//z^ isomorphie de Vanneau (3^ ^^/r Panneau 0L^ (en parti-
culier la multiplication par J dans (3^ est équivalente à la multiplication par i
dans âL^) et 6 une isomorphie dans 0L^ de l'anneau (3^ sur l'anneau dont les

/A o \
éléments dans ^(2 x 2) ont la forme — — •

\ ° A/

Propriété fondamentale de l''anneau (3^. — i° Si M J = = J M (c'est-à-dire
si M € <3^) les relations
(12) MM*==I,
(13) MJM*=:^
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sont équivalentes. Dans (3^ le groupe orthogonal, défini par (12), et le groupe
symplectique, défini par (i3) sont donc confondus.

2° Réciproquement, si Mç0L^ est à la fois orthogonale et symplectique, elle
appartient à (3^, car (12) et (i3) entraînent

MJ.JM*==^:I,
MJ.M*Jr=-I , d'où JM*=:M*J.

C. Q. F. D.

Images dans ÔLn des matrices symétriques et des matrices orthogonales de (3^.
Applications. — a. Par transposition, on tire de (i 1)1

(14) %M*=:(^M)^

% transforme donc (biunivoquement) les matrices symétriques de <3^ en les
matrices hermitiennes de CLn-

b. Si M € <3^ est orthogonale, ^(M) € dn est unitaire (et réciproquement), car
on tire de (12)

^M.^M*=i^
et ,de(i4) ,

^M.(^M)*=:i^.
C. Q. F. D.

c. On sait que si la matrice g=a-\-bi est hermitienne, ce que nous admettrons
désormais (a == a*, b + è*== o) et du même genre que i^, elle admet la décom-
position dans 0Ln
(15) g==r7\

r^Ci^n^ étant déterminée qu^ au produit près y à droite, par une matrice unitaire
quelconque. Il s'ensuit que M == ̂ {g) admet la décomposition
(16) M==M* [A==^-i(r)],

h fêtant définie dans <S^ qu^au produit près, à droite, par une matrice orthogo-
nale de <3^.

FORMES QUADRATIQUES. — Soient S l'ensemble des 2.n indéterminées a?1, ..., x1',
y1, . . ., y71, et E V espace vectoriel sur (K) dont S est une base. Sur E 0 E nous
postulons les deu'x types d'équivalences classiques qui caractérisent Fun une
multiplication commutative, dite algébrique, l'autre une multiplication anti-
commutative, dite extérieure. Pour les distinguer, nous conviendrons d'enfermer
éventuellement, entre crochets, les expressions dans lesquelles la dernière est
en jeu.

^ désignant les lignes ?/ '"^L^, y leurs transposées, MSÊ^ une

Ânn. Éc. JVorm., (3), LXXIV. — FASC. 2. 23
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matrice symétrique régulière décomposable comme en (16) en le produit hh^,
nous considérons, attachées à la base S : la forme quadratique algébrique

/^\
/ \ (> >\T^r f x\(17) cp=(^.j)M ^

W

et la forme quadratique extérieure associée

(18) ^^^[(^.^(JM)^}
\ 'U WJ

CLASSE DES BASES (DE E) PERMISES. — Nous dirons qu'une base S'= (?.^') liée
à S par la relation

(>, ->,\ (> >\rr^•y)=(^.jjT
est permise si, dans S', <p et co conservent les mêmes formes que dans S, c'est-
à-dire si

(17) - ^(^.jOMY^),
\j7

W .=^(^^)^^],

avec, évidemment,
M^TMT.

Comme on doit avoir
JTMT*==TJMT*, d'où JT=TJ,

S' est permise si et seulement si T est uh élément régulier de (3^. Désormais S
représentera Fune quelconque des bases permises de E.

BASES ORTHONORMÉES. — Nous appelons base orthonormée de E toute base
/> ->\

permise \X.Y^ vérifiant Fégalité suivante où h dans (16) possède Findétermina-
tion signalée ci-dessus (dans (3^) :

(19) (x.î)=Çî.^h.

Dans une telle base,
/ ̂  \ n n

(20) cp=(x.Y)(x)=^(X^+^(Y•)^
\Y/ i .

(ai) co = \ ["(^)AJA* ̂ \\ =^ [X^Y*],
L \./ / J -i

et
. ,„. n(n-l)

/Or» \ l J — — / _ _ r \ -1 [ Y1 \n' YI Y/l |\ £ A ) ^ — \ 1 / L - ^ î . . , y ^ , l , . . . , l j .
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Images complexes des bases permises. — A la base permise réelle S nous
faisons correspondre la base (Se), dite base complexe permise, de la façon
suivante :

(S,)==(^l); Î==(^S ....^)
et

i (-> >\^—^œ.y)\\
V 2

c'est-à-dire
(28) (^.1)=(^)U\

/-> -\ (-> ±\
En particulier, à la base orthonormée ÇX. ~\) correspond la base complexe \^. ̂ y

En posant comme ci-dessus §•==. %(M), il vient

> ^ (-> ^\
(24) ^ ^ ^ Z . g . Z --=2^.^9==2^.^.^ ==2\

> î .r^^
cy cy
^ ^-

['•> ^1 r 11
(25) C^4^.^J=^ ^. .

L ̂  ^ J

Conformément à la propriété fondamentale de l^ anneau C^, ce sont les mêmes
substitutions sur (XY) à opérateurs dans (3^ qui conservent les structures réduites
des derniers membres de (20) et (21). Elles correspondent aux transformations
du groupe unitaire de (SLn appliquées à ^. Celles-ci conservent les structures
réduites des derniers membres de (^4) et de (a5).

Remarque, — Une base B dans laquelle
ûû^ l^B^+ . - .+ tA^B 7 1 ] ,

A^4 . . . A^B" étant éléments de (B) est dite canonique pour co. On obtient une
décomposition canonique de co en substituant aux y [de (^5)] les quantités

(26) z^i^gkhz^
h

II vient
//

(27) w=^[zkzk].
ï

On notera cependant que la base z ^ . . . z'\ z ^ . . . 2n n'est ni une base permise ni,
en général, une base complexe permise.

2. Rappel de certaines propositions d'algèbre extérieure (1).

I . ' 1 Algèbre extérieure de degré 2/1 somme directe du corps K, de E et de toutes

( [ ) Les renvois en fin de page et sans spécification spéciale se rapportent au Mémoire : Sur quel-
ques théorèmes d'algèbre extérieure, par M. Marcel VIVIER {Ann. Éc. norm.sup.^ t. LXXIII, fasc. 3).
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les puissances extérieures E^ de E sera désignée par & ou par E^ si l'on envi-
sage seulement sa structure d'espace vectoriel à a271 dimensions.

A1, .. ., A271 étant les 271 éléments d'une base d3 de E, 22" monômes de
degrés o, i, ..., an linéairement indépendants construits avec les A, composent
une base ̂  de E'^2). Afin d'utiliser le symbolisme matriciel, nous suppo-
serons que le symbole d^ représente les éléments qu'il désigne rangés en un
vecteur colonne. Les composantes scalaires d'un polynôme $e<ê sont les

-^
éléments d'un vecteur ligne À (^ordonnés comme ceux de ^A) de sorte que $
s'écrit

(28) ^==1^.

/Ai \
Le passage de la base (S à la base (Si = ( : ) s'opère à l'aide de la matrice

\ A în /
\•^'Li /

régulière a€<^2/z- On pose
(29) OÏ^=ZŒÔÏ

et, plus généralement,
d^^a^d^S
^ ==a^ ^A (3). .

MONOMES BASIQUES COMPLÉMENTAIRES. — A tout élément mç.(3î>^ on associe l'élé-
ment Cm appartenant à B^- ou à — (S^ tel que

[mCm]^^211^^ ...,A^];

Cm est dit le complémentaire de m dans la base d3 (4). Plus généralement Ctô^
est l'ensemble des complémentaires des éléments de tô '̂ énumérés dans le
même ordre que ces derniers. Q^ est la somme directe de tous les CB^1.

/X\Vune des bases ( . ) définies par (19) à partir de (16) (bases orthogonales)
w

sera désormais la hase (K> et l'on posera

^ï'i — \ vi vn yi Y^ 1US —— [-^-; . . . , ^ . 5 ! , • • • ? 1 J*

Dans & toutes les formes extérieures du degré 2n seront remplacées par leur
rapport à d^2". dî^271 sera nommé le volume de la base tôr

CORRÉLATIONS. — Nous appellerons corrélation principale ou même corrélation
— tout court — l'applicationlinéaire définie sur E^ qui transforme BA en CB^

( 2 ) La restriction de ^A à E^ est notée ^P.
(3) Soit [Aï. . . AÏ] l'é émenfc de rang i de ^Ak et [A'^ ..., A/k] réiément de rangy de ̂ k, l'élé-

ment î, j de y.^P est le mineur de a formé par les lignes ii ... ik et les colonnes j\.. .j\.
( 4) La dimension de E étant paire on a C2^^ == (— i )k'QAk.
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A $ donnée par (29), elle fait correspondre

(30) Core^îcB^

Lorsque $ est un polynôme homogène de degré k, Cor<t> est « la forme adjointe »
à <&. Son degré est in — k. Elle est habituellement notée *<D, mais nous n'utili-
serons pas ce symbolisme. L'opérateur Cor a un sens intrinsèque dans la classe
des bases orthogonales.

Nous appellerons corrélation dans la base quelconque d3i de E et nous
noterons Cor^ l'application linéaire produit de la transformation B^-^CB^ et
de la multiplication par le pseudo-scalaire tô^271.

EXPRESSION DE LA CORRÉLATION PRINCIPALE DANS UNE BASE QUELCONQUE. — tôi étant

définie par (29) et $ par la relation
(31)i €>==^^,

(3i)^ Cor^^^f^C^

(| a | est le déterminant de a).

Exemples : i° Si tô*= (^.y)

(aa*)=:M-1 et |a
V / | M | 5

2° Si^=(Ï^)
o |̂

(aa^^UMU*)-1:^/-

et

a == module \^\

PRODUITS RÉGRESSIFS. — F et G étant deux formes de ê, la forme H définie par
l'égalité

COT^B. == [Cor^F cor^G]

est indépendante du choix de la base d3i. H est appelé le produit régressif de F
et de G et l'on pose (5)

H == F [ G.

La multiplication régressive est une opération intrinsèque, c'est-à-dire commu-
table avec une transformation linéaire régulière de E.

Pour calculer le produit régressif des formes F et G, de degrés respectifs^
et q (jo+<7^2^), dans une base quelconque d3i de E, il est commode d'avoir

(^ ) Cf. §9, p. 228.
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à ,.recours à l'opérateur de dérivation .- lié au monôme basique a de d3i (6).
[^] étant le volume de d3i, on a

[a]^=F|Ca.L J à<x '

Dès lors, a1 étant un monôme basique du degré jo, et (31 un monôme basique du
degré q

àF'=s&"i. -:s»[p1àG,
ô^

et

(32)i

ou
(32).

^^-^jm^

à¥ àGF|G=(-i)^)^^. [a].à<x1 ^[Ca']

Note concernant le produit régressif F| cor G. — H n'est pas identiquement
nul si p^q et pour p==q il se réduit au « produit scalaire » dans ûî>^11 des

/^\
formes F et G. En supposant tô, identifié à la base ( , ) nous écrirons

\y/
F corG=^F ^cor(3..

•̂

Mais, daprès (31)2 et tenant compte de l'exemple i°,
7w(î'),(7)

Cor^==———=.C^;
\ / |M|

j^(i),(j) est le mineur de M~1 composé avec les lignes affectées des indices repré-
sentés par (?) et les colonnes affectées des indices représentés par^. D'après la

^-c"

définition même de ^.5 il viendra

v i p X^ (70r crr ^ fni^G ^F
' — ̂  à^1 ̂ 1

( i ) , ( j )

F corG== 7 -,.5- -^-.w^'^.1 ^ ̂ 8^ ^6^

STRUCTURE DE ê> RELATIVEMENT A LA FORME QUADRATIQUE RÉGULIÈRE [(o] (7). — On

appelle dérivée totale^ d^ordre x, de la forme extérieure Fp (du degré p ) relati-

( e ) Cf. § 5 e t 9 .
( 7 ) Cf. chap. IV et, notamment, § 47.
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d^vement à co la forme notée -j-Vp définie par l'égalité

co
n

n

[

ï

X\

dx

dw F/--=F^ (n
co"-2'
-x)\

En particulier, dans une base de E canonique pour co et où
i==ni-==.n

»=^[AA],

i=l

»=^[AA],

on a en appliquant la formule (82)1 avec G = -—_ ^ et \a\ = —p

3, d¥, _y. à¥,
W1 ~d^'~^à[A,B^[A,.B,]

Les éléments z ^ z ^ z ^ z ^ . . .^Zn [^ étant donné par (26)] composent une base
canonique pour co. On a donc

(34).

f -^F -VA^-V^Â^.F^,
\ dw ^^àzk ôz^^^à^ à^ p àzk
J /. k,h

] d - .̂  ., à¥
j ____ V ——— ___ y ^ fyKfl ___________

f ^ p— ^ ô\zkzh}
\ k,h

Çg^ étant Félément ligne k colonne h de ^T"1).
On voit que l'opérateur ,- ne se distingue pas dans le cas actuel de Fopéra-

teur A des variétés kàhlériennes (8).
Si ,- Fp= o, on dit que ¥ p est effective ou de la classe zéro. Si p ^> n, - , fp= o

entraîne Fp==o. D'autre part, pourp^/î, les relations
d¥p
—P- ==o et F. ̂ -P^ ==. o
du

sont équivalentes.
Le produit par co3' d'une forme effective est appelé : forme de la classe x.

Ç^X /

Une forme F de la classe .rpeut s'écrire d'une seule manière A»—, (avec1 - x \ \

—— = o ) - Ap est appelée la composante effective de F. On notera que le degré
de F peut être supérieur à n, mais que, si p + x ^> n, F est nécessairement nulle.

Il résulte d'un théorème de Lepage que toute forme extérieure ^gê est
d'une seule manière somme d'éléments ^o? ^i? • • • appartenant aux classes o,

(8) C^. A. WEIL, Sur la théorie des formes différentielles attachées à une variété analytique
complexe (Comm. Math. ffelv.y t. 20, 1947)-
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i, . . . (9). Les composantes effectives de ^o, ^i, . . . sont , par définition, les
composantes effectives de ^. La hauteur de ^ est l'indice de classe le plus élevé
qui figure effectivement dans ^. Si ^ est de degré n + h, sa hauteur est au
moins égale à h (autrement dit, (^h divise ^).

FORME CORRÉLATIVE D'UNE FORME F DE LA CLASSE X : Posons

F-a ^ ( ^ }r — ^P ^ » \ ) 'fjL- .

et rappelons que la corrélation attachée à la base X^^-.X^Y" canonique
pour co est le produit commutatif :

— de l'application linéaire F -> ^(F) définie par la relation

(^\ / ̂ \
(35) 9 x)^ x ) ;

Y/ \Y/

— et de la transformation F ->- ®i(F) par laquelle
j'if-^ ,,n-B-.r

(36) ^(F)=f-i) - ^^p_^

De (35) il vient aussitôt
^(Fy)^-!)^

^ÛÛ==CO,

et, de (36),
^=i.

La corrélation principale étant attachée à la base Xi, . . ., X^; YS . . ., Y71, "
on en déduit immédiatement que l'opérateur « Cor » est le produit permutable

n [n—l)

des opérateurs ̂  et ̂  = (— i) '2 ®i, d'où
r û)̂ ' 1 yP(yP-l) ^^

(87) Cor \dp— =£(-i) ^ ^(^)-r^
L w • J •y •

avec
n(/z—l)

£=(-1) 2 .

Remarque. — De (19) il résulte que dans une base xy permise quelconque
(Ae<3^ n'est astreinte qu'à être régulière) l'opération .̂ se traduit unifor-
mément par la substitution

r-\ r-\^M^MV/ \y/
équivalente à (35).

(') Cf. p. a63 pour le détail de cette décomposition.
(") Cf. p. 273.(") Cf. p. 273.
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Dans une base complexe permise, on a par calcul immédiat,
§(z)-——iz, (§.(z)==.iz.

Ici encore on retrouve en ^ un opérateur courant de la géométrie kàhlé-
rienne.

3. Opérateurs différentiels sur une variété riemannienne réelle V^n à in dimensions.

Ç1, . . ., ^; r^, . . ., r/1 étant les coordonnées locales du point P de V^n,
nous conviendrons que la métrique en P est la forme algébrique o définie
par (17) dans laquelle
(38) x^d^, y'^dr}1.

E représentera maintenant l'espace vectoriel dual de l'espace vectoriel
tangent en P à Van-

Les éléments de la matrice M et plus généralement les composantes (sca-
laires) des formes extérieures de EA==ê seront supposés de classe de déri-
vation C".

Les changements de coordonnées ^-^ !;', Y],— Y)' induisent des changements
de base dans E. Nous envisagerons sous le nom de changements de coordonnées
permis ceux-là seuls qui conduisent à des changements de base permis.

Le déterminant fonctionnel "^ Yu sera donc nécessairement une matrice
régulière de Ê^.

A tout système permis ^. . .^, Tj1 . . .Y^ nous associons le système de coor-
données complexes

^'=-^[^+tV],
V/2

^•^-k^-^L
V/2

il vient, par conséquent,
j> > > >
du^-z^ du=z

et
> ^ '

(89) q? •= 2 du g du.

Les changements de variables (réelles) permis induisent dans le domaine
complexe des substitutions u1—^ ù1 pour lesquelles les u1 sont des fonctions ana-
lytiques des seuls u1 (à jacobien non nul en P).

L'opérateur différentiel D et les opérateurs différentiels associés
n n

(4o) ^^SÀ^-
i l

Ann. Éc. Norm., (3), LXXIV. — FASC. 2. l(\
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La différentielle extérieure d'une forme F^eê est, par définition, le produit
extérieur [DF]. On sait qu'il possède la même valeur dans tous les systèmes
de coordonnées et que pour ¥ p , Gq^ê,

(4 i ) D[F^]==[DF^]+(-i)^DG,].

Dans les systèmes de coordonnées permis ont encore un sens intrinsèque :
l'opérateur

(4^) D/=:^D^1=2^^-2^^
et, dans le domaine complexe,les opérateurs

(43). ^2;^^

(43). ~à•=l^dukf

On pose à -==• corD cor"1 <^2 == corD cor ou

(44) ô=^D^

et [8F^] est la codifférenûelle de F^
(45) A = = D Ô 4 - ô D

et [AF^] est le laplacien de F^,. Si AF^= o, nous dirons que îp est harmonique
en P.

De (42)? on tire
( ^ D = = D^, ^-D^-D^2,

v / l^D^-D^ ^D-'-D^.

Il s'ensuit, ^ et ^ étant permutables, que
(46) ô==^D^^2

et que
(47) A=:[D^D^—^D^D]ç2 .

^. Détermination du laplacien d'une forme donnée (de ê) dans l'hypothèse où

(48) [D&)]=:O.
De (48) on tire

^[D&)]=:O, D'[g-ûi)]=:o, D'w^zo

et de la relation
ç^ri—l

coru=-————j fôûi)|==o.
(n — ï ) ! L J

II s'ensuit, en particulier, que co est harmonique.
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Par ailleurs, les opérateurs ®, ^, — ^ D , D', à et A étant manifestement
linéaires, il nous suffira de les appliquer successivement aux éléments de
décomposition d'une forme $ en les classes de Lepage pour connaître leur
incidence sur 3>.

Soit donc
Ç .̂r

(49) ^^^a^ (avec 77+.2^^),

Kp étant une forme effective du degré?
(50) A^-^^ o.

On tire de (5o)
DA^-^-4-1 == D'A^ûô71-/^1 = o,

ce qui prouve que DA^ et D^ ont pour hauteur « un ». On a, dès lors, les
décompositions suivantes en polynômes de Lepage :
(51) DA^=H^+i4-H^_iûù,
(52) D^=G^-+-G^G),
(53) D'H^-^P^+Q;^
(54) DG^=P^,+Q^,
(55) D^._^ R^+S^co,
(56) DG^-i== R^+S^-.co.

On en déduit
(57) DD'A^P^-f- (Q^4-R^)&)+S^_,c<)2 ,
(58) D /DA^P^+(Q„+R^)c.+S^^

et, comme [DD'j + [D'D] = o, il vient des relations précédentes :

(5g) P^+P^=o,
(60)- Q^+R^+Q^+R^o,

(61) S^-2+S^_2==o.

CALCUL DE âF^,. — De (87) et (49) on tire
^-1) ^t-p-x

^ F = £ ( - I ) 2 A — — — — — — — -
• (^ — p — x) \ '

de(62),
P(P-^ r -i ,^-u-x-

D'^F=s(-,) - [G^+G.-^J(,_^_,),

et, enfin,
^L——îjr /î _l) ' ^T-l (/P-l)(yP-2) ^-j

^D^F=(-i) 2 ( -1 ) •2 G^-————ry+(-l) 2 G^(^-^-^+i)^
L \^ — I / ' ^ J

=(-i)^G^^^-(»-^-,^+i)G,-,^1,
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d'où, de (46),

(62)
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ÔF^G^^1^--(^-^-'^-4-I)G^^<

En comparant les formules

(63)

(64)

Ci)-*- &)-1

D'F == G -̂M — + G^-i(^ + i) ———-, •• x \ • (x -\-1) !

COÔF = ̂  G/,+1 — , — G,,_i {x + i) (/î —p — x + i) ———
3C . ^<3/ ~T~ 1 ^ .

on énonce la règle suivante (règle A) :

La première composante effective de coâF est égale à la première composante
effective de D'F multipliée par x.

La seconde composante effective de œSF est égale à la seconde composante
de D'F multipliée par—(n—p—a?+i).

En application de cette règle on trouve notamment

(65) ô[ûi)F]==:(^+i)G^+i—, — (x-^i) (n— p —^)Gp-i
(.r+i)!

De (63), (64), (65) il vient donc

D'=ôco — coô(66)

et cette règle est valable quelle que soit la forme $ à laquelle D' est appliquée.
On en tire
(67)

et
(68)

W 4-D^=:o

DW==o.

d
RELATIONS ENTRE LES OPÉRATEURS -,- ? §, ̂ , D; EXPRESSION DU LAPLACIEN. — NOUS rap-

pelons d'abord la formule de dérivation totale (1A) qui, appliquée à A^ ^y? donnew1-
'ïT

d^puisque-^-=0,

(69)
d r i wv'} . s A ^'v~l

-y- \ Ap—r (n—p—œ-{-ï)Ap-—————,•
d^\^ l x\\ v ^ / p (x— i)!

(ii) Cf. § 10, p. 256.
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En appliquant (63) et (69), on trouve aisément

. d d ^ô— — — o == o,aûi) d(ù

i93

De même,

( 7 1 )

et

(72)

D ' ^ - ^ D ' ^ Ô .
ddï CTC»)

d d v ^D - D , - ^==^0.
6/ûû ^ ; ^

(Les relations (70) et (72) sont bien connues en géométrie kàhlérienne.)
De (71) et (47) il vient encore

(73) ^ = D Ï ) r d -D-^+D^D- -^D'D,dw ac») ac») dw

d'où la relation de Hodge
^A=A^.

Si Fopérateur A est appliqué à une forme effective, il se réduit à

(74) A i ^ D ^ D - D - ^ D ^ - -^D^D.aco aûû a&)

Remarque, — Si Fon utilise au point P de la variété ¥3^ les variables com-
plexes u\ il est indiqué d'utiliser également les opérateurs à et ~ô. On a

D=:^+^
D^=î(^-^),

* . f t ^ ^ ^ d —. -. d ^ M/ . -.A == 2^ ^-^- — ^-r- à-^- à-.- à — -r àà[^ dw dw aco du[. .. ^ -. d -, -, d . d -, .."l== 2^ àô — — à— à-^- à-.- à — -r- àà haco aûû aco ad) J

^ = 2 i [ - à d à + à d à - - ï - à à \ .\_ du du> dm J

CALCUL DE AF. — De (62), on tire

(75) DôF==DG/,+i (a.-i)

'- p+2
(^ -1) '

— (n — p — .r-hi) DGp—i —.

-+- [^Qp— (fi — p — ^ + i)R^]-

Par ailleurs,

(76)

~ (^ -P -^ -+- I ) (X 4- I)S^-2 ^ _ . ^

8DF=,[H^^]+(^z)3[H^^^].
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Les deux codifférentielles qui figurent au second membre de (76) se
calculent en appliquant la règle (A)

D'H^=P^4-Q^+,)^^,

donc

(77)

donc

(78)

["^îï]

S\ H ^, M"~' ___ , ,-y M

^ (^ _ i) l - ̂  --P - • " I ^ P ce !;p x \ "
.̂r+2(y.ï+1 Ciû'̂ 1 CO-''-''̂

D7!!.! -———— == R- -———-: 4- S',, ^ ( x 4- 2) -————-, ?
^ (^4-1)! ^ ( ^ r + i ) ! p ' ( ^ d - î î ) !

r ci)̂ 1 n cii)'̂  ci)^4-10 [H-1 (̂ Try-! J= R'̂  -s.- (M -P - x+1 ) (^-ÎT. •
En ajoutant les seconds membres de (76), (77)? (78) et en tenant compte des
relations (5g), (60), (61 ), il vient enfin

(79) AF^^-^+iHIV-I^+^-^KQ+K)]^ .

Le crochet du second membre de (79) est indépendant de x. Il représente
donc AA^, et Fon obtient la formule

(80) A F A wc \ r A À -i co 'ï:^ .̂H ^
Nous énoncerons :

THÉORÈME. — Le laplacien (Tune forme F de la classe x appartient à la classe x.
Sa composante effective est le laplacien de la composante effective de F.

Plus généralement si une forme <E> est décomposée en polynôme de Lepage^ les
composantes effectives de son laplacien sont les laplaciens des composantes effec-
tives de <&.

I l ' s } ensuit aussitôt qu^ une forme $ est harmonique si et seulement si ses compo-
santes effectives sont harmoniques (^s^).

Remarque. — La formule (80) met immédiatement en évidence la commu-

tativité des opérateurs A e t , - - Cette dernière propriété peut aussi s'établir

(12) Dans le cas où la variété Vzn est compacte, où o définie sur V^n vérifie en tout point la
condition DO) = 0(^271 est alors une variété kâhlérienne), on retrouve grâce au théorème précédent,
la décomposition de classes de cohomologie étudiée par M. A. Lichnerowicz [cf. de cet auteur :
Généralisations de la géométrie kâhlérienne globale (Colloque de géométrie différentielle, igôi) et
Théorie globale des connexions et des groupes ePholonomie, Dunod, I9Ô5].
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directement à partir des relations (70), (72) et (E). On a, en efïet,

^ A - A ^ - = ^ - ( D ô + â D ) - ( D â + â D ) - ^ -dw dw ac») du

^^D-D-^^+ôr-^D-D-^l
\ Œûû dw ) \_ aûù ac») Jdw dw ) \_ dw dw

=:§,ô^- lô+ô^ô^- l==^DD /^+^D'D^==o.

C. Q. F. D.


