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PROBLÈME AUX LIMITES

AUX DÉRIVÉES TANGENTIELLES
POUR FÉQUATION PARABOLIQUE

PAR M. W. POGORZELSKI.

1. INTRODUCTION. — Le problème aux limites aux dérivées tangentielles
posé pour la première fois par H. Poincaré [l], consiste en la recherche d'une
fonction harmonique à l'intérieur d'un domaine plan qui, en tout point de la
courbe limitant ce domaine, vérifie une relation linéaire entre les valeurs
limites : i° de la dérivée dans la direction de-la normale; 2° de la dérivée dans
la direction de la tangente; 3° de la fonction elle-même.

Le problème de H. Poincaré a fait l'objet des recherches de plusieurs auteurs.
Les résultats les plus approfondis ont été obtenus par les mathématiciens
géorgiens B. Hvédélidzé [2] et I. Vécoua [3]. Le problème de H. Poincaré a été
généralisé par l'auteur du présent travail dans le cas d'une relation non linéaire
entre les valeurs limites des dérivées au bord du domaine donné (voir [4]).

Dans le présent travail nous poserons et résoudrons le problème aux limites
aux dérivées tangentielles pour une équation parabolique de la forme

n n

(» 1Î•(M)=:2^(A•<)^S-.+2;^(A'^£+(•(A'<)" .
a,;3=i . , • a=i

au ^f . ou ou au \
— — z=b A, t. u^ -.—? -.—î • • • ; -»—

àt \ àx^ àx^. àxn)

dans l'espace à n + i dimensions.

2. FORMULES ET THÉORÈMES PRINCIPAUX. — Nous admettons les suppositions
suivantes :

I. Les fonctions réelles ^(A? t) sont définies dans le domaine fermé
(2) A(^i, . . . » , ^)<s^4-S;
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et vérifient une condition de Hôlder de la forme

(3) |^ap(A, Q—^(Ai^i) [<Cte x [rJL,+|^--^n.

û désigne un domaine borné dans l'espace euclidien à n dimensions, limité par
la surface fermée S; (^i, ..., x^) désignent les coordonnées rectangulaires du
point A; r^ désigne la distance des deux points A, Ai ; h et h' sont des cons-
tantes positives non supérieures à l'unité.

II. Les fonctions réelles &a(A, t), c(A, t) sont définies et continues dans le
domaine fermé (2) et vérifient la condition de Hôlder par rapport aux variables
spatiales ;

&a(A, ^)-&a(Ai, t)\<Clexr^
c (A, t) — c (Ai, t) | < Cte x d;A .

(4)

III. La fonction réelle F(A, t, u, u,, u^ . . ., Un) est définie et continue dans
la région fermée

(5) Ae^+S; o^^T; M^R; |^a |^R ( a = = i , 2, . . . , ^ ) ;

en outre, cette fonction vérifie une condition de Hôlder par rapport aux
variables A, u, u^, . . ., u^.

IV. La forme quadratique
n

(6) ^ ^(A^)XaXp
a,(3=i

est définie positive dans le domaine (2).

V. La surface S vérifie les conditions suivantes, dites de Liapounoff :

a. Il existe un plan tangent en tout point de la surface S;

b. L'angle (Np, Ng), entre deux normales aux points arbitraires P, Q de la
surface S, vérifie l'inégalité
(7) (Np, NoXCtexrpQ,

x étant une constante positive, non supérieure à l'unité;
c. Il existe un nombre positif S tel que la sphère K centrée au point arbi-

traire P de la surface S et ayant pour rayon S, découpe une portion SR de cette
surface, située à l'intérieur de la sphère K, dont la projection orthogonale sur
le plan tangent en P est un ensemble de points qui correspondent dans cette
projection d'une façon biunivoque aux points de la portion S^.

D'après le travail [5], la solution fondamentale F de l'équation

(8) W(u)=o
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est donnée par la formule ( A )
(9) r ( A ^ ; B , T ) = = ^ ( A ^ ; B , ï )

+ f fff ^ ( A ^ ; M , Ç ) < Î » ( M , Ç ; B , T ) ^ M ^
JQ ^U/Q'(M)

où l'on a

(9') ^^(A, t , B, T)^-T)-^exp[ - ̂ ^^l^
/<

(9') ^(A,B)^^ ^(M,Ç)(^-£a) (^-Ep) .a^P^lVl, ç) (^
a,8=1

^ a î désigne les éléments de la matrice inverse de la matrice | [ û a p [ | ; û' désigne
un domaine fermé arbitraire, borné dans l'espace à n dimensions considéré,
contenant û+ S, où les fonctions Axs(A, t\ &a(A, t\ c(A, t) sont prolongées
d'une façon arbitraire, mais sous la condition de satisfaire aux inégalités (3),
(4) et de conserver la propriété de la forme quadratique (6); A(.z*i, . . ., x,^
et B($i, . . ., Ç^) désignent deux points arbitraires du domaine SI1, en outre, on
ao^ï<^T.

La fonction ^(A, t; B, r) est une solution de l'équation intégrale

(10) <Î»(A, t , B ,T)==/ (A, t, B , T ) + À f /JT^^ ^ M. 0^(M, Ç; B,T)^M6/Ç,
^/T tJLUQ'

où Fon a
j N(A, ^ M, ^=^det\a^(A,t)\W^[^(^ t; M, Ç) j ,

( • i ) j ' / (A^ ;B ,T)=^N(A^;B,T) ,
( ^(.V^

B, T jouent le rôle des paramètres fixés arbitrairement dans le domaine i^,
resp. dans l'intervalle (o, T). D'après le travail [5], le noyau N de l'équation
(10) admet une limitation aux singularités séparées faibles

(-) | N ( A , < ; M , ç ) <^-^^^,

où hi= min(A, 2/^) et p. est un nombre positif arbitrairement fixé à l'intérieur
de l'intervalle ( i — -1? i ) • La solution $ de l'équation (10) vérifie l'inégalité

\ 2 /
de la même forme
( i3) ^ ( A ^ ; B , T ) | < - ~ ^ — — ^

(t—ry r^-^-^

Définition 1. — Nous appelons potentiel de simple couche, relative à

(1) Nous conservons dans ce travail le signe d'intégrale triple pour Fintégrale de volume et le
signe d^intégrale double pour l'intégrale de surface (à n — i dimensions) dans l'espace à n dimensions ;
dM. désigne Pélément de volume au point M,
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l'équation parabolique ¥•(«)= o, l'intégrale de surface suivante :

( 1 4 ) U(A,<)=f /Tr(A,<;Q,T)cp(Q,T)r fQr fT,
^0 J/s

où la fonction y(Q, r), dite densité de simple couche, est définie dans la
.région [QeS; O^T^T] où elle est bornée et intégrable; dQ désigne l'élé-
ment d'aire au point Q de la surface S.

La fonction ( i4) vérifie l'équation (8) en tout point intérieur A du
domaine f2, pour o<^<T. Nous avons étudié plusieurs propriétés de l'inté-
grale (i4) et de ses dérivées dans le travail [6]. Ici nous citons trois des
propriétés dont nous aurons besoin.

THÉORÈME 1. — Si la densité y(Q, r) de simple couche est une fonction bornée
et intégrable, alors le potentiel ( 14) dans V ensemble [û + S ; (o, T)] vérifie une
condition de Hôlder de la forme

W) 1 U(A, /) - U(A,, t,) | < Cte. sup| cp | [^+ 1 1 - t, ̂ '\

où 6, 9' étant deux constantes positives arbitraires^ inférieures à Vunité.

THÉORÈME 2. — Si la densité y(Q, r) de la couche est continue^ une certaine
combinaison linéaire des dérivées premières du potentiel de simple couche (i4),

n

( 1 5 ) 6/Tp^^ ̂ = 2 aa^ ^^(Np, ̂ )U,JA, t),
a,p=i

dite dérivée transversale, relative au point P de la surface S, possède la propriété
limite suivante :

W lim ——[U(A, t)]=- I . (2^' -^(P, ,)
^^P , 2 y/detl^^P, t)\ 1 /

+/ jf^;[l'(^^Q^)]?(Q^)^Q^.

La dérivée transversale de la solution fondamentale vérifie l'inégalité suivante
aux singularités séparées :

(I7) A^'^Q'-^^'^^'
où %i= min(A, s h ' , x) et y.' est une constante positive choisie arbitrairement à

Fintérieur de l'intervalle ( ' — ^ iV-Les singularités de la limitation (17)
sont faibles, d'après l'inégalité n+ i — 2 p . ' — X i < / i — i , et l'intégrale (16)
a un sens.
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THÉORÈME 3. — Si les conditions du théorème 1 sont satisfaites, F intégrale

(i/) • H(P^)=J^J^^[r(P^;Q,T)]cp(Q,ï)^Q^

qui figure dans la propriété limite ( 16), vérifi-e en tout point P de la surface S la
condition de Hôlder suivante :

(17^) |H(P^)-H(P^)|<Cte.sup cpl^+^-^F0^1! •

9, 6' étant deux constantes positives arbitraires, inférieures à l } unité.

Soit maintenant, défini sur la surface S, un champ des directions { s p } , qui à
tout point P de la surface S fait correspondre un axe déterminé Sp tangent en P
à la surface S. Nous admettons que l'angle, que font les directions du champ
aux deux points arbitraires P et Q de la surface S, vérifie l'inégalité
(18) (5p,^)<Cter^,

où hs est une constante positive non supérieure à l'unité.
Dans nos considérations actuelles les deux propriétés suivantes des dérivées

tangentielles du potentiel de simple couche (i4)? que nous avons démontrées
dans le travail [7], possèdent une importance essentielle.

THÉORÈME 4. — Sila densité de la couche est continue et vérifie une condition
de Hôlder de la forme

(19) l?(Q^)-?(Ql^)l<^QQ, (^>0;0</^I),

alors la dérivée du potentiel desimpie couche (i4)? au point intérieur A€Û
(jpour o <^ t <^ T) dans la direction de la tangente Sp au point arbitraire Pc S,
possède une limite déterminée par la formule

(20) l im-^[U(A^)]=U^(P,Q=f ^ (P^ ;Q,T)9(Q,T)^Q^T.
A>P<^P Jo ^S

Nous signalons que la dérivée tangentielle de la solution fondamentale admet
la limitation
(-') | I \ (P , / ;Q,r) <^^^;

elle a une singularité trop forte pour en conclure la convergence absolue de
l'intégrale (20). C'est pourquoi la preuve d'existence de la limite (20) dans le
travail [7] exigeait des considérations plus délicates que pour l'intégrale (16).
Nous avons démontré, sous l'hypothèse (19) que l'intégrale de surface dans la
formule (20) qui n'est pas absolument convergente, admet une limitation à
singularité faible

W I ([I\(P^;Q,TMQ,T)^Q <^^
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r x' • ^ •où i — - <^[ jLi<^i , y/=min(A, /^, x) qui assure l'existence de l'inté-L 2 ' J
grale (20) par rapport à la variable T. Nous ajoutons encore que, d'après le
travail [7], l'intégrale singulière a aussi le sens de valeur principale de
Cauchy, c'est-à-dire qu'elle est égale à la limite suivante :

(22 ) U^(P^)=lim f (T r ^ ( P ^ ; Q , T ) c p ( Q , T ) ^ Q
m^o Jy d) s-su

dr,

où Sn est une portion de la surface S au voisinage du point P, découpée par le
cylindre II de l'axe Po^, normal en P à la surface S, et de rayon rn.

THÉORÈME 5. — Si le champ [ s p } de directions de tangentes sur la sur face S
vérifie la condition (18), si la densité de la couche y(Q, T) vérifie la même
condition de Hôlder (19) que dans le théorème précédent, et si en outre les
exposants donnés vérifient V inégalité

(28) . A y < m i n ( A , ï h ' , 2x, A,),

alors les valeurs limites (20) des dérivées du potentiel de simple couche ( i4)
dans les directions du champ des tangentes [s?} vérifient une inégalité de
Hôlder de la forme

(24) U^(P, t) - U^(Pi, t,) < (C,Mç4- C^y) (^+ 1 1 - t, M

avec la même valeur h^ de l'exposant de Hôlder que la densité 9 ; on a
/ 3 \

(26) ^^ mln ( ^î 2^' i ^%? - hm ) î
\ 2? 7

Mç=sup <p , C^ et €2 sont des constantes positives, indépendantes de la fonc-
tion y, et 9, une constante positive arbitraire inférieure à l'unité.

Remarque. — La valeur limite de la dérivée tangentielle (20), elle-même,
vérifie une inégalité de la forme
(26) U,p(P^) ( < Ci Mç + €2 Â--^

où C\ et C^ sont des constantes positives indépendantes de la fonction <p.

Définition 2. — Nous appelons potentiel de charge spatiale relatif à l'équa-
tion parabolique (i) , l'intégrale de volume

(27) V ( A ^ ) = f J^I^A^; B, T)p(B, ï )^B^

où la fonction p(B, r) — dite la densité de la charge — est définie dans la
région [û, (o, T)].

THÉORÈME 6. — Si la densité p(B, ï) est une fonction bornée et intégrable^ le
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potentiel de charge spatiale (27) satisfait par rapport à la variable t à une condi-
tion de Hôlder de la forme

(28) |V(A^)-V(A^)[<Cte.sup|p[ .^-^ |0,

et les premières dérivées spatiales de ce potentiel satisfont à une condition de
Hôlder de la forme

r 0'-]
(29) [ V^(A, t) - V^(A^ t,) [ < Cte. sup| p |.KA,+ \t - t, pj '

( o < 9 < i , o<^<ï).

THÉORÈME 7. — Si la densité p(B, ï) est une fonction continue par rapport à la
variable t et vérifie une condition de Hôlder par rapport à la variable B, alors le
potentiel de charge spatiale admet des dérivées secondes spatiales en tout point
intérieur A du domaine SI pour o <^ t <^ T, qui vérifient V équation généralisée de
Poisson :
(30) ^[V(A^)]=- ^ ^v/7r^ P(^)-

V/detla^A, t) | k /

3. ÉNONCÉ DU PROBLÈME. — Soient q champs de directions des tangentes
( 3 1 ) [s^\^ {.p^i, ..., \s^\

définies sur la surface S; on suppose que
i ̂  q ̂  n — i.

Nous admettons que tous les champs (27) vérifient une condition de la
forme (18), c'est-à-dire que l'angle entre deux directions du même champ,
correspondant aux deux points arbitraires P et Q de la surface S, vérifient
l'inégalité
(32) (s^s^)<Gte.r^ ( a = = i , 2, . . . , ^ ) ,

OÙ 0 <^ 4y^I.

Nous posons le problème de la détermination d'une fonction uÇK, t) qui :

i° vérifie l'équation donnée ( i ) en tout point intérieur de la région
[Ae^; o<^<TJ ;

2° satisfait à une condition limite aux dérivées tangentielles de la forme

(33) ^ +^(P, t)u(P, ^)=G[P, ^ u(P, t), ^)(P, t), . . . , ^,)(P, t)]

en tout point P € S pour o <^ t <^ T ;

3° vérifie la condition initiale
(34) lim^(A, < ) = = o

t^Q

en tout point intérieur A€Û.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — FASC. 1. 4
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Nous admettons que la fonction donnée G(P, t, UQ, u^, . . . , Uq) est définie,
continue dans la région fermée
(35) PeS; o^^T; |^a |^R ( a = o , i , 2 , . . . ^ )

et qu'elle vérifie une condition de Hôlder de la forme
(36) |G(P^, ̂ ^ . . . ,^)-G(P^,^ ^, ...,^|

< ^G ^+1 ^o- ^o i^+y i ̂ - ̂  i •PP' ' 1 "° -0 1

a==i

En outre, on suppose l'égalité
(37) G(P, o, Uo, ui, . . ., Uq) ==o.

Quant à la fonction donnée ^(P, ^), on suppose qu'elle soit définie dans la
région

[P€S;O^^T],

qu'elle soit continue par rapport à la variable t et qu'elle vérifie une condition
de Hôlder de la forme
(38) \^(P^)-g(P^t) <^r^.

4. RÉSOLUTION DU PROBLÈME. — Nous allons chercher la solution du problème
sous la forme d'une somme

(39) u(^t)== ^ fff r (A ,^B,T)F jB,T^(B,T)^ . . .^I^B^T
^0 ^Û(B) L ^1 ^J

+ f (( r (A^;Q,T)9(Q,T)^Q6/T
^O l^/S(Q)

du potentiel de charge spatiale et du potentiel de simple couche de densité
inconnue y(Q, T). On pose
(40) F i ( B , ï , u, u^ . . . , un) ==- (2 ^"'Vdet | ^(B, r) | F(B, T, ^, ^, . . . , ^).

En demandant que la fonction (89) vérifie la condition limite (33), sous
l'hypothèse que la fonction y(Q, r) vérifie une condition de Hôlder par rapport
à la variable Q, d'après les théorèmes 1 et 2, on obtient l'équation suivante :

(4 , ) --__^L=_^(P^)
2v/de t | a a P(P, t ) \ '

f V \^r ^(p' ̂  Q' ̂  ̂ ^(^ ̂ W ^ Q^) ! ?(Q.T) ̂ Q^•A) ^S(Q) ( a l p 5

•r Sf !—[r(P^;B,T)]+^(P^)r(P^;B,T) j
^0 ^^(B)^1? -- )^0 ^^(B)^^

xFi B , T , ^ ( B , T ; , , — Î . . . 5 — janaT
L ^i ^/ij

=Grp, ^ ^(P, ^), ^^(P, ^ .... ^ (P, ^1,
L p p J

T-. r^ /i-» x ^ ^ i »-» 7xFJ B , T , ^ ( B , T ) , - ^ , ..., ,- \dBdT
L ^i ^/ij
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OU

(4.) ^)(P^)=f fff r , , ) ( P , , ; B , T ) F j B , T ^ . ( B , T ) ^ , . . . ^ L B ^
^o ^^(B) L ^i oç/ij

+f ^ r ^ ) ( P ^ ; Q , T ) c p ( Q , T ) ^ Q ^ (^i^, . . . ,^) .r<
^0 ^^(Q)t^O t^/S ^ 0 )

Notre problème se ramène à la résolution du système d'équations intégrodiffé-
rentielles (89), (4i) aux deux fonctions inconnues : ^(A, t) et ç(P, t); la
première dans la région [û; (o, T)], la seconde dans la région [S; (o, T)]. Les
équations précédentes présentent des singularités fortes sous le signe de l'inté-
grale de surface dans les expressions (4a). Les autres intégrales admettent des
singularités faibles.

Pour résoudre le système d'équations (89), (4i), considérons le système
suivant d'équations intégrales :

(43)

^(A, t)== f fîT r(A^; B, ï )Fi[B,T, ^ o ( B , T ) , ^ ( B , T ) , . . ., ^(B, ï)J dB di:
JQ dV^ (B)

+ [ fî r (A^;Q,T)9(Q,T)6 /Q^
^O ^S (Q)

^(A, t)=.f [fj r.^(A, t; B,r)Fi[B,T, ^o (B,T) , ..., u,(B,T)]dBdr •
^0 ^^Q(B)

+ ( L (T r^(A, ^ Q, T)cp(Q, T)^Q^T
Jo J7S (Q)

\ _ (^^^ 2, . .., n)',

(44) - ^ <2^__cp^n
2v/det |a^(P, ^) | T v \ '

^ f If S^-^ ^ ( I ^^Q. T j+^( p ^) ^ ( p ^5Q^)!?(Q^)^Q^^ JQ MS (Q) ^ p )

+ [ I f j^-[r(P^;B,T)]
^o ^Q ̂  ( a A P^o ^QtB)^1?

4-^(P^)r(P, ^ B, T ) ^ F i [ B , ï , ^ o ( B , T), . . . ,^(B, T)]^B^T

=G[P, ^ ^o(P, t), ^i)(P, ^, . . . , ^(P, t)]

auxTi + 2 fonctions inconnues

^o(A, ^, ui(A, t), ..., Un(A.,t), 9(P, <).
On a

(45) ^)(P^)

= f Hif ^(^ ^ B ^ T ) F l [ B , T , ^ o ( B , T ) , ^ i ( B , T ) , . . . , ^(B,T)]^BûfT
c/o ^/^(B)

+ r /r r^.)(p^;Q,T)cp(Q,T)^Q^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^L S p ' \s• 5 l/ 5 V î

^0 l^/S(Q)^O ^S^OI



28 W. PAGORZELSKI.

Le système d'équations intégrales (43), (44)? aux fortes singularités, étant irré-
soluble par les méthodes d'analyse classique, nous démontrerons l'existence de
la solution par l'application du théorème topologique suivant de J. Schauder [8]
sur le point invariant d'une transformation dans l'espace de Banach :

Toute transformation continue d'un ensemble de points, convexe, borné et
fermé dans un espace linéaire, norme et complet, en un sous-ensemble compact,
admet au moins un point invariant.

Soit donc un espace fonctionnel A composé de tous les systèmes
[^o(A, t), u,(A, t), ...,^(A, t), cp(P, t)]

de fonctions continues réelles, définies soit dans la région fermée [Aeû+S;
o^^^T], soit dans la région fermée [PeS; o^^^T],

On définit, comme d'habitude, la somme de deux points et le produit d'un
point par le nombre réel, par les formules

[^o, u^ . . ., u^ cp] + [^o^ u'^ • • - 5 u'^ ? / ]==[Mo+ U'Q, u^u\, . . ., Un-^-u'^ cp 4-^],
(46) yf^o, ̂  • • ' • > u^ cp]==[y^ ï^ • • • . ï^ ï?],

la norme d'un point U[^/o» ^i? - • • ? ^? ç] pai* la formule
n

(4?) | |U||=^sup|«v(A,<)|+sup|9(P,Q|
\»=0

et la distance des deux points, par la formule

(48) ô ( U , V ) = ] | U - V | | . ,

Il est facile de conclure, que l'espace A est linéaire, norme et complet, donc
un espace de Banach.

Considérons maintenant dans l'espace A l'ensemble E de tous les points
U[</o(A, t), ^i(A, t\ . . . , ^,,(A, t\ (p(P, t)~\ vérifiant les conditions suivantes :

|^(A, t)\^.R ( ^=9 , i , 2, . . . , n),

(49) 1?(P^)1^:P, 9 (P .o )=o ,
[cp.(P^)-(p(P,^)|^^r^

R étant un nombre positif donné, figurant dans les conditions concernant les
fonctions F et G, p et k^ étant deux constantes positives arbitraires, non fixées
pour le moment, l'exposant h^ est un nombre positif fixé arbitrairement, mais
sous la condition que les inégalités suivantes soient satisfaites :

(5o) o < ho

^mm(ÀGî hg) <i ,
<h'G^i,
<h^ï,
^Xi^rmin^, 2 A', x).
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L'ensemble E est évidemment fermé, en outre il est convexe, puisque tout
point

( I -Y)U+YV (o^y^i)]

du segment, joignant les deux points arbitraires U et V de l'ensemble E, appar-
tient à cet ensemble.

Remarque faite de la forme des équations intégrales (43) et (44), transfor-
mons Fensemble E par les relations suivantes :

^(A^)=: f fff r(A, t ; B, T )F , [B ,T , ^ o ( B , T ) , ^ ( B , T ) , . . . , ^(B,T)]^B^
^0 ^Q (B)

+ f fT r ( A ^ ; Ç , T ) c p ( Q , T ) 6 / Q ^ ;
«/o ^SIQ)

^(A, t)== f fîr r^(A, < ; B , T ) F i [ B , T , « o ( B , T ) , M | ( B , T ) , . . . , «,,(B, r)] rfB rfr
^o '̂ 'Q (B)

+f /T r .^(A,<;Q,T)cp(Q,T)û?Qû?T (('= 1 , 2 , . . . , « ) ;
«^o î /s fû)^0 ^^S (Q)

^) -—^-^^(P^)

+ f (I S^[r(P, < ; Q , r ) ]+^ (P ,< ) r (P , t; Q , T ) U ( Ç , T ) r f Q r f T'' /?' •
Jo J/SIQ)^"1!' )

+r /JT j — [ r ( P , < ; B , T ) i 4 - ^ ( P , < ) r ( P , < ; B , T ) j
^o ^Qinil"1? '^ ^OtBif^

x F i [ B , T , M o ( B , T ) , . . . , « n ( B , T ] o ? B û ? r
= G r p , < , ^ ( P , < ) , ^ , , ) ( P , Q , . . . , M ^ ) ( P , Q I .

L •' ' p J

Cherchons les conditions pour que ces relations fassent correspondre à tout
point U(;/o» "i> • • • » "7i» y) de l'ensemble E un point déterminé V ( ^o» ^n • • • >
Vn, ^) du même ensemble.

D'abord faisons l'analyse des relations (5i). En s'appuyant-sur les limitations

(5a)
i r ( A , < ; B , T ) [ < cte

(t-T)v- r'^v-
Cte iI \ (A,<; B , T ) | < (t-v)v- rU1-^

et sur la décomposition

(53) f' ^r , , (A,<;Q,T)cp(Q,T)r fQ(/T=r9(P,T)r (Tr,.(A, t; Q, r) rfQl rfr
J(| '̂S ^0 |_J/S J

+ r ^r , . (A ,< ;Q ,T) [^ (Q ,T) - (p (P ,T) ]< i?Qo?T ,

P étant le point de la surface S le plus rapproché du point intérieur A€Û, nous
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concluons que les fonctions (5i) vérifient les inégalités
., ( ^o(A^) ^Ci^ -^supIFI+c^-^supIcp l ,

( |pv(A, t) | <c/^l-P•sup | F [ +^ sup| 9 | -f-Cs^-^Âç ( v = i , 2, .. ., n),
0,<

[JL étant fixé à l'intérieur de l'intervalle ( i — ^Àç, i ), Ci, ^2? c[, c'^ c.^ sont des
\ 2 /

constantes positives, indépendantes des fonctions F et y, et de T. D'après le
théorème 1, la fonction ^o(A, t) vérifie une condition de Hôlder sous la forme

(55) |^o(A, ^ ) — r o ( A i , ^ ) | < [ c i S u p | F | 4 - ^ s u p | 9 | ] [ r Î A , + | ^ — ^ r 2 J;

Ci, Ça sont des constantes positives indépendantes des fonctions F et op.
En outre, grâce à la condition <p(P, o)==o, et en admettant les valeurs

limites des fonctions ^o, ^ comme les valeurs de ces fonctions à la surface S,
nous concluons que les fonctions ^o(A, ^), ^v(A, t) sont continues dans
l'ensemble fermé [A e û + S, o ̂  t^ T].

Remarquons encore qu'on peut fixer les constantes c[, c^ c^, pour que les
inégalités de la même forme (54) soient vérifiées par les fonctions (45)
(56) \u^(P,t) <c^ l-tJ•sup|F[ -4-C2 s u p | c p | -t-c'g^-P-Âç.

Passons maintenant à l'analyse de la relation (5I /). Tout d'abord nous voyons,
d'après (56), que le membre droit G aura un sens et sera continu, si les
constantes positives arbitraires p et k^ vérifient les inégalités

( C iT^supIFI+^T^p^R,
( 7) \c\ T1-?- sup | F j + c^ p + c, T1-^^ R.

D'après les théorèmes (24), (29) et les inégalités (36), (5o), (55), le membre
droit de la relation (5 i^) vérifie une inégalité de Hôlder de la forme
(58) ]G[P,^o(P^),^)(P^), ...,^)(P^)]

-G[Pi^,po(Pi ,Q,^(Pi ,Q, . . . , ^ (P i , ^ ) ] j

^^G[^+(^MF+^p)^^G4-c loMFr^+^(Clp+C2^)r^J

^k^a^-\- ^(Mpd- p)7^ 4- ^MF+^R + ^5^9]^^,

on désigne par a^ ^3, a^, a^, a^ des constantes positives, indépendantes des
fonctions F, G et MF === sup |F[.

La relation (5i) définit la fonction ^(P, t) comme une solution de l'équation
de Volterra,
(5g) ___^)L=^(P,,)

ay/detla^P, t) | •

+ f iï i^-[^(p^5Q^)]+^(p^)^(p^5Q/T)U(Q,T)6/QA=/(P,^),
Jo ^8(0)^^ 5

où/(P, /) est une fonction continue déterminée.
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D'après la limitation (17), l'équation (5g) admet une solution, déterminée
par la formule

(60) +(P^-iV^

-2(2^)' f ff fft(P, f, Q(t) ̂ detja^P, r) |/(Q, T) d^d^
17 0 •-^S(Q)

où 91 désigne le noyau résolvant du noyau de l'équation (5g).
La fonction ^ vérifie donc l'inégalité

(61) 1 W t) 1 < (i + K^)K, sup [/(P, t) |,

où K^, K,, désignent les bornes supérieures des fonctions

(62) K^=supf /T |^(P^;Q,T)|^Q^
^O ^S (Q)

K^ = sup[2(2 y/Tr)^ ̂ ^[^^(P, T)|].

Or, nous avons la limitation

^[r(P^;B^)]+^(p^)r(P^;B^) <^^^.

Il en résulte qu'au point U(^ ^i, . . . , ^, y) de l'ensemble E correspond la
solution unique continue 4'(P? t) de l'équation (5l') vérifiant l'inégalité

(63) | ^ ( P , ^ ) [ < ( i + K^)K, [ CCK- T^-^MF+ s.up | G |1,
L J — ^ J

oùou
r T (ÏT ^ 1C:=SUP ffl T^T-̂  •

L^ûtB^PB J

Nous signalons que, d'après la propriété admise (87) de la fonction G, on a
(64) ^(P, o)==l im^(P, t)==o.

t^O

Cherchons une condition de Hôlder pour la fonction ^(P, t). Dans ce but
remarquons, en nous appuyant sur la continuité de la fonction ^ et sur les théo-
rèmes 1 et 3, que la première, Ii(P, ^), des intégrales dans le membre gauche
de l'équation (5i'), vérifie l'inégalité de Hôlder

(65) | I i (P^)-I i (Pi^)[<Cte.sup ^\r^

[en tenant compte des inégalités admises (5o)] et que la seconde, ^(P, ^),
d'après le théorème 6, vérifie l'inégalité de Hôlder de la même forme

(6^) 11, (P, t) - I, (P,, t) \ < Cte. sup [ ^ | r^.

Mais nous avons vu, que le membre droit vérifie aussi une condition de
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Hôlder (58) avec l'exposant h^ nous en concluons que la solution ^(P, t) de
Féquation (5i') vérifie une condition de Hôlder sous la forme

(66) |HP ,Q-W,0 |<{Di^pH
-+- Dî k^a^ a.2(Mr4- p)^-+- â^Mr-^- <^p 4- a^] } rp^.

Di, Da étant des constantes positives, indépendantes des fonctions F et G.
En rapprochant les inégalités obtenues (54), (63), (66), nous pouvons

affirmer que Fensemble transformé E' de Fensemble E par les relations (5i)
et (5i') ferait partie de Fensemble E [c'est-à-dire vérifierait les conditions (4g)],
si les constantes du problème vérifient les inégalités suivantes :

ci T1-^ MF -4- c.. T1-?- p ̂  R,
. ^T^P-MF+^P+^T^P-^^R,

(67) ^ ( i+K^K/^^T^MF+supIGI^p,

Dip 4- D2^G[^i+ ^(MF-T- p^-h- 03 MF 4- 04 p 4- asÂ-ç]^^.

Avant d'appliquer le théorème de Schauder, nous démontrerons encore les
deux théorèmes suivants :

THÉORÈME 8. — La transformation de l'ensemble E, définie par les relations^!)
et (5i'), est continue dans l'espace fonctionnel A, les conditions (5^) étant
vérifiées. ^

Démonstration. — Soit une suite arbitraire de points Vm[u^\ ^m^ • - • »
uw^ î™] ̂ e l'ensemble E tendant vers le point limite V[uo, u^ . . ., u^ ç] du
même ensemble

ô(U^ U)==| ]U^-U] | -^o si m—oo.

Cela veut dire que les suites fonctionnelles { ̂ (A, t)} et { ç^(P, t)} tendent
uniformément vers les fonctions ^(A, t) resp. ç(P, ^). Soit la suite

V^o^Ï^ ..•.^.^l

de points de l'espace A correspondant aux points LL par les relations (5i)
et (5i'). Le théorème sera démontré, si nous prouvons que le point limite

limV^==V[^o, ̂  • • • . ̂  +]
W^-oo

de la suite transformée correspond par les relations (5i) et (5i') au point
limite U[uo, u,, . . . , «„, y] de la suite { C'}. Dans ce but il suffit de démontrer
que toutes les intégrales, dans les expressions (5i) et (5l'), contenant les
fonctions u""', u'"',..., u^\ ç'"1', tendent uniformément vers les mêmes intégrales,
contenant tes fonctions limites Mo, ̂ , . . . , u«, y. Cette propriété est évidente
pour les intégrales aux singularités faibles, d'après le théorème classique sur la
convergence des intégrales. Il suffit donc d'étudier les intégrales à singularité
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forte

(68) J ( - ) (P ,Q=r ff r^(P^;Q,T)^)(Q,T)^T
«^0 ^SiO}•'O ^StQ)

étant les <( sommandes » des fonctions (45). Nous démontrerons que les inté-
grales singulières (68) tendent uniformément vers l'intégrale singulière

(69) J ( P , t ) = f (F r ^ ( P ^ ; Q , T ) < p ( Q , T ) ^ Q ^ si cp(-)-^.
^0 ^/ 8 (Q)

Écrivons donc

(70) J(-)(P, t) == r cp(-)(p, T) r ^Tr^)(p, ^ o, T) ̂ 1 ̂
^o L^s J

+f j f^^) (P^ ;Q,T) [9( m ) (Q,T) -cp( / 7 ^ ) (P ,T) ]^Q^

(^^ J (P , 0 =^ c?(P, T) F Jfr^)(P, ^ Q, T) ^Q1 ^T

+ r /Tr^) (P^ ;Q,T) [9 (Q,T) -9 (P ,T) ]^Q^ .
i/o ^ s

La différence des premières sommandes des sommes (70) et (70^) a pour
expression

(71) j^(p^)-j,(p^)=y1 [^)(p,T)-9(p,T)]^J l^^)(p, ^; Q, ï )6/Qi^
d'où, remarque faite de la limitation (21), nous concluons immédiatement que
cette différence tend uniformément vers zéro, si m -> oo. Pour étudier la diffé-
rence des secondes sommandes des sommes (70) et (70'), décomposons ces
intégrales en sommes des intégrales

(72)
J^(P, ^^^^(P, t) +JWS-<3-(P, ̂

J^P^^J^P^+Jj-^P^),

étendues à une portion a de surface S, contenant à son intérieur le point P, et à
la partie restante S — Œ . D'après les inégalités (20') et (4o)? nous avons la
limitation aux faibles singularités

(73) r^(P, ^; Q, T ) [ cp (Q , T) - cp(P ,T) ] | <(T^ ̂ -^

o u i — - ^ < ^ { J L < ^ I , donc les secondes intégrales dans les formules (70) et (70^)
sont absolument convergentes et nous pouvons à tout nombre positif e faire
correspondre une portion a de la surface S de diamètre assez petit pour qu'on
ait
( nf. \ | }(m)ff [ ^ . 1 T(7 | ^ ^
W^ ; i J 2 1 <- o ï 1 J 2 | <^ o •

Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — FASC. 1. 5
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La portion a étant fixée et le point P étant extérieur à la surface S — o-, les
sommandes (72) étendues à la surface S — cr, sont des intégrales régulières, par
conséquent nous pouvons ensuite faire correspondre au nombre £ un indice m^
tel qu'on ait

(7^) J^-WO-JI-^P^)^! si m>m,.

En somme, nous concluons avec la propriété limite
(76) lim^P, t ) = 3 ( P , t ) .

m-^-ooW-^-oo

D'une façon analogue, on peut étu( ier la seconde intégrale dans l'expression
[formule (5i)] pour ^(A, t\ II en résulte la thèse du théorème 8.

THÉORÈME 9. — L^ ensemble transformé E' de l'ensemble E est compact.

Démonstration. —D'après les théorèmes 1, 2, 3, 4, 5, 6, toutes les intégrales,
qui figurent dans les relations (5i) et (5i') [excepté la dernière dans (5i)],
vérifient des conditions de Hôlder par rapport aux variables spatiales et par
rapport à la variable t. Quant à la deinière intégrale dans les relations (5i), on
sait que ses valeurs limites à la surfa ce S vérifient une condition de Hôlder et
que la tendance vers les valeurs limit îs est uniforme. Il est facile d'en déduire
que l'estimation de la continuité de la dernière intégrale dans (5i) ne dépend
que des constantes ̂ , h^, caractérisant les fonctions <p. Nous en concluons que
les fonctions ^o, ^i? • • • ? ^/i? ^ concernant l'ensemble transformé W forment une
famille de fonctions également continues et également bornées. Il en résulte,
d'après un théorème connu d'Arzelà, que l'ensemble de points È^ dans l'espace A
est compact, c. Q. F. D.

En s'appuyant sur les propriétés démontrées de l'ensemble E', nous en
concluons, d'après le théorème de Schauder, l'existence d'un point U*(^, u\, ...,
u\, <?*) de l'ensemble E invariant relativement à la transformation (5i), (5l').
Ce système [^(A, t\ ̂ (A, t), . . ., ^(A, t\ y*(P, t)~] de fonctions présente
donc une solution du système d'équations (43)et(44Q- Or, d'après les pro-
priétés du potentiel de simple couche et de charge spatiale, nous avons

^(A^)=^^-° (Ae^;o<^<T) ,

donc les fonctions ^(A, t), ç*(P, t) forment une solution du système d'équa-
tions intégrodifférentielles (89) et (4i)- Nous allons montrer que la fonc-
tion ^(A, t) est une solution du problème aux limites proposé. En effet, d'après
le théorème 6, les dérivées

—WB,T)]
C^v

vérifient une condition de Hôlder par rapport à la variable B, dans tout domaine
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fermé û*ci2, donc la fonction

»[B,,,»:(B,^,-,^]

vérifie une condition de Hôlder par rapport à la variable B. Il en résulte, en
vertu du théorème 7, que la fonction ^(A, t) admet les secondes dérivées véri-
fiant Féquation donnée (i) en tout point intérieur A du domaine £2, pour
o <^ t <^ T. Cette fonction vérifie la condition limite (33) en tout point P de la
surface S, d'après l'équation (42)- En outre, elle vérifie évidemment la condi-
tion initiale (34), donc la fonction ^(A, t) est une solution du problème pro-
posé. Nous pouvons par conséquent énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 10. — Si les coefficients de V équation différentielle (i), les fonc-
tions F, G, g et la surface S, limitant le domaine Qi, vérifient les conditions I, II,
III, IV, V, (36), (3^), (38), si en outre les q champs de directions [s^ } sur la sur-
face S vérifient les conditions (3 2) et si enfin les constantes du problème vérifient
les conditions (67), alors il existe au moins une fonction î/(A, t) dans la région
[A eu; o^^^T], vérifiant en tout point intérieur de cette région Inéquation (i)
et les conditions : limite (33) et initiale (34).

A la fin de ce travail nous allons discuter encore les conditions (67) d'exis-
tence de la solution. Le choix des constantes positives p et k^ étant arbitraires,
les inégalités (67) seront satisfaites, si les bornes supérieures Mp, sup G [ et le
coefficient de Hôlder Z^sont suffisamment petites. Si la borne supérieure Mp est
un nombre positif, donné a priori, alors les inégalités (67) seront satisfaites, si
la longueur T de l'intervalle de la variable t et le coefficient k^ sont suffisamment
petits, puisque sup G ->- o, si ï — ^ o . Il est bien naturel de profiter de cette
circonstance, que les constantes p, k^ sont arbitraires et de choisir ces valeurs,
pour que les longueurs des intervalles de variation permise soient les plus
grandes possible.

BIBLIOGRAPHIE.

[1] H. POINCARÉ, Mécanique céleste^ vol. III, Paris, 1910.
[2] B. HVÉDÉLIDZÉ, Sur le problème aux limites de Poincaré (en russe) (C. 7?. Acad. S. S.

S.R., 1941, p. 195-ig8)-
[3] I. N. VÉCOUA, Problèmes aux limites dans la théorie des équations elliptiques (en russe)

(C. 7?. Acad. Se. S. S. S. 7?., 1940).
[4] W. POGORZELSKI), Problème aux limites de Poincaré généralisé {Annales Polonici

Mathematici^ vol. 2, i955).
[51 W. POGORZELSKI, Etude de la solution fondamentale de Inéquation parabolique

(Ricerche di Matematica^ vol. 5, Napoli, 1956).
[6] W. POGORZELSKI, Propriétés des intégrales de Inéquation parabolique {Annales Polo-

nici M athematici^ vol. 5, 1957).
[7] W. POGORZELSKI, Propriétés des dérivées tangentielles d^une intégrale de Inéquation

parabolique (Ricerche di Matematica^ vol. 7, Napoli, 1957).
[8] J. SCHAUDER, Der Fixpunktsatz in Funktionairâumen (Studia Mathematica^ vol. 2,

i930)-


