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THÉORIE DES EFFETS OBSERVÉS PAR SAVART

S U R

L'INFLUENCE MUTUELLE DE DEUX PENDULES,
PAR M. H. RESAL,

M E M B R E D E L I N S T I T U T .

Les résultats obtenus par Savart, en observant les mouvements de
deux pendules oscillant sur des couteaux placés aux extrémités d'une
barre horizontale suspendue, en son milieu, à une verge élastique ver-
ticale, se trouvent implicitement compris dans deux équations diffé-
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rentielles simultanées du second ordre, qui sont la conséquence de
l'analyse suivante :

Soient
0 le point d^encastrement de la lame de suspension ;
OC = h la longueur de cette lame;
AA/ == a ÇA = 2 ÇA' = 2 a la longueur de la verge horizontale ;
km = /, A'W == V les longueurs des pendules de droite et de gauche;
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oc, of les angles qu'ils forment avec la verticale, positifs ou négatifs selon
qu'ils sont situés à droite ou à gauche;

m, m/ les masses qui terminent les pendules;
E le coefficient d'élasticité de la lame OC;
1 le moment d'inertie de sa section par rapport à la perpendiculaire au

plan de la figure passant par son centre de gravité.

Nous supposerons que la barre AA' est assez épaisse ou assez courte
pour que l'on puisse la considérer comme rigide.

Nous ne considérerons que le cas de faibles flexions en négligeant
l'allongement, d'ailleurs insignifiant, et l'inertie de la lame.

Il résulte de là que C et, par suite, AA' sont censés se déplacer constam-
ment suivant une même horizontale. Soient, a un instant quelconque,
OC' la lame déformée, et <p l'accélération de C', considérée comme po-
sitive ou négative selon qu'elle est dirigée de la gauche vers la droite
ou inversement.

Concevons que l'on imprime à tout le système une vitesse et une ac-
célération égales et contraires à celles de C ouC', de manière à ramener
les points A et A' au repos.

Le point m, par exemple, possédera les deux accélérations — ycosa,
—^•sina, etFon reconnaît facilement que l'on a

d2^ ff . a?-,— +s sina -4- z cosa== o.

Supposant que les angles a et a' soient assez petits pour que l'on
puisse en négliger les puissances supérieures à la seconde, 9 étant du
même ordre de grandeur, il vient tout simplement

- ^ a -4 . ^^ î—0. dt2 + / oc • l -~ °

( JE ) < et de même
d1^ g , <p^^f^r-0-

En appelant N et N' les tensions des fils Am et Amf, on a

.. ,rfa2
N •=:ml-j-Y ^-mgcosix—mcpsin<%.
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dcx.La vitesse angulaire ,- restera très-petite si les pendules ne sont pas
très-courts, de sorte que l'on peut poser tout simplement

N==mg' et de même V{'=m' g.

Soient maintenant
n un point de la lame;
x son abscisse verticale mesurée a partir de rorigine 0;
y son ordonnée horizontale, considérée comme positive ou négative,

selon qu'elle.est située à droite ou à gauche de la verticale du
point 0.
On reconnaît facilement que

d^vEl —^==-—'N[acosK-~-- ( A — . r ) s i n a ] -4- N' [acosoc' -4- ( h —.r ) s ina]

== ag(m1 -— m} -h g [ h — x) [ma. 4- m'OL').

En intégrant et remarquant que l'on a —-===0, e ty=o pour.r.-==o,
on trouve successivement

dr ( x\
El — == ao'im'— m) x •4- CT A — — 1 [ m oc. 4- w^a')dx 0' ' " V a

/ x\
: ag{mf— m) x •4- gx [ h — — ) ( m oc. 4- w^a'),

\ 2 /
<y»2 IC ( V \

El j* === agÇm' — w) — -1- g — ( A — ^ ) (ma -1-- m'a.'},
2 2 1> ô y

d'où, pour x = h et en appelant / la flèche,
]^. j^
^, -j-, g{ma ~x- m1'a').(A) Eiy== ag (w'— w) — 4- — g(ma -'r-m^^).
'SSi ^î'SSi ^î

En différentiantdeux fois cette expression par rapporta ^ on troave
,^ J2/1 A3^ / d^a. , , f/2^(B) ^ ^^=:^ ^^4-^-^-L

par suite
rf2^ ^ A3^ / rf2^ , dl^\
rfF + 7 a + 3En m ̂  + w ^" = ° -2^ ^ / / /3^ / d2^ / ^^^rf2^ ^ , l^o. 1 d^oL ,^^-t^sE^r^4"^5F ̂ -t a + 3E^ /n^ ̂ ^ "^J '' oy

équations dont il est facile de trouver les intégrales.
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Pour plus de simplicité, supposons que les deux masses m, m' soient
égales et posons

h^m(3)

nous aurons

[^

d^oc
dt2

d2^ i
di'2 \

(•
/
i

\

IL
3

-f)
—f)

l i t t

El

+t£

-4

e;

d^
dt2

cFa
rfF-

, g ,i ^-

, g ,\" p a —

0,

0.// rf/2 /'

En posant
a=:AcosK(^-h-l3), <7/=:A /cosK(^+ (3),

A, A', K étant des constantes, il vient

A[K^+.f)-Ç].--sÇA/K-,

A'[K-(,+^)-^]^-4AK-.
(5)

Nous supposerons dorénavant que le pendule de gauche ne peut pas
avoir une longueur inférieure à celle de l'autre pendule et nous pose-
rons /' == 71.

L'élimination de K entre les équations (5 ) donne

(6)

Les équations (5), multipliées respectivement par /et/ ' , puis retran-
chées l'une de l'autre, donnent

,(K--f)=^-Ç,

d'où

(7 ) K===

Nous n'entrerons pas dans plus de détails, quant à présent, sur la
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détermination des deux valeurs de K, que nous représenterons par K<
e tKa. Eu appelant A i , Aa et A^, A^ les valeurs correspondantes de A
et A', dont les rapports sont définis par l'équation (6), nous aurons

(8) a = Ai cosKi (^ -4- (3i) -î-As cosKa^-h (3s),
a^A', cosKi ( ï - l - f S i ) 4-A, cosKa( /4 -p2) ,

Pi et ^2 étant deux arbitraires dépendant des conditions initiales du
mouvement.

APPLICATIONS.

I. — Pendules égaux.

Les équations (6) et (7) donnent, en y supposant /= /' ou y ===: i,

A i ^ ^ A ^ y A^:::::::::—A ^ 9

K -= / ff'-V'(-"f)'
K.^S.

On a donc

a ==A|COS. /—:—^—^(f+pO+AîCOSi/^+pi),
V^^2^)

a'^AiCOS./-T—^——-(f-+-(3,)-A,cos\A(?+p,).v^^26^
1° Les pendules sont abandonnés à eux-mêmes après avoir été égale-

ment écartés en sens inverse de la verticale.

Comme on peut choisir à volonté Forigme du temps, nous suppo-
Ânnales de l'École Normale. 2e Série, Tome II. 57
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serons que la mise en mouvement a lieu lorsque t == — ̂ , ce qui re-
vient à supposer Ra == °? eï^ comptant maintenant le temps à partir
de cette dernière époque. Nous aurons ainsi

(9)

a == A, ces (^+(3J. ——ê———+A,cosi/^,à ~i——g———r'+AsCOSi/f^V'^-f) v '
vÇ^-^'-
V ^ 1 4 - 2 5 ^ v '

a!= A. cos(^ + (3.) .y——g—— -A.cos^ ?,

Soient ao et — ao les écarts initiaux des pendules de droite et de
gauche, on doit avoir

^0== Aocosp,
V/(z/(l+^f

i /-—ê—^ - A2'V/(--f)—ao=AiCOs6i. /———°——r-—Aî
• V / i + . e ^y \ i

ce qui exige que A^ = o, As = <%o, d'où

a== — a == aoCOS /f'-
Les deux pendules se meuvent donc comme s'ils étaient complète-

ment isolés, et la lame OC n'éprouve aucune déviation, résultat obtenu
par Savart, et que l'on devait prévoir en raison de la symétrie.

a° Les pendules sont abandonnés a eux-mêmes après avoir été égale-
ment écartés de la verticale dans le même sens.

En vertu des équations (9) on a

a.== Aicos(3i . / — — — ê — + A,,
V^-eéV^-f)

v^ao==A,cos(3i . /———^———— As,V' ^"f) •
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d'où As = o, et comme — == o, — = o, pour t = o, on a

sîn(3, /-——^-^=o,V/(.+^)
ce qui exige que Ro A ——s——- soit un multiple de TT. Suppo-

V^1 -1 -2 5?)
sons que ce soit un multiple pair, l'hypothèse inverse conduirait au
même résultât; nous aurons

/ 7 r — — — — — —

ai, === Ai, a '-==- os! = y.i) COS £ . / —-,——-2———- •V^.+^f)
Le mouvement des pendules est donc le même et de plus isochrone;

la durée T d'une oscillation est donnée par

,=^(,-«.£).

Il suffit de se rappeler la signification de s pour trouver dans cette
formule renoncé suivant de Savart :

La durée des oscillations est d'autant plus grande que la verge verti-
cale est plus longue et plus mince, et que les pendules sont plus lourds et
plus courts.

Savart ajoute :
La verge verticale/ait alors des oscillations isochrones avec celles des

pendules.

C'est ce qui résulte des formules (A) et (B), en y supposant m = m'.

3° L'un des pendules est en repos lorsque Vautre commence à se mettre
en marche.

57.
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On a ______
ao=AiCos(3i, /——s——-+A,,/ ë

y ^( i+2(

V^

^i+^f
v ]

o =A,cosp,. /—-i———- A,.
V / ( x + - Ç

On est conduit comme plus haut, en exprimant que — = o pour
t = o, a admettre que le coefficient de A< est égal à l'unité, d'où

OCo == Ai -4- Â2, 0 = Ai — Aa,

par suite,
* * 0:o

A» == Aa=== — 5
2

^'^7^^'^]''=^coy7(^+wslv£

["V ĵp05'̂ }a'^:^ cos^ /——g——---cosn/f
2 i / , / . ^\ V /

Posant pour plus de simplicité

^-. /î

il vient
<% === ÇX.Q COSÀ^ COS/x ̂

a'== CX.Q sm'kt sinp.l,

—. == —ao (À s inX^ cos^J •4" ^.cos^ sin//.^)y

-,-= ao(ÀcosÀ^ sin^/ -(- ^ smîi^cos^^).
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L'angle a s'annulera, ou le premier pendule se trouvera dans la ver-
ticale, pour des valeurs de t données par

^7r
^ 2

ou
î==:1- ff

^ 2 5

? étant un nombre impair. Les vitesses angulaires correspondantes seront
dfx. . ire a ?Tr— === — ao À sin— cos — —-,dt 2 A 2
do(. . ;7T ^ Z'TT— == — ^asm— cos— —•dt t 2 ^j. 2

Elles ne peuvent respectivement s'annuler que si ^ ou À est un nombre

impair. Considérons le second cas ou supposons que TI== -est un nombre

impair. L'écart a s'annulera sans qu'il en soit de même de ^pour les

valeurs successives du temps -I- ^5 -3- ̂  -5"• 7 T , . . . 3 inférieures à •r 7T-
JL ^^. 2 71^. 2 np. 2 ^.2

Quant ^ aura atteint cette dernière valeur, le pendule s'arrêtera dans la
verticale, puis se remettra en mouvement. Le nombre des oscillations
comprises dans cette période sera d'autant plus grand que

j
» ._r _________^«-._._..

v714-25?n == ——ï—————— = _ i 4- —————————
/ s ^ _J ^_

\ / î ^ 2 € ê y / I+2sÇ

sera lui-même plus grand ou !1 plus petit.
(r

On comprend que, par Finfluence de causes que nous n'avons pas
fait intervenir dans le calcul, les choses se passeront encore de la même
manière s i-? n'étant pas exactement un nombre impair, en diffèrev'
très-peu. On vérifie ainsi cet énoncé de Savart :

Le pendule^ primitivement en reposy se met en marché peu à peu et
Vautre s'arrête graduellement^ puis se remet en mouvement, et le premier
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s'arrête et ainsi de suite; le nombre des oscillations comprises dans cha-
cune de ces périodes est d^ autant plus grand que la verge verticale est
plus rigide et les pendules sont plus longs et moins pesants.

• Savart ajoute que n est d'autant plus grand que la verge horizontale
est plus épaisse et plus courte, ce qui est dû à l'intervention de l'élas-
ticité de cette verge, dont nous avons fait abstraction.

II. — Pendules inégaux.

Pour bien faire ressortir l'influence de l'inégalité de longueur des
Vpendules, nous supposerons que le rapport j-== y soit assez petit pour

que l'on puisse en négliger les puissances supérieures à la première; et,
pour arriver à 4es résultats simples, nous admettrons que e^ est du
même ordre de grandeur que X.

L'équation (6) donne
2Ê8'A , -<S 6-yt i A-. / g

A^""^ A^""——————- , =^=-£^
^ ^y+0i.-y).4-.4£^

et l'équation (7)

KI==:À /——-,———;J————~ "? Kit^A /-———— f2——————•V'(.-ç) V^-'f)
Ces simplifications, dans les valeurs K^ et Kss, ne sont admissibles

que pour de petites valeurs de t ou pour un nombre restreint d'oscilla-
tions.

L'expression ^ i / ï 4 - e ^ = ^ est la longueur du pendule attaché à un
point fixe qui serait isochrone avec le pendule ^supposé fixé à l'extré-
mité de la lame de suspension; c'est ce que nous appellerons la lon-
gueur réduite du pendule. Dans tous les termes en e, nous pourrons
remplacer / par ^.
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Nous poserons en outre

^ ( y 4 - £ ^ = ^

et nous aurons ainsi, en continuant à supposer |3< = o, et remplaçant
/ par ^ dans les termes en s,

(10 )

a == AlCOSi/^— A'2 s^ cosi/^H^M-pa),

a '^ÂtC^cosi /^+A^ t/^-'-M.

1° £^ pendules sont écartés du même angle avec la verticale^ mais
en sens contraire, avant d'être abandonnés à eux-mêmes,

On a
ao = A. — e ̂  A', cosi/^ (3,,

-ao== s fA i+A^cos i /^ i^cos \/f~^'

On reconnaîtra, comme plus haut, en raison de ce que les vitesses
initiales sont nulles, que l'on peut supposer

(3, = o,

d'où
Ai=:ao ( ï — e f ) - » A \==-ao( r -+ e f )

\ ^/ \ (l/

et
a. = fi — s ê} cos i/-f / 4- o f ces i/^ /,«o v ^ / v ^ ^ v ^

(n)

(^^-^'-(—O-v^'-
La durée des oscillations du pendule / sera donnée par

^V=-'Ë\/îs•mVÎI---'Tlh''^'•
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Quoique 7 soit une petite fraction, comme \j^ est plus grand, nous
admettrons que £ est assez petit pour que Faxe puisse négliger le carré
d e s ^ -

Wy
Soient t^ ^,..., ^,... les temps au bout desquels se terminent la pre-

mière, la seconde, etc. oscillation. On voit sans difficulté, en ne per-
dant pas de vue le mode d'approximation adopté, que

/Ti /. g . i'ïï\- I Z7T-+- e --b-=: sm— b,^.Af^+e^=sm^V
^A Wy ^Js\ Wy ^

et que l'écart, au bout de la i1^ amplitude est

( 1 2 ) (XI==(XQ ( i — - £ ^ ) cosiTT+aoe^ cos—S^aoCOSZTT- i -e^^fcos/TT—cos-^V
\ i I li ^y li \ ^ y )

Désignons par ^, ^ les équivalents de ^ et a< pour le second pendule ;
nous aurons

l^ (z7r-£^sm/v/y7r) i /^
\ 1 ' " &

' 2 / ^ ^== — ao ( i + e^ ) C O S Î T T + ao£ f cosi^yTT:
\ <i/ /i

==: — ao cosi'n -— oc^^-Çcosin—cos<f\/y7r).

Pour faire voir plus nettement la marche des pendules, supposons
que — soit un nombre entier n; la durée des oscillations du petit pen-

dule sera constante et la même que s^il était seulement fixé à l'extrémité
de la lame de suspension.

La durée de la i1^6 oscillation du second pendule

V^L^,f(^^sm(i^i)^}]\/^L ^ \ ^ ^ / j v g
sera plus grande que s'il était fixé à l'extrémité de la lame à partir
de i= î jusqu'au moment où l'on aura ;== n; à partir de là, l'inverse
aura lieu jusqu'au moment où l'on aura E== 2^, et ainsi de suite,
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Les écarts impairs et pairs de l seront d'abord respectivement plus
grands et plus petits que ao; le maximum des écarts pairs sera égal ou
un peu inférieur, selon la valeur de n, à

/ ^\
Oo ( 1 -1-26 ï- p

\ "l /

et le minimum des écarts impairs égal ou un peu inférieur à

/ fr\
a o ( ï - 2 6 ^ j •

Ces deux écarts maximum et minimum se succéderont, puis les choses
auront lieu en sens inverse et ainsi de suite.

Les écarts impairs et pairs 9 au contraire, seront d'abord respecti-
vement plus petits et plus grands que ao; le maximum et le minimum
de a\ seront atteints moins rapidement que ceux de a^

En supposant m == m', Inéquation (A) donne, pour la flèche de la
lame,

J=£(a+a'),

et, comme le maximum de a' se produit bien plus tardivement que celui
de a, on voit que les plus grands écarts de la lame correspondront d'abord
à ceux du long pendule.

Ces différentes conséquences sont d'accord avec les résultats obtenus
par Savart.

2° Les pendules partent sous un même angle mesuré du même côté de
la verticale.

On a

d'où

et

ao == A< — s ë-A',, a, -=: e 8 Ai -r- A\ ;

———— ————— ( / y - V ^ . - » » / . * / 1 l * < - ,

ao <i V i\ \ i[
Annales de l 1 École Normale, 2e Série. Tome IL 08
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Eïl (ïoîiservant les notations ci-dessus, on trouve

^Jl(i^eJ^sin^\
V s \ Wy ^ )

ïfi := V^ f; 7r +e f ̂ s i n i ̂  ̂ }7
v 5 \ vl /

/ '̂\ . ff1 Z-7T . ^•OSo / • Î7t\a, ==ao i -4- e 2 ) COSÏTC — ao£2 cos—= === aoCOSî7r4- c c— ( COSÏTT — cos—: ) ?
\ ^/ A Vy ^ \ ^/yy

a^=== aoe^ cos ZT; \/y-h ao ( i — e2 ) cosî7r==aoCOSï"7r—e^ (coszîr— cosz^/yn:)*
<! \ / i / /i

La discussion de ces formules dans l'hypothèse où \Ay est un nombre
etitiey conduit à des résultats semblables à ceux da numéro précédent;
mais les inégalités dans les écarts pairs et impairs se produisent dans
un ordre inverse.

3° Le pendule le plus long est au repos lorsque r autre se met en mou-
vement.

On a

d'où

o- fr^
o == Ai — e f A'a, <Xo == e b— 4- K\,

Ci t\

Xf
Ài== û;o&2?

f't

A'2== oco)

^'•î^Vî'-^^f-'=e-î[cos\/ît-cos\/f•l)'

V/f-
oc, / S'
^=COSt/f-<

Le petit pendule est donc isochrone.
On a de plus

(4)

, * , / / . / . . î'7r\f(== V- zir — sin— )»
>/ ë\ ^)

û(,==at£S (coscîr— cos—:^11 \ ^y/
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En mettant en regard l'une de l'autre les secondes équations [12)
et (i4), on reconnaît que les variations éprouvées par ^ suivent la
même loi dans le cas actuel et dans celui que nous avons étudié en pre-
mier lieu, ce qui est conforme a un résultât de l'expérience obtenu
par Savart.

Les oscillations du pendule long restent très-petites si -= == n est en-

tier et pair; tous les écarts de rang pair seront nuls ou le pendule ne
décrira que des demi-oscillations. Dans le cas où n est impair, ce sont,
au contraire, les écarts de rang impair qui sont nuls*

4° Le pendule le plus court est en repos lorsque l'autre se met en mou-
vement.

On a
a .^A .—efA^ , o==£ fA i -+- A^

f'i <i
d'où

Ai =• ao,

A^= ~ ao£^3

^Vf?'
^=el(cos^-cos\/^).

Le pendule le plus long se mouvra donc sensiblement comme s'il
était fixé directement à l'extrémité de la lame de suspension.

On a ensuite

(i5)

HT _^y^^^^^v^
fn

^.:=:i/-1- ( C O S Z T T — COSZTT^/y) .
• 0

La loi des variations de ̂  est la même que dans le second des cas que
nous venons d'étudier, et qui est conforme à l'expérience.

On remarquera que les écarts de a' resteront toujours très-petits.
58.
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Si 4= est de la forme in, n étant un nombre entier, le pendule sera
v^

au repos au bout de (4/i — i) oscillations, puis le mouvement repren-
dra, et ainsi de suite.

Dans le cas où -1-: = n, n étant impair, le repos aura lieu à la fin de
v^

la {n— i}1^-'0 oscillation.

FIN DU TOME DEUXIÈME.


