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DE

L'INTÉGRATION PAR LES SÉRIES
, d^r n—i dr

DE L'ÉQUATION ̂  ̂ -^ ̂  ;

PAR M. BACH,
DOYEN HONORAIRE DE LA FACULTÉ DES SCIENCES DE NANCY.

L'équation difïérentielle ci-dessus, qui n'est d'ailleurs qu'une trans-
formation bien connue de l'équation deRiccati, a été l'objet de tra-
vaux nombreux dont il est inutile de retracer ici l'historique; mais
je ne sache pas 'que les articles récents insérés par M. Cayley et
M. Glaisher dans le Philosophical Magazine ( 1 ) aient été reproduits
dans une publication française; c'est dans ces deux articles que j'ai
puisé les éléments de la présente étude.

L'article de M. Glaisher, en particulier, me paraît renfermer des re-
marques et des rapprochements curieux que je me propose de faire
connaître ici, tout en me permettant de changer l'exposition et les no-
tations adoptées par Fauteur.

L'équation
( . } ^^JLZZldL^^
[ ) dx1 x dx^^

étant linéaire, il suffit d'en connaître deux solutions y 4 etya, et alors
l'intégrale générale sera

y == cyi -h c'y^

( t ) Voir le 'Philosophical Magazine, numéros de novembre 1869 et juin 187^.



4.8 DE L'INTEGRATION

Pour trouver ces deux solutions, posons
y-^e^z,

d'où
dr [ dz\
—/- = ̂  ( Z + -T- 5
(̂  \ rf^/

rf^ / arf^ û^\
-—— = e^ [ Z -r- ——— -4- -T— ?dx1 \ dx d x 1 ]

et, si Fon substitue ces valeurs dans l'équation (i), on aura à vérifier îa
suivante :

( d ^ z 2âfz?\ / . ( dz(2) • -^^-^-'V"^ : o.

Cela posé, écrivons
z = A. -+- Ai^ -4"A2^2 + As ̂ 3 •4- .. + Af^' + Ai+.i x1^ -(-....

rfz d^z ^^ ,...i.^^:^.,,^^<. /î«^^i^
- îEn calculant—î — et substituant dansréquation(a), qui doit devenir

dx dx-
une identité, nous arriverons aux relations suivantes :

[n — i ) A i - h [n— i ) A = = o ,
2 (n —2) As-h (n •—3)Ai== o,
3 ( 7 î - - 3 ) A 3 + ( ^ — 5 ) A u = o ,

z ( 7 i — i) Ai+ ( /z—2î+ ï ) A^i= o,
( ï 4 - i ) ( / 2 . — ^ " — x)A,4.i + [n—^i— x ) A f = = o ,

d'où, en faisant A == i,
i n — i

1 i ^ — i ?

i ( n — i ) ( n — 3 )
A 2 ^=: ——•• 7—————T7—————ï5

1 .2 , (71 — I ) (71 — 2.J

—_ I (^-'x) (7Z—3) (7 l——5)
3 ,~"~" i .2.3 (n—i ) (n— ssîT/z—ï)9

— ..[n1.)!- (n""'1) (Jîlri3^^ Ll±iiîi±2]1 r .^.3. ï (n—i) in — 2) . .. (n — Ï )
^ ( _ ï )^< (yi — i ) (n — 3.) . .. ̂ — a ï — i)

1+1,""" ï .2 .3 . (?-+T) -^^Yy^T^-^y^ < — 1 ) ?
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Or, si n = ̂ i-\- ï , A^ sera nul et il eu sera de même pour tous les
coefficients suivants.

Nous aurons donc, en ayant égard à la valeur ci-dessus de n,

:= ^ — n'~~ï ! ( ^—' ) (^—3) ^ (n--ï}(n—3)(n—5) jx^ \
. r l — < ^ | I n—î,^ ( ; z — i ) ( / z — 2 ) i . 2 ( 7 î — l ) ( 7 î — 2 ) ( / î — 3 j 7Ta73 "T'"<

^ ^ —^ (^-i)(^3)...^ __^
, ^ , 7^-4-1 ( n — ï )(n— î ) ( n — a ) . . . ——— ï . -2 . . . - — — /

2 2

Si l'on pose ensuite 7= e^z, et que l'on opère comme plus haut, on
trouvera

n—ï (7? ,—i ) (n—3) x1

Va == e^l î 4- ——— ̂  4- ———"J———J - ^ '^ — î ( ^ — i ) ( / î — 2 ) i . a

w =,! -1
8,̂  .

,J

. (^•~l)(^—3).., a X'
/ \ / ^ /Ï -4- ï { H •
n--I 7Î-.9. ... ———— 1 . 2 . 3 . . . —

^ V 2

N I/intégrale générale
y^cy, +cy,2

sera donc, dans le cas où n est un nombre impair positif, exprimable
par des fonctions algébriques et exponentielles.

Dans le cas où n est un nombre négatif et égal à — ( 2 1 + ï ) , il est
également possible d'exprimer l'intégrale en fonctions algébriques et
exponentielles.

A cet effet on posera, après avoir faltj == e^z,

z == x11 ( A -(- Ai oc -4- As x2. . . 4" A isc1 4- A/.+.( .̂ "-H 4- . . . ) ;

calculant ensuite^ et "^5 on substituera dans réquation (a) , qui
après la substitution doit devenir une identité, et l'on arrivera îmx re-

Annales de l'École Normale. 2e Série. Tome ïïï. n
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lations suivantes :
( / z - i - i ) A i - 4 - ( / z - + - i ) A = = = o ,

2(^ 4-2) Â2 -+-(/î -+- 3) Ai:== 0,

3(n +3)Â3 -4- (/z -4-5) A,==o,

z ( n -+-/) A/"(- (^ -+- a / — r ) A z - ~ ï = = o,

( î4- i ) (^ •+- ^ -4"i) A/+i -(- (^ -h 2^ -{-i) A ? == o,

d^oa, en faisant A = r ;

_ I 72j4^ 1

i n 4-ï

„ I (^-t-i)J^+3)
I .2 (/ î-4"l) ( 7? /+2 )

____ _i_ (7%+i)J^+3)(n-~{-5)
3 """"'" ÏTïTs ^^^-'^^"^y^^^^^^

A — ( — i ) 1 (n +i) (^+ 3) . . . (n 4- ^•l— ï )
ï . ?.. 3 . . . i ( n -h i J ( /& -h 2 ) . . . n 4- <

_ _J -^J^__ ( n_±Jll( ̂ ^t:3} • - • (n ̂  a l +ï )
^i ï . 2 . 3 . . . ( ^ •4-i ) ("^ "+-1) {n 4-^). .. (^ 4- ^-+ ' i )

Si TÎ == — (^ ï4- r ) , A^i est nul, et il en sera de même pour tous les
coefficients suivants.

Nous aurons donc, en ayant égard à la valeur ci-dessus de n, une
première intégrale particulière,[• n4-i (n-4-i 7Z+ 3 ^r^•=xn€:c\ T — —— oc -+- —iii -..-(.4---—1-'17, — 4" . , .•' | n-n (n-4-1 ) ( w - - 4 - a ) 1 . 2

, , -(/Î-+.15

4. ̂ , ̂  j'̂ li (JllJlL- • (r^ _ '̂"l
' ! ! ! ' (.^ï).,11. ^ ^-î)(n4-ï) ( n -4-%).... ^———^ï^, 3...•a %
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On trouvera de même une seconde solution,

| n+ï (n4-iV^4-3) x^
y\ •==. ̂ "e-^ i 4- ——— x -^ -———---————- —— 4-. . .u j n-^i (^4-1) (^4- 2) a. i

—(«+•>) —g
^ (7Z-M)(^+3) . . . (—2) ________ÎL__L__

k " (^)(^,). .(rer^,.^...hl/^|^ 2 _-j

II ne faut pas perdre de vue que n doit dans ces formules être rem-
placé par un nombre impair négatif.

1/intégrale générale sera, dans ce cas,

y == cy\ -l- c'y^

Nous avons supposé, dans c;e qui précède, que n était un nombre
impair positif ou négatif; mais la même analyse s'applique évidem-
ment au cas où n est quelconque, pourvu qu'il ne soit pas un nombre
pair positif ou négatif. On posera, comme plus haut,

j-=:^z

avec
z === A -!-" Ai x -i- As^3 -+" A;;^3 - ! - , . . ,

z n'étant plus ici un polynôme composé d'un nombre limité de termes,
mais bien une série ill imilée dont la loi de formation est évidente; on
trouve ainsi

y == ̂  r i "-- n•:='-î• " -̂"̂ " ̂  ̂ n ̂ -3^ •^ — ^^~î ̂ tt ~'3' (/^'•~-ô') ^ , ii~' l, n—i "T" (n —i) (n— 2) i.a , (n—ï){^—^'(n—3)^

et de même

Y, = ê- F 14- n:~-î oo ̂  -̂ '.̂ -̂ rri} ̂  ̂  i?-..1) ̂ r-3) ̂ /î—5) •T3 1
L ^ — 1 î ( ^ - - l ) ( / l—3)J [ .2 . 1 (71- l ) (n—a)^^^^ j "7T2^ ' l ' J '

Posant ensuite
^ =: ̂  ( A -i Ai x 4- As ̂ 2 "̂  < . . ),

7-



5:2 DE L'INTEGRATION

on obtiendra

y^^^ r__ :g.JL1^ _^_ ̂ î .LK7 ,̂3) xï fa+i)(^+3)(^^^^^^ je3 ""]
L ^-+-1 (/l-+-l)(^4-2) 1.3 (^+l)(^-4-2)(7l-f-3) ï.2.3 "J

Y,=^^4^7^^^+(!^-:^K^^ 1.L n^i ^n-^ï){n+-ï) i .2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . j

De là, en apparence du moins, quatre intégrales particulières de
l'équation (3); il esta remarquer d'ailleurs que ces intégrales Y^ Ya,
Ya, Yji, qui représentent des séries indéfiniment prolongées, convien-
nent, quand bien même n serait un nombre impair positif ou négatif.
Il suffira d'avoir la précaution de faire disparaître préalablement, dans
les différents termes décès séries, tes facteurs communs aux numérateurs
et aux dénominateurs qui, en s'évanouissant, font prendre aux coeffi-
cients de ces termes, à partir du rang ± n 4- ï, des valeurs illusoires,

Les solutions particulières Y^ et Ya, qui conviennent à tous les cas,
sont données par des séries illimitées et évidemment convergentes;
mais si les solutions y^ etja, qui conviennent au cas spécial où n est un
impair positif, sont essentiellement différentes, il n'en est pas de même
des solutions Y, etYa, qui sont égales entre elles, ainsi que nous allons
le démontrer.

Le terme général de l'expression que l'on obtient en développant Y<
en série ordonnée, suivant les puissances ascendantes de n, par la for-
mule de Maclaurin, est

Jvp__ / r f^YA
1 . 2 . 3 . . . p \^^/,

et, puisque
. . , . , y, =^2,

^-e- l\ ̂ p^ 4- ̂ =-ï) dîz , PiP-1)^—^) ̂ z d^z"\d^ L P ̂  ̂  r.. 3^ + --.-^^^^^^^ ^ „ . .+ ̂ J,.

En se reportant à la valeur

,==i _ ^ZLL^ ̂  [n^^-^ ̂  _ (n-i )-(n-3) (^5) . ̂
•^- i (^-1)^-^1.2 ^-r)(^=^^^^^
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on trouvera, après un calcul des plus simples,

(dpv^ --f ^f P^1-1) , ^(^^i)(^^i)(^^3)
\(IXP ) , { j L ^—I 1 . 2 . 3 ( 7 l — î ) ( ^ — 2 )

p { p — î ) ( p — ^ ) (n—ï)(n—3){}z—5)
1 . 2 . 3 ( / l — ! ) ( 7 l — 2 ) ( ^ — 3 ) "'+''* * '

^ ( 7 Z — l ) ( ^ — 3 ) ... (7Z—2/?+l )1
—— ( ^ — l ) ( ^ - - 2 ) . . . ( / î — ^ ) J'

Le coefficient de a^ est donc

^ ̂  [____ _ L ̂ ï ___l____
L 1 - 2 - ^ " - ? i / z — i i .2 .3 . . . (p —-i)

i ( n— ï){n - — 3 ) i
i . 2 ( n — r j ( 7 i — 2 ) i . ^ , 3 T ~ 1 [ J ^ ^ ' ' '

^_ __i__ ( n -— i ) ( n ~"Al:_ ' lIZL"-2^4'I ^ 1
— 1 . 2 . 3 . . . ^1 ( ̂ — r ) ( n — ajTT"^ —'"p" )J '

ou encore

_ _ _ _ f — I ^ _ _ F (n~ 1 ) (^— 2).^ /z—p) __ (^—2) f^T-3)^ rt—l
(n--i){n--i}...{rt—p)[j i'.2.3'T. ./7'" 1 ^^^--^^^^

+ L̂ 3!̂ .!:.,̂  "(^—P) (n—î)(n—3)
I .3.3. . . ( p—2) 1 . 2

±(î.zi1) ̂ ^^•••^ir^^t'JI_ _.^^^^ . . j.

La quantité, entre crochets, que nous désignerons par C^, peut en-
core être écrite

n— i
C == (^— x) (^—2)^ . . (^—p) __ (n——2) (^—3)^._.j(^—/?) ̂ 2^

/? i. 2.3 * . p , ï . 2 .3 . . . j^^y-"- ^ 2

fz'nîA ^^rt1.^^
^ (^——3)fa^4). . .(7Z~.^) V ^ ; \ 2_____^ ^ •

1 . 2 . 3 . . . ( p — 2 ) "" 1 , 2 2

fn--ï\ fn—î \ fn—t \ fn—i \
^.^.^ ———— — I ) ———— —2 ) . - . ———— — ? -+.. l )^ \ ^ / \ a__^^^,__^^ /,.

I .2.3 . . . p 2 '
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Cela posé, considérons l'expression
n 4-1

(^^\\ 2 ̂  y
Cette expression, développée par la formule du binôme, donne

ffi—i\ (n—ï \^_i ——— \ ——— — i
/ ^ \ 2 _ _ 91U n'~~î \ ^^'X^^L^^^_/
^-TT^J -I-l-^„ a "~(i4-^2 1 . 2

^^^L ^mWZim- îVz^n!.̂(i+^)3 \ 2 y \ 2 / \ ^ ./_,,^^

et
^ ÎTL1-

(ï+^-Ji^-^) 2 =(i+^-^2^(i+^r2—^-
(̂ ) (̂ I.̂ )

4- a2 ̂  ( 14- ^)"~3 •-—^-——^î————/"' ' 1 . 2

/n—î\ [n—î \ /n—t \_.— ] -—— ̂ i ^—« .~^ )
\ 2 / \ a / \ % 7

» 2 ^ ^ ( I 4 - ^ ) - 4 ^ — — — ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ — — — — — — • / 4. . . .<

Formons le terme en ^ de ce développement. Ce terme général
sera

| (^-i)(^—a)...(7i—p) (/î-2)(^-3)^.(^—p) yz-ï^[L^-^ - -^.^^^— ——^

In—ï\ (n—-1 \ 3
f7?/ •"'il̂ r:̂  i— ̂ ^ IC]̂ ^^^^

^ ^ . 2 . 3 . . ."(p—a) ""'"" i.a

fn—1\ /^•^^ \ ( ^ZlL \ a
(^^,4)(^-^5)...(yz-7;) Y^ / ^ ^AZEILZL^^^

+ 1 . 2 . 3 . . .[^—3) "" ' " 1 . 2 . 3 ' . . . '

(^ (7^.r.l^,\..^^4^^.^
^\ 2 / \ ^ j ,\^_____1^^^^
^J—— —••"'»•»—•——-—«.«..—.-——„—>-——..—.",..........»-..,..- ^ .,. , <-,..» « w g p

î . z . à . , . p J

ou C/, z^.
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Mais Cp up est le terme général da développement en série de
n—l n—i

* ( 9 U \ â / T 7 / \ 2 n~i

(-^"-(•-T^) ==(I4-")"-(^) ^-"'F2--

Or le développement d'une pareille expression ne renferme que les
puissances paires de u et, en supposante un nombre pair, on aura

/n—i \ (n—ï \ [ n — i \ fn—î p \
————— ————— —I ————— —2 ... ————— — r 4- 1

p ^\ 2 / \ 2 / \ ^ / V ^ ^ /L,̂ , — ——————————————————————————————-»————————————————.

I .2 .3 . . .£
2

Le coefficient de x^ sera donc finalement

p [ n — 1 \ j n — i \ fn—i \ /n—î p \
___(r^lL__ ̂ )(•^^I)(-^^T>'(-^^^^
(n—i)(n—2)...(^~pj p . 5

, I « j 2 i * 0 « > * ~~~
2

ou encore
(-i)2' (^~i) (n-^3) {n- 5).. .(^-^ ̂ )

2.4.6. . .j9 ( / î—i)(^~.2)(/ i— 3) . . ̂ n^p) " '

et, donnant àp successivement les valeurs de 2.4.6..., nous trouverons
les coefficients des puissances paires de x^ et par suite

Y == t — ' ï! ̂ . ___I _j_ ̂  _ _ i i ^?6

^ — 2 a (n— s) (/i— 4; i.2 ̂  (n—2) (/z—4)(/fc—6) 1.2.3 ï3""4"""'

série convergente pour toutes les valeurs de oc, et qui ne contient que
les puissances paires de cette quantité; maisYa se déduit de Y, par le
changement de x en — x : il en résulte donc que ¥2 = Y < .

En suivant la même marche que plus haut, on trouvera

Ya = Y. = ̂  f z+———^ + ,___--,1.___^ ̂  ̂
L ^ -+ -22 (7Z-+'2)(n4-4) 1 . 2 22

^ _________^________ _J_ ^ 1 (1).
(72.-4-2) (^-{-4) (^-+-6) 1 . 2 . 3 23 J

( l ) II est à remarquer toutefois que la valeur de Y^ ne dérive pas de celle de Y par le
changement de x en — x,
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Avant d'aller plus loin, nous ferons (Tailleurs observer que ces va-
leurs de Y! et de Ya sont précisément celles que l'on obtient quand
on développe les solutions de l'équation ( ï ) en séries de la forme

y==A^ a-+-B^+C^•4-D^-+-. . .

En effet, nous avons
dy

, aA^-1 4- (3B^-1 + y C^~' -4- ÔD^-1 •+•. .,dx

^==a(a—I)A^a~2+P(p~I)B^^24-y(y--ï)C^^4'•^(â

et, substituant dans l'équation ( ï ) , il vient

a fa—Ti ) A^a-2+(3(P—/^)B^-2-{-y(y —n)C^-"2 -t- §(S— n)!)^^.^

— A ^ — B ^ — C ^ — . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .==0.
Faisons d^abord

a==o, (3=2, y ==4, 5 ==6;

les conditions d'identité seront

A + ^B (îz —2) == o,
B + 4 C ( ^ — 4 ) = = o ,
C 4-6D(/ i .—6)===o,

et, en faisant A ==i ,
jg ̂  _ _ï _ ^

n—a a

( n — 2 ) ( ^ - 4 ) 2 4

D ==—-——-»—-!_ — _!-
{n— 2) {n— 4)^—6) 2.4.69

ce qui donne

^ _ _i__ ̂  ____._, _L ̂
n — a T , ( n — • 2 ) ( ^ — 4 ) I . ^ a ' • l

, _ ______ ï ï x^
[n— 2) (n—4y(7r^6) T7%73 ï 4-...= y».
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Faisant ensuite

a==7î, (3==n4-2, y ==: /i -4-4? 5=n+6 . . . , .

les conditions d'identité seront

A — 2 (^4-2) B == o,

B —4(^4-4)0=: o,

C—6(/ î4-6)D=:o ,

et, prenant A== î ,
Ï 1T> __

n -4- 2 ) 2?

i tC == ;

D==

~ (^4-2) (^"+"4) ^^
T T

-^^^ ĵĵ y^-^^^ 27476?

ce qui donne

r ' ^ i i .y2
rt/» ̂ ^ yH j f . 1 ,____________. ___ ,̂1 ,_^_________________________ _______

L (^-+2) 2 (7A4~2)(n4~4) ï - ^ ^

, __„ _'___ , ̂ ^^ 1 _ Y
r "(n 4-2) (n 4- 4) (^4-6) i .2.3 pJ " ' J ~~ 3 *

Puisque Y^ et ¥3 sont deux solutions de l 'équation ( i) , l'intégrale
générale de cette équation sera

y==CY. 4-CY3.

Cette intégrale convient encore quand n estiin nombre impair, positif
ou négatif. Or nous avons trouvé, dans le cas de n impair positif,

y == <?y, 4- c'y^

Nous allons montrer que cette intégrale/wuré? dans le type

y == CY, + c ¥3.
Annales de l'École Normale, î® Série. Tome II Ï. 8
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Considérons, en effet, la série donnant la valeur de Yi ; on peut
l'écrire

y.r^n+v^

V désignant le résultat que l'on obtient en faisante = n dans la suite

[ ( n — ï ) ( n — 3 ) ( n — 5 ) . . . Ç n ' — ï p ^ - î ) xv
\n — ï} [n, — ̂ ){n — 3 J . . .[n — p ) 1 . 2 . 3 . . . p

(n—î) (n—3). . .(n—ip—i) x^
{n—ï)(n—a).. .(n-—p—ï) i .2.3... (p-+-i)

( ^ — ï ) ( ^ - - 3 ) . . . ( 7 ? , — 2 p - - 3 ) XP^ ~\

[n—î)(n—2)...(/î—/?—2) i .2 .3 . . .(p •4- 2 ) ' ' J

et en se rappelant que ^p, que nous allons faire égal à n, est essentielle-
ment impair.

Après la suppression des facteurs communs aux numérateurs et aux
dénominateurs, l'expression devient

[— C?"""""^ ̂ ^]lnLZLPJI^^]l^î^^l2P^'l^ _xp

( /z—2) (n—4)...(7z~/7ï7)rrî'. 'sT.Tp
(n—p— 2) (n— p - - 4 ) - • • ( 7 ^ ~ - 2 / ? ~ ï ) ^•/H"1

( ^ — — 2) ( / î — — 4 ) * - .{J^^~~p^=:ï}^^^-^^^y

( n. — jp-- 4 ) • -l̂ ^-^p î3 ) 3CP+Î

(n'—<?.)(n—^)...[n—p—ï) i.2".3. . .(̂  4^T)

_ ( 7 ^ — ^ — 4 ) . . .(n—9.p —5) ^-1"3 1
'~ ("TT— îjT^^-'r"- • (^ zry7ir"3^ ^^^^!-^^^^^ 4". . . j 5

et, si nous faisons actuellement^ = n, on aura

r(~2)(^4)(~6)^(~7z+i) ^
[_ i . 3.5.. . ( n — 2 ) ï . 2 . 3 . . . n

_ {—•>} (—4^ • . ( — ^ + 1 ) ( — 7 2 — 1 ) ^"-t-1

ï .3.5.. . ( 7 z — a) ( — ï ) î .2 .3 . . .(n+7)

^ ( -4)(-6)(~-7z+i) ̂ r̂iil.̂ l̂J __. ̂ _^_
ï .3.5., .{n— 2) ( — ï ) ï.-?T.r".T(n-h 2)

- (~4)(-"6)(-^+ï) (-7z~i)(^n~ 3) (^^^5J _ ^^"+3__ -1
ï .3.5. . .(n— 2 ) ( — ï ) ̂ "3j , ^ ^ 3 ^ ^ ^ ^^ .̂  ^ j 4•"t • •J^
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ce qui peut s'écrire

f_ pr1 îii-̂ LiLîLz-l} xn \ _ n~{~l x, _L ̂ 4" LLL̂ L̂ Ĵ  x2

- ï . 3 . 5 . . . (^ - -2 ) i . 2 . 3 . . . ^ [ / ^-M i ' (n^~îY(1n^1T)T.Ï

— (^-^ ] r ) ( ra^-3) (7^-^-5 ) ^ __ ~]
(^4-1) (^T)7^r3) T7Ï73 + ' l ' J ?

ou bien encore
n --1

_ / __ , 2 TZ r / / /4-1 (n -<- x ) ( n 4- 3 ) .y2 ~]
1 I/ (ï.3.5...^)^ ^.-^-^^^^^^-^^^^^^

et si nous posons
n—i

(-»^ .̂,.̂ ...̂ ^^^^

nous aurons
V^^—AYa

et par suite
Y<rr=y,—AY,.

En répétant identiquement les mêmes calculs sur la série qui donne Ya»
nous trouverons

Y,=y,+AY4,
et puisque

Y, == Y,, Y^ == Y4,

il vient
-v^y—ri ci Y.^^-^.

aA 2

La solution
j ^C.Yi+CYa

devient, par conséquent,

c c7

r = ̂ -(r* ̂ r') -+ ̂  (r* -""• r^ ̂  cr^ 4~ ^r^

Si 71 est impair négatif, la même analyse est applicable, et l'on aura

Y^ra-AY,,
Y4=y4+AY.;

8.
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la solution
y=C,Y, ̂ -W,

deviendra, par conséquent,

y=zcy\~{-c'y\.

M. Glaisher donne aussi les valeurs de y^ et ja développées en sé-
ries illimitées en s'appuyant sur les formules

n ~ 1 n—i
(—i)""2"^» 1 1 d \ 2 ex

i a \ ^ —• _ " /_____- ( __ _ \ — «w •7l '- 'I.3.5...(^-2) \x dx] x'

n—i

( r \ - _(—i) 2 ^° /'JL^L\ e
( 4 / r : ^~~ : : ï .3.5. . . (7î—2) \^ ̂ ^ X'

qu'il a démontrées dans le Quarterly Journal of Mathematik. On peut
les établir comme il suit : les égalités ci-dessous font d'ailleurs suffi-
samment comprendre la notation

( T tî \ 1 ^ t /7 P^
î d } i^L0^^-^^)/
x dx] x x dx x

/i d \ 2 ̂  i d i d e^ . , . . - .^ \ -^=: - —=:e• î ;(^-3—3^-4+3^-"&,
\^' dx ] x x dx x dx x

/ i d\3 e31 i d i d ï d e31 , . r „ „ .f ^ . \ _:=„, _ „ —^fc^^—ô^-^iS^^—ïô.^"--7-
\x dx ) x x dx x dx x dx x l

Faisant successivement n == 3, 5, 7 dans la formule (3) et ayant égard
aux relations écrites ci-dessus, nous trouvons

(— i ) 1 , /i d\1 ̂  ,
—— x - ~~r\ -- == ̂  i — ^),i \x dx i x ' /

(—l ) 2 /I rf \ 2 ̂  / 2 x2 \
——— X^ - -y- — == ̂  1 —^~h - —— ) ,
î . 3 \x dx ) x \ 3 i . 37

L-^^fJL^yi^^f,..,^^^.,^^
;.3.5 \xdx] x \ 5 i.2 5 i.a. î )
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Les seconds membres de ces égalités peuvent encore être écrits

/ 3~i \
^-3^7^

^\, (i=i)̂  ^I)^3)J^"le ̂ ^^ , (5-•^y(5-2)I.2J?

.r 7 - ^ , (7^) (7-3) ^ f7^ i ) f 7 . ^3 ) f7~5) ^ 1
L 7 ~ ï (7-^(7-2) i .2~'(7- i } (7-^)(7--3) i .2.3_p

nous reconnaissons les valeurs deji répondant aux valeurs de 3, 5, 7,
attribuées à n. Il s'agit de montrer que la formule (3) est vraie pour
toutes les valeurs impaires de n : nous avons

[ "TL1 -I
n — i , (n— î] (n — 3 ) . . . 2 x 2 |r, == ̂  i — ——— x — ... ± —————L————/———— .--.——————— \ ,J n—i , . . n-\'î n—î\ |^^i)(^_^)... ̂ _ 1.3.3^-^J

et, si la formule (3) est exacte pour la valeur de n considérée, nous
aurons, en désignant la valeur du développement par U^ i,

~~a
/r.-.l

(ï£) 2 S=^=(-')'T1-3.5(»-^-B•

Quant au terme général de ce développement, nous pouvons l'écrire
sous la forme

TO— 1

( — i ) 2 [ï.3.5.. .(/i—a)]^^^^-"^

avec
fi ^ f« i ̂  (̂ LZ î̂ Lr̂  _-J__.

/; ^ y ( n — i ) { n — 2 ) . . . [ n — p ) '" i . 2 . 3 . . ./?* <

Le terme général de
n4-l

/ i d \ 2 ^ ,-. — ou de IT/^i ?
\.ï- ùf^/ ^ ^——

c'est-à-dire celui qui en ^ p avant lui, contiendra a? à la puissance
-- n + p — 2, et s'obtiendra comme il suit.
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Considérons l'ensemble de deux termes consécutifs de U^.i, savoir:
3-

(^^[l.S.S.. . (7Z-2)] (SV-^"-^-1 -1-B^-^).

Prenons la dérivée par rapport à oc et divisons le résultat par x^
nous trouverons pour le coefficient du terme général, ou de celui qui
en a/? avant lui,

(_I)!T:-'[^.3.5...(^^-2)]^[-B^,4-(^~•p)B^,

et remplaçant Bp_^ et Bp par leurs valeurs

(-^-^.^..^[^^^^^^
(n— ï) (n—3).. ̂ n^P^^J^^I)) __L _1.

"T" (^— ï )7/̂ "2)̂  ) (^—^) 1 . 2 . . - P \

La quantité entre parenthèses se réduit à

(n—î){n— 3). . . (^—2/?+ 3) / n — a p -4" ï \ _ „ _ î.__.,
^—i}(^—2)...(^—3p4-TT \ " P / ï . 2 . 3 . . .(p-~x)

f^—l) (/î—3)...(7l—2/3'-l-3) 1

"""" [n—ï) (îz—2)...(/î—p-ha) i,2.3...p

^(M-4-ï)f7î—ï).. .(n—ap -}-3) __ï
"~" n{n^i)~(n~^i)... n—p-^rï 1 , 2 , 3 . .p1

le terme général de U^i sera donc de la forme
a

(-I).(-.)^[I.3.5...(n-.n^ire+I).(".-I)••.•(/^-2^3) ' -,v ' • ' L " {n +i) ^ ( ^ — i ) . . . n—p •+•% i.2.3...p

qui se déduit de U^_i par le changement de n en n+ 2. L^égalité ( 3)
"~2~

est donc vraie pour toutes les valeurs impaires de n^ puisqu'elle a été
vérifiée pour les valeurs 3, 5, 7. ' * <

La formule qui donne 73 s'établirait absolument de la même ma-
nière.

Nous allons actuellement former la valeur de y\ en nous appuyant
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sur la relation (3) qui vient d'être démontrée; mais nous simplifierons
considérablement les calculs au moyen de la remarque suivante :

Si, dansFexpression ̂  nous faisons a?2 = t, il vient

e^ e^x """'^ï
et, différentiantpar rapport à t,

d e^ dx _ d e^
dx x dt dt J^ r

Puisque, en vertu de la relation x^ ==• ^, on a

dx _ ï
dt -2 x

il vient
ï cl ex d e^l1

x dx x dt J(

Différentiant une seconde fois par rapporta t, nous avons

d î d e" dx d2 e\17

dx x dx x dt ' df 1/7 ?

remplaçant — par sa valeur, on arrive, en employant la notation ci-
dessus, à la relation

(L -^LV e! - ^ dî e^\x dx) x ~" ' 572 j j

et, en continuant ainsi,

'l AV ^l— •$ f / 3 ev/7
^x d x ) x ' dt3 J] ?

n— i n — î^ ^ •-^-^ ̂  ̂  ̂ ^ ̂

l^ û'^'/ x '" tî.'zj1 4/7/ dt ^ y t
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Cette transformation établie, écrivons le développement de

f — ̂  + 14- --1-- ̂  4- ———, t + ————, ̂  + . . .
-1- 1.2 1.2.3 1.2.0.4

_^_ 1 ^-1 _^ _______î______,. ̂  ̂  _ ^
1 .2 .3 . . .2J9 1.2.3. . , ( 2 p + T )

t

et prenons les dérivées de Fordre n-^1- de chacun des termes t \ ^.
La dérivée du premier est

( ^\ ( s\ / ^ ( n \î ril̂  ^
1 . 2 . 3 . . . ' 2 p

n

_ _ ( 2 / ? — ï ) ( 2 / ? — 3 ) . . . ( 2 / ? —^+-^) /_^2

_ ._^^_^^....,__. .

2 "

Si nous faisons successivement

^ n—i n +i /ï -}- 3
^=0,1,2, 3,...——^-, -^-5 __^-,...,

nous trouverons
M

, ——1 i .3.5. . . (7Z---2) r""2pour p= o, (-i) â ————^———^ ^^,
2, lî

/ 1-1 iX i .3.5...(n—4)^^^pour ^ = î , - ( -1 ) 2 ————^ -^.L—A^ ̂ ^^,
2 â

n

. 1—! I - 3 X I . 3 . . .(n— 6) ^ '~2
. pourp =2, (~i) ^ —.-,^^^^.^

2 8

. , , ^ 1 ^ .3 .5XI .3 . . . (7 ï—8)^~^pour p = = 3 , — ( — ï ) 2 ———————.—1-___/__^,F ' ' / i.2.3.4.5.6 n—!
' 2 2
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Douro-""1, (»-a) (^-4). . .3.i F2

pour y?--^-, . ,.2.3.4...^-i) "EET
2 2

ra-H > re ( ra—a) (n—4)...3 (î

pou^=-^-, -T7,.3.4...(^i) -IET
2 2

i.
7i4-3 ( / i -h2)n fn—2) . . .5 t1

^WP=-^^ x...3...(.4-3)-^l'

La dérivée de l'ordre ^ ^"I du terme ^p est
2

p(p-î](p-^).,^p-n^+îJ ^n^

1 . 2 . 3 . . . 2 ? ~hl

= '̂P ( a/j ~ a ) ( a 7? ~^4^j^..^ ( a p—n^ 3 ) /-^r1

I .2.3. . . (2jr?+l)

et si l^on fait successivement
- n — 3/?==o, i, a, 3. . . ——5

-2

l'expression s'annulera, et nous n'aurons de termes à considérer qu'à
partir dej??== ——•

n — i ( n — i ) (n—.3). . .2pour p == ———? on a ———~———/—— l°y
rfi l > * . 2 * ô » * . 7Z

n+î ( n - + - î } ( î z — x ) . . - 4pour,p=== ———5 on a —————7—-—— fy
* ' 2 I .2.^. . .(^ 4-2)

^4-3 (^4-3)(7î4"i) ( n — ï ) . ..6 ,,pour p =^ ——— 5 on a "———-——/-/-——,-—— t\I * 2 1 . 2 . 3 . . . (W4-4)

Gela posé, il est facile de former la valeur dej^en nous reportant à
nnales de F École Normale» a® Série» Tomo III* 9
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la formule (3) et en faisant ^=^2 ; on obtient, après une réduction
facile,

^ _ i x'1 i x^ \ î Xe î '
r1—1— ^—2 's''4' (7^^T)7^:::::4) 'a2 rTa"""" ̂ ^^^^_"^^^ ^ ^-^3

,_ __ Ï - ' ^n~~•l I „
— ̂ ^Y^-zr^^ -̂ i ̂ '̂̂ "=7

_____ î _____ ^n+l ___î___
^(TT^^^y—s^F^^ •

' ' * 2
7? — 1

(—i)'"2"' 7z^ r î ^2 __î __ ^ î
(î .3 .5' . . . n}2 |_ n 4- r 2 (^+i) (TZ + a) a2 î .2

________I ^K'6 1 ~|
+ ("^+1) (/î^y^^z^S) 'S3 TTïTd "'""< * j '

La première partie du deuxième membre de Fégalité ci-dessus est Y< ;
la seconde est Yg multiplié par un coefficient que nous avons déjà ren-
contré plus haut et que nous avons désigné par A. Il vient par consé-
quent

^^Y,4-AY3
et de même

7^Y—AYa,

ce qui est conforme a-ux résultats trouvés plus haut.
Nous venons de considérer le cas où n est un nombre impair positif ;

s'il était impair négatif, on partirait des valeurs dejg etdey^ que l'on
établirait facilement, comme il a été fait ci-dessus. Ces valeurs sont

—L!i±12 (w-i- i )
y-__(- l ) î______ fï d\ -^———^

"' I,3.~5...(-7l-2) \xJx] ~X'

-L"±l! (a-l-l)

^__(_~'). î (1. d\——e-'
• * î.ï.5...\—n---i]\xdxj ~sc'

formules dans lesquelles n doit être remplacé par un nombre impair
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négatif, et l'on arriverait aux relations

^^Ys-hAY,,

^==Y3-AY,,

ce qui- est également conforme aux résultats trouvés plus haut.

De V équation de RiccatL

L'équation de Riccati est, comme on sait, de la forme

â-^2^-';
en posant

1 rfr
Z == - —— ?y dt

elle se transforme en

(5) ^-^-2. ^

Si nous faisons actuellement'
i

a =z= — et ^ ="= nf1')ï n

nous aurons
dy9 __ dy dx _dy j^'1

dt dx dt 3o7

^r^^r^^f^A^^2.
^^ û?^2 Vî / dx

*
Dès lors Inéquation (5) devient, après une réduction facile,

rf\y n— ï dy
dx'1 x Idx </ "

Elle admet les solutions y^ 72, exprimables en fonctions algébriques
et exponentielles dans le cas où n est un nombre impair positif, et les
solutions^ etj4 quand n est un nombre impair négatif.

9-
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Dès lors l'équation (5) admettra les solutions
<1 r ?-1 «-4- (î-^^î-^l— ^

r.=^ L1"^^ îTF1'^^-1)
___fg-i) f3<7-i)(5<?-i) ^ ^ 1

ç(?-i)2g(2<if- i)(3î)(3î-i) J

."r (a-r) (^-i)(3ç-i) 1
y-. lI+^+î(^)(-.ç^^

expressions qui sont terminées quand q est de la forme ^^? < étant
supposé entier positif. Elle admettra les solutions

-•M'-^^œ^) --•]•
-^'h^^ro^^^.)^'-']-

lesquelles seront également des expressions terminées si q == — ̂ :̂ '
Telles sont les formules données par M. Cayley dans le Philosophical
Magazine de novembre 1868.

Quant à l'intégrale de l'équation de Riccati, on l'obtient facilement;
elle est en effet

<fyi. ,d^ ^ r< ,p^
^Tt^0 Jt^Tt^^W
"~ ^ -j. c/^ """" j, 4-. C^z

expression qui ne renferme qu'une seule constante arbitraire.


