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L’ESPACE

DONT

CHAQUE ELEMENT EST UNE COURBE
NEST QUUN SEMI-ESPACE DE BANACH

Par M. Maurice FRECHET.

PREMIERE PARTIE.

DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES.

Introduction.

La combinaison, réalisée a peu prés simultanément et indépendamment, par
Stephan Banach, Norbert Wiener et Hans Hahn (*), de la notion d’espace
vectoriel abstrait, introduite par Grassmann et de celle d’espace distancié, qui
nous est due, a rendu de grands services. Elle a fourni un cadre commun aux
théories de nombreux espaces (géométriques, fonctionnels, etc. ) trésimportants.

Tout espace ayant la puissance du continu peut étre considéré comme un
espace de Banach. Il suffit d’établir une correspondance biunivoque entre I’espace
considéré et 'espace de la géométrie élémentaire — qui est un espace de
Banach — et de définir dans 'espace considéré la somme, la norme, le produit
par scalaire et I’élément neutre, au moyen de cette correspondance. Mais il est
clair qu'une telle correspondance peut conduire a des résultats contraires a notre

(1) Mais c’est Banach qui en a édifié la théorie.
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intuition. Par exemple, quand les éléments de I'espace sont des courbes, il
pourra arriver qu'une courbe soit trés éloignée de I’élément neutre, alors que
sa norme est trés petite.

On est donc conduit 4 ne présenter un espace important comme un espace de
Banach que si I'on peut y définir de facon raisonnable, en accord avec la nature
de cet espace, la somme, la norme, I’élément neutre et le produit par scalaire.

Cette nécessité, vite reconnue, sinon explicitement, du moins implicitement,
a amené a considérer que certains espaces mathématiquement importants ne
devaient pas étre considérés comme espaces de Banach.

L’idée se présentait alors de tourner la difficulté, en considérant ces espaces
réfractaires comme des espaces de Banach généralisés, ¢’est-a-dire de ne plus les
astreindre a tous les axiomes et a toutes les définitions qui sont a la base des
espaces de Banach.

UNE PREMIERE CATEGORIE. — Nous avons pu formuler une premiére telle généra-
lisation pour des espaces ou 'on était amené & distinguer la distanee de deux
points et la longueur du vecteur qui les jornt. Nous avons ainsi défini les espaces
« topologiquement affines » et nous en avons étudié la théorie (*), dont depuis,
d’autres auteurs ont donné des applications importantes.

Dans I'espace de Banach, on représente par || £ || la norme de & et 'on définit
la « distance » (%, &,) de deux éléments Z, &, par I'égalité classique

(& e) =lle+(—1).Lll

Dans les espaces « topologiquement affines », on ne maintient plus cette
égalité. Les propriétés des espaces vectoriels et celles des espaces distanciés
continuent a y coexister, mais a peu prés indépendamment.

UNE GENERALISATION DANS UNE AUTRE DIRECTION. — Nous avons récemment montré (*)
que l'espace dont chaque élément est une courbe ne peut étre considéreé
comme un espace de Banach, au moins quand on précise la nature de cet espace
et quand on y définit de facon naturelle le produit par scalaire, la norme et
I’élément neutre.

Ceci nous a amené a nous demander si ’'on ne pourrait imaginer une autre
généralisation de I'espace de Banach (d’ailleurs dans une direction tout a fait
différente de notre premiére généralisation) et qui permettrait de considérer
I'espace des courbes comme un sermi-espace de Banach.

(2) Les espaces abstraits topologiquement affines (Acta Math., L. 43, 1925, p. 25-52).

(3) L’espace des courbes n'est pas un espace de Banach (C. R. Acad. Sc., t. 230, 1960, p. 2787-
2790). Note développée dans un article sous le méme Llitre (dans la langue internationale
Esperanto) dans J. Math. pures et appl., t. 40, 1961, p. 197.

Voir aussi : Simplification d’une démonstration donnée dans une Note précédente (C. R. Acad.
Sc., t. 251, 1960, p. 9).
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C’est qu’en effet, I'espace des courbes est un espace d'une importance extréme
en mathématiques pures ou appliquées et que si l'on devait renoncer pour lui, a
faire un usage quelconque de la théorie des espaces de Banach, le champ d’appli-
cation de cette théorie se trouverait rencontrer une limitation majeure.

Nous allons voir que notre seconde généralisation consiste a ne plus conserver
tous les axiomes a la base de I'espace de Banach. Et, plus précisément, ce sont
seulement :

I'axiome

CE+L)FL=E+(E+5D) »
et 'axiome
«g+E=f-+Z, entraine £, =2y »
auxquels on aura a renoncer. On les remplacera par deux conséquences plus
faibles (p. 253) de ces deux axiomes.

Question a étudier. — 1° Il serait intéressant de voir s’il existe d’autres espaces
importants qui sont dans le méme cas que I'espace des courbes.

2° §'il en est ainsi, il y aurait lieu de chercher quelles sont, en dehors des
axiomes, les propriétés des espaces de Banach qui se conservent pour les semi-
espaces de Banach.

Le nouveau probléme.

RappeL. — Dans notre travail cité plus haut (p. 242), I'espace considéré était
I'espace des courbes continues orientées; nous y avivns adopté des définitions
du produit par scalaire, de I'élément neutre et de lanorme qui semblent les plus
naturelles possibles. (C’est pourquoi nous reprendrons ici ces mémes défini-
tions.) Et nous avions prouvé qu'on ne peut d’aucune maniére y définir une
somme qui satisfasse a tous les axiomes de Banach.

Lk Nouveau proBLEME. — Au lieu de 'espace des courbes continues orientées,
on considére souvent aussi des espaces constitués chacun seulement d'une
famille & de courbes continues orientées : I'espace R des courbes rectifiables,
celui des courbes analytiques, celui des courbes unicursales, etc.

Pour toutes ces familles de courbes, les définitions que nous avions précé-
demment adoptées — et que nous rappellerons plus loin — semblent encore les
plus naturelles et nous les maintiendrons. Mais nous procéderons différemment
pour la somme. Au lieu de chercher s’il existe une définition de la somme qui
fasse de la famille & considérée un espace de Banach, nous poserons, a priort,
une définition de la somme qui parait naturelle. Nous savons déja que, associée
aux trois notions déja mentionnées, elle ne fait pas de la famille & un espace
de Banach. Nous verrons qu’elles n’en font qu'un sermi-espace de Banach (*).

(1) Bull. Sc¢. Math., 1961.

(2) Les deux parties du présent Mémoire développent respectivement deux Notes parues aux C. R.
Acad. Sc., t. 251, 1960, p. 1258 et 1702.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 3. 31
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Derinitions. — Nous appliquerons les définitions qui vontsuivre a une famille &
de courbes (supposées au moins continues et orientées).

1. Produit par scalaire. — Dans 'espace de la géométrie élémentaire, le
produit d’un point X par un nombre a est 'homothétique de X relativement a
une origine fixe, dans le rapport a.

Il est alors bien naturel d’appeler produit d'une courbe & de la famille F par le
nombre a et de représenter par a.Z, lhomothétique de t relativement 4 une
origine fixe, dans le rapport a. Mais il est souhaitable que cette opération ne fasse
pas sortir de & (ce qui est un des axiomes de Banach, numéroté 6°, plus loin).
Nous astreindrons donc la famille & 4 la condition suivante :

Condition B. — Toute homothétique d'une courbe de F (ou au moins toute
homothétique relativement 4 une origine fixe) appartient a la famille F.

(Cest une condition qui est remplie par les familles les plus importantes de
courbes, en particulier par celles citées plus haut, p. 245.)

2. Elément neutre. — Quand a = o, le produit a.Z se réduit a un point : le
centre fixe d’homothétie. Or, si nous choisissons des définitions naturelles,
nous souhaitons, en outre, qu’elles satisfassent aux axiomes ou a des axiomes
de Banach. Dans un espace de Banach, le produit 0. n’est autre que I'élément
neutre 0.

Nous sommes donc conduit :

1° a prendre pour élément neutre de & une courbe réduite a un point, soitle
point 0;

2 & prendre 0 pour centre d’homothétie dans la définition ci-dessus du produit
par scalaire.

Condition A. — La convention 1° implique la condition que la famille F
contienne au moins une courbe réduite a un point.

3. Norme. — Dans un espace de Banach, pour qu'un élément ait une norme
nulle, il faut et il suffit qu’il se réduise a I'élément neutre 6. Or, pour qu'une
courbe se réduise 4 un point 0, il faut et il suffit que le maximum de la distance
de 0 a un point de la courbe soit nul. Il sera done naturel d’appeler norme d'une
courbe £ de 5, le maximum de la distance de O @ un point de &.

4. Somme. — Dans l'espace euclidien, la somme de deux points X, Y est
Iextrémité £ de la résultante des vecteurs qui joignent I'origine aux points X
et Y.

Dans le cas actuel, on pourrait procéder de méme. Etablissons une correspon-
dance C entre les points M de la courbe & et les points M, de la courbe &,, on
appellerait somme de £ et &, la courbe décrite, quand M parcourt &, par I'extré-

mité P, de la résultante 0P des vecteurs OM, OM,. On reconnaitra que cette défi-

1
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nition de la somme est la généralisation la plus naturelle et la plus immédiate
de la somme géométrique classique.

Toutefois, prise au pied de la lettre, elle présente un gros inconvénient, ¢’est
qu’elle dépend de la correspondance adoptée et qu’ainsi il peut yavoir plusieurs
sommes & -+ Z,. Pour assurer I'imicité de la somme, I'idée vient alors de choisir,
parmi les correspondances ponctuelles, possibles entre deux courbes, une
correspondance particuliére, déterminée par la donnée des deux courbes. Or,
de méme que la somme X + Y est solidaire du systéme X, Y, 0, de méme il est
naturel de supposer que la somme des courbes &, &, est solidaire du systéme Z,
%1, 0 supposé rigide.

Ainsi, précisément, il y a une condition naturelle a remplir pour le choix
de cette correspondance particuliére.

Dans I'espace de la géométrie élémentaire, le mode de détermination de la
somme des points X et Y est indépendant de la situation dans cet espace du
systéme considéré comme rigide formé par X, Y et I'origine.

Dans une généralisation naturelle de cette somme, sil’on effectue un dépla-
cement de I’ensemble, considéré comme rigide, des deux courbes &, &, et de
I’élément neutre 0, la somme de Z et de Z, devrait étre entrainée par le méme
déplacement. Le choix de la correspondance ponctuelle entre £ et &, sera donc
assujetti a impliquer la réalisation de cette condition.

Parmi les choix de cette espéce, nous étudierons le suivant. Nous donnerons
plus loin (p. 255 et 262, 270) des exemples de représentations paramétriques
« intrinséques » des courbes continues orientées, ou de certaines familles F
de ces courbes. C'est-a-dire que, pour chaque courbe continue, orientée, on
peut faire correspondre a chaque point M (et a son rang dans le sens de
parcours adopté sur la courbe) une valeur numérique d'un paramétre variant
de o a 1 et qui ne dépend que de la forme de la courbe, indépendamment de
sa position dans 'espace C. On suppose, bien entendu, que le point M est une
fonction continue de ¢ et que quand ¢ croit, M varie dans le sens adopté sur
la courbe.

Choisissons une telle paramétrisation intrinséque.

Nous définirons une somme S, de deux courbes &, £, de la famille & consi-
dérée, comme la courbe décrite, quand ¢ croit de o a 1, par I'extrémité P de la

résultante OP des deux vecteurs OM et OM, qui joignent le point § (I'élément neutre)
a deux points M de &, M, de &,, qui correspondent a la méme valeur t du paramétre
défini dans la paramétrisation intrinséque p.

Il n’est pas nécessaire (et il pourra ne pas arriver) que dans la paramétri-
sation intrinséque p, le paramétre ¢’ correspondant a P de S, soit égal a 7.

Condition C. — Par contre, afin de réaliser 'axiome de Banach numéroté plus
loin 1°, on astreindra la paramétrisation p a la condition que toute somme S,
appartienne aussi a la famille &.
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Condition D. — Enfin, pour pouvoir établir les axiomes de Banach numérotés
plus loin g° et 10°, nous astreindrons aussi p a la condition que, en passant de &
aa.t, les points M de £ et M’ de a.% homothétique de M, correspondent a la
méme valeur du paramétre dans la paramétrisation intrinséque p.

Remarque. — On pourrait étre tenté de penser que si pour les courbes £, &,,
{=E&+E£, onadmet les représentations vectorielles intrinséques

. — N — > —>
OM = f(¢), oM, = fi(¢), 0P = f(2) + fi(2),

on n’a pas défini une somme de deux courbes mais une somme vectorielle de
deux fonctions.

Pour écarter cette interprétation, il suffit d’observer que si ¢, = o(¢) est une
fonction continue croissante de ¢ variant de o a 1 quand ¢ varie de o 4 1, par
exemple o(2) =¢*, la méme définition de la somme ferait correspondre a &, &,
les fonctions vectorielles

M=7() =70, TP =70 (),

On n’aurait plus les mémes fonctions, mais on aurait la méme courbe, somme
des deux mémes courbes.

Nous donnerons dans la seconde partie, des exemples de couples p, F satis-
faisant aux conditions A, B, C et D.

5. Distance. — L’espace (p. ) est un espace distancé (dit aussi métrique)
quand on y définit la distance (%, &,) de deux courbes de F par la relation
classique

(1) E &) =[[E+(—1).L]

Cette définition parait faire dépendre la distance de % et £, du choix de I'élément
neutre 6 — qui intervient dans la détermination de (—1). %, et dans celle de la
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norme. (Notons que, d’aprés la condition A, & contient une courbe réduite a
un point, pris pour 0.)

En réalité, soient M, M, deux points de £, £, se correspondant dans la corres-
pondance intrinséque p entre £ et £,. La courbe &= (—1). £, symétrique de &,,
par rapport a 0 appartient aussi a la famille &, d’aprés la condition B, et le
symétrique M” de M, par rapport 4 6 est un point de £ qui correspond a M,
d’apreés la condition D, dans la correspondance intrinséque entre £ et £”. L’extré-
mité P du vecteur 0P" = M -+ 6M”, sera donc un point de £ + (—1).£,. Or, on
voit sur la figure 1, que P'M est équipollent a M0, donc a OM,, que, par suite, les
longueurs OP" et M, M sont égales. Dés lors, la norme de £ 4 (—1).£, étant

égale a la plus grande des distances, OP” sera aussi égale a la plus grande des
distance M, M.

Finalement, on voit que: la « distance » entre £ et £,, soit (%, £,), doit étre
égale a la plus grande des distances MM,, de deux points M de £, M, de £, qui se
correspondent dans la correspondance intrinséque p entre £ et &,.

Cette définition satisfait aux conditions classiques imposées a la distance.

On a, en effet, évidemment

Fig. o.

Pour que (&, £,) =0, c’est-a-dire pour que le maximum des distances MM,
soit nul, c’est-a-dire pour que chacune de ces distances soit nulle, il faut et il
suffit que les points de £, £, qui se correspondent dans la correspondance intrin-
séque p, entre £ et £, coincident, autrement dit que £ et £, soient identiques.

Si £, est une troisiéme courbe de &, on a

(2) (iv El) é(Ev E‘-’) _I"(El» 21),

car (&, £,) est égale ala distance de deux certains points MM, de £ et £, qui
correspondent a la méme valeur ¢ du paramétre intrinséque. Soit M, le point
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de £, qui correspond aussi a ¢. Alors M, correspondra aussi a M, dans la corres-
pondance intrinséque entre £, et £,. On aura donc

(57 zi)ZN[Mia (;7 a-’)éMM.’,

-

ELE)M M, et MM, MM,+ M,M,,

d’ou I'inégalité (2).

Remarque. — L’égalité (1) a servi a définir la distance & partir de la norme.
Inversement, comme il est clair géométriquement que

(—1).0=0, P (—1).0=¢+0=¢,

on voit que cette méme égalité peut servir, en prenant £, =10, a définir lanorme
a partir de la distance
(3) Zll=(, 0).

Les axiomes.

Tutorime. — Nous allons maintenant montrer que si une famille 5 de
courbes continues orientées admet une paramétrisation intrinséque p, vérifiant
les conditions A, B, C et D, et si 'on applique au couple (&, p), les définitions
précédentes du produit par scalaire, de I'élément neutre, de la norme et de la
somme, la plupart des axiomes de Banach (¢’est-a-dire tous, sauf peut-étre ceux
de la page 243, numérotés plus loin 3¢ et 4°) sont vérifiés et qu'on obtient ainsi
ce que nous avions primitivement appelé un semi-espace de Banach.

Nous prendrons ces axiomes tels qu’ils figurent aux pages 125-126 de notre

Ouvrage : Les espaces abstraits, chez Gauthier-Villars, Paris.
Soient £, £, £, trois courbes de & et a, b deux nombres réels quelconques.
Les axiomes suivants sont des conséquences évidentes : I, de nos définitions du
produit par scalaire, de I'élément neutre et de la norme; II, des conditions A,
B, CetD.

« 6°a.k existe et est un élément de F », en vertu de la condition B.
« 11°1.k=E.»
« 12°(ab).E=a.(b.E). »
« 13°||E||>0.»
« 14°||&]|=o0 équivaut & £ =10. »
« 15| aE [ =]al.E]. »
Notons que, de 'ensemble de 14° et 15°, résulte
(4) 0.E=8.

Les deux axiomes suivants paraissent évidemment vérifiés, mais nécessitent en
réalité une démonstration en regle.
« °azo, a.t=a.%, entraine £=2E&,.»
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A tout point M de £ correspond sur 6M, un point M’ tel que M’ = a.6M.
Ce point appartient 4 a.£, donc a a.£,; dés lors, M = @.ON, ou N est un point
de £, situé sur OM.

De a.OM = a.0N, ou a # o, résulte M = 0N, d’ou N=M.

De méme, un point de %, est identique a4 un point de £. Ainsi £=£§,. Et
puisque a.f et a.%, sont parcourus dans le méme sens, il en sera de méme
pour £ et £,.

« 8°8i££0,a.t=05b.% entraine a=0b.»

Pour tout point M de %, il y a un point P de a.%, tel que 6P = a.0M. Ce point
doit appartenir a.%, il ya donc un point M’ de £ tel que 0P =b.0M'. Ainsi

(5) a.OM = b.0M,
donc
(50is) | |OM =16 OM.

Il'y a au moins un point M de £ tel que 0M £ o, puisque £ £ 0. Donc si b=o,
a est aussi nul. De méme, si a = o, a est aussi nul. Done¢, ou bien a=0b=o,
ou bien a et b sont tous deux £ o. Alors, a la plus grande valeur de 6M corres-
pondra la plus grande valeur de 6M’ et, puisque M’ est sur £, 0M’' =Z0M, d’ou,
d’aprés (5), |a|=|b|. On prouverait de méme que |a|>|b|. Donc |a|=|b|.
Dés lors, ou bien @ =5, ou bien a =— b et d’aprés (5), on aurait

IM=—0M, dou r=-—

RANY

La courbe £ serait symétrique par rapport a . Mais la courbe — £ serait orientée
sur £ en sens contraire de £ et lui serait identique en tant que courbe orientée,
ce qui est impossible puisque £ =< 0. On ne peut donc avoir a = — b.

Finalement, on a bien dans tous les cas a =0b.

Restent les axiomes ou intervient la somme.

« 1°E+E, est un élément déterminé de F. »

C’est une conséquence de la condition C.

Les axiomes suivants sont des conséquences immédiates des définitions
adoptées

« 2°E+E=E+E»

« b1l existe un élément déterminé 0 de F tel que £ +0=EF. »

En utilisant la condition D, on établit aussi les axiomes

« 9 a.(b,+E)=a.t,+a.t,.»

« 10° (a+b).t=a.t+b.E. »

Passons a

« 16° [|E+E || Z[E A&l »
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Tout point P de la somme £, est extrémité de la résultante 6P des

vecteurs OM, OM,, ou les points M, M, de £, £, correspondent a la méme valeur
du paramétre intrinséque. On a donc

0P < OM —+ OM, < [[E || + [ & |l-

Dés lors le maximum || £ + £, | de 6P vérifiera 16°.

Ainsi, nous avons constaté que nos définitions vérifient (quand les conditions
A, B, C et D sont satisfaites), les axiomes suivants (pris dans leur ordre de véri-
fication): 6°, 11°, 12°, 13°, 14°, 15°, 7°, 8, 1°, 2°, 5°, 9°, 10°, 16°.

Restent donc seulement les axiomes 3° et 4°. Ceux-ci, d’ailleurs, ne sont pas
indépendants, comme nous allons le voir.

Remarque. — 1. Sil'axiome

3 (E+E)+E=E4+ (B
était vérifié, 'axiome '

«4E+E =EFE-+E, entrainef,=E»
serait aussi vérifié.

En effet, quand

£+ E«:5+ E.‘-’?
on a aussi

(6) (—0E+E+E)=(—1.L+(E+E),
d’ou, par (4) et par les axiomes 5°, 10°, 11°,

=04 =0E4+E=((—1) 1) EE=[(— 1)L+ LE] B =[(— 1) E+E] +En



L'ESPACE DONT CHAQUE ELEMENT EST UNE COURBE. 251
Et s1 3° est vérifié,
E=(—1. +(E+8&)
et, de méme,
L=(—1).L+(E+&).

Dés lors, de £ + £, = £ + £, on déduit £, =£,, ce qui démontre 4°.

II. Inversement, sipour une famille (&, p) déterminée assortie des définitions
précédentes de la norme, etc., les conditions A, B, C, D sont remplies et si
nous montrons que la condition 4° n’est pas vérifiée, il en résultera que cet
ensemble vérifie les axiomes de Banach, sauf les axiomes 3° et 4°.

III. La remarque suivante fait comprendre pourquoi I’égalité
«3(E+E)+hL=E+E+E)»
est pour 'espace (7, p) moins évidente qu’il ne parait.

On pourrait penser que chaque point de I'un ou I'autre des deux membres
de I'égalité est I'extrémité de la résultante de trois vecteurs issus de 0 et
aboutissant en trois points correspondants de £, £,, £, ce qui conduirait a
I'égalité exprimant 3°.

Mais nous avons déja observé (p. 245) que le paramétre ¢, commun a deux
points correspondants de £ et £, n’est pas nécessairement égal au paramétre <
du point de £+ %, correspondant a z. Pour obtenir (£+4%,)—+£,, il faudra
associer au point de 2 - £, correspondant & = un point de £, correspondant a <
qui ne sera pas, en général égal & . Non seulement, comme nous venons de
Iexpliquer, la condition 3° n’est pas évidemment réalisée, mais nous donnerons
dans la seconde partie de ce Mémoire, un contre-exemple pour lequel cette
condition n’est pas vérifiée.

Nouvelle définition des semi-espaces de Banach.

IntropUCTION. — Dans nos deux premiéres Notes (*) sur les semi-espaces
de Banach, nous avions appelé ainsi tout espace vérifiant les 16 axiomes
de Banach, sauf peut-étre les axiomes 3° et 4° et nous avons donné des
exemples d’espaces de courbes rentrant dans cette catégorie et ne vérifiant
ni 3°, ni 4°. Ainsi était prouvé que ces semi-espaces de Banach, s’ils compre-
naient les espaces de Banach, étaient plus généraux.

Mais, en cherchant 4 étendre certaines propriétés des espaces de Banach-aux
semi-espaces de Banach, nous nous sommes apercu que cette extension serait
trés difficile si I'on renoncait totalement aux axiomes 3° et 4°. Or, nous allons

(3) Lespace dont chaque élément est une courbe n'est qu'un semi-espace de Banach (C. R. Acad.
Sc., t. 281, 1960, p. 1258-1260); Exemples de semi-espaces de Banach (C. R. Acad. Sc., t. 251,
1960, p. 1702-1703).

Ann. Ee. Norm., (3), LXXVIIL, — Fasc. 3. 32
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voir que deux certaines propriétés des espaces de Banach, qui y sont des
conséquences de 3° et 4° : 1° subsistent pour les espaces de courbes étudiés
plus haut; 2° permettent I'extension de certaines autres propriétés des espaces
de Banach. Nous serons donc conduit 3 modifier, a restreindre, notre définition
primitive des semi-espaces de Banach, en imposant comme nouveaux axiomes
ces deux propriétés.

UNE PREMIERE PROPRIETE DES ESPACES DE BaNacH. — 1. Dans un tel espace, on a

a—a=1.a+(—1).a=[1+(—1)].a=o0.a=0.
Ainsi

(7) a=1"> implique «—b=120.
Réciproquement, si @ — b =0 =a — a et si 'axiome 4° est vérifié¢, on a
b=ua.
Quand les axiomes de Banahe sont vérifiés, sauf peut-étre 3° et 4°, 'impli-

cation (7) reste encore vérifiée, mais on ne peut maintenir le raisonnement
ci-dessus pour la réciproque.

II. Cependant cette réciproque subsiste pour le systéme X, composé d'une
famille & de courbes continues orientées, d’'une paramétrisation intrinséque
(p- 245), des définitions ci-dessus de la norme, de I’élément neutre, du produit
par scalaire et de la somme, quand on suppose que ce systéme vérifie les
conditions A, B, C, D des pages 244, 245 et 246. Alors, pour deux courbes %,
£, de &, dire que £+ (—1).%5, =0, c’est dire que, dans la figure 2, P" est en 0
et, puisque MM, = 0P”, que M, coincide avec M quel que soit M, c’est-a-dire

enfin, que £, =£.

LA peuxiME proPRIETE. — Reprenons d’abord a nouveau le cas d’un espace
de Banach. En vertu de la condition 3°, on a

®) C=9)+@—n=I+[—0+@—n]=Ii+[(—¢)+9) —n]=i+[0—n]=I—mn
Or, en vertu de la condition 16°, on a

(9) le+oll=lel+Iol
En combinant ces deux relations, on a donc

(10) lZ—allZ—9ell+lo—mnl. .
D’autre part, nous avons montré plus haut (p. 247), qu’en posant, en général

(G B) =[G —&]
pour le systéme de courbes, X, précédent, on avait

(1, B2) = (81, B) + (5, &)-
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Dés lors, larelation (10) est valable non seulement pour tout espace de Banach,
mais pour tout systéme X de courbes.

MODIFICATION DE LA DEFINITION DES SEMI-ESPACES DE Banacu. — En raison de ce qui
précéde, nous sommes amené a restreindre la définition des semi-espaces
de Banach.

A partir de maintenant, nous appellerons ainsi un systéme composé d'un
certain ensemble d’éléments associé a certaines définitions de la norme, de
I'élément neutre, du produit par scalaire et de la somme, qui vérifie les
axiomes de Banach, sauf peut-étre les axiomes 3°, 4° de la page 250, mais qui
vérifie les axiomes suivants :

4o bis. Si z—‘f;:O, ona :=—m;
6o (z—nl=li—ol+]g—ml.

(Il est clair qu'une des conséquences de 16°bis, obtenue en prenant ¢ =190,
est 'axiome 16°, qui, dés lors, devient surabondant.)

Nous avons montré plus haut que tout systéme X de la page 252 vérifie aussi
les axiomes 4°bis et 16°bis : un tel systéme reste donc un semi-espace de Banach
selon notre définition restreinte de ces espaces.

Dans la deuxiéme partie de cet article, nous donnerons des exemples de
systémes X qui ne vérifient ni 3°, ni 4°. Par conséquent, selon notre définition
restreinte des semi-espaces de Banach, comme dans notre définition primitive,
la famille des semi-espaces de Banach, non seulement comprend celle des
espaces de Banach, mais elle est plus générale.

Arrrication. — Nous réaliserons donc une véritable extension de certaines
propriétés des espaces de Banach, quand, dans un prochain article, nous
démontrerons qu’elles sont aussi vérifiées pour tout semi-espace de Banach
appelé ainsi dans notre définition restreinte. Dés maintenant, voici une
premiére extension.

Distance. — Il y a une propriété générale trés utile des semi-espaces
de Banach qu’il convient de souligner, avant de passer aux cas particuliers.

Grace a l'introduction des axiomes 4°bis et 16°bis, nous allons pouvoir
démontrer que tout semi-espace de Banach est un espace distancié (dit aussi
métrique). ‘

Nous partons de I'expression de la distance (u, ¢) de deux éléments d'un
espace de Banach

« 6° (u, )= |lu4(—1).¢|. »

Il y a trois propriétés de la distance (quand on continue 4 la définir ainsi
dans un semi-espace de Banach) qu’il faut établir a partir des axiomes propres
a ces semi-espaces.
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La troisieme, 'inégalité triangulaire

(1y ) Z (1ey W)+ (w0, 1)

résulte immédiatement de I'axiome 16°bis, en y tenant compte de 6°. Les
deux premiéres propriétés sont plus délicates a démontrer, car la démonstra-
tion exige d’avoir recours a un nombre bien plus grand d’axiomes qu’il ne
parait d’abord nécessaire.

PREMIERE PROPRIETE. — (u, ¢) = (¢, u)>>o0.
La distance étant égale 4 une norme est > o. On a donc d’abord
(¢, 4)>o0.
On a

(e, ) =||u+ (—1).e||=][1.(e+ (—1).0)]|
et

| =1l flu+ (== (=1.u+(—1).((—1).0)
d’aprés les axiomes 11° et 15°.
(—1).((—1).¢)=1.¢ d’aprés 12° et 1.v=y¢ d'aprés r1°.
Done
(, )= (—1)u+v||=]|¢+(—1) 0|
d’apres 2°. D’ou enfin,
(u, ¢) = (v, u).
SECONDE PROPRIETE. — (u, ¢) == 0 est équivalent & u =,
En effet, si u=y,
(g, v)=(u, u)=||u+ (—1).u||=|1.u+(—1).ul|=|o.u|,
d’aprés I'axiome 10°. Et d’aprés 15°, on a|o.u|=o.

Donc, si u=v, (u, v)=o.
Réciproquement, si (u, ¢)=o0, on a |[u+(—1).¢||=0 donc, d’aprés 14°,

tw—~+ (—1).0=0.
Et d’apres 4°bis, on en conclut u=v.

Avermissement. — Les définitions et les propositions précédentes pourraient
paraitre abstraites, trop générales et sans portée si nous nous arrétions la. Mais
nous allons montrer, dans la seconde partie, qu'elles prennent un sens concret
et de l'intérét en les appliquant a trois exemples particuliers, qui, bien
entendu, ne sont pas les seuls.
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DEUXIEME PARTIE.

TROIS CAS PARTICULIERS.

I. — L'espace des courbes rectifiables.

EXEMPLE PARTICULIEREMENT SIMPLE DE PARAMETRISATION INTRINSEQUE. — Prenons pour
famille &, 'ensemble des courbes rectifiables orientées. Une paramétrisation
intrinséque se présente immédiatement a I'esprit. C'est celle qui consiste a

. AN
prendre comme paramétre intrinséque d’un point M sur la courbe £ = AB, un
. N . N “ye Y] . N ‘e
nombre ¢ proportionnel a 'abscisse curviligne s = AM et variant de o & 1. Si L
— .
est la longueur de AM, on aura ainsi

(= 2.
L
Il est clair que ce paramétre ne varie pas si, considérant la courbe comme
solide, on la déplace de facon quelconque dans l'espace (ce qui justifie le
qualificatif d’intrinséque).

On voit immédiatement que cette paramétrisation vérifie les conditions A,
B et D des pages 244 et 246.

Démontrons qu’elle vérifie aussi la condition C, c'est-a-dire que la
somme £+ £, de deux courbes rectifiables orientées, quand elle correspond
a cette paramétrisation particuliére, est aussi une courbe rectifiable orientée.

o

PR
En appelant s =AM, s, = A, M,, les abscisses curvilignes de M et M,, sur £
et £,, on aura la correspondance considérée quand

La « somme » £+ £, est évidemment une courbe continue orientée. Elle est
aussi rectifiable. En effet, les vecteurs correspondants 6P, M, OM, sont des
fonctions vectorielles de ¢,

0P(2), OM(¢), OM,(z)
telles que o o o

OP() =0M(¢) + 0M, (¢).

En prenant arbitrairement
0:t1< t2<. el t,L:I,
on aura donc

P () P (4i4) = M (&) M(431) + My () My (4140),
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d) \
ou, pour les longueurs correspondantes,

n—1 n—1 n—1

EPmHNMQéZMmmumn+ZM¢mMMMy

i=1 i=1 i=1

On peut prendre % et le plus grand des (7., —¢;) assez petits pour que les

sommes du second membre soient respectivement inférieures a L+ wet L, + o,
ou ® est un nombre positif arbitrairement choisi. Le premier membre sera
inférieur & L+ L,+2w. En faisant tendre o vers zéro, on voit que la
courbe £+ %, est rectifiable, c¢’est-a-dire que la condition C est vérifiée. Kt
méme, nous voyons que la longueur L, de 2+ £, est au plus égale 4 L + L,.

Ainsi, les conditions A, B, C, D sont vérifiées dans le cas actuel. D’ou le
théoréme qui va suivre.

L'espace ®R. — Quand dans I'espace des courbes rectifiables orientées, on
adopte nos définitions précédentes (d'une paramétrisation intrinséque, du
produit par scalaire, de I’élément neutre, de la norme et de la somme), on
obtient un espace que nous appellerons Uespace R. Appliquons-lui le théoréme
de la page 243.

Tutorime. — 1. L'espace R est un semi-espace de Banach, c'est-d-dire un
espace ou sont vérifiés les axiomes de Banach et aussi les axiomes 4°bis et 16° bis
de la page 243, sauf peut-étre les axiomes 3°, 4° de la page »250.

II. Nous donnerons page 257, un contre-exemple pour lequel 3° n’est pas
vérifié, de sorte que I'espace ] du présent théoréme n’est pas un espace de
Banach.

HI. Et, méme, nous donnerons (p. 249) un second contre-exemple prouvant
que lespace R ne vérifie ni l'axiome 3°, ni l'axiome 4°.

Exempres p’une somme. — 1. Dans l'espace R, la somme S de deux vecteurs
E:XE, = A, B,, est aussi un vecteur S = CD.

En effet, soient P, P, deux points de &, £, tels que

AP AP,
AB T A,B,

= .

On aura

L’extrémité Q de la résultante 0Q de OP et OP, sera un point de S=£+-%,.
On aura

ou
(r1) 0Q=0C -+ (0 -—Wj);
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S est le lieu de Q quand ¢ croit de o a 1. D’apres la formule (11), S est done le
vecteur CD ot OC est la résultante de 0A et 0A,, et 6D est la résultante de 6B
et Wl.

Cet exemple nous sera utile maintenant et plus loin (p. 258).

II. Dans I'espace R, la somme de deux lignes polygonales est ausst une ligne
5 S 8
polygonale. SiZ et %, sont deux lignes polygonales, si M, M, sont deux points
correspondant dans la correspondance intrinséque entre £ et £,, ils corres-
s 1

pondent & une méme valeur du paramétre intrinséque ¢ = ; =
L TL

Rangeons par ordre croissant les valeurs
o= U< L< <=1

de ce paramétre correspondant, soit 4 une des extrémités de £ ou de Z,, soit a
un sommet de £ ou de £,.

Quand ¢ décrit un des intervalles ¢, t.,, M et M, se déplacent sur deux
vecteurs V, V, appartenant respectivement a £ et a %, et ils sont en corres-
pondance intrinséque entre V et V, comme entre £ et £,. Dés lors, I'extrémité P
de la résultante OP de OM et 0M, va, d’aprés le paragraphe I précédent, décrire
un vecteur W. .

Ainsi, dans 'espace R, la somme £ +- £, est aussi une ligne polygonale dont
les cotés successifs sont les vecteurs W qui correspondent aux intervalles
successifs (#;, 2;,41).

II. Dans 'espace R, la somme £+ £, de deux courbes planes, situées dans
le méme plan P ou dans deux plans paralléles Q et R, est une courbe plane

respectivement située dans P ou dans un plan paralléle a Q et R. La démonstra-
tion est évidente.

UN CONTRE-EXEMPLE CONCERNANT L’AXIOME 3°. — Dans le méme espace R, des
courbes rectifiables avec les mémes définitions (données p. 244 a 245) de la
somme, etc.; nous savons que les axiomes 1° a4 16° de Banach sont vérifiés, sauf
peut-étre 3° et 4°. Nous allons donner dans I'espace (R ainsi défini, un contre-
exemple ne vérifiant pas 3¢, ce qui suffirait a prouver que cet espace n’est pas
un espace de Banach si on ne le savait déja, mais ce qui est plus précis.

Nous voulons montrer qu’on n’a pas nécessairement

o

« 3° <E+ 51)"" E2:E+(Zi+ §2)- »

A cet effet, prenons le cas particulier ou £, =(—1).£,.

Nous avons déja vu plus haut qu’on a alors

Gt L=10
et, par suite, que d’aprés 5°,

E+(G+E)=t+ 0=
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Dans ce cas, si 3° était vérifié, on aurait

(12) (E+2) +o=EL

ous allons alors prendre, pour &1y igu ue nous utilisée
N 1l lors dre £ et £, la figure ous avons util
ailleurs (°) pour un autre but, mais nous la généraliserons, en ne fixant pas
d’avance les valeurs des longueurs qui y interviennent.
Considérons donc un rectangle ABDC, de cotés AB=a, AC=2>. Puis prenons
o]
pour élément neutre un point 0 situé sur le prolongement de AB vers B, a une

distance c=B0 de B ("). Nous prendrons pour £, le vecteur AB et pour £ 'angle

-~

]
1
\
[}
1
1
|
]
l
/ | E
;o
;o
L !
A |
/’ !
;o
‘I— ————— i—--- ‘gL > - —— —————§3 ————— Y
A s A c’ B 8 B, C, A,
Fig. 4.

orienté ACD (fig. 4). Ce sont bien deux courbes rectifiables.
Dans la correspondance p intrinséque entre £ et &,, le point C correspond a
un point ¢’ de AB, tel que

ACT AC
AB — AC—+CD’
d’ou
. ab N
Ac_a—i—b’ (‘B_m

Or, on voit facilement que si deux points de £ et &, se correspondent dans la

correspondance intrinséque entre C'B et CD, ils se correspondent dans la

correspondance intrinséque entre £ et &,. Donc £"=%-+4£%, comprend la

«somme » de C'B et CD, qui, nous 'avons vu (p. 256), est un vecteur C'D". De
méme, elle comprend la somme de AC’ et AC qui est un vecteur A”C’. Finale-

) Lespace des courbes n’est pas un espace de Banach(C. R. Acad. Sc., t. 250, 1960, p. 2787-2790).
) Dans notre Note, citée page 242, nous avions prisa =14, 6 =8, c=1.

(G
(7
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r

ment, &" est 'angle orienté A”C’D". On a 0A"=0A +0A, c’est-a-dire que A"
est sur le prolongement de 0A vers A, avec 0A"=120A =2(a+c¢). De méme,
0C"=0C4-0C', C” est donc sur le prolongement de DG vers C, a une distance
de C égale a

«?
00 =c¢c+ ——.
G L+a—|—b

Enfin, 6D"=0B + 0D, D" est donc sur CD 4 une distance de D égale aBl=c.
Nous avons maintenant 4 former la « somme »

P, = NCD +AB, on  AB,—i—(—1).5.

Ce sera, comme précédemment, un angle orienté ayg qui, d’aprés (12), devrait
étre identique a I'angle orienté 2 = ACD. En particulier, y devrait étre iden-
tique a C. Nous allons montrer qu’il n’en est pas ainsi.

O_Y est la résultante de 0C" et de 0C,, ou C, partage A,B, dans le méme
rapport que C” partage la longueur de £". Calculons ce rapport.
Soit ¢ la projection de C” sur le prolongement de AB. On a
proj P 18

A”&:A/’A—C”C:AO—C”C_—_a—|—c—<c+ @ )— ab

a+b)  a+b
d’ou
N s/ @b __b N e
A"C'=\/A"o*+ AC _\/ CESAE +b2_‘u+b @+ (a—+ b)2
Et
TV — (I Y DD — 2 _— ,_“(2”’4“/').
G = GG+ OD — D= (o + a+b>+u o= l)
Or
Bch‘— c'D"
A2B2 —AC Cr/D//’
G3) B,C,— @(2a+0)

T byat (av byt a(2a+b)
D’autre part,
O—-Y: e_Ci—l- 662.

Donc y est sur CD, a une distance de C” égale 4

0Cy=c + B,C..
Ainsi
C'y=c+ B,C..

Mais si y coincidait avec C, on devrait avoir

2

C‘{:C C:C—{—a—{-b’

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 3. 33
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d’ou
a?

14 B,Co—= ——.
(4) T a+0b

En comparant les deux valeurs (13) et (14) obtenues pour B,C,, on voit bien
qu’elles sont, en général, distinctes et que, par suite, notre contre-exemple ne
vérifie pas 3°.

En fait, les deux valeurs de B,C, sont méme toujours distinctes; sinon on
aurait

2

a* @ (2a+ D)
= )
a+b b\ (a+ b)Y+ a(2a—+b)

d’ou
b(2a+b)=0b\a*+ (a—+ b)* ou (2a¢+ b)Y =a*+ (a—+ b)?
ou2a(a—+b)=o, ce qui n’a pas lieu.
De sorte que notre exemple ne vérifie méme 3° pour aucun systéme de valeurs
positives de a, b, c.

Remarque. — En utilisant notre remarque II de la page de la premiére
partie, nous allons pouvoir donner une démonstration indirecte du résultat
précédent. Nous aurions donc pu nous dispenser du contre-exemple précédent.
Mais, comme il nous semble important de montrer que I'espace R des courbes
rectifiables (assorti des définitions précédentes de la norme, etc.) — qui, nous
le savons déja, n’est pas un espace de Banach —, ne vérifie pas 3°, il nous a
paru qu'il ne serait pas inutile d’en donner deux preuves essentiellement
différentes.

Fig. 5.

CONTRE-EXEMPLE CONCERNANT L’AXIOME 4°. — Prenons pour £, et £, les angles

. , T T , o s .
orientés A, N,B, et A;N,B, formés avec les cotés d’un rectangle A,N,B,N, de
longueurs 4 et 8. Prenons pour I'élément neutre 0, le centre de ce rectangle.
Enfin, prenons pour £ le vecteur AB obtenu en prolongeant N,N, de deux
longueurs égales a N, N,, 'une N, A, I'autre N, B. ‘

Il y aura proportionnalité des abscisses curvilignes sur £ et £, entre N, de £
et N, de &, et sur £ et £, entre N, de £ et N, de £,. De sorte que dans la corres-
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pondance intrinséque entre £ et £,, A, N, et B de £ correspondent a A,, N, et B,
de £,. La somme £ + £, des lignes polygonales £ et £, est donc (p. 260) la ligne

S . —_—
polygonale A’6B’, ¢’est-a-dire le vecteur A’B’ si 'on pose

0A+0A,=0A", OB+ 0B,=0B,
avec
ON,+ ON,=00.

— T~ I
Un raisonnement analogue montrera que 2+ £,=A’0B'=A’B’. Dés lors, on
voit que, contrairement 4 'axiome 4°, la somme

ERL=I4

<2

n’entraine pas £, =£, pour I'espace R. D’aprés la page 251, il en résulte que
I’axiome 3° n’est pas non plus vérifié.

Ainsi se trouvent finalement démontrées les trois parties du théoréme de la
page 256.

II. — CGas de l'espace C des courbes continues orientées.

Prenons pour & l'ensemble € tout entier, des courbes continues orientées.
Toute courbe homothétique d’une courbe de € appartient aussi a €. Quelle que
soit la paramétrisation intrinséque envisagée, la condition B sera donc évidem-
ment vérifiée, de méme d’ailleurs que la condition A. Nous avons supposé plus
haut (p. 245) que, par convention, si ¢ est un paramétre intrinséque corres-
pondant au point M d’une courbe de €, M est une fonction continue de ¢ et
varie dans le sens adopté sur la courbe quand # croit de o a 1. Il en résulte alors
évidemment que la somme £+ %, de deux courbes £, £, de € sera aussi une
courbe continue orientée. De sorte que la condition C sera aussi vérifiée.

La question reste posée pour la condition D. Mais elle pourra étre résolue
quand on aura affaire & une paramétrisation intrinséque déterminée, cas qui
sera examiné plus loin (p. 262). En résumé, quand la famille de courbes
considérée est 'espace € des courbes continues orientées, cet espace deviendra
un semi-espace de Banach, c’est-a-dire vérifiera tous les axiomes de Banach et
aussi les axiomes 4° bis et 16° bis de la page 253 (sauf peut-étre les axiomes 3¢,
4° de la page 250), quand on y adopte les quatre définitions de la somme, etc.,
des pages 244 a 246, pourvu que le parameétre intrinséque, ¢, qui y intervient
satisfasse : ala condition D, d’une part; que ses coordonnées soient des fonctions
continues de ce parameétre, d’autre part; enfin que le point correspondant
4 ce paramétre décrive la courbe dans le sens adopté sur la courbe orientée,
quand ¢ croit de o a 1. '

C’est ce que nous allons constater pour les deux seules paramétrisations
intrinséques de courbes continues orientées qui soient parvenues a notre
connaissance. (Observons d’ailleurs que, de ces deux paramétrisations, on
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pourra en tirer une infinité d’autres. Par exemple, si ¢ et © sont deux para-
métres intrinséques correspondant 8 un méme point M de la courbe £ de €, et
si p, ¢ sont deux nombres fixes, tels que p>~ 0, g>>o0, p+¢g =1, alors pt + ¢z
sera évidemment aussi un parameétre intrinséque pour le méme point M.)

PREMIERE PARAMETRISATION INTRINSEQUE. — La premiére en date de ces paramé-
trisations intrinséques est celle que nous avons donnée en 1925 (*). Nous allons
la rappeler avec une légére modification.

Soit EE@ une courbe continue orientée décrite par un point M, de A
vers B, quand un paramétre u croit de a a b, les coordonnées de M étant
supposées des fonctions continues de w. Il s’agit de substituer a4 « un para-
métre intrinséque, ¢ = ¢ (), variant de o a 1. Appelons A(«/, u") le diamétre
— c¢’est-a-dire la plus grande corde — de I'arc &/~ u.Zu" de £. La différence
A(u, b)— A(a, u) est une fonction non croissante continue de « qui va de A(a, b)
a—A(a, b); elle passe donc au moins une fois par la valeur zéro. Ou bien elle
est nulle pour une seule valeur «' de u, ou bien elle est nulle sur un segment
maximal «,, «,. Dans le premier cas, on prendra

1
CP(ZL’) — = ;;
dans le second cas,

, 1 2
(p(u',l):ljz 3 cp(u?_,):[Z: 3°

Et dans les deux cas, ¢ sera nul pour u=a et égal & 1 pour «=>5. Nous avons
ainsi défini une premiére opération, F,. Dans une seconde opération, F,, nous
ferons de méme que dans la premiére pour chacun des ares

aZuu, W<u=Zb ou aZLuZu, U Zuu,, U,—ub.

Mais nous remplacerons pour chaque arc les valeurs o, 1 de ¢, par les valeurs
déja respectivement définies de ¢. Par exemple, s’il y a sur l'arc v, Zuu,
une seule valeur de u, soit ¢, telle que

Ay, uy) — A(u), v) =o,

on fera correspondre a ¢ le milieu de l'intervalle correspondant de ¢ : ¢,, ¢

99

) N . 1
c’est-a-dire la valeur S

On opérera de méme une troisiéme fois, une quatriéme fois et ainsi de suite
indéfiniment. On obtiendra ainsi deux ensembles, dénombrables, G, H de
valeurs de u, distinctes et de valeurs de ¢, distinctes, telles de plus que quand «
croit sur G, ¢ croit aussi sur H. o

(%) Sur une représentation paramétrique ntrinséque de la courbe continue la plus générale
(J. Math. pures et appl., t. 4, 1925, p. 281-297; Proc. Intern. Math. Congress, Toronto, 1925,
p- 415-418; C. R. Acad. Sc., t. 179, 1926, p. 806-807).
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Il reste a définir la valeur # de z qui correspond a une valeur ' de u n’appar-
tenant pas a G. Soient
wi—a << wi<<wi<...=b,
la suite de toutes les valeurs de u définies dans I'ensemble des n premiéres
opérations et
si—mo<<si<<...=1

la suite des valeurs correspondantes de ¢.

A chaque opération, on a divisé par 2 ou 3 les intervalles des valeurs de ¢
déja définies. Donc .

1 .
(15) s4,,— s"~ — pour tout J.

/== gn
Soit w; le plus grand des ) qui soit < u'. Alors w) < u' < w) et w)  estle
plus petit des w; supérieurs a «’. Quand n croit, on a

Wln/ IL-H< 174 < Wit un
n

In+1 ipggH1=—= "V i,+1*
A ces w correspondent des s rangés dans le méme ordre :

n_- S+1 71 is”
810 2= Stps << Syt == Sty

Quand n croit, s} tend sans décroitre vers une limite s et, d’aprés (15), 57, tend
sans croitre vers la méme limite s. C’est cette valeur s que nous prendrons pour
valeur ¢’ correspondant a u'.
Ainsi a toute valeur de u entre a et b, correspond une valeur et une seule dez.
Inversement, soit ¢ une valeur de z entre o et 1; ou bien ¢ appartient aH,
t'=ys! et alors ¢ correspond a w'=u""; ou bien les valeurs des s}, s, ... encadrent
¢ et si 'on appelle s le plus grand des 5! <7, on a

“<[<Y”

llL [IL"'
Soient w, et o _ les valeurs des @} correspondant A s spets) ,.Ona

(16)

”. : n+1 n+1 /
ln wl +1< It = Wf,x+1'

Quand n croit, w; tend sans décroitre vers une limite @’ et w; , tend sans
croitre vers une limite o/'> ¢/,

Alan+ 1tme Opelatmn on aintroduit une ou deux valeurs de w;"" a lintérieur
de (w, wi.)), i savoir d’aprés (16) @' ou w}"’ , ou les deux. Dans les pre-
miers cas, par exemple, on aura

NG n+1 n--1 — n
W< W < W = Wi
b .
d’ou
(16bis) Wi < w’“ 1 'Zw =W f’t’ﬁ,_ wl

Mais les diamétres A(w;, wi’'), A(cv"”, wi ,,) sont égaux et le dernier est au

{41 Lyt

moins égal A A(w’, @"). Or puisque o} — o', (wi, wi'') tend vers zéro. Donc
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A(w', w')=o0. L'arc ' Zuw" doit se réduire & un point, c’est-a-dire que
w'=n'. C'est cette valeur commune que nous prendrons pour valeur u' de u
correspondant a ¢.

Observons, en outre, que d’aprés

wp < wZwpi
wi est la plus grande des valeurs de w a la n™™ opération. De sorte que si,
opérant comme tout a '’heure, on cherche lavaleur de ¢ qui correspond au’' = ¢,
il faudra prendre la limite de s}, c’est-a-dire #'.

Ainsi nous avons établi une correspondance biunivoque entre les valeurs de u
et les valeurs de ¢, t= @ (u). De plus, ©(«) est une fonction croissante. En effet,
soit 2" > u'. On avait

NG ! n n " n
whw=wp L, wh=u W

et, puisque w; — w; , — u"—u' >0, alors, pour n assez grand, on aura

WLl < wh d’ou U s, << st
=w; = = =

i1
et, par suite,
t/< .

Enfin, 2(u) est une fonction continue de u. Supposons, en eflet, que &’ — u' et
montrons qu’alors ¢/-> ¢, Si, en décroissant, ¢’ ne tendait pas vers ¢, il tendrait
vers une limite A > ¢ et < ¢’,

t<<h<<t.

Entre 2 et ¢, qui sont fixes, il y aurait au moins une valeur fixe s appartenant
a ensemble H
r<<s<<h<<t.

Cette valeur s correspondrait & une valeur fixe, w, de u telle que
W< w<u'.
Dés lors, 1" ne pourrait tendre vers ', contrairement a I’hypothése.

Les conpiTions. — Puisque = ¢(u) est fonction croissante continue de « et
varie dans le méme sens, la condition C est vérifiée. Nous savons déja que A et B
sont vérifiées. Passons a D.

Dans la représentation intrinséque actuelle, la valeur du paramétre, ¢, corres-
pondant au point M d’une courbe £ de C est déterminée par la constatation d’une
suite d’égalités, chacune concernant les diamétres de certains arcs de £. Quand
on considére le point M’ correspondant a M dans I'homothétie qui fournit le
produit @.%, son paramétre ¢ sera déterminé par une constatation analogue, ou
chaque arc de £ est remplacé par un arc homothétique, dans «.t et ou, par suite,
le diamétre du second arc est égal au produit du diamétre du premier par |a|.
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Les égalités de diamétre se conservent donc dans ’homothétie et, par suite,
t'=1t. Ainsi la condition D sera vérifiée. Dés lors, pour cette représentation
intrinséque, tous les axiomes de Banach sont vérifiés, sauf peut-étre 3° et 4°.

III. — Un cas particulier.

Considérons le cas ot une courbe £ continue orientée £ comprend un vecteur

UV parcouru de U a V par un point parcourant ¥ dans son sens positif. Si, 4 la
n'™ opération, ¢'¢" est le plus grand des intervalles limités par deux valeurs du
parameétre intrinséque telles que I'arc #'# appartienne au vecteur UV, alors a la
n 1" il y aura, par exemple, un point milieu du segment #/¢’ qui correspondra

A I
a —

3

;4 la n 42", il y aura, par exemple, deux points correspondant aux
2 . N
et 5 de ce segment, qui correspondront a

v — ,

t'+ 3 9 -+ -—?——a

Finalement, en faisant croitre n indéfiniment et, par suite, tendre les points
correspondant a ¢, ¢’ vers les points U, V, on voit que les valeurs de ¢ sur UV
S
g('=1)

tels que UM =§— UV. Autrement dit, les variations de ¢ relatives a UV sont pro-

seront de la forme ¢/ + » ot les points de M de UV correspondants seront

portionnelles aux longueurs des segments de UV correspondants & ces variations.

Exempre pE somme. — Considérons le cas ou les courbes £, £, de C sont des
lignes polygonales. Dans leurs représentations paramétriques intrinséques, on
peut représenter par .

(17) o=(L<t<<.. =1

les valeurs du paramétre correspondant, 4 une extrémité ou un sommet de £ ou
de Z,. Les arcs de &, £, correspondant a I'intervalle (¢, ¢..,) seront deux vecteurs
orientés, V;, W;, ne comportant ni sommet, ni extrémité de £ ou de £, a leur
intérieur. Sur ces vecteurs, les variations de ¢ seront, d’aprés le paragraphe
précédent, proportionnelles aux longueurs des segments correspondants. Donc
comme dans le cas des courbes rectifiables (p. 256), « la somme » £+,
comprendra un vecteur T; somme de V; et V...

En résumé, la somme £+ £, de deux lignes polygonales &, £, est une ligne
polygonale. Elle sera ici constituée par la suite des vecteurs T,, T,, ... qui
correspondent aux intervalles successifs de la suite (13). Autrement dit, chaque
sommet de £+ %, correspond a un couple de points M;, N; de £, £, dont l'un au .
moins est un sommet (0U une extrémité),
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ConTrE-EXEMPLE. — Reprenons le contre-exemple de la page 257. £, est un

vecteur AB, £ est un angle orienté ACD. D’ aprés ce qui précede, =%+ £, est
un angle orienté A"ED" ou, en appelant C” le correspondant sur AB du point G
sur £ (fig. 6),

OE =0C~+0C",

E C D’ D
———
I/=r 4”,, /’/
P /”,— //
/ 1 P /’
v / ’L/’ ///
- P
/f | //’
| -
A
/ !
/ !
/ |
;oo
/
/ ]
/ i
/ i
/ |
/ |
/ ]
/ |
/ ]
[ S, e " L > —— N —
A" & A M C"B 6 B, Cy N A

Fig. 6.

De sorte que A” et D" sont les mémes points que dans le contre-exemple précé-
dent et que le point E est sur le prolongement de DC vers C & une distance CE
de C égale a CC”. Alors la somme £”—+ £, d'un angle et d’un vecteur sera un
angle A”yD" ou

OA"=HA"+ 0A,=(0A + GA) — DA = 0A,

AD"=0D"+ HB,=(1B + 6D) — B =HD
Ainsi A=A, D"=D. Et

9*{:-9_E+~9~C;:W:+9_C’”+—G—Cm

ou C, est le point de £, correspondant a E de £”.
De sorte que v sera sur la droite CD, avec

C*":T“'—UC:W-{—W}'

Si 'axiome 3° était vérifié, on aurait (p. 259)

AyD=%"+5,=:=ACD, don yC=o°

et, par suite, 0C, + 0C” = o, c’est-a-dire que C, et C” devraient étre symétriques
par rapport a .
I ne reste plus qu’a déterminer le pointde C” de AB qui correspond a C sur £
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et le point C, de A, B, qui correspond 4 E sur £, et 4 constater si ces deux points
(situés sur la droite AB) sont symétriques ou non par rapport a , comme £,
et £,.

Supposons ici AB=4, AC=28, B =1; et observons que si U est un point
de AC a la distance 3 de C, on aura

UD = \/UC+ CD*= \/3*+ > =5 = UA.

. . —~ TN , ]
Or les diamétres des arcs AU et UCD de £ sont égaux aux longueurs de AU et UD.
Donc U correspond sur £ a ¢t = é, tandis que 1 = ; correspond sur £, = AB, au

milieu M de AB. D’autre part, AC sur £ correspond a AC” sur £,; et U sur AC
a M sur AB, de sorte que C” est sur MB. Or, sur AC et AC”, la correspondance
intrinséque adoptée ici est, d’aprés la page 258, identique a celle utilisée pour
les courbes rectifiables. Dés lors,

5 AU _ UC _ 3 ‘o1 .
s T AM T Mo i don MCT=g

et
C'B=MB—MC'=»— =4 acr=
> 5 o

C” est ainsi déterminé. Passons a Cj.
s , I
Il suffit d’opérer sur ", £, et C; commesurZ, £, et C”. La valeur 1= - corres-
pond sur £, au milieu N de A, B, et sur £’ aun point V de A”E, tel que A"V =VD".
V est ainsi I'intersection de A”E avec la perpendiculaire 4 A”D” en son milieu.
Mais, d’aprés la page 258, et la correspondance avec proportionnalité entre A"E
et A,C,, on a

A’V AN - . AN.AE 2AE
Sl W oA e b VA Uty VAV

Si 3¢ était vérifié, on aurait

2AE ., 16
AI/V _AQC’}——'AC ——-?’
d’ou
A"E 8
(18) VT

Or, cette égalité n’est pas exacte. Prenons, en effet, pour origine A” et A”B pour
axe des abscisses et soient @, y les coordonnées de V. L’égalité (18) devient
équivalente a

(?) On observera que les courbes £ et £,, restant les mémes, les deux représentations paramétriques
intrinséques, celles des pages 255 et 262, donnent ecffectivement des positions différentes pour les
a

“+ b

points €/, C” de £, qui correspondent & C de . Car (/B = a est égal i g pour « =4 et b= 8.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIT — Fasc. 3. 34
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Ainsi si 3° était vérifié, on devrait avoir
(19) y=05.

Or, on peut calculer directement y. En effet, V est d’abord sur A”E. D’ou

y_ =z
8§ A"’
avec
4 16
APO=A"A—EC=AA—C"0=A'"A—C"B—BOH=5— F1=g
Donc
2
(20) r=gzy-

D’autre part, VA" = VD", ou

x4 y?=(8 — x)*+(8 —y)?
ou
128 = 16 (2 + y) ou zr—+y=3=8

ou, d’apres (20),
7, —
57 =%
8
21 —5Hx -.
(21) | Y 7
Les deux valeurs de y données par (19) et (21) sont peu différentes, mais cepen-

dant ne sont pas égales ; la condition 3° n’est pas plus vérifiée dans le cas actuel
que dans le cas des courbes rectifiables.
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CONTRE-EXEMPLE CONCERNANT L’AXIOME 4°. — Nous prendrons £, et £, comme dans
le contre-exemple de la page 266. Nous prendrons encore £ sur la diagonale N, N..
Mais nous prendrons

(22) AN, = ngN

9

=N,B.

Soit encore U le pointde A, adistance A, U=1>5 de A,. On voit, comme page 267,
que les diamétres des arcs A, U et UN, B, sont égaux, que le paramétre intrin-

séque de U est donc _- Comme les variations du paramétre intrinséque actuel

sont, sur un vecteur, proportionnelles aux variations de I'abscisse curviligne
(p- 265), en appliquant au vecteur A, N, on voit que le paramétre actuel ¢ de N,
sera tel que

t_8 1N ___'-/|>
T8 d’ou t_g-
2
Or
t 4 NA
1T 57 AB’
car, d’aprés (22),
I
NA_ NN+NA '3 g
AB T N,N,+~N,A+N,B 2~ 5
]+g

Dés lors, N, et N, sont deux points qui se correspondent sur £, et £.

D’autre part, U et 0 dont les paramétres sont ;sur £, et £ sont aussi corres-

pondants.
Alors la somme £+ £, des deux lignes polygonales £ et £, est la ligne poly-
gonale A’N’B’, ou
W:G—A—G—O_A“ F:O 40 1y

ON'=ON, + ON, = 00.

Ainsi N'=0, £ 4 £, est la ligne polygonale A’6B'.

Les points A’, B’ sont évidemment symétriques par rapporta 0 ; 6 est sur A’B’.
Il est alors prouvé que £ -4 £, n’est autre que le vecteur A’B’. Delaméme maniére,
on va prouver que £ - £, est aussi identique au vecteur A’B’, ce qui suffit a
démontrer que 4° n’est pas vérifié.

Formons, en effet, £+ %,. Le point U, de £ symétrique de U par rapport a 0

I \ .
correspondra comme U & la valeur  du paramétre. Ce parameétre variera comme

I'abscisse curviligne sur le vecteur N,B,. N, correspond donc a une valeur ¢
du parameétre telle que

5 _ UB, ' » 1

8 N,B, " 1—¢ 5 10
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¢’est-a-dire la valeur du parameétre correspondant a N, sur £. Ainsi a N, de %,
correspond N, de £ et le point P correspondant de %z + £, sera tel que

W’:W—}— W:W, d’ou P=0.

Dés lors £-£, est aussi la ligne polygonale A’6B" qui n’est autre que le
vecteur A’B’ comme annoncé. , |
Remarque. — Observons que U et § sur Z, et £ se correspondeht et si OU est
la résultante de 0U et 00, on a U'= U et, puisque U’ doit étre sur £ +£,, U doit
étre sur A’B’. C’est ce qu’on peut prouver directement.
Soit, en effet, N, V-paralléle 2 AA’. Le point V sur A’f est tel que
N,V _ON, 3
AN T 0A T
d’ou
3

3
N, V= EAA’: 50A1.

Si U, est I'intersection de A’B’ et de N, A,, on aura

NU, N,V 3 NU
U,A, — 0A, 5 UA,

Mais alors U, partage N, A, dans le méme rapport que U. Donc U est identique
a U, qui est sur A'B’.

SECONDE PARAMETRISATION INTRINSEQUE. — En 1936, Marston Morse (**) aindiqué
une paramétrisation intrinséque tout a fait différente de la notre. D’une part,.
son paramétre est défini d'une facon moins intuitive que le notre, mais d’autre
part, il lui a permis d’obtenir des propriétés intéressantes pour le Calcul des
variations. Il va, ici, nous fournir notre troisiéme application.

Derinition pE M. Morse. — Soit une courbe continue orientée £ = AB. Elle est
définie comme la suite ordonnée de points M(¢z) dépendant continiment d’un
paramétre 7, quand ¢ croit, par exemple de aa b (**). Il s'agit 'y définir une
représentation paramétrique intrinséque au moyen d’un paramétre u.= u.(?)
fonction continue croissante de z. A cet effet, considérons une suite croissante
T, de n valeurs de ¢

0L Lo <l < Lyt b,

Appelons d,(2), la plus petite des cordes du polygone P, ayant pour som-
mets successifs M(a), M(¢,), ..., M(#), ..., M(2,), M(t) et m,(z) la borne

(1) A special parametrization of curves (Bull. Amer. Soc. Math., t. 42, 1936, p. 915-922). Dan
ce qui suit, nous avons suivi pluldt ’exposé analogue fait par M. Morse, aux pages 100-103 de ZTopo-
logical methods in the theory of functions of a complex variable, 1947.

(1) On suppose que M(¢) n’est fixe dans aucun intervalle de valeurs de ¢.
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supérieure des valeurs de d,(¢) prises pour toutes les suites T,, pour netfixes.
On prendra, avec Whitney et Marston Morse,

m. (1) A mu(l)
D) 2]1.

(23) (1) =

Appelons A(¢), le diamétre de I'arc de £ correspondant a U'intervalle (a, ¢). 1
est clair que les cotés de P, sont =ZA(2), d’ou d,(2) <Z A(¢) et, par suite,

(24) mrz(t)éA(tj)

d’ou résulte, par (23) et:(24): 1° que la série (23) est convergente et 2 que
0 () ZA(1).

M. Morse a prouvé que (.(¢) est une fonction continue croissante de ¢. Par consé-
quent, inversement, ¢ est une fonction continue croissante de p.

=9 (1)
Et, en posant
N(p) =M(9(p)),

M = N(p.) fournit une nouvelle représentation paramétrique de I'arc de £ corres-
pondant a 'intervalle
po=p(a@),  pa=p(d).

Il est d’ailleurs clair que p.(a)=o0. On aura alors un paramétre intrinséque =
variant de o a 1 sur £, si ’on pose

e(0)

T= —"

t
(b)

=

Si 'on déplace £ comme un corps solide, les quantités d,(¢) ne changeront pas
et, par suite, non plus m,(?), ni .(¢), ce qui justifie la dénomination, pour p.,
de parameétre intrinséque.

Ceci étant, désignons par N I'espace dont les éléments sont les courbes
continues orientées, associé avec la paramétrisation intrinséeque de M. Morse et
avec les définitions de la somme, etc. données pages 244 et 245. D’aprés la
page 261, les conditions A, B, C sont vérifiées par J1. Quant a la condition D,
elle résulte du fait que, quand on passe de£ac.Z, les cotés de P, sont multipliés
par |c|; que, par conséquent, d,(?) et .(z) sont tous multipliés par |c|. Alors,
au point M de £, correspondant a

()

T= —73~

()

correspondra un point M’ de ¢.%, sur OM, correspondant a

=

— lele(9) o1 —
T—|c|pt(b)’ d’ou =,

ce qui établit la condition D.
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Dés lors, en appliquant le théoréme de la page 253, on voit que lespace M est
ausst un semi-espace de Banach.

De plus, d’aprés le Rappel de la page 243, on voit que I'espace It n’est pas un
espace de Banach.

Et, par suite, d’aprés la remarque I de la page 250, l'axiome 3° ne peut étre
vérifié par I'espace INL.

Remarque. — Notre but principal ayant été atteint pour nos deux premiers
exemples, il ne nous a pas paru nécessaire de retarder la publication de ce
Mémoire pour chercher si I'espace J1U vérifie ou non ’axiome 4°. Nous pensons
qu'il ne le vérifie pas, mais nous espérons que quelque lecteur s'intéressera a
résoudre ce probléme particulier.




