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FAMILLES FERMÉES OU OUVERTES
D'ENSEMBLES

D A N S U N ESPACE
PAR M. NICOLAS OECONOMIDIS,

INTRODUCTION.

Si (A-,).,gr es^ une famille d'ensembles appartenant à un espace £ * ,
ou plus généralement à un espace topologique, on sait que (')

(i) (JÂ.C ^JA,;
Y e F ver

( i i ) i n t / ^ \ A y C /^ \ in tAv;
Ter v e F(m) u^ru^r
ïer L-er J

Ces relations, évidemment, ne sont pas en général des égalités, et le
présent article est consacré à l'étude des conditions exigées pour que ces
relations soient des égalités.

(1) Voir Casimir KURATOWSKI, Topologie (3e édition), vol. I, p. 83, 85 et 21, 29, 45.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 1. 11
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Dans la première Partie de ce Mémoire nous donnons d'abord, dans un
espace 1?*, la définition de l'ensemble Y A^, qui nous permet de définir

la notion de famille fermée ainsi que de famille ouverte; ensuite, nous
trouvons les conditions suffisantes et nécessaires afin qu'une famille
d'ensembles d'un espace C* soit fermée ou ouverte, ou, ce qui revient au
même, pour que les relations (i), (ii) et (iii) soient des égalités.

Dans la seconde Partie, nous donnons la notion de famille fermée (res-
pectivement ouverte) dans un espace topologique ainsi que de famille
fermée (respectivement ouverte) relativement à un sous-ensemble d'un
tel espace, et nous examinons les propriétés correspondantes; enfin, nous
donnons des applications de ces notions.

PREMIÈRE PARTIE.

FAMILLES FERMÉES ET OUVERTES DANS UN ESPACE € * .

1. DÉFINITIONS. — Soient (A..)^r une famille d'ensembles, sous-
ensembles d'un espace X0*, et G^I-IA,

ïer

le produit cartésien, c'est-à-dire l'ensemble des fonctions /, qui sont défi-
nies dans F, de façon que

y ' fv) çA,, pour chaque y^F.

On peut démontrer la relation

(i.i) ru^T-fu^N u^^T
Lier J Lier J L / € E G J

On sait, en effet, d'une part que

(z) U^IU^T
Ter L .eP J

et l'on a évidemment, d'autre part,

w u^^l u^T-
/ec L - e r J

Les relations ( i ) et (2) donnent

o) ru^l^u^^i'Ku^T
-.'el- J L/e». J L-rer J
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Soit maintenant ^e \^J A^ ; il existe donc une suite { Xn} de points
L - e r J

de \^J AY, différents entre eux et de x, telle qu'on ait
ver

x =- lim œ^.
/^== ao

Ou bien, donc, il existe un ensemble A.,, qui contient un nombre infini
d'éléments de la suite { Xn }, ou bien, pour chaque yeF, l'ensemble A.
contient au plus un nombre fini d'éléments de cette suite.

Dans le premier cas on a évidemment ^€Ap et par suite

^U^MU^W]}
Lie r J L/^; J

Dans le second cas on forme la famille (E^çp, en posant

( i ) E^:=Ap si A^n ' (^)==0 ( 2 ) ;
( n ) E^=A^n(^) , si A^n(A)^0 .

Si /^UE^, l'ensemble f (F) contient un nombre infini (3) d'éléments
TeF

de [xn\ et, par suite, xç. [f(T)]\ ou bien

^u^Mu^^L ï e r J L/eo J

D'après ce qui précède on conclut que

(^ fu^T^u^Mu^^l'
L'er J L ï e r J L/6(; J

et les relations (3) et (4) donnent (l.i).
Une conséquence immédiate de ( l . i ) est la relation suivante :

( 1 2 ) u^—ru^Mu^wT
-;er Lïer J L/6., J

On a, en effet,

uï-ru^T^u^l-er L i e r J L ier J
ou, d'après ( l . i ) ,

u^-fu^l^u^^l^u^l-
ïer L ïer J L /ee; J L-eF J

(2) Par (Xn) on représente Fensemble des élénients de la suite {Xn[.
(:i) On suppose r infini; si P est fini, la relation (1. i) est évidente.
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et puisque

u^u^7
7 e F / e G

on tire

^j7-^uA.1ufuAï14u^^)114u^^^
7€F L-er J Lier J L/ec J L / € G J

ou

u^==[u(A^UÀ^^U^u [ / (^)u[ / (^) ] /J^?
Y e P L y e r J L / € G J

c'est-à-dire

uMu^Hu^l-ïer L ï e r J l./ec J

Nous posons pour abréger

JrM^ '̂H^}L/ec; J Lver J

alors la relation ( i . i ) peut s'écrire

(i.3) ru^Mu^ Y^À-
Lie r J Lier J Y € i

II est évident d'ailleurs que

( 1 . 4 ) [(jAJn^A^e.
L y e r J '

On peut maintenant démontrer la relation

(i.5) fU^I-fU^^AJ-fU^I-
L/6«; J Lïer J L"- J L-,'el' J

En effet, de

(J/(D=(JA,,
/•ec; ver

on tire

u^^u^^l^u^}/CG L / € G J L y e r J

et, par suite,

ru^i-iu^HrutADri-iu^n-fu^i.L/ec J Lier J LL ^c J L - e r JJ L-er J
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c'est-à-dire

[u/w1-[uA.H..\A•,]-fu4L / C G J L r e r J L ' J L ie r J

Une conséquence immédiate de cette relation est la suivante :

(1.6) [[Jr^-fU^II"^^0-
L L rer J J Lyer J

On a de même la relation

(^> U^fUî.MEJ^HU^TI-rer L-e r J L ' L ier JJ
En effet, d'après (1.2), on a

u^-fu^l^u^l
Ter L y e r J L /ec J

ou bien

u^u^.MfuwHuî.ll.
Ter L i e r J LL/eo J Lier JJ

et grâce à (1.5), on a la relation à démontrer.

2. NOTION DE LA FAMILLE FERMÉE. CONDITIONS POUR QU'UNE FAMILLE

D'ENSEMBLES SOIT FERMÉE. — Nous donnons d'abord la définition suivante :

La famille a'ensembles (A^),,çp s''appelle fermée^ si

Y A,,c l JA,.rer • ^ •Tel

D'après cette définition on peut démontrer que :

(2.i) Pour que la famille (AY)vçp soit fermée^ il faut et il suffit que

/(T)c [ l A,^ pour chaque/€ G.
rer

(i) la condition est suffisante :

Puisque, en effet,

/( r ) C l J A,^ pour chaque /ç G,
rer

on a
U^WC^JA,
/CG rer
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et, par suite,

(I) [U/wl-fu1^05
L/CG J Lier J

ou, grâce à (1.5),

(3) ; J^A^c {J^
' T e r

et par conséquent la famille (Ay^r est fermée.

(ii) La condition est nécessaire :

Comme la famille (A^çr est fermée, on a les relations (3) et (2), ou,
grâce à (1.5), la relation (i), et par suite

/(F) c ^ j Ay pour chaque /€ G.
rer

Pareillement on peut démontrer que :
(2.2) Pour quon ait

Y A.,==0,
Ter k

il faut et il suffit que

f/( r ) Y C U Ay pour chaque /€ G.
rer

(i) La condition est suffisante :
Puisque, en effet,

(i) [/(r^C^A. pour chaque/€ G.
rer

on a

(2) U^^U^
/CG Ter

d'où l'on tire

c'est-à-dire
Y A.==0.rer •

(ii) La condition est nécessaire :
Comme, en effet,

Y A,=0,
rer '



FAMILLES FERMÉES OU OUVERTES D'ENSEMBLES. 87

on a la relation (3), d'où l'on tire (2), et par suite

[ f ( T ) ] ' c U^T pour chaque/€ G.
reP

Nous démontrons maintenant la proposition suivante :

(2.3) Pour que la famille (Ay)^? soit fermée, il faut et il suffit qu^on ait

u^-u^
reP reP

(i) La condition est nécessaire :

D'après (1.7), on a

U^-fU^^Lï.Ai-fU^n-
Ter L r e r J L • L i e r JJ

D'autre part, puisque la famille (A^vç-p est fermée, on a

et les relations (i) et (2) donnent

(3) U^U^
T € = P rer

(ii) La condition est suffisante :

D'après (1.6), on a

w [[.^^-[U^Jj^U/-0 [[^]-[U^]]"U^
II est évident que les relations ( i ) , (3) et (4) donnent nécessairement

la relation

[•:W- U^h0
Lrer J

ou bien

^p^u^-
et, par suite, la famille (Av)vçir est fermée.

Pareillement on peut démontrer que :

2.4) Pour qu'on ait
Y 1rerYA,=0,



^8 N. ÔECONÔMIDIS.

lî /aut et il suffit que

rusT-u*-l-rer J ^er

(i) La condition est nécessaire :

D'après (1.3), on a

[y"]'̂ ]" '̂
et comme

Y A.--=0,
TeF 1

on trouve

(.) [UAJ-U^
L-rer J ver

(ii) La condition est suffisante :

En effet, d'après (1.4)? on a

(3) fU^I0 Y ,AT==0•
L ï € l 1 J

II est évident que les relations ( i ) , (2) et (3) donnent nécessairement
la relation

Y A.==0.
ver i

3. NOTION DE LA FAMILLE OUVERTE. CONDITIONS POUR Q U ' U N E FAMILLE
D'ENSEMBLES SOIT OUVERTE. — On peut démontrer que

(3.i) int/^A,=[ /^intAJnfr^r Y ^-11^ II ̂ A.ll.
îer t L î e r J ^ L7er JJ LYr JJ

En effet, on a

intplA,=cLplAj
rer L rer J

ou bien

(i) int^A^=J^JcAj.
TeF L ï e r J

Mais, d'après (1.7), on a

u^-fu^^frjr^-fu^ll-
îer Lver J L^ J L ïer JJ
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d'où l'on tire

{u "̂ H 0 c(^')]n [H^"4'1'nu [u ^'11
ou bien

4 u ̂ H n-^ln [[i ̂ /•A- ]]u f u -<!}L y e r J L T € r J L ' L 7 e ̂  J J
et, grâce à (i) , on a la relation à démontrer.

Il est évident que la relation (3.i) peut s'écrire :

(3 .2) int^A,==r^mtAjnrrr Y ^Inr^Ajl
-er L-er J i^^ ij Lïer jj

ou encore

(3.3) intQA-[ni"tA./j-^[,J^A,]n^QAJ1^

Nous donnons maintenant la définition suivante :

La famille (A^çr s'appelle ouverte si la famille (cA^er est fermée.

D'après cette définition, on peut démontrer que :

(3.4) Pour que la famille (A^çp soit ouverte^ il faut et il suffit que

n^^Ljr^}ï € r
(i) La condition est suffisante :
Puisque, en effet,

(1) P\intA.ccr Y cA.1,
îer > LYer J

on a

^intA,c.r[j^A,]nrp|Aji,
'er L Lei JJ

et, d'après (8.2), on tire

( 2 ) int /^\A^== /^\intA.
Ter -eF

OU

(s) ^n^l^n"^
L 7e r J ver

d'où l'on tire

(4) ^U^^U^I
L-er J Lier J

Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 1. 12
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ou bien

(5) ^J<Av=^J^,
Ter -er

c'est-à-dire la famille (cA^çr ^st fermée et, par suite, la famille (Av),/çp
est ouverte. / '

(iï) La condition est nécessaire :

Comme (Av)^çr est ouverte, la famille (cA^çp est fermée et, par
suite, on a la relation (5), d'où l'on tire successivement les relations (4), (3),
(2) et ( i) . :

On peut démontrer aussi que :

(3.5) Pour que la famille (A^ç? soit ouverte, il faut et il suffit qu'on ait

inl r^ A^= F\ in tAv.
T e r yer

La démonstration est pareille à la démonstration précédente.

DEUXIÈME PARTIE.

FAMILLES FERMÉES ET OUVERTES DANS UN ESPACE TOPOLOGIÇUE.

4. DÉFINITIONS. — Dans ce qui suit nous supposerons toujours que
les ensembles A.. sont sous-ensembles d'un espace topologique T.

La proposition (2.3) donne une généralisation de la notion de la famille
fermée comme il suit :

(4.i) La famille (A^)vçr, où Av sont sous-ensembles Sun espace topo-
logique T, s'appelle fermée, si

UA-U^
Ter -eF

En outre, nous pouvons donner la définition suivante :

(4.2) La famille (A^)^çr? où A^ sont sous-ensembles (Kun espace topo-
logique T, s'appelle ouverte, si la famille (cA^çp ^t fermée.

D'après ces définitions, on peut démontrer que :

(4.3) Pour que la famille (A.,),,çr soit ouverte, il faut et il suffit qu'on ait

int f^\ A^== /^\ intA^.
rer -er
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(i) La condition est suffisante :
Comme, en effet,

( i ) mt^A,= r\intA^
ïer -er

on a

(2 ) ^n^l-n^^ATr
L Ter J yer

d'où l'on tire aisément

(3) ^JcA,=^J^
yer ver

c'est-à-dire (cA^çp est fermée et, par suite, la famille (Av)^çp est ouverte.

(ii) La condition est nécessaire :

Puisque (cAv)^r est ouverte, la famille (cAv)vçr est fermée; par suite,
on a la relation (3) d'où l'on tire successivement les relations (2) et (i).

Supposons maintenant que

^JA.CE,
TeF

où E est un sous-ensemble de l'espace topologique T.
D'après cette hypothèse nous donnons la définition suivante :

(4.4) La famille (A^)^^r s'appelle fermée relativement à E, si

-"[u^^fu^
L-eP J L-eF J

II est évident que :

(4.5) Si la famille (Av)^r est fermée relativement à E, et

u^^'
ver

alors cette famille est fermée.

En effet, d'après (4.4), on a

d) ^r^jAj=Enr^jAj.
Lier J | _ Y € r J

D'autre part, puisque

(2) ' IjA.cE,
-er
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on a

(3) ^JA^CE.
yer

Les relations (i) , (2) et (3) donnent évidemment la relation

U^-U^T € r yer
et, par suite, la famille (A,,)^r est fermée.

A l'aide de cette proposition on conclut que si E == T, la définition
(4.4) se réduit à la définition (4. i ) .

Une autre conséquence de la proposition précédente est la suivante :
(4.6) Si la famille (A^)vçp est fermée relativement à E, et si E est un
ensemble fermé, alors cette famille est fermée.

Puisque, en effet,

UA.CE,
7er

on a

^JA.CE,
7er

et, comme E = E, on tire

{J^CE^
Ter

par suite, grâce à (4.6), la famille (A^.,çr est fermée.
Nous donnons maintenant la définition suivante :

(4.7) La famille (A^yçr s''appelle ouverte relativement à E, si la famille
( E — A v ^ ç r est fermée relativement à E.

Il est évident que si E === T, la définition (4.7) se réduit à la défi-
nition (4.2).

Nous allons démontrer que :
(4.8) Pour que la famille (A^)^^r soit ouverte relativement à E, il faut
et il suffît quon ait

cEuint/^\ ( c E u A ^ ) =cEu /^\ i n t ( c E u A ^ ) .
-eF ^ e P

(i) La condition est nécessaire :
Puisque (A^)^çr es^ ouverte, relativement à E, la famille (E—A^-çr

est fermée relativement à E, et par suite, on a
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d'où l'on tire

( 2 ) cEuc cf^ (cEuA,)1r=c\Eu ^\c[c(cEuA.)]
L Ter J ^r

ou bien

(3 ) cEuint^\ (cEuA^) r=<-Eu /^ int(cE uA^).
yer ver

(ii) La condition est suffisante :

Puisque (3) est valable, on a successivement les relations (2) et (i) ,
c'est-à-dire ( E — A ^ ç p est fermée relativement à E, et par conséquent
la famille (A^çp est ouverte relativement à E.

Il est évident que :

(4.9) Si ACT, ECT et ÀCin tE , alors
m t ( A u c - E ) == in tAu in tcE .

On sait, en effet, que
(1) i n t A u i n l c - E c i n t ( A u c E ) ;

d'autre part, de la relation
ÀcintE,

on tire
(2 ) Àn<-E=0.

Supposons maintenant qu'il existe un point x tel qu'on ait
(3) ^ e in t (Auc -E)

et
(4 ) ^intAuintc 'E.

D'après (3), il existe un entourage X de x tel que
(5) XcAucE;

par suite, grâce à (4), tout entourage YcX de x contient des points de
l'ensemble AïïcE, et par conséquent on a

ÀncE^0,

contrairement à (2). Il en résulte donc que

i n t A u i n t ( c E ) == i n t ( A u c E ) .

D'après cette proposition, on peut démontrer que :

(4.io) Si la famille (A^,çr est ouverte relativement à E, et si
À^cintE pouf chaque y çr,

alors cette famille est ouverte.
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En effet, d'après (4.8), on a

(1) c-Euint/^ ( ( - E u A ^ ) r = c E u /^ in t (c -EuAv) .
Ter -€1

D'autre part, puisque

Â^cintE pour chaque y el\

on a

/^V^cintE,
rer

d'où, grâce à (4.9), on tire respectivement

( 2 ) i n t ( A v U c - E ) ==. in tA^uin tcE pour chaque yeF

et

( 3 ) in t /c-E u f^\ A ^ \ = inU'E U int F\ A^.
\ ïer / ver

Maintenant, le premier membre de (i) , grâce à (3), s'écrit

c'E u int ̂ \ ( c-E u AY ) == c-E u int cE u /^\ A^ = c'E U inU-E U int /^ A,^
rer L Ter J yer

ou bien

( 4 ) c 'Euint (^\ ( c - E u A v ) = c-Euint /^ A^.
Ter -er

D'autre part, d'après (2), le second membre de ( i ) s'écrit

C'EU f \ i n t ( c -EuA^) = cE\j f\ ( i n t e -Eu in tAv) == c-EuinU'Eu f \ intA^
7er Yer ver

ou bien

(5) c-Eu r\int(cE\jA^)=cV.u r\ intA^.
ïer Ter

Les relations ( i) , (4) et (5) donnent

( 6 ) ' cE u int [ \ A,, = c-E u f \ intAv.
Ter T^r

Mais il est évident que

(7) cEnrinl^Aj=0
L ï^r J

et - • • • • • •' ! • • . - '

(8) cEuTpJintAj=0.
Lïer J
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D'après (6), (7) et (8), on tire

int (^\ A^== (^\ intA,p
-er Y e F

et, par suite, la famille (A^)vçr est ouverte.

Une conséquence immédiate de cette proposition est la suivante :

(4. n) Si la famille (A^)vçr ^st ouverte relativement à V ensemble ouvert E,
et si A-CE, pour chaque y^F, alors cette famille est ouverte.

La démonstration est évidente.
Les propositions (4.6) et (4.n) donnent respectivement une condition

suffisante pour qu'une famille fermée (respectivement ouverte) relati-
vement à E soit fermée (respectivement ouverte).

Inversement, on a la proposition :

(4 .12) Si la famille (Av)^çr est fermée [respectivement ouverte), elle sera

fermée {respectivement ouverte) relativement à E, où EcT et ^ j A v C E .
-er

La démonstration est évidente.
Considérons maintenant une fonction bicontinue F ayant T pour

l'ensemble des arguments et dont les valeurs appartiennent à Y, où Y
est aussi un espace topologique, différent ou non de T.

On peut démontrer que :

(4 .13) 5i la famille (A^)yçr est fermée {respectivement ouverte) relati-
vement à E, alors la famille (F(A^))yçr est aussi fermée [respectivement
ouverte) relativement à F (E).

Si (Av)v^r est fermée relativement à E, on a

En ^jA^==En ^jAv,
-er rer

d'où l'on tire

FrEn^Aj=FrEn^jÂ/L
L ïeF J L ïeP J

et puisque F est bicontinue, on trouve aisément

F(E)n ^JF(A.)==F(E)H ^JFTAT);
Y e F -eF

par conséquent, la famille (F (A-))^çp est fermée relativement à F (E).
Si (A-)^r est ouverte relativement à E, la famille ( E — A . / ) v ç r est

fermée relativement à E et, par suite, la famille (F ( E — A - ) ) v ç p , ou bien
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la famille (F ( E ) — F (A^) )^ç r? est fermée relativement à F ( E ) ; il en
résulte que la famille (F (A^))vçr est ouverte relativement à F (E).

Si E = T, on a évidemment la proposition :
(4. i4) Si la famille (A^<=r est fermée {respectivement ouverte), alors
la famille (F (A-))yçF est aussi fermée [respectivement ouverte).

Les propositions (4. i3) et (4. i4) montrent que les notions introduites
par les définitions (4 . i ) , (4.2), (4.4) et (4.7), restent invariantes par
rapport aux transformations bicontinues, c'est-à-dire elles sont pro-
priétés topologiques.

5. APPLICATIONS. — On peut démontrer que :
(5.i) Si (A^çr est une famille d'ensembles fermés relativement à E,

pour que V'ensemble \ l A.. soit fermé relativement à E, il faut et il suffit
ver

que la famille (A-),,çr soit fermée relativement à E.

(i) La condition est suffisante :
D'après notre hypothèse, on a

( i ) A,, == A y n E pour chaque y € F.

D'autre part, puisque (A^v^r est fermée relativement à E, on a

(2 ) En ^jA^=En ^JA,
ver ver

A l'aide de d) et (2), on trouve

(3) U^^U^
ver ver

et, par suite, l'ensemble [ ] A./ est fermé relativement à E.
Y e F

(ii) La condition est nécessaire :

Puisque, en effet, [ î A^ est fermé relativement à E, on a la relation (3);
ïeF

mais (3), grâce à ( i ) , s'écrit

ou bien

Enr^jÂj=Enr^jAv
Lier J Lyer .

et, par suite, la famille (A^çp est fermée relativement à E.
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On peut démontrer aussi que :

(6.2) Si (Av^er est une famille d'ensembles ouverts relativement à E,

pour que l'ensemble (^\ Av soit ouvert relativement à E, il faut et il suffit
-er

que la famille (Av)^r soit ouverte relativement à E.

(i) La condition est suffisante :

II est évident que les ensembles (E — A v ) pour chaque yeF sont fermés
relativement à E, aussi bien que la famille ( E — A v ) v e r est fermée rela-

tivement à E; par suite, d'après (5.i) , l'ensemble \^J (E — Av) est fermé
'; e r

relativement à E.
Mais E—u(E -A^== oEnAV= nA^

ïer ver ver

il en résulte que l'ensemble ̂  Av est ouvert relativement à E.
rer

(ii) La condition est nécessaire :

Comme, en effet, ̂  Avest ouvert relativement à E, l'ensemble E— 0 Av,
ïe=r v^r

ou bien l'ensemble \^J (E — A,,) est fermé relativement à E.
ïeF

D'autre part, l'ensemble E — A v , pour chaque y G F, est aussi fermé
relativement à E; il en résulte de (5.i) que la famille ( E — A v ) v < = r est
fermée relativement à E, et par conséquent la famille (Av)^? est ouverte
relativement à E.

Si E === T les propositions (5. i ) et (6.2) donnent évidemment les deux
propositions suivantes :

(5.3) Si (Av)vei est une famille d'ensembles fermés, pour que l'ensemble [ l Av
yer

soit fermé, il faut et il suffit que la famille (A^)ver s0^ fermée.

(5.4) Si (Av)Yçr es^ u^e famille d'ensembles ouverts, pour que l'ensemble (^\ Av

soit ouvert, il faut et il suffît que la famille (Av)v çr soit ouverte.

On peut démontrer de plus que :

(5.5) Si Fr (Av) = 0, pour chaque yeF, pour qu'on ait

Fr/^jA,V=0,
\ïer /

il faut et il suffit que la famille (Av)yçr soit fermée.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 1. 13
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(i) La condition est suffisante :

Puisque, en effet, Fr (Av) = 0, pour chaque YCF, les ensembles A^

sont ouverts et fermés ; par suite l'ensemble \ ) Av est ouvert, et comme
rer

la famille (Av)yçr es^ fermée, cet ensemble, d'après (5.3), est fermé; il
en résulte que

Fr/^jA^=0.
\ïer /

(ii) La condition est nécessaire :
Puisque, en effet,

^fu^)^\ ï€r /

l'ensemble { ï Av est fermé, et comme les ensembles Av sont aussi fermés,
rer

grâce à (5.3), la famille (Av)^r est fermée.
Pareillement on peut démontrer que :

(5.6) Si Fr (Av) == 0, pour chaque yeF, pour quon ait

^(n^)-0-Vrer /
1 1 l ]~~~^^

\Ter /

il faut et il suffit que la famille (Av)vçr soit ouverte.

6. PROPRIÉTÉS. — Considérons une famille de familles d'ensembles

[(A^çr^€b
et supposons que (jru<|cE,

ici Lier, J

où E est un sous-ensemble de l'espace topologique T.
On peut démontrer que :

( G . ï ) 5i la famille (A^)vçr»? pour chaque i€l , est fermée relativement
à E, pour que la famille

UCAïW.

soit fermée relativement à E, il faut et il suffît que la famille

u^.•rer, A-ei
soit fermée relativement à E.
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(i) La condition est suffisante :

Puisque, en effet, la famille

(u^)
V r e F » Aei

est fermée relativement à E, on a

(I) EnfufU^^UfU^I-
L ^€i Vrer , /J L ^ei V r e r . /J

D'autre part, comme la famille (Av)yçri? pour chaque içï, est fermée
relativement à E, on a

( 2 ) En UAy ==En I J AY pour chaque içï.
Lier, J Lïel\ J

D'après ( i ) et (2), on tire

o) ^[UfU^I-^fUfU^I'
L ^ei Vre r i /J L ^ei V r e n /J

et, par suite, la famille

(4 ) ^(A^veP,
I C I

est fermée relativement à E.

(ii) La condition est nécessaire :

Comme, en effet, la famille (4) est fermée relativement à E, on a la
relation (3) d'où l'on tire ( i ) ; par suite, la famille

(u^)
Vrer, Aei

est fermée relativement à E.
Une conséquence immédiate de cette proposition est la suivante :

(6.2) Si la famille (A^)vçr;? pour chaque i € l , est ouverte relativement
à E, pour que la famille

u^'^14
IÇÎ

soit ouverte relativement à E, il faut et il suffit que la famille

(n^)
\"rel\ / ici

soit ouverte relativement à E.
13.
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(i) La condition est suffisante :
Puisque, en effet, la famille

(I) (r\^)
\Ter, / / e r

est ouverte relativement à E, la famille

(.) /E-p^A^
\ -çr, / /ei

ou bien

(3) fU^-^)
Vrer,- A(=I

sera fermée relativement à E.
D'autre part, comme la famille (A^ver.î po1111 chaque i€l , est ouverte

relativement à E, la famille (E—Av^çr ;? pour chaque l'el, sera fermée
relativement à E. Il en résulte, grâce à (6.1), que la famille

( 4 ) ^(E-A-.)rer.
/e i

est fermée relativement à E, et par suite, la famille

( 5 ) ^J (^)^\i
/ e i

est ouverte relativement à E.

(ii) La condition est nécessaire :
Comme (5) est ouverte relativement à E, (4) sera fermée relativement

à E. D'autre part, puisque la famille ( E — A ^ / ç i ^ , pour chaque i€ Ï ,
est fermée relativement à E, d'après (6.1), la famille (3) sera fermée
relativement à E, et par suite, la famille ( i ) est ouverte relativement à E.

Considérons maintenant une famille d'ensembles A,,,/, où les indices y, i
sont éléments des ensembles F et I respectivement; on représente cette
famille par le symbole

( 'S'^T^l'^ei-

On peut démontrer que :
(6.3) Si pour chaque i € l la famille (Av, ,)vçi ; est fermée relativement à E

et si de plus les familles (A^)/çi, pour chaque yeF et ^ \^J Av,^ sont
\Ter / /e i

fermées relativement à E, alors

(U-s.)
V /ei /ïer

est une famille fermée relativement à E.
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Comme, en effet, (A^)^p, pour chaque i€l , est fermée relativement
à E, on a

E^ vJ^u^En IJ^T^ pour chaque ici,
L-ver J Lrel J

et, par suite,

UfLMi-^fUfUMI
^•ei L-er JJ L .ei Lier JJ

D'autre part, comme la famille f^A^.A est fermée relativement
\ ïer /•ei

à E, on a

^[utu^'ii-^furu^n^
L -ei Lier JJ L <e i L?er JJ

il en résulte que le premier membre de ( i ) s'écrit

""fufu^^^fufu^H
L <ei L-,'er JJ L 'ei Lïer JJ

ou bien

^fuTu^'ll-^rufu^ii-W Kn l / US,' ^lï^ U U^'
L ^i Lïer JJ L ïe rL .ei JJ

Mais, comme (A^./)^, pour chaque yeF, est fermée relativement
à E, on a

^ n [ l Av^ ; = E n I J A,^, pour chaque y e 1\
L '<=i J L < e i J

^fufu^ll-^fufu^ll'
L ï e r L -ei JJ L - e r L 'ei JJ

il en résulte que le second membre de (i) s'écrit

^fufu^n-^f^rïL fçï L ïer JJ L ïer L ^
D'après (i), (2) et (3), on a

et, par conséquent, la famille

(LM
\ ici / ï e l

est fermée relativement à E.
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Une conséquence immédiate de cette proposition est la suivante :
(6.4) Si pour chaque içï la famille (Av,;)^p est ouverte relativement

à E, et si de plus les familles (Av,;);çi, pour chaque Y^F et ( /^\AY,,-\
\rer //ei

sont ouvertes relativement à E, alors la famille

(n^.'-)
\ /ei /rer

est ouverte relativement à E.

En effet, il est évident que les familles
(i) (E—A^,) . ,çr? pour chaque i€ l ;

(ii) (E—A^^-çi , pour chaque y^r;

(iii) ^E—/^ \A^^ , ou bien f I J ( E — A v , , ) ^ , sont fermées rela-
yer Aesi V r e r /<ei

tivement à E; il en résulte, grâce à (6.3), que la famille

(^\ 7<=T

(l'-A.,,)
içî /Yei

ou bien la famille

^-n^̂•1
<ei /TC.\ <ei

est fermée relativement à E, et par suite la famille

(n^.-)
\ içî /Te

est ouverte relativement à E.
Les propositions suivantes sont des cas particuliers des (6.3) et (6.4).

(6.5) Si les familles (Av)vçr ^ (Bv)vçr sont fermées (respectivement
ouvertes) relativement à E, la famille (A^ UBv)^r [respectivement (A^/ nBy).^?]
est aussi fermée {respectivement ouverte) relativement à E.

(6.6) Si la famille (Av)vçp est fermée (respectivement ouverte) relativement
à E, et si HCT, alors la famille (A^UH)^p [respectivement (A^nH)^çr]
est aussi fermée (respectivement ouverte) relativement à E.

On peut démontrer aussi que :
(6.7) Si la famille (A^)y<=r es^ fermée relativement à E, et si

^[u^W u ̂ ]=0-
LreP. J Lyer-r, J

où r^cr, alors les familles (A^v^ri ^ (A.^y^r-ri? sont fermées relati-
vement à E.
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Puisque, en effet, (A,)^r est fermée relativement à E, on a

io3

înr(jAj=En[(jÀ,1,
Lier J Lier J

En l ) A. = E n

d'où l'on tire

(i) EnrijAJuEnr (J Aj=En[\jÀ/|uEnr (J À,1.
Lïel\ J Lyer-r, J Lier, J • LieF-r, JL r e l i J Lï<=r-l \

Mais, d'après l'hypothèse, on a

En] ^JA, nEn| \^J Aj==0,
Lïeri . Lïer-r, J

et puisque

(3 )

et

(4)

on a aussi

(3)

Enr^jÂjcEnrijA/i
Lïel\ J Lier, J

Enr (J iJcEnr ^J AJ
Lïer-i\ J L-er-r, J

Enr^jÀJnEnr ^J 1,1=0.
L-er. J Ler-r. Jrer\ J L-er-r,

Les relations ( i) , (2), (3), (4) et (5) donnent évidemment les relations

^ru^i-^ru^iEn l Y A. = E n
Lïer \ J L T € I \ J

et

EnF ^J A. =En ^J ÀJ;
Lïer-r, , _Ter-i \ J

par conséquent, les familles (A-),^^ et ( A v ) v ç r . _ r , sont fermées relati-
vement à E.

Une conséquence immédiate de cette proposition est la suivante :

(6.8) Si la famille (Av)^çi- est ouverte relativement à E, et si

Enr^J(E-A,)1nr {J (E--A.)1=0,
Lier, J Lrer-r, J

où FiCr, alors les familles (A^çri et (Av)^p-r, sont ouvertes relati-
vement à E.
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Comme, en effet, (Ay)yçr est ouverte relativement à E, (E — A^çp
sera fermée relativement à E, et puisque

^n|^(E A,)1nr {J (E-A.) ]=:0,
Lier. J Lïer-i\ J

d'après (6.7), les familles ( E — A ^ v e i ' i e^ (E—A^) . / ç r - j \ seront fermées
relativement à E; il en résulte que les familles (Av)^? et (Av)^çr_r i sont
ouvertes relativement à E.

Considérons maintenant le cas où E ==•- T; dans ce cas, il est évident
que les propositions précédentes peuvent s'énoncer comme il suit :

(6.1 a) Si la famille (Av)./ç[^, pour chaque iGÏ, est fermée, pour que
la famille

{J(^)^ï\
/ e t

soit fermée, il faut et il suffit que la famille

(Vs)
\ ï€=r\ /<ei

soit fermée.

(6.20) Si la famille (A./)^r^, pour chaque i€îl, est ouverte, pour que
la famille

U^-^i''
/ei

soit ouverte, il faut et il suffit que la famille

(ns)\Y€=I \ / / e i

soit ouverte.

(6.3 a) Si pour chaque ici la famille (A-,/)^çr est fermée, et si de plus
/ \

les familles (A^),ç=i, pour chaque yeF, et i ^J A^-j sont fermées, alors
\ yer ) iç.\

la famille ( \ J Av , / ^ est fermée.
\ < e i ' /Yer

(6.4^) Si pour chaque içï, la famille (A./,/)^çi^ est ouverte, et si de plus

les familles (A^)^i, pour chaque yer, et ( ^\A^,^ sont ouvertes, alors
\ ve r Âei

la famille ^ / ^ A Y , / ^ est ouverte.
\ /ei }-ç.V
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(6.5 a) Si les familles (Av)^çi- et (Bv)^çp sont fermées {respectivement
ouvertes), la famille (A-uB^ç? [respectivement (A. nB^çr] est aussi
fermée (respectivement ouverte).

(6.6 a) 5i la famille (A^çr est fermée {respectivement ouverte), et si HcT,
alors la famille (A-UH)^çî [respectivement (A-nH)^çr] est aussi fermée
(respectivement ouverte).

(6.70) Si la famille (A,^) est fermée, et si

où FiCF, alors les familles (Av)^^ et (A^çr_r, sont fermées.
(6.8 a) Si la famille (A^çr est ouverte, et si

[u^^r u CA^=^-
L - e l \ J L-eî'-r. J

où I\cr, alors les familles (Av)^r^ et ( A ^ ç p _ i ^ sont ouvertes.
Enfin, on peut démontrer que :

^ (6.9) 5i la famille (A^çp est fermée, la famille (Av),/çr est aussi
fermée.

Puisque, en effet, la famille (Av)^ç i - est fermée, on a

u^-u^7er -er
d'où l'on tire

UA-U^
-;el- -,'el'

D'autre part, on a

u^-u1^
Y e l ' -er

donc

u~^= u^
-eF -er

et, par suite, la famille ^Àv)^p est fermée.
Une conséquence immédiate de cette proposition est la suivante :

(6.10) 5i la famille (Av^/çr est ouverte, la famille (intA^çp est aussi
ouverte.

En effet, puisque (Av)^r est ouverte, (cAv)^r sera fermée, et,
d'après (6.9), la famille (cA^çr sera aussi fermée; il en résulte que la
famille ^c(cA^))^r, c'est-à-dire la famille (int A.)vçr? est ouverte.


