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SUR LA CONVERGENCE RELATIVE
DTNE SUITE D'ENSEMBLES

ET DE LEURS APPLICATIONS
SUR LES SUITES DE FONCTIONS 0

PAR M. NICOLAS OECONOMIDIS.

INTRODUCTION.

Dans le présent article, consacré à l'étude des suites d'ensembles et des
suites de fonctions, nous introduisons la notion de la convergence relative
d'une suite d'ensembles, et nous donnons des applications de cette notion.

Dans la première partie, nous donnons d'abord, la définition de la conver-
gence relative d'une suite d'ensembles, situés dans un espace -i?*, et nous
démontrons que cette notion est un invariant des transformations continues
Ensuite, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes, afin que la
limite relative d'une suite d'ensembles, situés dans un espace métrique,
soit un ensemble borné, compact, fermé ou ouvert.

Dans la seconde partie, nous donnons quelques applications de la notion
de la convergence relative aux suites de fonctions, définies dans un espace
métrique et dont les valeurs appartiennent aussi à un espace métrique.

(1) Les résultats principaux de cet article ont été exposés dans deux Notes aux C. jR.
Acad. Se., t. 255, 1962, p. 2555-2557 et t. 256, 1963, p. 353-356.
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Iû8 N. OECONOMIDIS.

Nous trouvons ainsi des conditions nécessaires et suffisantes, afin qu'une
suite de fonctions ait comme limite une fonction bornée, ou une fonction
satisfaisant à la condition de Lipschitz d'ordre p (o < p ̂  i).

Enfin, nous donnons quelques propositions, concernant les suites des
nombres dérivés d'une suite de fonctions réelles.

PREMIÈRE PARTIE.

CONVERGENCE RELATIVE D'UNE SUITE D'ENSEMBLES.

1. DÉFINITIONS. — Soit { A.n} une suite d'ensembles non vides, situés
.00'

dans un espace (2) -X?*, et G =TT An leur produit cartésien, c'est-à-dire
n=l

l'ensemble de fonctions f, définies sur l'ensemble de nombres naturels <&,
de façon qu'on ait

f(n)çA.n pour tout nç^.

Nous dirons qu'un élément feG est convergent, quand la suite { f (n) }
est convergente; dans ce cas, nous posons, pour abréger,

^f(n)=f.

Nous posons aussi
G^ [ A, ]={/ : /€ G, / convergent}

et
&[A,]={/:/eG>[A,]}.

Nous donnons maintenant la définition suivante :
DÉFINITION A. — On dit que la suite [ A.n } converge vers A, relativement

à H, et Von écrit (H) lim An = A, Si :
->- 71=: oo

io HcG^[A»];

2" u^-u^
/en 7î=i

30 A^^/ 'eHi.
Nous appellerons l'ensemble A limite de la suite { An } relativement à H,

ou plus simple, limite relative de { A.n }.
Il est évident que, étant donnée la suite { An } et l'ensemble H, d'après

la définition A, la limite relative A est unique.

(2) CASIMIR KURATOWSKI, Topologie^ I, Warszawa, 1952, p. 83.
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Un cas spécial de la convergence relative est le suivant :
Soit { Fn {x) } une suite de fonctions, définies sur un ensemble E, et dont

les valeurs appartiennent à un espace -X?*, et supposons que
lim .Pn(^) =^(^) pour chaque .cçE;

cela posé, on prouve aussitôt que ( H ) l i m F ^ ( E ) = = F ( E ) , où H est
—>- 71= oo

l'ensemble des éléments

(F, (œ), F, (^), . . . , F,(^), .. . )€= JjF,(E),
n-=.\

pour tous les éléments a;€E.
On prouve aussi facilement que :

l.i. (G^ [A.]) lim A. = G[A.].
——————->• n==oo

En effet, il est évident que les conditions i° et 3° de la définition A sont
valables; nous démontrerons que la condition 2° de A est aussi valable.

ao

Si xç, \^J An, il existe un indice p, tel que xçAp. Considérons maintenant
n=ï

un élément quelconque /*eG^ [An]; si f (jo) = x, alors

(i) ^e \J /(<!»);
/€G^[A^]

sl f{p) T^ x^ on a aussi (i), car l'élément /*i€G, pour lequel on a
./i(^)==/0) pour n ̂ .p et f^p)=zœ,

appartient à G^ [A,i]. Il en résulte que

u^ u •/(<ï))
n=l /GG^A»]

et, puisque la relation

U /Wc(jA,
/eG>[A,] n=i

est évidente, on prouve que la condition 2° de A est valable.
La proposition suivante montre que la notion donnée par A est un inva-

riant des transformations continues :

1.2. Si : (i) (H) lim An == A; (ii) A^CX pour tout n€<I>, où X est un

espace £* ^ et (iii) y ̂  une transformation continue de V espace X en V espace Y
gui e5< aussi un espace £*y alors

(9_(H)) l im(p(A, )= îp (A) .
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En effet, ç étant continue, on a
(i) l imçp( / (n) )=:çp( / ) pour tout /eH;

/l== 00

il en résulte que, si

?(/)=(?(/(!)), 9(/(2)), ...,9(/(^)). • • • )€ fJcp(An)
n==l

et
(2 ) c p ( H ) = = ( c p ( / ) : / e H } ,

on a
<p(H)cG^[cp(A, ) ] ,

c'est-à-dire la condition i° de la définition A est valable.
Mais, puisque

00u-^^u^
/€H /i==l

on a

^J cp (/(<!») )=^Jcp (A,)
feH /i==i

ou bien

u^w^u9^
é-ey(H) n=i

et, par suite, la condition 2° de A est aussi valable.
Enfin, en vertu de (i) et (2), on a

i lim g{n) :gç. cp (H) \ == { 9(/):/€ H { = cp (A)
( /l=oo )

et, par suite, la condition 3° de A est valable.

2. SUITES D'ENSEMBLES DANS UN ESPACE MÉTRIQUE. —— Soit { A.n } Une

suite d'ensembles non vides, situés dans un espace métrique X; puisque
l'espace métrique X peut être considéré comme espace J?*, en convenant
que la formule

p == lim pn signifie que lim \ppn \=- o?
n~=. ao n== ao

la définition A peut être valable dans le cas où X est un espace métrique.
Dans ce qui suit, nous supposerons toujours que les ensembles considérés

sont sous-ensembles de l'espace métrique X.
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On prouve facilement que (3) :
2 . i . Si AnCX pour tout 7z€$ et G [An] ̂  0, alors

&[A,] == Li A,.
n-=. oo

En effet, si rceÔ [A^], il existe un /'eG^[A^, tel qu'on ait

lim/(/i) == x
n== »

et, puisque f{n)eAn pour tout TZ€$, on a xç. Li An; il en résulte que

(1) 6[A,]c Li A,.

Inversement, si xç. Li An, il existe une suite { Xn }, telle que x == lim ̂

et Xn^An pour tout TZ€$; mais, si l'on pose f = (xi, ^2, . . ., Xn, . . .), il
est évident que feG^[An], et, par suite, x ==/€Ô[An]; il en résulte que

(2) LiA,cô[A,].
7l== ac

Les relations (i) et (2) donnent l'égalité

Ô[A,]= Li A,.
/l==00

Si (H) lim An = A, on a évidemment AC ô [ An] ; on a donc, d'après 2.i ,
—^- n •=. <xs

la proposition suivante :

2.2. 5i (H) lim A.n == A, ou A^CX pour touï n€$, afor5
—>- n=: ao

Ac Li A^.
7l ==o0

3. CONVERGENCE RELATIVE PSEUDO-UNIFORME ET UNIFORME. —— Considé-

rons une suite d'ensembles non vides { An }, situés dans l'espace métrique X;
nous donnons la définition suivante :

DÉFINITION B. — On dit que la suite { A.n} converge pseudo-uniformément
vers A, relativement à H, si :

(i) (H) lim A.-A;
—>- n== x>

(ii) s^il existe un nombre £ > p et un indice. N, tels qu^on ait

[/(^./l^ pour chaque /eH.

(3) jLoc. cit., p. 241.
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Si, de plus, pour tout nombre & > o il existe un indice N (e), tel qu^on ait

| / ( ^ ) / |<<s pour tout / i > N ( s ) et pour tout /eH,

OM dit çue la suite { A.n} converge uniformément vers A, relativement à H.

Il est évident que la convergence relative uniforifie entraîne la conver-
gence relative pseudo-uniforme, mais l'inverse n'est pas vrai.

Exemple. — Considérons comme espace X l'espace Ra = Ri X Ri,
où Ri est l'ensemble de tous les nombres réels, métrisé par la formule

jt_
\ Z^Z^ \ === [ 1 ̂ i —— ̂  P+ | Jl ——72 I2]2,

où Zi = (xi, î/i), Z2 == (^2, î /2)€R2, et posons

4=(^^) et ^=(^)

pour tout yzG 3>, et pour toutt satisfaisant à la double inégalité o ̂  ( ^- i ;
nous posons aussi

A^=(4 :o^^^ i}u (^ ) ,
H i = = j ( ^ , 4 , ...,<, . . . ) : o^^<i} ,
H2= i' (^i, -S2, ..., ̂  4+1 ' . . . ) :/?€^ et ^ = = i } ,

et
H=:HiuH2.

Il est évident que, pour tout
f=(z[,z^ ...,4, . . . ) e H i ,

on a
\mf(n) == (o, ^) ;

on a, de même,
l im/(^)=(o, i)
7l == oo

pour tout
/== (^i, ^2, . . . ,^ ,4+i» • • • ) e H . 2 ;

il en résulte que
Hc^tA,].

D'autre part, on trouve aussitôt que

\J/W=QA.
/€H n=l

et, par suite,
(H) l imA^==A, où A = { (o, t) : o^t^ i j.
->- n==oo
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Cette convergence relative n'est pas uniforme, car si £ > o, il existe
un nombre naturel m, tel qu'on ait

^+(^_i).>^,
on a donc

(0,I)(^) >S

et, puisque
(o,i)(-^) < (o , i ) (———,n+ i

pour tout n G ̂  on tire

( o , i ) ( — 5 / î ) i > s pour tout n^m ;
V^ / 1

il en résulte que, étant donné un nombre £ > o, il n'existe aucun indice N,
tel qu'on ait

\f(n)f\<^s- pour tout n >> N et pour tout/€ H,

c'est-à-dire la convergence relative considérée n'est pas uniforme.
Au contraire, cette convergence relative est pseudo-uniforme, car si

l'on pose, par exemple, £ = i + I (o? i) 23 [ et N == 3, on prouve aussitôt
que

\f(^)f\<s' pour tout /€H.

Cet exemple montre que la convergence relative pseudo-uniforme
n'entraîne pas la convergence relative uniforme.

Nous donnons encore un exemple, par lequel on conclut que la notion
de la convergence relative pseudo-uniforme est différente de la notion,
qui est donnée par la définition A.

Exemple. — Nous posons
m si n^-m.

^mn^^ n -+- 1 .——— si n^> m^

où m, n € $ ; il est évident que
lim a^^==i pour tout w€(l)

Considérons maintenant la suite { An }, où
A.n= [dmn'- W==I, 2, . .. (

et l'ensemble
H == \ (<2wiî ^w2î • • • ? Ctmni • • •) '' W==I, 2, ... î ;
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on prouve aussitôt que
(i) (H) l imA,=A,

-> n=ao

où A == (i). Nous démontrerons maintenant que la convergence relative (i)
n'est pas pseudo-uniforme.

En effet, étant donné un nombre £ > o, il existe un nombre naturel
p > £; par suite, pour chaque yi€$, on a

\dn+p+ï,n— l| =n-^-p > £;

il en résulte qu'il n'existe aucun indice N tel qu'on ait

| / ( N ) / | < £ pour tout /eH

et, par suite, la convergence relative considérée n'est pas pseudo-uniforme.

4. SUITES D'ENSEMBLES, DONT LA LIMITE RELATIVE EST UN ENSEMBLE

BORNÉ. — Nous désignons par X71 la famille de tous les ensembles bornés,
situés dans l'espace métrique X; d'après cette notation, nous démontrerons
quelques propositions, qui sont de conditions nécessaires et suffisantes afin
que la limite d'une suite d'ensembles, situés dans l'espace métrique X,
soit un ensemble borné :

4 . i . Soit (H) lim An = A, où An€X71 pour tout TZÊ^; afin que AeX^,
—>> n= <x>

il faut et il suffit que la suite { An } converge pseudo-uniformément vers A
relativement à H.

(i) La condition est suffisante :
Puisque, en effet, la suite { An } converge pseudo-uniformément vers A,

relativement à H, il existe un nombre £ > o et un indice N, tels qu'on ait

fWÎ\<^ pour tout /eH.
Il en résulte que

/ C U ( / ( N ) , £ ) pour tout /eH,
par suite

A c U ( A ^ £ )

et, puisque AN est borné, on a AeX71.
(ii) La condition est nécessaire :

Soit AN un ensemble quelconque de la suite { A.n} ; puisque A^, A € X^,
le nombre

<^(AN, A) =sup{ \xy\ : ^eA^, je A}
est fini.

Si l'on prend maintenant un nombre £ supérieur à d (A^, A), on aura

| / (N) / |<£ pour tout /eH;
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il en résulte que la convergence relative (H) lim A.n = A est pseudo--^ n=^
uniforme.

Dans la proposition précédente, nous avons supposé que A^eX^ pour
tout M€$, c'est-à-dire cette proposition donne une condition suffisante
et nécessaire, afin qu'une suite d'ensembles bornés ait comme limite relative
un ensemble borné; dans les propositions suivantes on ne suppose pas que
les A.n sont bornés, c'est-à-dire elles sont de conditions nécessaires et
suffisantes, afin qu'une suite d'ensembles, bornés ou non, ait comme limite
relative un ensemble borné :

4.2. Soit (H) limA^ = A; afin que AeX71, il faut et il suffit quil existe

un nombre M > o, tel que pour chaque couple d'éléments /*i, / 2 € H existe un
indice N (/i, /a), de façon qu'on ait

\fi(n)/2(ri) ^M pour tout n>^(fi,f.i).

(i) La condition est suffisante :

Puisque, en effet,

| / i (^) /2(^) |^M pour tout ^>N(/ i ,^ ) ,
on a
0) 1/J. ^M;

la relation (i) étant valable pour chaque couple d'éléments fi,f^çïî, on
prouve que

û?(A)^M,

où d (A) est le diamètre de A et, par suite, A € X71.
(ii) La condition est nécessaire :
En effet, A étant borné, nous posons

M = ^ ( U ( A , i)) .

Si fi, /a sont deux éléments quelconques de H, il existe un indice N(/'i, /a),
tel qu'on ait

\f,(n)f, <i et \f^(n)f, < i

ou bien
/ i ( n ) € U ( A , î ) et / ^ )eU(A, i )

pour tout n > N(/i, /a ) ; il en résulte que

\fi(n)f^n)\^M pour tout ^>N(/ i , /2) .
Ann. Éc. Nom., (3), LXXX. — FASC. 2. 15
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4.3. Soit (H) limA^= A; afin que A€X^, il faut et il suffit qu'il existe
-> ra==»

un nombre M > o, tel que pour chaque /*€ H existe un indice N (/*), dîe façon
qu'on ait

| ^o/(^) |^M pour tout ^>N(/) ,

où n;o ̂  UTZ point fixe du X.

(i) La condition est suffisante :
Puisque, en effet,

| ^o / (^) |^M pour tout ^eN(/) ,

on a
(i) |^o/|^ M;

la relation (i) étant valable pour chaque /'GH, il est évident que
^ ( ^ o , A ) ^ M

et, par suite, A € X7'.
(ii) La condition est nécessaire :
En effet, A étant borné, nous posons

M=d(^ U(A, i)).

Si /'est un élément quelconque de H, il existe un indice N (/'), tel qu'on ait

. - l/(^)/l<i
ou bien

/ ( ^ ) € U ( A , i ) pourtout ^ > N ( / ) ;

il en résulte que
\^of(n)\^M pourtout ^>N(/) .

Si /'€G^[A^], nous désignons par N (/*, h) le plus petit indice pour
lequel on a

\f{n)f\<h pourtout ^N(/,A),

où h est un nombre positif donné.
D'après cette notation, nous démontrerons les deux propositions sui-

vantes :

4.4. Soit (H)limAn== A; afin que AeX71, il faut et il suffit qu'il existe
—^ n=^

un nombre M > o, tel que pour chaque couple d'éléments fi, j f aGH existe
au moins un couple d'indices p, ç, où p ̂  N (/'i, h) et q ̂  N (/a? h) {h étant
un nombre positif quelconque, mais le même pour chaque /*€H), de façon
qu'on ait

|/,09)/,(<7)|^M.



(i) La condition est suffisante :
Puisque, en effet, p ̂  N (/'i, A), q ̂  N (/a, A) et

l/i(^)/.(^)I^M,
on a

I.A/21 ̂  |/i ( p ) A | +|.A(<7Vl| + \A(p)f.(q) \
ou bien
(i) | ^ / , |<2À+M.

La relation (i) est valable pour tout couple d'éléments /i, /aSH, et
puisque A est le même pour chaque /*€ H, on prouve que

^(A)^2À-4-M
et, par suite, AeX^.

(ii) La condition est nécessaire :
En effet, A étant borné, nous posons

M = = 6 / ( U ( A , A ) ) ,

où h est un nombre positif quelconque.
Cela posé, il est évident que, pour tout couple d'éléments /i, /aSH, il

existe au moins un couple d'indices p, ç, où p ̂  N (/i, h) et g ̂  N (/a, A),
de façon qu'on ait

l / i (^) / . (<7)I^M.

4.5. Soit (H) limA^= A$ a/în que AeX71, i7 /au( 6^ il suffit qu^il existe
-> 71=00

un nombre M > o, tel que pour chaque /*€ H existe au moins un indice
p ̂ N (/*, A) {h étant un nombre positif quelconque, mais le même pour chaque
/*€ H), de façon qu^on ait

\^f(p)\^M.

où Xo est un point fixe du X.

(i) La condition est suffisante :
En effet, puisque p ̂  N (/*, h) et

l ^o / (^ ) I^M,
on a

- , - , . - , l^o/l^ f(p)f +l^o/(/?)|
ou bien
(i) | ^ o / | < À + M .

La relation (i) est valable pour chaque jfeH, et puisque h est le même
pour tout /*€ H, on a

û?(^oî A) ̂ h-\- M

et, par suite, A € X71.
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(ii) La condition est nécessaire :

En effet, A étant borné, nous posons M = d {xo, U (A, A)), où h est un
nombre positif; cela posé, il est évident que, pour tout ^€:H, il existe au
moins un indice p ̂  N (/*, h), de façon qu'on ait

l^o/Q^I^M.

5. SUITES D'ENSEMBLES BORNÉS QUI CONVERGENT UNIFORMÉMENT. ——

Si (H) limA,,== A et si, de plus,

An= {f(n) : /€H j pour tout nç^,

on écrit
(H) lim A^==A.
=> 71=00

D'après cette notation, nous démontrerons que :

5.1. Si A^eX^ pour tout nG^, (H)limA^== A, et si cette convergence
23^ n = ao

relative est uniforme, alors (4)
lim dist (A^, A) z= o.
n= ao

Puisque la suite { A.n} converge uniformément vers A, relativement à H,
étant donné un nombre £ > ô, il existe un indice N (s), tel qu'on ait

\fWf\<.
ou bien

/ ( ^ )eU( / ,Ê ) et ^ eU( / ( ^ ) , £ )

pour chaque /*€ H et pour tout n > N (s); il en résulte que

A,cU(A, s) et AcU(A,, s)
ou bien

d i s t ( A ^ A ) < 2 ê

pour tout n > N (s) et, par conséquent,
lim dist(A^, A) == o.

Une conséquence immédiate de cette proposition est la suivante :

5.2. Si AnG^ pour tout n €^, où 2X e5( Za famille de tous les ensembles
fermés, bornés et non vides, situés dans Vespace métrique X, (H)limA^== A,

=^> /l==00

et si cette convergence relative est uniforme, alors
l imA^==A,

(4) Loc. cit., p. 106.
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en convenant que
( lim A^==A ) = ( lim dist(A^ A) = o } .
( n==oo ) ( n=oo ^

Nous démontrerons maintenant que :
5.3. Si A^eX71 pour tout n€^, AeX" et limdist(A^, A) = o, alors

(i) l imrf(A.)=d(A);
/î==ao

(ii) lim d(xo, A^) = rf (rco, A),

pour (ouf Xo € X.

Puisque, en effet, lim dist (A,,, A) = o, étant donné un nombre £ > o,

il existe un indice N(e), tel qu'on ait
dist(A^, A) < £

ou bien
(i) A,cU(A,s) et ACU(A, ,£ )

pour tout n > N(s).
Les relations ( i ) donnent respectivement les relations

û?(A,)^(U(A, s ) ) et ^(A)^(U(A,, .£))

ou bien
^(A^)^2£+ûf(A) et <a?(A)^2£-+-^(A/ , ) ,

d'où l'on tire
| û?(A) —d(A.n) |^2£ pour tout T Î > N ( £ ) ;

il en résulte que

et, par suite,

lim \d(A) —d(An) \ == o

lim d(An)==d(A).

On sait que

d(^o-) A^) == dist(^oî A^) et dÇx^^ A) == dist(^o? A) :

il en résulte que

et

d'où l'on tire

et, puisque

d(œ^ An)^d(a!o, A) + dist (A, A,,)

d(a;Q, A)^û?(^o, A^) + dist(A, A^),

û?(^o, A^) — û?(.a?o, A) ^d is t (A^,A) ,

lim dist(A^, A) == o,
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on a
lim | d(œQ, A/,) — d(^o^ A) ] == o,
/; ==: ao

c'est-à-dire
lim d(xQ^ An) = d{x^ A).

A l'aide de cette proposition, on prouve que :
5.4. Si AnGR^ pour tout yiG^, A€R^, où R^ est la famille de tous les

ensembles bornés et non vides, situés dans V ensemble Ri de tous les nombres
réelsy et si lim dist (An, A) == o, alors :

(i) lim sup { x : x € An} = sup { x : x € A } ;
n~=. oo

(ii) lim inf { ^ : x € An } = inf { x : x € A }.

On voit d'abord que

Au ^JA,€RÎ;
n=l

car, si a;o€X, d'après 5.3, on a
lim d(x^ AJ == d{x^ A) ;

par suite, il existe un nombre M > o, tel qu'on ait
d(^o^A.n)^M pour tout nç<^

ou bien
00

l^o^]^ M pour tout xç. ^ j A^,
n=i

00

d'où l'on prouve que ^ j A ^ e R ^ et, puisque A€R^, on a
n=i

Au ^jAn€Rî.
n=i

On prend maintenant deux nombres a, &, où a est inférieur à la borne

inférieure de A U ^J A^ et b supérieur à la borne supérieure de A U \ L ) An ;
/i==:l n=l

il est évident que
J sup {.y : ^çKn} ==d(a, An) + a,
\mi {œ:œç.Kn}=ib-d(b,Kn),

pour tout M60, et
J sup{ ̂  : x^K\ •==. d(a^ A) + <%,

2 f inf \x : ^ ç A } = z b — d ( b , A ) .



CONVERGENCE RELATIVE D'UNE SUITE D'ENSEMBLES. 121

Mais, d'après 5.3,
(3) lim d(a, A^)=d(a, A) et lim d{b, A^) = d(b, A) ;

n~= oo /i== oo

les relations (i), (2) et (3) donnent les relations (i) et (ii).
Les deux propositions suivantes sont des conséquences immédiates des

propositions 5.i, 5.3 et 5.4 :
5.5. 5i A^eX^ pour tout nG^, et si la convergence relative (H) lim An = A

=^> n==c

est uniforme, alors :
(i) l imd(A.)=rf(A);

n== oo

(ii) limd(a;o, A^) = d{xo, A),
/l= 00

où XQ est un point quelconque du X.

5.6. Si An € R^ pour (ou( n € ^E>, et si la convergence relative (H) limA^ = A
==> ^^

est uniforme, alors :

(i) lim sup { x : xçA.n] = sup { x : x € A } ;
Tt~==. oo

(ii) lim inf {rc : x € An } = inf { x : x € A }.
/l=:ao

6. CONVERGENCE RELATIVE PSEUDO-CONTINUE. — Dans ce qui suit,
nous supposerons toujours que le produit cartésien

G=nA,,
n-=l

où { An } est une suite d'ensembles non vides, situés dans l'espace métriqueX,
est aussi un ensemble métrique.

DÉFINITION C. — On dit que la convergence relative (H)limAn=== A est
-—>- rt=oo

pseudocontinue au point fo € H, si à tout nombre £ > o on peut faire corres-
pondre un nombre ï](s) > o, tel que pour chaque /*eU (/'o, ï i (s))nH existe
un indice N (/, £), de façon qu^on ait

\f(n)fo(n) | <£ pour tout ^ > N ( / , £ ) .

On voit que F ensemble

K/J^/^A^/eÔ^], \imf(n)=f\
(. n=w )

définit sur G^An] une fonction ^¥(f), telle qu'on ait

IF(/)==/ pour chaque /eG^fA^]
et

^(^[A.])=û[AnJ•
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En particulier, si (H) limA^== A, l'ensemble
->- 71=00

K/,/):/€H,/eA, \[mf(n)=f\
' 72=0) }

définit sur H une fonction W^(f), telle qu'on ait

W^(f)=f pour chaque /€H.

et ^(H) = A; il est évident que
W^(f)=W(f) pour tout /çH.

Nous démontrerons maintenant que :
6.1 Soit (H)limA^=A; afin que la fonction ^VjiÇf) soit continue au

—>- n= 30

point fo € H, il faut et il suffit que la convergence considérée soit pseudo-
continue au point fo € H.

(i) La condition est suffisante :
Puisque, en effet, la convergence relative (H)l imA^==A est pseudo-

continue au point fo € H, étant donné un nombre £ > o, il existe un nombre
ï)(£) > o, tel que, pour tout /'€U(/o, ï ) (£))nH, il existe un indice N(/', s)
de façon qu'on ait
( i ) | / (^)/o(^) | < £ pourtout / Î > N ( / , £ ) .

En vertu de (i), on prouve aussitôt que

1/.^1<^
ou bien

i^Hœ^HWK^
et, par suite, la fonction ^n{f) est continue au point /o€ H.

(ii) La condition est nécessaire :
Puisque ̂ ¥n{f) est continue au point fo € H, étant donné un nombre £ > o,

il existe un nombre T](£) > o, tel qu'on ait

i^Hœ^HWKl
ou bien

(2) 1/..A <|
pour tout yeU^o, r i(£))nH.

D'autre part, il existe un indice N(/*, e), tel qu'on ait

(3) " |/o(^)/;|<| et |/(^)/|<|

pour tout n > N (/*,£).
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D'après (2) et (3), on tire

l / ( ^ ) /o (^ ) | < £ pour tout ^ > N ( / , s ) ;

il en résulte que la convergence relative (H) limA^== A est pseudo-continue
—>- n='x

au point /o G H.

7. CONVERGENCE RELATIVE SIMPLE. — Nous dirons que la convergence
relative

(H) limA^=:A
->- 71=: oo

est simple, si la fonction Vn(^) est biunivoque.
On prouve facilement que :

7.i. Afin que la convergence relative (H)limA^= A soit simple, il faut

et il suffit que, pour chaque couple de points /i, f^çîî, il existe un nombre
positif £(/i, /a) et un indice N(/i, /s), tels qu^on ait

\fi(n)f,(n) ]^£(/i,/2) pour tout ^>N(/,/0.

(i) La condition est suffisante :
Puisque, en effet,

| / i (^) /2(^) |^£( / i , /2) pourtout ^>N(/ , / , ) ,

on a
|/l/î|^(/l,/2)

et, par suite,
^(/O^^.A);

il en résulte que la fonction ^¥n{f) est biunivoque et, par conséquent, la
convergence relative considérée est simple.

(ii) La condition est nécessaire :

Puisque ^nÇf) est biunivoque, si fi, /a est un couple quelconque d'élé-y .^
, ments distincts du H, on a f^ /2.

Nous posons

^/.)=4i/./:i;
il est évident qu'il existe un indice N(/i, /a), tel qu'on ait

\f^n)f, ^s(/i,/,) et | /2(^)/2|^£(/i , /2)

pour tout n > N(/*i, y^); on a donc

1/i/î 1 ̂ |/i WA | + |/2 (n)A 1 + |/i (n) f, (n)
Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 2. 16
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ou bien
3£(/1,/2)^2S(/, , / ,)+|/^)/,(7Z)|,

Cpc'f'-Q -fiTPP

\f,(n) j\ (n)\^ £(/i,/2) pour tout ^N(/^).

Nous démontrerons encore la proposition suivante :
7.2. Si (H) lim A^ = A, lî existe au moins une suite (^ensembles { A^ {

->- n=va

telle que :
(i) A,*, C A.n pour tout n € $ ;
(ii) (H*) lim A: = A, où H*cH;

(iii) îa convergence relative (ii) 50^ simple.
Si la convergence relative ( H) lim An = A est simple, la proposition

est valable, car si l'on pose A* = A et H* = H, on a les conditions (i), (ii)
et (iii).

Supposons maintenant que cette convergence relative n'est pas simple;
alors, il existe au moins un couple d'éléments /i, /a G H, tel qu'on ait
f^ = ̂ ; dans ce cas, nous écrivons fi ~ /2.

La relation ^ étant réflexive, symétrique et transitive, c'est-à-dire
une relation d'équivalence, il existe une famille (H^çi de sous-ensembles
de H, telle qu'on ait :

a. ^JH.= H;
iGÏ

b. { /'i, /s € H, } ==. { f i ~ /2 } pour chaque i € I ;
c. { / i€H, , , /.eH,, i^i,\=[f^f,}, où

{/i^M/i^/.}-
Si maintenant, F est un élément quelconque du produit cartésien Jjl H,,

^ei
nous posons

-[U.
L/GH*

y=F(I) et A:= ^J/W|nA,
L/GH*

pour tout ne^; il est évident que A^cAn pour tout n€4> et H* C H.
Puisque H*CH, on a H^CG^A,,], c'est-à-dire la condition i° de la

définition A est valable. Mais

0^=0 rfu^l^-Hu-w 40^1
n=l n=ï LL/CH* J J L/GH* „ L n=l J

^fu^ ^u^w]=u^)
L / G H * _ L / € H J /€H*

et, par suite, la condition 2° de la définition A est aussi valable.
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Enfin, d'après a, b et c, il est évident que

^ H ( H ) = T H ( H * )
ou bien

{ / : / € H - } = A
.et, par suite, on a
( i) ( H * ) l i m A ; = A ;

-> n==oo

la convergence relative ( i ) est simple, car la fonction W^ (/*) est biunivoque.

8. LIMITES RELATIVES COMPACTES, FERMÉES ET OUVERTES. —— DâUS

ce paragraphe, nous supposerons toujours que :
i° les ensembles A,, sont compacts;

2° le produit cartésien TÏAn devient métrique, de façon qu'on ait (5)
?t =1

( lim /,„= A = TT / lim /„.(») ==f(n)\ ;
\ m = ao / -•-A \^ -^ go J

n=l

3° la convergence relative

(G^[A,]\limA,=Ô[A,] .

est pseudo-continue à tout point /'eG^[A^].

D'après i° et 2°, il vient que le produit cartésien ITÏA,, est un ensemble
n == 1

compact. Mais G^ [A.n] C JjA,,; par suite, si G^A,,] est fermé, il sera néces-
n -=.\

sairement compact.
D'autre part, d'après 3° et 6.1, la fonction W (f) est continue dans

G> [An]; il en résulte que, G^A,,] étant compact, l'ensemble G [An] est
aussi compact.

En faisant, donc, toutes les hypothèses précédentes, on a la proposition :

8.1. Les ensembles G^ [An] et G [A,,] sont compacts.

D'après les mêmes hypothèses, on a la proposition :

8.2. Soit (H) lim A.n == A; afin que l'ensemble A soit compact il faut et il

suffit que l'ensemble H soit compact.

En effet, puisque W (/*) est continue dans G^ [An] et H est compact,
l'ensemble A^Ï^H) est aussi compact.

(5) Loc. cit., p. 86.
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Inversement, si A est compact, il sera fermé relativement à Ô [An], et
puisque W (/•) est continue dans G^ [An] et W (G-^An]) = G [An], l'image
inverse W-1 (A) = H sera fermée relativement à G^ [An] ; mais G^ [An]
est compact; par suite, l'ensemble H est aussi compact.

Supposons maintenant que (H) lim An = A, et qu'il existe un ensemble

compact H*, où HC H* CG^ [An], tel que :
(i) (H* ) lim A. = A*;

(ii) la convergence relative (i) soit simple.

La fonction ^F(/) étant continue dans G^ [An], W^ (/*) est aussi continue
dans H*, et puisque H* est compact et W^ (/*) biunivoque, elle sera
bicontinue dans H*, c'est-à-dire les ensembles H* et A* sonthoméomorphes.

Mais W^ (H) = A, et par suite, on a la proposition :

8.3. Si (H) lim A.n = A, et s^il existe un ensemble compact H*, où

HcH'cG^[An], tel que :
(i) (H^) lim An = A*;

—^- n= oc

(ii) la convergence relative (i) soit simple,
alors, en considérant comme espaces topologiques les ensembles H* et A*,
les ensembles H et A ont les mêmes propriétés topologiques.

En particulier, si H* est ouvert relativement à G"^ [An] et A* ouvert
relativement à G [An], on a la proposition suivante :

8.4. Si (H) lim An = A, et s9 il existe un ensemble compact H*, où

H C H* C G^[A^tel que :
(i) (H*) lim An == A*;

(ii) la convergence relative (i) soit simple, alors :
a. Afin que A soit fermé, il faut et il suffit que l'ensemble H soit fermé.
b. Afin que A soit ouvert relativement à G [An], il faut et il suffit que

l'ensemble H soit ouvert relativement à G^ [An].

DEUXIÈME PARTIE.
APPLICATIONS SUR LES SUITES DES FONCTIONS.

9. SUITES DE FONCTIONS, DONT LA LIMITE EST UNE FONCTION BORNÉE. ——

Considérons une suite de fonctions { Fn (x) }, définies sur un ensemble E,
situé dans un espace métrique X, et dont les valeurs appartiennent à un
espace métrique Y; nous supposons de plus que cette suite converge vers
la fonction F (x) dans E.
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Cela posé, on a
( i ) (H) ] i m F , ( E ) = F ( E ) ,

-^ 7î=oo

où H est l'ensemble des éléments

(F - i (^ ) ,F , (^ ) , . . . , F,(^), . . . ) € = fj F, (E)
n=l

pour tous les points xçîL [voir § 1).
On dit que la suite { ¥ n { x ) } converge pseudo-uniformément vers la

fonction F (^), si la convergence relative ( i ) est pseudo-uniforme, c'est-à-
dire on a la définition suivante :

DÉFINITION D. — On dit que la suite { ¥ n {x) } converge pseudo-unifor-
mément vers la fonction F (x) dans E, s'il existe un nombre £ > o et un
indice N, tels qu'on ait

] FN(^) F(^) [ < s pour tout .yçE.

D'après (4. i) , on prouve aussitôt la proposition suivante, qui est une
condition nécessaire et suffisante, afin qu'une suite de fonctions bornées
ait comme limite une fonction bornée :

9.1. Si toutes les fonctions F (x) sont bornées, alors, afin que F (x) soit
bornée, il faut et il suffit que la suite { Fn (n) } converge pseudo-uniformément
vers F (x) dans E.

Les propositions suivantes, qui sont des conséquences immédiates des
propositions 4.2, 4.3, 4.4 et 4.5 respectivement, donnent quatre conditions
suffisantes et nécessaires, afin qu'une suite de fonctions, bornées ou non,
ait comme limite une fonction bornée :

9.2. Afin que F {x) soit bornée, il faut et il suffit qu'il existe un nombre
M > o, tel que pour chaque couple de points Xi, x^ € E existe un indice N {xi, x^),
de façon qu'on ait

|F/i(^i) F^(^2) |^M pour tout ^>N(^ i , ^2).

9.3. Afin que F {x) soit bornée, il faut et il suffit quil existe un nombre
M > o, tel que pour chaque xçîi existe un indice N Çx), de façon qu'on ait

] joF^(^) |^M pour tout ^ > > N ( ^ ) ,

où î/o est un point fixe du Y.

Nous désignons par N {x; h) le plus petit indice pour lequel on a

\¥n(œ) F(^) \<h pour tout ^ ^ N ( ^ ; A ) ,

où h est un nombre positif donné.
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9.4. Afin que F {x) soit bornée, il faut et il suffit quil existe un nombre
M > o, tel que pour chaque couple de points Xi, n^eE existe au moins un
couple Sindices p , q, où p ̂  N (x^ h) et q ̂  N [x^ ; h) {h étant un nombre
positif quelconque, mais le même pour chaque n;€E), de façon quon ait

| F^ (^ )Fy(^ ) | ^M.

9.5. Afin que F [x) soit bornée, il faut et il suffit quil existe un nombre
M > o, tel que pour chaque xGÎL existe au moins un indice p ̂  N (rc; h)
(h étant un nombre positif quelconque, mais le même pour chaque xçîL), de
façon quon ait

| joF^)]^M,

où î/o est un point fixe du Y.

10. SUITES DE FONCTIONS BORNÉES, QUI CONVERGENT UNIFORMÉMENT. —-

Nous dirons que la suite { ¥n (x) } converge uniformément vers la fonction
F (x), si la convergence relative

( H ) l i m F , ( E ) = F ( E ) ,
-^ n==oo

que nous avons considérée au début du paragraphe précédent, est uniforme.
On voit aussitôt que la convergence uniforme entendue dans le sens

précédent coïncide avec la convergence uniforme dans le sens habituel.
Les deux propositions suivantes sont des conséquences immédiates des

propositions 5.5 et 5.6 respectivement (6) :
lO.i. Si toutes les fonctions F,; (x) sont bornées, et si la suite { F n {x) }

converge uniformément vers la fonction F (x) dans E, alors :

(i) l imr f (F . (E) ) = ^ ( F ( E ) ) ;

(ii) l i m r f ( î / o , F . ( E ) ) = d ( 2 / o , F ( E ) ) ,

où î/o est un point quelconque du Y.

10.2. Si F»(E)-€R^ pour tout nç^, et si la suite {Fn { x } } converge
uniformément vers la fonction F (x) dans E, alors :

(i) limsup { ¥ n { x ) : x e E } == sup { F {x) : xeE j ;
/( = 30

(ii) Km inf { F, (x) : x ç E } = inf { F (x) : xçE

11. SUITES DE FONCTIONS, DONT LA LIMITE SATISFAIT A LA CONDITION

DE LIPSCHITZ D'ORDRE p (o << p ̂  i). —— NOUS pOSOUS

E^^C^j) : ^ J € E , x^.y\,

(6) On voit aussitôt que (H) lim Fn (E) = F (E).
^ n=^
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et supposons que le produit cartésien E X E devient métrique par la
formule

_i_
[ .Sl^,[=[ |^l^. , |24- ]jij2 T,

où Zi = {xi, Xi) et js.2 = (.3:2, 2/2) sont deux éléments quelconques du E X E;
nous posons aussi

J^(F:^ j )= |F (^ )F ( j )
1 ̂ J I7'

où [x, î^eE"2 et o <; p ^ i, en supposant que F Çx) est une fonction
quelconque, définie sur E, et dont les valeurs appartiennent à Y.

II est évident que :

11.1. Afin que la fonction F (x) satisfasse à la condition de Lipschitz
d'ordre p , en symbole : F (rc)€Lip (E, p), il faut et il suffit que la fonction
J p (F : x, y) soit bornée dans E"2.

Dans ce cas, nous désignons par Lp (F, E) la borne supérieure de Jp(F \x, y )
dans E"'2. On prouve facilement que :.

11.2. Si la suite {Fn (x) } converge vers la fonction F {x) dans E, alors
la suite { J p (Fn : ̂ 5 y) } converge vers J p (F : x, y) dans E"'2.

Soit, en effet, (xi, î/i) un point quelconque du E"2; étant donné un
nombre £ > o, il existe un indice N (&), tel qu'on ait

| F,(^) F(^) | < 1 | x,y, \P et F,(j-,) F(j,) | < ^ | x,y, \P

pour tout n > N (c). Donc, pour n > N (&), on a
|F.(^)F,( j , ) |^ |F,(^)F(^) |+|F,(y,)F(jO ]

-4- | F (^) F(j,) | < s| œ,y, \P + F (^) F (jQ

ou bien
(i) • J^(F,^ y,) - J^(F:^, y , ) < s.

On prouve de même que

( 2 ) J^(F:^,ji) —J^(F^ :^ i , j i ) < £

pour tout n > N ( & ) ; les relations (i) et (2) donnent

| J^(Fn:^i , j i ) — J ^ ( F : ^ i , y i ) [ < s

pour tout n > N (e), et par suite,

(3) lim J^(F,:^,^)=J^(F:^,j,).

(7) On pose yo 4= o.
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La relation (3) étant valable pour chaque point (xi, 2/1) €E^ 2 , on a
démontré que la suite { J p (Fn : x, y) } converge vers J p (F : x, y) dans E"2.

D'après 11. i, 11.2 et 9.i, on prouve aussitôt la proposition suivante :

1 1 . 3 . Si Fn (n;)eLip (E, p) pour tout nç.^, afin que F (a;)eLip (E, p),
il faut et il suffit que la suite { Jp (Fn : x, y) } converge pseudo-uniformément
vers la fonction Jp (F : x, y) dans E"2.

Les propositions suivantes, qui sont des conséquences immédiates des
propositions 11. i, 11.2 et des 9.2, 9.3, 9.4, 9.5 respectivement, donnent
quatre conditions nécessaires et suffisantes afin qu'une suite de fonctions,
satisfaisant ou non à la condition de Lipschitz d'ordre p, ait comme limite
une fonction satisfaisant à cette condition :

11.4. Afin que F (x) €Lip (E, p), il faut et il suffit quil existe un nombre
M > o, tel que pour chaque couple de points (xi, 2/1), (^2, 2/2) €E"2 existe
un indice N (Xi, yi ; x^ 1/2), de façon quon ait

|J/.(ï^:^iî Ji) —J^(F/i:^2, 72) [^ M pour tout ^>N(.2?i, ji; x^ y ^ ) .

11.5. Afin que F (^)eLip (E, p), il faut et il suffit qu^il existe un nombre
M > o, tel que pour chaque point {x, 2/)eE^2 existe un indice N {x, y), de
façon qu'on ait (7)

Jp (F^:^, y) ̂  M pour tout 7i^>N(^,^y).

Nous désignons par N (^, y . h) le plus petit indice pour lequel on a
|J^,(F^:^, y ) — J^(F:^, y ) \ < h pour tout ^ ^ N ( . r , y ; A ) ,

où h est un nombre positif donné.

11.6. Afin que F (^)€Lip (E, p), il faut et il suffit quil existe un nombre
M > o, tel que pour chaque couple de points (rci, 2/1), (x'2, 2/2) GE"2 existe
au moins un couple d'indices q, s, où q ̂  N (xi, yi ; h) et s ̂  N (^2, 2/2 ; h)
(h étant un nombre positif quelconque^ mais le même pour chaque (x, y) € E"2),
de façon quon ait

[J/,(F^:^jO -J^(F,:.r,,j2)|^M.

11.7. Afin que F (a;)eLip (E, p), il faut et il suffit quil existe un nombre
M > o, tel que pour chaque point (x, 2/)eE"2 existe au moins un indice
q ̂  N (x, 2/5 h) [h étant un nombre positif quelconque, mais le même pour
chaque (x, ^eE"2], de façon qu^on ait

•UF^j)^M.

En supposant que J p (Fn : E"'2) € R^ pour tout nç^y d'après 10.2,
si la suite { J p (Fn : x, y) } converge uniformément vers la fonction J p (F : x, y)
dans E"'2, on a

lim s u p { J ^ ( F ^ : ^ , j ) : (^ j )eE- 2 } = s u p { J ^ ( F : ^ , j ) : (^j)çE"2 j .
71 ̂  oo
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Mais, *
s u p { J^(F,:^ y) : (^ j) € E - 2 } = L^(F,, E)

et
s u p { J ^ ( F : ^ j ) : (^^eE^j^L^F, E) ;

il en résulte que
l imL^(F,, E ) = L ^ ( F , E ) ,

7l ==oo

d'où la proposition :

11.8. Si Fn (^)eLip (E, p) pour tout 72€$, et si la suite { Jp (Fn : x, y) }
converge uniformément vers la fonction Jp (F : x, y) dans E"2, alors

lim L^(F,, E ) = L ^ ( F , E).

12. NOMBRES DÉRIVÉS D'UNE SUITE DE FONCTIONS RÉELLES. —— Con^idé-

rons une suite de fonctions réelles { fn (x) }, définies sur un ensemble de
nombres réels E, et supposons que cette suite converge vers la fonction f [x)
dans E.

Si ^o€EnE ' , nous posons

E+(^o, s) ==En (^ ^o+ s ) ^ E-(^o, s) = = = E n ( ^ o — £? -^o)^

où £ est un nombre positif, et

i(/:^)=^^°)
pour chaque a;eE différent de Xo, où /*(^) est une fonction réelle définie
sur E.

On peut démontrer que :

12.i. Afin que les nombres dérivés D^^o), î)+f{xo) [resp. les nombres
D"/*^), î)-f(xo)] soient finis, il faut et il suffit quil existe un nombre £ "> o,
tel que la fonction ï (f'.Xo, x) soit bornée dans E+ [xo, £) [resp. dans E-(^o, £)].

Nous démontrerons la proposition pour les nombres D+ f{xo), D+/*(^o);
la démonstration pour les D"/*^)? î)-f(xo) est pareille.

Il est évident que la condition est suffisante; il reste donc à démontrer
qu'elle est nécessaire.

Supposons, au contraire, qu'elle n'est pas nécessaire, et considérons
une suite de nombres positifs { ^n }, telle qu'on ait

^n'> s/14-i pour tout n et lims^=:o.
n ==oo

D'après notre hypothèse, la fonction ï{f:Xo, x) n'est pas bornée dans
E+ (xo, £) pour tout n, par suite, étant donné un nombre M > o, il existe
une suite partielle { G^ } de la suite { Gn }, où

Gn=E(^o, s^) — E ( ^ o î s/i+i ) î
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dont tous les termes contiennent au moins un point x, tel qu'on ait

\\(f\x,,œ) ^M.

Il existe donc une suite { Xn }, telle que

•^eG^ et 11 (/^o? ^Tî) I ^:M pour tout n €<Ï>;

il en résulte que : ou bien il existe une suite partielle { x^} de { Xn} telle
qu'on ait 1 (/*: Xo, x,^) ^M pour tout n, ou bien une suite partielle { x,,}
de { Xn } telle qu'on ait 1 (/*: Xo, x[) ̂  — M pour tout n.

Dans le premier cas, on a

(1) • HmI( / :^ ,<)^M;

mais, il est évident que lim x^ == Xo et, par suite,

( 2 ) IW(^o)^^I(/:^^)^D+/(^).

D'après ( i ) et (2), on trouve que D4' f (xo) ̂  M.
Dans le second cas, on trouve de même que D+f(xo)^—M; il en

résulte donc que l'un au moins des nombres D'^ f{xo), D+ f{xo) ne peut
pas être fini, contrairement à l'hypothèse.

On vérifie facilement que :

42.2. Si la suite j fn {x) j converge vers la fonction f (x) dans E, alors
la suite [ ï ( f n : X o , x ) } converge vers la fonction 1 (/* : Xo, x) dans
E4' (xo, £) UE~ {x^ s) pour tout £ > o.

D'après 12. i, 12.2 et 9.i , on a aussitôt la proposition suivante :
12.3. S'il existe un nombre £ > o, tel que la fonction ï {fn : Xo, x), pour

tout n, soit bornée dans E"^ (xo, s) [resp. dans E~" (^o, s)], alors, afin que les
nombres dérivés D+f{xo), D+f{xo) [resp. les D" f{xo), î)^f(xo)] soient
finis, il faut et il suffit que la suite ( 1 {fn'.Xo, x) } converge pseudo-uniformé-
ment vers la fonction ï(f:Xo, x) dans E'4" {xo, s) [resp. dans E~ {xo, £)].

Enfin, les propositions 12. ï, 12.2 et 9.2, 9.3, 9.4, 9.5 donnent respec-
tivement les propositions suivantes :

12.4. Afin que les nombres dérivés D^^o), D+fÇxo) [resp. les D~f(xo),
D_/'(^o)] soient finis, il faut et il suffit qu^il existe deux nombres £ > o et
M > o, tels que pour chaque couple de points Xi, a^eE'^ (xo, £) \resp.
Xi, ^eE" {xo, £)] existe un indice N {Xi, ^2), de façon qu'on ait

1 ICA.*^ -^i) — ICA^O? ^2) |^M pour tout n > N(^i , x^).
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12.5. Afin que les nombres D4' f {xo), D+ f (x^) [resp. les D~ f {xo), D_/' {x^]
soient finis, il faut et il suffit quil existe deux nombres £ > o et M > o,
tels que pour chaque xç. E+ (xo, s) [resp. xGE~(xo, £)] existe un indice N [x),
de façon qu^on ait

| 1 (fn'.^o-, -P) | ̂ M pour tout n >> N {se).

Nous désignons par N (xo, x-, h) le plus petit indice pour lequel on a

11 (fn'.^o-, ^ ) — 1 (/^n ^) | < h pour toot n ̂  N (^o, ^ ; /i),

où À est un nombre positif donné, et xGÎL^ {xo, £) [resp. XGÎL~ (xo, s)].

12.6. Afin que les nombres D+ f{xo), D+f {xo) [resp. les D~ f {xo),'D_f {xo)]
soient finis, il faut et il suffit quil existe deux nombres £ > o et M > o,
(eiÎ5 çue pour chaque couple de points Xi, x^ € E+ {xo, £) [re5p. ^i, ^2 € E~ (a;o? £)]
existe au moins un couple (V indices p , q, où p^ N (xo, Xi ; /i) et ç^N (.To? ^2 ; h)
(h étant un nombre positif quelconque, mais le même pour chaque x), de façon
qu^on ait

|I(/^o, ^i)-I(/ , :^o,^) |^M.

12.7. Afin que les nombres D+ f (xo), D+ f {xo) [resp. les D~ f {xo), D-/* (xo)]
soient finis, il faut et il suffit quil existe deux nombres & > o et M > o,
tels que pour chaque ^eE+ {xo, s) [resp. xç'E~ {xo, £)] existe au moins un
indice p ̂  N {xo, x\ h) [h étant un nombre positif quelconque, mais le même
pour chaque x), de façon quon ait

\ I(//,:^ ^>|^M.


