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PROBLEME AUX LIMITES
POUR UN SYSTEME PARABOLIQUE D'EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES.

Par M. Wirop POGORZELSKI.

1. INnTrRODUCTION. — Soit un systéme d’équations aux dérivées partielles
d’ordre M > 2 :

) N bk 0" ug _ Oug _
(1) W () = Y AT (X, 2F rrsee il el (¢ =1,...,N)
1£B«N
0ZvEM
a N > 1 fonctions inconnues u, (X, t), ..., uy (X, t). Nous admettons les
hypotheéses suivantes :

I. Les coeflicients A,g sont des fonctions réelles du point X (xy, ..., )
de I’espace euclidien E, et de la variable réelle ¢, définies et bornées dans
la région
(2) XeE,; oLtLT,
vérifiant les conditions de Hélder suivantes :

(3) | AL ™ (X, 1) — Ay ™ (X, ) | Z Cre [ | XX [t ¢ — '),

(4) | A" (X, £) — Ay ™ (X!, ) = Cte | XX' |

siv<<M;o<h, h" < 1;0n a désigné par | XX’| la distance euclidienne
des points X, X’. On admet, en outre, la continuité uniforme des coeffi-
cients par rapport a la variable ¢ dans la région (2).
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Sans restreindre la généralité on suppose bien naturellement les égalités
Az.g.,kv (X, 1) :AQB..]'V (X, 1),
ou les deux suites des nombres entiers (ki, ..., k) et (ji, ..., J,) ne
different que par I'ordre de leurs éléments.
I1. Conformément & la définition de Petrovsky [1] de la parabolicité

du systéme, toutes les racines en 2 de I’équation

(5) get [ Z Aiz{;..km (X, &) (isg,) - - - (iskm> — Og8 ] =0  (dag, symbole de Kronecker)
T kenk

M

ont leurs parties réelles inférieures & un nombre négatif fixé, ¢ :

(6) Re (M <—0d<o
pour toutes les valeurs des variables réelles sy, s., ..., s, vérifiant ’égalité
(7) D S S S e

et pour tout point de la région (2). Cette hypothése exige donc que le
degré M du systéme (1) soit pair. Désignons par W' une matrice d’opéra-
teurs dont les éléments W,s sont des opérateurs différentiels définis par
la formule '

0LV M

_ Ry ks o0’ 0 -
koo ky

Désignons ensuite par u (X, t) la colonne des fonctions [u, (X, t), ..., uy (X,t)],
nous pouvons alors écrire le systéme (1) sous la forme abrégée

(9) Yu(X,t)—o

conformément a la définition du produit formel d’une matrice par une
~olonne.

Dans le travail [2], nous avons construit une matrice des solutions fonda-
mentales I' (X, 1; Y, 7) = {3 (X, t; Y, 7)| du systéme (1), dans les
hypothéses I et II. Les propriétés de cette matrice étaient étudiées dans
les travaux [3] et [4].

La limitation suivante de la norme de la matrice I' et de ses dérivées (')
d’ordre m << M est trés importante :

Cte exp[—A|XY[*]
! (m) .
(9") DT (X, Y, 1) | < (L —7)w | XYmoo

b

(') On appelle dérivée d’'une matrice, la matrice composée des dérivées de ses éléments;
nous définirons dans la suite la norme | A | d’'une matrice A (ou colonne) par la plus grande
valeur des modules de ses éléments.
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ou et 7 sont des nombres positifs choisis arbitrairement dans les intervalles

’ﬁ<”<min<l,n+m>’

M M

1=y <<

M_—1’

k est une constante positive arbitraire, le coeflicient Cte dépend du choix
des constdntes k, | et y.

2. DEFINITION ET PROPRIETES FONDAMENTALES. — Soit dans I'espace E,
un domaine fini ou infini Q limité par une suite finie ou infinie S,, S,, ...
de surfaces a n-— 1 dimensions, fermées ou illimitées sans bords. Dans
ce dernier cas le nombre de telles surfaces est fini. Toutes les surfaces
vérifient les conditions connues de Liapounoff & I'exposant h.

Si K (X, R) est une sphére, centrée au point arbitraire X €E, de rayon

arbitraire R, nous admettons que la somme Ay des aires de toutes les

portions des surfaces S, S, ... comprises dans la sphére K (X, R) vérifie
Pinégalité
(10) Ag<<e°R

quels que soient X et R; ¢ est une constante positive.

En outre, nous admettons qu’il existe un nombre positif ¢, suffisamment
petit pour que toute sphére de rayon ¢,, centrée au point arbitraire P
d’une surface arbitraire S,, ne contienne a I'intérieur que les points d’une
portion de cette surface S,, toutes les autres surfaces étant extérieures.
Dans la suite nous désignerons par S ’ensemble de points S =5, 4 S, +-. ..
de toutes les surfaces S..

Dirinition 1. — Nous appelons potentiel de charge spatiale, relatif au
systéme (1), une colonne de fonctions U=[U,, ..., Uy] définie par I'inté-
grale de volume

(11) U(X,t):f ﬂfgr(x,;;y,f)p(y,r)wm,

ot ¢ (Y, =), dite densité de la charge, est une colonne des fonctions définies
pour [YEQ, o <t < T]; sous l'intégrale (11) figure le produit de la
matrice I' par la colonne ¢, conformément a la formule

)

N
(I‘p)a:Z rag Pe-
IB:l

Tutorime 1. — Si la densité ¢ (Y, <) de la charge, définte dans la
région [Y€Q, o < 1 ZT] vérifie 'inégalité

(12) o (Y, 1) [ <a,t*exp[b]|YX, |“1 (14 YPy |=7),
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ou les constantes données a,, b, o, p, ¥, salisfont auzx inégalités

(13) a,>> 0, b>o, 0 = o, p<i, 1=y < Ml\il’
X, est un point fixé dans Uespace E, Py est un point de la frontiére S le plus
approché du point Y €Q, si en outre la fonction ¢ (Y, ©) est intégrable dans

toute région bornée et mesurable :
‘ YeQ'cQ o<<tLT,

.

alors le potentiel de charge spatiale (11) et ses dérivées d’ordre m < M sont
déterminés en tout point X€Q + S pour o < t < T, vérifient les limitations

Ct Y-
(14) ]D&m)U(X,t)|<ﬂ;%expgzé BIXX | (m=o, ..., M—1)

[les constanles ., étant choisies arbitrairement a Uintérieur de Uinter-

-+ \ e, o, .y .
valle <m 2, Iﬂ et posséde une continuité réguliére s’exprimant par les

M
inégalités généralisées de Holder :
(15)  |DgU (X, ¢) —DYP U (X', 1) |

- N Tom— 23N g
<Cteapr¥‘eexp{2” 1b|XX0|"}{IXX’|°'"-|_|t_t'|(h M ) %’

X, X'eQ+5, [ XX, | > XX, |, o<t LT,
Op=—1, si m=—o,1,...,M—2; Oy_y= (1—p) 0;

les constantes positives 0 et 0' sont arbitrairement inférieures a l'unité;

B = n1in<1,~n—_'l\7[—@>; le coeffictent positif Cte dépend du choix des
constantes 0 et 0, mais ne dépend pas de la fonction o.

La démonstration du théoréme est analogue a celle (ue nous avons
donnée dans le travail [4], [5].

L’introduction de la densité ¢ (Y, ), non bornée si Y — P, est néces-

saire dans 1’étude d’un probléme aux limites ultérieur sous I’hypothése
bien générale.

TrtoriME 2. -— St la densité ¢ (Y, T) est continue et vérifie une inégalité
de Holder :
lp (Y, 7) —p (Y, 7) | < Ctet | YY |%
dans un domaine Q* CQ, pour o < v LT, alors le potentiel (11) de charge
spatiale admet les dérivées d’ordre M qui vérifient une équation généralisée

de Poisson :
(16) YU (X, t)=—p (X, )

en tout point X intérieur du domaine Q*, pour o <t < T.
La preuve du théoréme est donnée dans notre travail [3].
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Derinrrion 2. — Nous appelons potentiel de simple couche, relatif au
systéme (1), une colonne de fonctions V = [V,, ..., V] définie par I'inté-
grale de surface

(17) V (X, z):f j]’r(x,;;Q, ) ¢ (Q, 7) dQ dr,
[] S

ou la colonne de fonctions ¢ (Q, 7) est dite densité de la couche.

Tutorime 3. — St la densité ¢ (Q, ©) de la couche, définie dans la
région [Q€S, o < 7 LT, vérifie 'inégaliié

(18) [9(Qy7) | < agrFeexp {b]QX, [*},

ou les constantes données ag, 1,y b, v satisfont auz conditions

(19) ag> o, b > o, 0L <1, 1=y <

)

M—1

st en oulre la densité ¢ est intégrable dans toute région bornée et mesu-
rable [Q€S* CS; 0 < 7 T], alors le potentiel (17) de simple couche a les
propriétés suivantes :

10 il admet les dérivées spatiales d’ordre m = M quu vérifient le systéme (1)
VX, t)=o
en tout point X€E — S, pour o <t < T;

20 le potentiel (17) et ses dérivées d’ordre m < M — 1 s’expriment par les
intégrales absolument convergentes :

t
(20) DYV (X, 0) = [ ﬂngmr(x, t;Q, %) 9 (Q, 1) dQ dr
/o S .
en tout point X€E, pour o <t < T, vérifiant les inégalités
. Ctea 1

m) ¢ X xX)
(21) | DYV (X, t)[<tuwgm_lexp{2 b1 XX, %1,
ous les constantes {L,, sont fixées arbitrairement dans Uintervalle

(21/) m;I_I <1J'm<l;

30 Le potentiel (17) et ses dérivées spatiales d’ordre m << M — 1 ont une
continuité réguliére en tout point X€E (méme sur S) pour o <t=T,
s’exprimant par Uinégalité de Holder suivante :

(22) IDYWV (X, &) — DYV (X', &) |

. m\ 07
<Ctea\?t—uvexp{zx—’b]XXoH |XX’|0..,+“_—£/]<1_FE> §?
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ot 0, =1, si m=o0,1, ..., M—3, Oy, =10, 0 et 0" sont des nombres
positifs arbitraires, inférieurs & Uunité; on admet que | XX, |> | X' X, ]|,
o<t<t LT,

40 les dérivées spatiales d’ordre M — 1 du potentiel (17) s’expriment aussi

par Uintégrale (20) et vérifient une limitation

Cte a, (14 | XP Mt—i))

(23) ID(X”'-—“V (Xa t) l< tg'?_’_p'_l!XPX lMu_p_]

exp { 2770 | XX, [*]

en tout point X€E — S, pour o <t <T, ot la constante . est fixée arbi-
tratrement dans Uintervalle

(24) - M <p<r.

En outre ces dérivées vérifient une condition de Holder dans tout domaine
fermé Q* situé & Uintérieur du domaine Q.

La démonstration du théoréme est analogue a celle que nous avons
donnée dans le travail [5].

Les dérivées spatiales d’ordre M — 1 du potentiel (17) de simple couche
n’ont pas, en général, une limite s1 le point X tend vers un point P de
la surface S, tandis qu’une certaine combinaison linéaire de ces dérivées,
dite dérivée transversale, définie par ’auteur, aura une Limite, s1 X — P,
sous ’hypothése de la continuité de la densité o¢.

Dérinition 3. — Nous appelons dérivée transversale d’ordre M — 1 du
potentiel de simple couche (17), relativement au point P sur S, une colonne
de résultats des opérations différentielles survantes :

m—1) i kyo.ky o
(»5) Difly x,o_{ ¥ Al X 0 5

- .dka_l cos (ka, np> V (X, )

(conformément a la régle de la multiplication formelle de la matrice par
la colonne); la normale n, est dirigée vers I'intérieur du domaine Q.

Tukorime 4 (de M. A. Piskorek). — Si la densité ¢ (Q, =) de simple
couche est continue et vérifie Vinégalité (18), alors la dérivée transversale (25)
d’ordre M — 1 du potentiel de stmple couche (17) a la propriété limite
sutvante :

(26)  lim D"V (X, ¢) =DV (P, ¢)
X>P

——q:(P t)—|—f ﬂD&( VT (P, ¢; Q,7)] ¢ (Q, 7) dQ dr,

ou U'intégrale est absolument convergente, en vertu de la limitation aux singu-
larttés fatbles de la norme de la matrice suivante :

Cteexp[—k|PQ|X]

(27) DT (P, 25 Q, 7) [< )| PQ |n+M(1—m—1—h~’
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5 T TR . h
la constante p. étant chotsie a Uintérieur de Uintervalle <1 — 1>,
K= min (b, M &/, h).

L’opération Diy' est en accord avec la régle de produit formel d’une

matrice par une matrice.

La démonstration du théoréme est donnée par M. A. Piskorek dans le
travail [6].

TatorimME b. — Si la densité ¢ (Q, t) vérifie les conditions du théo-
réme 3, alors Uintégrale

(28) H (P, t) :f ﬂD‘f};,“l‘(P, t;Q,7) 9 (Q, 7) dQ dr,
0 S

figurant dans la propriété (26) vérifie la condition de Hoélder suivante :

0ax -

Cted@exp[gx—'blPXo[][lPP,lﬁh,+It_t, |W:T ’

(29) [HP,—-H P, )| < =

ou P, P'eS, |PX,| > |P'X|; o<t<t' <T, les constantes 0 et p sont
choisies dans les intervalles

*

h
o< h<r; 1—M<p¢<1

et liées par la relation

La preuve est donnée dans le travail [7] de M. .A Piskorek.

TatorEME 6. — St la colonne de fonctions f (Y), définies dans la région Q,
vérifie Uinégalité

p
(30) If(X) | <ar exp[b|XXo|*] (ar>o0,0Zp<1)

et est intégrable dans tout domaine borné et mesurable Q* CQ, alors la colonne
de fonctions

(31) J(X, t):ﬂ;l‘(x, £, Y, o) £(Y) Y,

analogue a Uintégrale de Poisson-Weierstrass, a les propriétés suivantes :
10 elle vérifie le systéme
¥y (X, ¢t)=o
en tout point X€E pour o <t < T
20 elle-méme et ses dérivées d’ordre m << M vérifient les inégalités

Cteas
tm

(32)  DPWI(X,1)|< exp {270 | XX, ¥}  (m=o, 1, ..., M—1),

Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 2. 23
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ou

m—+p

_‘M—" < P‘m< I
et les tnégalités de Hélder :
(33) DYV J (X, ¢) — DY J (X, ¢) |

m-p

< Geay b exp {377 b XX [ XX o [0 — 0 550,

ot (L, est choisi arbitrairement dans U'intervalle

(m + p) M= < p,,,< min ( 2 m>,

M
B,,=1, st m=—o,1,...,M—2;
sim=M-—1,o0na
0= (1—p)0; ﬁm_m;I—P:(l—l'\/[P)e,

b étant un nombre arbitraire positif, inférieur a Uunité;

X, X'eQ+S5; o<CtC LT,
[ XX [ = [ XX [;

30 lintégrale (31) a la propriété limite
(34) lim J (X, £) = f(X)

en tout point X€Q ou la fonction f(X) est continue.

La démonstration du théoréme est analogue a celle donnée dans notre
travail [5].

3. ENoNCE DU PROBLEME. — Soit un systéme parabolique quasi linéaire
de N équations d’ordre M > 2 de la forme

(35) Wu—=F[X,t,u, (D'u), ..., (Du)],

ou 'opérateur matriciel parabolique W est défini par les formules (8),
F (X, t, ¢o, ¢4, ..., ¥5_,) est une colonne de fonctions F,, ..., Fy définies
dans certaine région; u est une colonne (u, ..., uy) de fonctions inconnues;
(D’ u) désigne une matrice dont les éléments aux indices «, 3 sont les
dérivées d’ordre fixé v (1, ..., M — 1) des fonctions inconnues

0V uy

v —
(36) Dﬁ Ua= dwh. . .dxkv’

B désignant le numéro d’une suite 1, 2, ..., n, suivant laquelle on a
ordonné tous les systémes de nombres (ki, ..., k) choisis parmi les
nombres (1, 2, ..., n) (avec répétitions possibles). Désignons par u™ une
matrice des éléments réels ¢i 4 deux indicesa =1, ..., N; f =1, ..., n,,
v étant un nombre fixé dans la suite 1, 2, ..., M — 1. Désignons ensuite
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par R, un ensemble de toutes les matrices ¢") aux éléments réels, ot v
est fixé. R, désigne un ensemble de toutes les colonnes ¢(®) des nombres
réels ¢, ..., o5

III. Nous admettons que la colonne des fonctions réelles
(37) . FIX, ¢, o), plt), .. 1]
est définie et continue dans la région X€E; o <t LT :
(38) vV eR, (v=o,1, ..., M—1);

Nous supposons ensuite que la colonne F vérifie 'inégalité

M—1 R
(30)  IF[X, 3 o0, ooy o001 ] | < 30 127 P i 8 exp (8 XX0 [ (1 | XPx[7)

V=0

dans la région (38) et une condition de Holder de la forme

(40) !F (X, 2,000, .o, V(Mﬁ“) —F (X’, ¢, o0 L, V(M—-1)I) I
M—1
ke P[00 — ot [ G (R XX
V=0

dans tout domaine fermé Q*CQ, pour o < t < T; mg, mg, P, p, 1y
kg, he, Pg, he sont des constantes données vérifiant les conditions

(41) : mg, my, hy>o0; 0Ly, py <13 0 < hp, hp1;

C (Q*) est un coefficient positif, dépendant du domaine Q*, qui peut étre
non borné si Q* CQ.

Nous posons le probléme de la recherche d’une colonne des fonc-
tions u (X, t) qui vérifie :

(A) le systéme parabolique (35) en tout point de la région (X€Q,
o<t<T;

(B) la condition a la frontiére suivante :

Kiy oo ko
dv Pﬂ t 9
(42) D[f‘{ﬁ” u (P, t) —+ 2 gk""kv (P, t) d—‘-z‘l:——.-(wz- - G [P, t, Up, (D1 u)p, ey (DM."u)p]

0V ZM—2

en tout point PE€S, pour o <t < T;

(C) la condition initiale :

(43) lim u (X, £) = (X)

en tout point intérieur X € Q.
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IV. On admet les hypothéses suivantes :

1° les matrices g" " (P, t) aux éléments giy ™ (P, t) sont définies,

continues et bornées dans la région (P€S, 0 <t =T);

20 la colonne des fonctions G [P, ¢, o!*) o))
continue dans la région

(M——:!}]

R est définie et

(44) PeSs, 0o<<tLT, v eR, (v=o0, ..., M—2)

et vérifie I'inégalité
(45) |G[P, ¢, 00, ..., pM=2]]

M—2

< mg X |00+ migtbeexp [ PX, ],

V=0
les constantes données m,, mg, r, W, b, vérifiant les conditions
(451) mg, mlGab>0; Oél‘, I*LG<I;

30 la colonne des fonctions f (X) est définie et continue dans le domaine
et vérifie I'inégalité
(46) |/ (X) | < msexp[b]XX]] (14| XPx[™),

m, étant une constante positive donnée et p une constante non négative
inférieure a I'unité.

4. Rfsorution pu proBLEME. — Nous cherchons la solution du probléme
sous la forme d’une somme

t
(47) w(X, t):—f X, ¢; Y, o) FIY, 7, u(Y, 7), (Dy, w), ..., (D¥'u)|dY dz
Q)

0

+f0 .[/SF(X, 6 Q,7)9(Q, 7)dQ df+,[ﬁgr(x’ 6, Y, 0) f(Y)dY

du potentiel de charge spatiale, du potentiel de simple couche de densité
inconnue ¢ et de l'intégrale de Poisson-Weierstrass. En demandant que
la somme (47) vérifie la condition a la frontiére (42), sous I'hypothese que
la fonction ¢ (Q, <) soit continue, on arrive, en vertu du théoréeme 4,
a une équation intégrodifférentielle

—3e® o+ [ [[NP5Q 0@ Qe

t
(48) :f MN(P, £, Y, 7) F[Y, =, w(Y, ©), (Du), ..., (DI-Du)]dY de
0 Q

—"f*(P7 t) +G[Pa ¢, u(Pv t)a (Diu)Pa sy (DM_zu)P]?
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ou N est une matrice définie par la formule

*

1y eeer hy
18 Y ) DO : NI O (P, 15 Y, 1)
(48') N(P,£;Y,7)=DYsVT (P, ¢; Y, 7) + Z P (P, D e

1
0V ZM—2

et f* une colonne fonctionnelle connue :
(48") ;@0 = ([N @ Y0 £00) ay.
o

Nous sommes donc amené a étudier le systéme d’équations inté-
grales (47), (48) 4 deux colonnes fonctionnelles inconnues : u (X, ¢) dans
la région (X€Q, 0 <t < T)et o (Q, =) dans la région (Q€S, 0 <~ < T).

Pour résoudre le systeme (47), (48), considérons le systeme d’équations
intégrales suivantes :

t
(49) v(X,0)= - f jﬁ MM(X, 45 Y, 1) F[Y, 7, o0 (Y, 1), ol (Y, 7), ..., o= (Y, )] dY dt
0 Q

+f0 ﬂ:on(v)(X, t; Q,7)0(Q, 7)dQdr +IH_;JRM(X’ tY, 0) f(Y)dY;

ol
(5o) o0+ [ NP 690 aQd
0 S
12
:f NP, ¢; Y, o) FIY, 7, (Y, 7), ..., oM=(Y, )] dY dv — f*(P, ¢)
[ Q
-+ G[p7 t? ‘)(0)(P) t)? cecy "M]_”(Pv [)]a
aux matrices fonctionnelles inconnues ¢ (Y, 7), ..., ¢*" (Y, 1) dans la

région (YE€Q; 0 <<t <<T) et la colonne des fonctions inconnues ¢ (P, )
dans la région (P€S;0 <t < T).

Nous signalons, en accord avec les symboles précédents, que ¢ (Y, 7)
désigne une matrice fonctionnelle dont les éléments ¢33 (Y, <) ont les
indices « =1, 2, ..., N; B =1, ..., n,.

MM (X, t; Y, 7) désigne une matrice a trots dimensions, dont les éléments
sont définis par les formules [voir (36)]

" Toy (X, t.; Y, 1)

(v) 5 -
(51) amwv (X7 ¢ Y, T) = d.z'kl . ()xk,

[ désignant le numéro de la suite (ky, ..., k)] o a=1, ..., Nj
f=1,..,n3;y=1,...,N; Xe€E,;; YEE,: (X#Y); 07t LT;

Dans 'équation (49) figurent les produits de la matrice IN™ par les
colonnes conformément a la régle de multiplication

N
(52) (DR(VJF)apZEQR%VFT; o< vZM—1.

v=1
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Dans le cas particulier v = o0, on a § = 1, la matrice IN" se réduit a
la matrice 4 deux dimensions :

(53) MO (X, £; Y, 7) = {Tay (X, £; Y, 7) |

et ¢!® (X, t) & une colonne des fonctions inconnues.

Le systéme (49), (50) étant irrésoluble par I’Analyse classique, nous
I’étudierons en nous' appuyant sur le théoréme topologique connu de
Schauder [8] : Si dans un espace de Banach une transformation continue
transforme un ensemble fermé et conyvexe en son sous-ensemble compact, alors
dans cet ensemble existe au moins un point invariant relativement & la trans-
formation.

L’application de ce théoreme au systéme (49), (50) exige des considé-
rations plus délicates, puisque les intégrales qui y figurent sont en général
non bornées dans les régions ouvertes :

(54) [XeQ; o< t<<T]resp. [PeS; 0t < T],

en vertu des théorémes cités antérieurement.

Soit donc un espace fonctionnel A composé de tous les systémes de
matrices fonctionnelles réelles, continues

(55) : [0 (X, ¢), v (X, ), ..., =0 (X, 2), ¢ (P, t)]

définies dans les régions ouvertes (54) et vérifiant les inégalités

[XPy 8 ,
" sup t“*“mehp[—blxxoillw(x’ 8) | <o,
eor sup {#+% exp [ /| PX|]] 9 (P, ) || <
(v=o0, ..., M—1),

ou les constantes positives u., 0, «, 3, b’ sont fixées pour tout I’espace A
de fagon qu’on ait ‘

max<w,p.¢,~,1~[—;[—[3><y<1; p=9<r;

Pt a<<i; 0+B<1; b'>b.

(57)

Nous définirons la norme d’un élément V = [¢!®, ..., o™ 9] de
I’espace A par la somme des bornes supérieures

exp [ V| XXo| || (X, 0) ||

(58) [V||= max sup
1£v=M—1 XeQ
0<I<T
+ sup {eexp|— 0/ [PXo|}[g (P, £) [}
£

tp+oc{ pri9+§
{ 1+ | XPy |08
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Ensuite nous définirons, comme d’habitude, les opérations linéaires par
les formules

[0, oy oM ] e [l L ol | = [0 o) e N g g
A0, Lo M o] = [Ael0), L Ao Rg)

et la distance entre deux points V et V' par la formule

oV, Vy=||V—-V|.

Par conséquent, 'espace A est linéaire et normé. Ensuite on peut montrer
sans peine qu’il est complet, c’est-a-dire que la condition de Cauchy est
a la fois nécessaire et suffisante pour la convergence, au sens de la norme (58),
d’une suite arbitraire de points de 'espace A. Cet espace est donc un
espace de Banach. Considérons maintenant dans I’espace A un ensemble &

de tous les points V = [¢®), ..., o™ o] vérifiant les inégalités

e
VD o —_ (v)
5 I+1XPx]?syexP[ b PXo|][#™ (X, ¢) | <L p1s
o trexp[— b |PXo]]] (P, £) | < po
v=o0, ..., M—1),
ou
gy—o0, Silv=—o0,1,...,M—2 et =1, siv—=M-—1;

e1 et ¢, sont des constantes positives fixées arbitrairement. L’ensemble &
est évidemment fermé. En outre il est conveze; en effet, si1les deux points V
et V' vérifient les inégalités (59), alors leur combinaison linéaire
AV 4 (1 — A) V' vérifie aussi ces inégalités, si le parameétre réel A varie
de o a 1.

Eu égard au systéme d’équations intégrales (49), (50), transformons
maintenant ’ensemble & par les formules

t
W (X, t):—f ﬂfonm(x, 1Y, ) F[Y, 5, 00 (Y, ), ..., o0 (Y, )| dY de
0 Q

(6] o[ o9 0@ 9 dQas + [} kX, 15V, 0) ) @
t (v=o0,...,M—1); ’
T IS ) +f0ljfsN(P, 10, 7) $(Q, 7) dQ d
CE(P 500, L ) G, £ w0l (P 1), L WP, 1),
en posant
(62) I (P, t; 00, ..., pd-n)

o
:f M NP, t; Y, ) F[Y, 7, o (Y, 7), ..., o¥0(Y, )| dY dr — [* (P, ¢).
0 Q
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Cherchons une condition suffisante pour que les formules (60), (61)
fassent correspondre a tout point arbitraire V =[¢" ... o™ o] de
Pensemble & un point W = [w®, ..., »™ " ¢] du méme ensemble.
Remarquons donc que, d’aprés I’hypothése (3g) et les inégalités (5g), la
colonne F vérifie I'inégalité

(63) |F[Y, 7, o0(Y, 1), ..., oM=U(Y, 7)]|
< {mF[(M—|—1)+2|YPY]—"°]pf+m}(1+]YPYI—P) brtexp [6] YX,]].

Il en résulte, en vertu des limitations (14), (21), (23), (32), (59), que les
fonctions transformées (60) vérifient les inégalités

(64) | Wt (X, &) | < (14 | XPx[79%) [ Gy (mep! + mx + my) + Cops | t=#exp [ 6| XX,|],

ou C,, C, sont des constantes positives indépendantes des fonctions F, f
et des constantes ¢, et ¢,; nous rappelons que ¢, = o,siv=o0, ..., M — 2,
&y, = L.

Cherchons la limitation de la colonne ¢, donnée par I’équation de
Volterra (61). Son noyau, en vertu de I'inégalité (27), vérifie la limitation

(63) IN(P$ l; Q’ T) |< (twti)p* lpzqrn['# MM-I—P-*fg—Il]—/z*

* est choisie a D'intérieur de Iinter-

aux faibles singularités, si p
valle (1 ——%’ 1>, ou h* = min (h, MR'; h). Donc I'équation (61) admet

une solution donnée par la formule de Volterra :

4 .
(66) U(P, ()= Z (P, 1) +f ﬂ 9P, 150.5) E* (0, 7) dO d=,
0 S
ou
(67) E (P, t)y=—o2E (P, £; 00, ..., 0¥y —aG (P, 2, wO (P, 2), ..., w¥2(P, 2)]

et la matrice-noyau résolvant 9t est une somme de la série des noyaux
itérés absolument convergente :

(68) (P, t; Q, 7) :ZNV(P, £;0Q,7)  (N,=2aN).

v=1

Le noyau résolvant (68) vérifie une limitation de la forme (65). Dans
la suite, en s’appuyant sur les inégalités (63), (65), (46), (45), on trouve

(69) |2 (P, ¢5 000, Lo, oMUY | < (mpp} + mp+ my) P exp [ 6| PX,|],
(70) : |G (P, ¢, @O (P, 2), ..., wi2)|
< [ mg (mpp| + mp—+ my) "+ pl 4+ mig ] £ exp [ | PX,]].
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Nous en déduirons pour la fonction (66) la limitation suivante :

(71) |4 (P, o) [ <{C) (Mgp] + mp + my)
-+ Gy [ me (mepy + me + my)"+ o)+ mg] | £ exp [ b | PX,]];

C, et C, étant des constantes positives. Remarque faite des inégalités (59g),
(64), (71), nous concluons que les inégalités

(72) C1(mFP§+ my + mj‘)'*"CszéPh
‘ Cl (mepi+ mi+m) + Gy [mg (mppi + mi~ my)"+ pf + me] = ps
présentent une condition suffisante pour que I’ensemble &', transformé de
I’ensemble & par les relations (60), (61), fasse partie de l’ensemble &.
Ecrivons les inégalités (72) sous la forme équivalente

(73) C, (mepl + my —+ my) + C, [ mg (mpp; + mp+ my)"+ pf + mi]
= py [ p1— Gy (mppy —+ mp—+my) ] Gy

et remarquons qu’on a supposé o =~ r = 1 et que le choix des constantes g,
et o, est arbitraire. Nous en concluons le fait essentiel qu'on peut toujours
choisir les constantes g, et g, suffisamment grandes, pour que la condi-
tion (72) ou (73) soit vérifiée, quelles que soient les constantes du pro-
bleme myg, mg, mg, mg, my, b, T.

Nous démontrerons encore les deux lemmes suivants :

Lemme 1. — La transformation définie par les relations (60), (61) est
continue dans Uespace A.

Démonstration. — Conformément a la définition de la transformation
continue, 1l faut et il suffit de démontrer que les relations (60), (61) trans-
forment une suite arbitraire { V,, | de points V,, = [¢,, ¢..y ..., ¥ ") @]
de I’ensemble &, convergente au sens de la norme (58) vers un point
V=1[p ot . o™ o] de cet ensemble, en une suite de points
W,.=[w!, ..., %" 1,] convergente vers un point W = [w!® ... o™ (]
qui correspond au point limite V par les relations (60), (61).

En vertu de la définition (58) de la norme, nous admettons donc la

propriété

tp.—HZ' XPy |0+§ ex
L | XPy 08 P
+ sup { e+ % exp [— b [ XXo[][gm (P, 2) — (P, £) [{ >0 (m—>cc)

(74) | Vie— V|| = max SUP{ [— | XX []] o) (X, &) — o (X, 2) |

et nous étudierons la norme || V,,— W || correspondante.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 2. 24
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D’aprés 'hypothése (40), les relations (60) et les limitations (g), nous
aurons

(75) | wi (X, £) — i (X, 1) |

M—1
t N (Y, 7) — ot (Y, 7) [
dr v=0 EIXY|
< CtekF[ (t—‘l')l""ﬂ; [ XY [rFa—p=1 € ay

|XQ ln+M(l—p.")—1
$4_-p.+a| YPY|0+B
| 1 | YPy[P+B
= ti_w_mwh"jﬂ exp[— k| XY |+ hed' | Xo Y |][x 4| YPy|0+Bilr] o
Q IXY ln+M(1—[J-)—1I Yle‘e*'ﬁ)"F
+ Cte sup {rer%e= 10l ¢, (Q, 7) — 9 (Q, 7) |}

o texp[— A XQ |+ 0| X,0Q1]
< =t (P-+a)ﬂ p[IX(Q‘ ]’HQ_MI“RW)I*}Q dQ,

! d: m 9 - i X
—i—CteI (t_i)p." S 9 (Qs 7) —9(Q, 7) | e kXl dQ)

Vg
< Cte max sup e~ VIXYI o (Y, ) — o (Y, T) | %
v

S
\ !’ r_* . r A4
ou les constantes p’, k vérifient les inégalités

0+83)A
(76)( ﬁ+£—%—2<p'<l; k>b'+c.

Nous en concluons la limitation suivante :
(77) tP*“]XPx|e+Be—b'|XX°|| whl (X, t) — o (X, 1) |
Thta l YPY]0+B

e I YPY |0+‘3
+ Cte ¢'—#"sup { t#+2e~ ¥ %0 g, (Q, 7) —9(Q, 7) | |,

he
< Cte " # max sup{ e~V 1% YT o (Y, ) — oI (Y, T) |}
v

ou la constante p.” est choisie dans l'intervalle

1—«6—;/1—6<p.”<1.

Donc, d’apreés 'hypothese (74), la borne supérieure du produit (77) tend
vers zéro si m — .

Pour limiter la différence ¢,, (P, t) — ¢ (P, t), nous étudierons la fonc-
tion (62) d’une facon analogue et nous arriverons a la propriété

— = o PR
O, oo, oMY E(P, g, 00, L, o) | e VIRl — o,

(78) lim sup { | Z (P, ¢, v
m> o

Quant a la fonction G [P, ¢ w (P, ¢), ..., w™ *], remarquons que,
d’aprés la limitation (70) au nombre ¢ > o, on peut faire correspondre les
nombres positifs t. et R. tels qu’on ait quel que soit m :

(79) prae=VIPGI G[P, £, wi(P, £), ..., w7 (P, 8)]| <

m m

IR

sio<<t<t;oubiensi[o<t<T;|PX, >R
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Pour la portion restante S. de la surface S, on peut au nombre ¢ faire
correspondre un indice N. tel qu'on ait

(80) Ter2| G[P, ¢, w9, ..., W= — G[P, ¢, w0, ..., M2 | < ¢

stm> N; PeS,, t. <tT. Il en résulte

(81)  lim sup | te+ee=b 1PXl| G (P, ¢, w0, ..., wi—2) — G (P, £, w0, ..., wi—2) |} =o.

my
En vertu des propriétés (78) et (81), nous concluons sans peine pour la
fonction (66) la propriété

(82) lim sup { throe=1P%l |, (P, ¢) — (P, &) |} =o.
m->w

En rapprochant les résultats (77) et (82) on conclut que

(83) lim || W,,— W] =o,
m->0

le lemme 1 est donc démontré.

Lemme 2. — Llensemble & transformé de Uensemble & par les rela-
tions (60), (61) est compact.

Démonstration. — Par définition, I’ensemble &' est compact si de toute
suite de ses points on peut extraire une suite partielle convergente au sens
de la norme (58). Soit donc une suite arbitraire { W,, | de points

(84) Wo= [ Wi (X, £), s Wi (X, 1) 4 (P, 0) ]

de l'ensemble &'. En vertu des limitations (64) et (71), nous pouvons
4 tout nombre ¢ > o faire correspondre : 1° un ensemble de surface S.;
20 un nombre ¢ > o suffisamment petit; 3° un nombre R. > o suffi-
samment grand, pour qu'on ait les inégalités

| XPy |8 . e .
WN *exp [— b'| XX, ]| i) (X, t)|<Z
(85) (ve=o, 1, ..., M—1,m=1,2,...);

twrexp [ b [ PXa| ][4 (P, 0) | <

dans les trois régions définies par les conditions

(86) [Xe(SS);o<t<T]; [Xejo<t<<t]; [IXXo|xRe;0<<t<<T]
respectivement dans les deux régions suivantes : |
(87) [PeS;o<t<t]; [IPXo|>Re 0<t=T];

on a désigné par (SS.) la partie du domaine Q située entre les surfaces S
et S.. Dans la région bornée et fermée [X€Q— (8S.); |XX,|ZR;;
t.=—t—T] complémentaire & la somme des régions (86) les fonc-
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tions w,, (X, t) sont équibornées, en vertu des limitations (64) et également
continues, puisqu’elles vérifient une condition de Hélder, d’aprés les
théoréemes 1, 3 et 6. Dans la région bornée et fermée [|PX,|=R.;
t. =<t = T], complémentaire a la région (87), les fonctions ¢, (P, t) sont
aussi équibornées et également continues, en vertu des théorémes 1, 3, 5
et 6. Nous en concluons, d’aprés un théoréme connu d’Arzela, que de la
suite de points (84) on peut extraire une suite partielle de points
W, =[wi", ..., wi " 4,] dont les fonctions composantes convergent
uniformément au sens habituel dans les régions complémentaires précé-
demment précisées. Nous pouvons donc au nombre ¢ > o faire corres-
pondre un indice N. tel qu’on ait

e i) (X, 0) — Wi (X, 1) | < 2,
(88)
Tere| g, (P £) — G, (P, 1) | <

N ®

dans les régions complémentaires, si m, s > N.. Nous en concluons, d’apres
la définition de la norme (58) et les inégalités (85), (88), qu'on aura

(89) Wi, — Wil <e  siom, s> N

c’est-a-dire la condition de Cauchy. L’espace A étant complet, I’ensemble &
est donc compact.

En s’appuyant sur les propriétés démontrées et sur le théoréme cité de
Schauder, nous concluons l’existence dans I’ensemble & d’au moins un
point

Vi=[p0), p, L et gt
invariant relativement a la transformation (60), (61), donc une solution
du systéme d’équations intégrales (49), (50). ‘

Or, en vertu de I'égalité (51) et les propriétés citées des potentiels, on a
les relations [voir (36)]

PO (X, 1) = Do) (X, t),

donc les fonctions trouvées ¢(* (X, t), o* (P, ¢) forment une solution du
systeme (47), (48) d’équations intégrodifférentielles. Observons mainte-
nant que la colonne

(Y, ) =F[Y, 7, 00 (Y, £), (D{o@), ..., (D¥-1501)],
en vertu de ’hypotheése (40) et les propriétés citées des intégrales figurant

dans la somme (47), vérifie une condition de Hélder relativement a la
variable Y dans tout domaine fermé Q*CQ pour o < < < T. Donc la

colonne ¢! (X, t) vérifie le systeme

Wool=F[X, ¢, o0, (D' o), ..., (D¥=150)]
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en tout point X du domaine Q, pour o < ¢ << T. Cette colonne vérifie
évidemment la condition & la frontiére (42) et la condition initiale (43).
Nous pouvons par conséquent énoncer le théoréme suivant :

TutorimE 7. — St les coefficients du systéme (1) et les colonnes fonction-
nelles données F, G, g, f du probléme vérifient les conditions I, II, I11, IV,
st la frontiére S du domaine Q vérifie les conditions de Liapounoff et 'iné-
galité (10), alors il existe au moins une colonne des fonctions u (X, t) qui
‘vérifient : 1° le systéme quast linéaire (35) en tout point [X€Q, 0 < t < TJ;
20 la condition & la frontiére (42); 3° la condition initiale (43), quelles que
sotent les constantes données du probléme.
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