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CATÉGORIES STRUCTURÉES
PAR M. CHARLES EHRESMANN.

INTRODUCTION.

Cet article est la première partie d'un travail sur la notion de catégories
structurées et d'espèces de structures structurées. Les principaux résultats
sont résumés dans une série de Notes à l'Académie des Sciences [3 e].

Le premier paragraphe débute par un court rappel sur les notions d'es-
pèces de structures et de catégories d'homomorphismes. Soit (<3, p, <U7, S)
une catégorie d'homomorphismes au-dessus de (3 telle que S contienne le
groupoïde des éléments inversibles de la catégorie JC et que C soit, de plus,
munie d'une structure de catégorie inductive. Nous définissons les sous-
structures d'une structure de ^C. Cette notion précise celle de sous-objet
d'un objet d'une catégorie quelconque, en utilisant le fait que X est une
catégorie d'homomorphismes et C une catégorie inductive; elle conduit à
munir X d'une structure de catégorie ordonnée, à laquelle se rattachent les
principaux résultats de ce paragraphe.

Soit (JH, p, <?£, F) une catégorie d'homomorphismes à produits finis,
au-dessus d'une catégorie Jtl d'applications; nous définissons au début
du paragraphe II les catégories ^C-structurées [ou plus précisément
<*^(cW, JC'^-structurées]. Ensuite nous donnons un certain nombre
d'exemples : catégories topologiques et catégories différentiables [3&];
catégories doubles qui interviennent en particulier dans la théorie des
transformations naturelles entre foncteurs [3 d] ; catégories structurées par
des ordres, plus spécialement catégories et groupoïdes inductifs [3 c], etc.
Ces exemples, que j'ai été amené à considérer dans l'étude des espaces
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350 C. EHRESMANN.

fibres, des espaces feuilletés, des prolongements de variétés difîérentiables,
des structures locales en général, sont à l'origine de ce travail. La fin du
paragraphe II contient une série de théorèmes généraux :

Les foncteurs ^-structurés forment une catégorie d'homomorphismes
au-dessus d'une catégorie de foncteurs, et au-dessus de JTl; elle est à
produits finis et résolvante à droite.

Soit ((3, s ) une catégorie ^("-structurée ; si C est une sous-catégorie
de C et s une sous-structure de s telle que p ( s ) •=== C, alors (<3, s) est une
catégorie ^e-structurée.

Si {e , s ) est une catégorie c^C-structurée, les catégories des trios et des
quatuors de <3 sont des catégories ^-structurées.

Tous ces théorèmes utilisent l'hypothèse supplémentaire : (TU, p, <^C, F)
est une catégorie d'homomorphismes résolvante à droite (c'est-à-dire ^€
contient « assez » de sous-structures).

La deuxième partie de cet article (à paraître prochainement) contiendra
la théorie des espèces de structures structurées ; nous montrerons comment
le procédé d'élargissement complet d'un groupoïde inductif peut être géné-
ralisé à des espèces de structures structurées. Ensuite nous donnerons
des applications de toutes ces notions à des problèmes plus particuliers.

I. — Catégories d'homomorphismes et sous-structures.

1. CONVENTIONS. — Une catégorie sera en général représentée par le
symbole désignant la classe support de la catégorie en y adjoignant en
haut à droite le symbole de la loi de composition faisant de cette classe
une catégorie. Par exemple : C1, (31, (31 (resp. C\ C\, C\ . . . , dési-
gneront les catégories obtenues en munissant la classe (2, <2i, (3, . . . de la
loi de composition i (resp. .). La classe des unités d'une catégorie sera
désignée par le symbole représentant la catégorie, en y adjoignant en bas
et à droite l'indice o ; par exemple : C1, ((S^o, C1, . . . . Si une classe d'objets
est associée naturellement à la catégorie (par exemple les classes dans une
catégorie d'applications de classe dans classe), nous identifierons les unités
aux objets correspondants sans le mentionner.

Soit (S1 une catégorie. Les applications source et but qui associent à
un élément f de C1 son unité à droite et son unité à gauche respectivement
seront notées a et P1. La classe des couples (g, f) tels que le composé g l f
soit défini [c'est-à-dire tels que oc1 (g) === ^(/^J sera désignée par le
symbole (S1*^1; l'application

(^/)-^i/. où (^^e1*^
.,lpar le symbole x .
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Pour simplifier les notations et si aucune confusion n^est possible, nous
représenterons une catégorie par le même symbole que la classe support;
dans ce cas, il sera sous-entendu que la loi de composition est désignée
par . ; ainsi on écrira C au lieu de C\ De même, on écrira aussi (?o, a et p
au lieu de C^, a et ? .

Soient e1 et <S1 deux catégories; le mot foncteur signifiera toujours
foncteur covariant. Un foncteur de (31 vers C1 sera désigné, soit par un
triplet [e , F, (S1), où F est l'application correspondante, soit par la seule
lettre F. La restriction de F à la classe <?1, considérée comme application
de e1 dans C?1, sera notée Fo.

2. RAPPEL SUR LES ESPÈCES DE STRUCTURES [3 a]. — La notion d'espèce
de structures étant essentielle dans cet article, nous allons en rappeler la
définition et les principales propriétés.

DÉFINITION 1. — On dit qu'une catégorie C est une catégorie d'opérateurs
sur une classe S^ si Von a défini une loi de composition : (/*, z) --> fz pour
certains couples (f, z)çC X ^o te^ que fzç^o et que les axiomes suivants
soient vérifiés :

(1) Associative : Si g(fz) ou (g.f)z est défini, ces deux éléments sont
définis et égaux :

^(.A)=teV)^

(2) Si g.f et fz sont définis, alors g{fz) est défini;
(3) Soit e^C^; si ez es^ défini, on a ez = z',
(4) a. Pour tout zçl^o, il existe au moins un fç.C tel que fz soit défini;

b. Pour tout /€<?, il existe au moins un JsG^o tel que fz soit défini.

Ces axiomes entraînent que, pour tout zdo, il existe un et un seul e€C?o
tel que ez soit défini; on obtient ainsi une application po : z -> e de 2o
dans (3o ; on dira que z est une structure sur pu(^) .

DÉFINITION 2. — Soient £o une classe et C une catégorie; on dit que Ho
est une espèce de structures au-dessus de (3 si l^on s'est donné une sous-
catégorie (Si de e qui soit une catégorie ^opérateurs sur 2o ; soit po l'appli-
cation correspondante de 2o dans (3o; on dira aussi que (C, po, 2o) est une
espèce de structures. Si, de plus, (?i = C, on dira que [C, po, 2o] est une
espèce de structures sur (3.

Soit (<2, po, ^o) une espèce de structures. Soit 2 la classe des couples
( / , j z ) € < 3 x 2 o tels que fz soit défini, c'est-à-dire tels que a(/*) == po(^).
Munie de la loi de composition :

{ / ' - > z ) ' (fi z ) =^ (/•/? z ) s^ et seulement si, z=zfz,



352 C. EHRESMANN.

-S est une catégorie, appelée catégorie des hypermorphismes associée
à l'espèce de structures ((?, po, 2o). La classe des unités de 2 s'identifie
à £o en identifiant (<°, z) à z. L'application po se prolonge en un fonc-
teur ((3, p, 2) vérifiant la propriété suivante :

(E) Pour tout Ae2 et tout ze^o tel que

p o ( z ) = p o ( ( x ( h ) ) ,

il existe un et un seul A'SS tel que

p(h')=zp(h) et ai(h')=iz.

L'espèce de structures ((S, po, ^o) sera aussi désignée parle symbole (Ê, p, 2).
Inversement, soient (3 et 2 deux catégories. Soit (C, p, 2) un foncteur

vérifiant la condition (E) ; on dira que S est une catégorie au-dessus de C
relativement à p. On montre [3^] que p(2) est une sous-catégorie de G
et que l'application

h->(p(h), a ( A ) )

permet d'identifier 2 à la catégorie des hypermorphismes associée à l'espèce
de structures (C, po, ^o) dans laquelle la loi de composition est définie par

(/,.s)-^3(/Q

si, et seulement si, il existe

7?€l, f=p{h) et z= a (h).

3. ESPÈCES DE STRUCTURES DOMINÉES PAR UNE CATÉGORIE. —— NOUS

désignerons par JTIo une classe de classes contenant avec une classe toutes
ses sous-classes. cTTIo s'identifie à la classe des unités de la catégorie Jtl
dont les éléments sont les triplets (M', /*, M) tels que Mç^o? M'e^TÏ-o
et que /'soit une surjection de M sur une sous-classe de M', la loi de compo-
sition étant définie par

(M\ /', M, ) . (M', /, M) = (M\ f'f, M) si, et seulement si, M7, =: M',

où f'f désigne la surjection :

x - ^ f ' ( f { x ) ) pour tout ^6 M.

Si /*== (M', /*, M), nous noterons aussi f{x) par f(x}.
Soit ((?, p, 2) une espèce de structures telle que p (e) appartienne

à tTTIo pour tout e€po(^o). Soit

/€^(i), e=a^(f) et e ' = ^ ( f ) .
Posons

1F(f)=z(P(ef),f^(e))ç^^
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ou
f ( z ) -==. fz pour tout z tel que p ( z ) =e\

F(<?) sera identifié avec p (e). Si /* est un élément inversible de p(2),
l'application f est une bijection de ¥(e) sur F(e'). L'application
F : f -> ¥{f) pour tout /*ep(2) est un foncteur de a (F) = p(2) vers cTîl
vérifiant l'axiome :

(A) Soient e€a(F)o et e '€a(F)o; on a
F (e) ~^- 0 (ensemble vide) ;

si e 7^ e', on a
F ( ^ ) n F ( ^ ) = = 0 .

De plus, le couple ((3, F) détermine entièrement ((3, p, 2).
Inversement, soit ((3, F) un couple tel que F soit un foncteur d'une

sous-catégorie a (F) de (3 vers 3Yi vérifiant l'axiome (A). On montre [3 a]
que la classe 2o réunion des classes F(e), où <°€a(F)o, est une espèce de
structures au-dessus de (3, dans laquelle la loi de composition est définie par

(f,z) - > ¥ ( / ) ( z ) si, et seulement si, ^ € F ( a ( / ) ) .

Nous dirons que ((3, F) est un couple définissant une espèce de structures,
à savoir l'espèce de structures 2o ainsi construite.

Remarques, — i° Soient (3 une catégorie, a (F) une sous-catégorie et
(3TI, F, a (F)) un foncteur. Soit F le foncteur qui associe à /'€a(F) l'appli-
cation

(a(/)^)->(j3(/), F(/) ( ^ ) ) , où ^ € = F ( a ( / ) ) .

Le couple (c?, F) définit l'espèce de structures ((3, po, ^o), où £o est la
classe des couples (e, z) tels que e€:a(F)o et z€F(e) , et

Pô (^ s) =^-

2° Soit ((3, F) un couple définissant une espèce de structures (0, p, 2)
tel que a (F) contienne /*€<3 si a(/ ' )ea(F); ceci équivaut à dire qu'on s'est
donné une loi de composition entre la catégorie (3 et la classe 2o vérifiant
les axiomes 1, 2, 3, 4 a, de la définition 1. On peut prolonger F en un
foncteur (JTL, F, (3) défini par

F(/) =¥(f) pourtout / e a (F ) ,
¥ (e) =0 pourtout eçCo, e ^ a ( F ) o ,
F(/)=(F((3(/')),0,0) pourtout / '(J=a(F).

3° Soit (3' une catégorie; le triplet [(3', ?, (3] est une espèce de structures
pour la loi de composition . ; soit <°€<3^; le triplet ((3*, ?, a1^)) est une
sous-espèce de structures [3 a] de [(?', (3, (3].
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Soient (c?*, F^) le couple définissant l'espèce de structures ((?', [ 3 , a ( e ) )
et ¥e le foncteur associé à Fe par la remarque 2. Un foncteur (311, G, (2*)
est dit représentable [2] s'il existe un eç.Q\ tel que G et Fe se déduisent
l'un de l'autre par une équivalence naturelle. A tout couple ((3, F) défi-
nissant une espèce de structures [C5, p, £], on peut associer un foncteur
représentable F de la manière suivante :

Soit a un élément quelconque n'appartenant pas à c3. Soit C\ la classe
des couples (;s, a), où zçî^o' Soit (3' la classe réunion de (3, { a } et C\.
Cette classe est une catégorie pour la loi de composition

(ï^-ï'-ï
si, et seulement si, une des conditions suivantes est vérifiée :

(1) y€C, T'€<3, a (y') = p(y). Alors y', y est le composé de Y et y
dans <?;

(2) y'ec?, y = (^ a), ^€F(a(v ' ) ) ; alors
Y'.T= ( r z , a);

(3) Y'== (2, a) et y = a; alors
y'.y^^a).

La remarque 2 permet de prolonger F en un foncteur (^TL, F, (3') ;
ce foncteur F, identique à (JTl, Fa, <?'), est représentable.

Soit (5 une catégorie et (3TI, y, JC) un foncteur.

DÉFINITION 3. — On appellera espèce de structures dominée par (y, J<^)
un couple ((3, F) ̂  que (JC, F, a (F)) so^ un foncteur et que ((3, y F) définisse
une espèce de structures; V espèce de structures définie par ((3, yF) sera appelée
espèce de structures sous ((5, F).

Nous reviendrons plus tard sur la notion d'espèce de structures dominée
par une catégorie (§ III et IV). Pour l'instant, nous allons seulement en
indiquer des cas particuliers.

Soit ̂  la catégorie de tous les foncteurs \S , G, 'S ) tels que (S, G, 2>) € 3TI;
soit (JH, pg,, ^) le foncteur défini par

p^: (^ G,^)^(^G, es).

DÉFINITION 4. — (7ne espèce de structures dominée par (p^, S1) sera
appelée espèce de morphismes.

Soit ((3, p, 2) une espèce de structures. Considérons les conditions
suivantes :

a. (<3, p, 2) est l'espèce de structures sous une espèce de mor-
phismes ((5, F).
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b. bi : Pour tout e€p(2o), la classe p {e) est munie cTune structure
de catégorie (p (ê))1, que nous noterons F(e);

b, : Soit f^pÇ^), e= a(y) et e' = ^( f ) ; alors (F(e'), f, F{e)) est un
foncteur F(jf).

c. Ci : (2o)1 est une catégorie;
c-2 : Les conditions (z', z) € (So)1* (^o)1 et (/*, z ' iz )e2 entraînent

(/^)ei, (/^')e^ et /(^i^=/^i/^;

Cs : Si Zo€(2o)1 et (/*, Zo)e2, on a

A)€(Io)1.

PROPOSITION 1. — -L^5 conditions a, b et c sont équivalentes,

Démonstration. — Les conditions a et & sont équivalentes par défi-
nition. Si elles sont vérifiées, la catégorie (^o)1 somme des catégories F((°),
où e€p(2o), vérifie la condition c. Inversement, supposons la condition c
vérifiée. Soient zGÏto et z'eïo. Si z i z est défini, p (z' i z) (z i z) est
défini et, d'après Ça, on a

p(z i z ) =p(z) =p(z)',

en particulier,
p(^(z))=p(^(z))=p(z)^

donc p [e) est une sous-catégorie de (2o)1 pour tout e€p(So). Soit fepÇL)
tel que a(/*) == e; les conditions Cs et G,} signifient que l'application f est
un foncteur de p (<°) vers p1 (?(/*)). Par suite, & est vérifié.

COROLLAIRE. — 5i r<m suppose les conditions Ci et c.j vérifiées et si p(2)

[resp. S1) e^ UM groupoïde, la condition c^ est aussi satisfaite.

Démonstration. — Les conditions (/*, Zo)€S et Zo€(2o)1 entraînent

^Zo=f(zo i -So) =:fzo l/^o-

Si (So)1 est un groupoïde, il en résulte /ZoG^o)1. Supposons que p(2)
soit un groupoïde; de la suite d'égalités

/-•(/^)=/-^(/^ia•L(/^))=(/-l./)^i/-1(^l(/^))=/-l(al(/^))

on déduit
/^^(/^e^o)1,

donc C3 est vérifié.
Soit A une classe munie d'une relation d'ordre < ; la classe des

couples (z', z), où z < z', est une catégorie pour la loi de composition entre
couples

(z\ z\ ) i (z\ z ) == (z\ z ) si, et. seulement si, z\=zz.
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Inversement, si (3 est une catégorie telle que deux éléments f et /*' de C
ayant même ensemble d'unités dans (5 soient identiques, la donnée de C
définit sur (3o la relation d'ordre :

z < 2' si, et seulement si, il existe /*€<S tel que

^=a(/) et z'==^(f).

Nous dirons que la catégorie (5 définit alors un ordre sur <?o.
Soit ÛQ la classe des classes ordonnées (A, <), où Ae^Tî-o; soit Ù la

catégorie des triplets ((A', <), À, (A, <)), où

(A, <)e^o, (A', <)€Î2o

et où /i est une application de A dans A' compatible avec les ordres de A
et A'. Soit co l'application

((A',<), A, (A, <))-.(A', A, A) ;

(JII, co, i2) est un foncteur.

DÉFINITION 5. — Une espèce de structures (C, F) dominée par (co, ii)
sera appelée espèce de structures ordonnée; si de plus (3 définit un ordre
sur <?o? nous dirons que ((3, F) est une espèce de structures bi-ordonnée.

Soit ((A, <), A, (A, <))eÛ; soit 0L (resp. Et) la catégorie de couples
définissant l'ordre de A (resp. de A) ; soit h l'application

( z , z ) - > ( h ( z ) , h(z)), où ( z , z ) ç a ;

(cX, h, 0L) est un foncteur et l'application T] :

((À, <), A, (A, <))-^(a, h, a)

est une équivalence de û sur une sous-catégorie pleine û de ^ dont les
unités sont des catégories S définissant un ordre sur So. L'application

(e, F)->(^ (^ YÎ, ^)F),

où ((3, F) est une espèce de structures ordonnée, est une bijection de la
classe des espèces de structures ordonnées sur la classe des espèces de

( /\ \
morphismes (2, FJ telles que

F ( a ( F ) ) c Û c ^ .

4. RAPPEL SUR LES CATÉGORIES D'HOMOMORPHISMES.

DÉFINITION 6. — Soient CetX deux catégories^ on dit [3a] que ((?, p , JC, '§)
est une catégorie d'homomorphismes si les conditions suivantes sont vérifiées:

(i) ((3, p, S€) est un foncteur;
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(2) 3> est une sous-catégorie de ^€ contenant ^Co ;
(3) (<3, p', '§) est une espèce de structures, où p désigne la restriction de pà'S ;
(4) Soient hç^€ et /l'G^C; les relations

a ( A ) ==a(/z ') , p(A):=p(/ / ) et p (h) ==p (h')

entraînent h = h\

Soit ((5, p, <^C, S) une catégorie d'homomorphismes. Un élément h de 3C
s'identifie, en vertu de la condition (4), à un triplet (S', /*, S), où

S==a(A)e^Co , S'=^(h)ç^ et f=zp(h)çe.

C'est le plus souvent sous la forme d'un tel triplet que nous représenterons
un élément de 3C. Remarquons que nous identifions ainsi 3C à une sous-
catégorie de la catégorie induite p^ (C) dont les éléments sont les tri-
plets (S', /, S) tels que

Se^Co, S'e^Co, /ee, a(/)=p(S) et p(/)==p(S').

Un élément de S étant entièrement déterminé par la donnée de a (h)
et de p ( h ) , nous le représenterons, soit sous la forme (P(^), p(A), a (A)),
soit sous la forme (p(A), a fA) ) . Si S est le groupoïde des éléments inversibles
de <%, alors JC est une espèce de structures au-dessus de S X S pour la loi
de composition

((7J))^)->7.^7-'
si, et seulement si,

a(/)=a(A) et a(/') = p (À) , où hç^, /€= ̂  /'ç^.

Soit ((3, p, ^C, S) une catégorie d'homomorphismes ; soient S, et Cv les
groupoïdes des éléments inversibles de S et de (5 respectivement. Si p(2L)
est un sous-groupoïde saturé [3 a] de C, c'est-à-dire si les conditions

/€^v et a(/)e/j(cS^) entraînent /€/^(^),

nous dirons que ^C est saturé au-dessus de C.
En particulier, soit (JTl, p, cfC, S) une catégorie d'homomorphisrnes telle

que JTl soit la catégorie définie au n° 2. Soit hç^C'y l'élément p(h) est,
par définition, une application (p(P(^)), g, /^W)), où g est une surjection.
Comme la donnée de a (A), de |3(/i) et de g détermine entièrement p(A),
nous représenterons simplement h par le triplet (P(A), g, a(/i)) [au lieu
de fP(/i) , p(A), a (À))]. Si ^ est tel que

P^W)cp(^(h))

et si p(/i) est l'injection canonique de p(a(A)) dans p { ^ ( h ) ) nous écrirons /i
sous la forme ((3(7î), '-, oc(^)), c'est-à-dire L désigne l'application identique
de p(a(A)).

Ann. ^c. Norm., (3), LXXX. — FASC. 4. 45
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Exemples. — i0 Soit (<m, p^, ^) le foncteur défini au n° 2; soit ^v le
groupoïde des éléments inversibles de ^ (équivalences de foncteurs) ;
(^î P^î ^? ^ï) e^ une catégorie d'homomorphismes.

2° Soit %o la classe des topologies (ou métatopologies avec la termi-
nologie de [3 b]) sur les classes Me .Mo; soit ® la catégorie des applications
continues (S', /*, S) de S dans S', où S est une topologie sur la classe M et S'
une topologie sur M'. Soit 0 le foncteur

(S \ / ,S ) -> (MV,M) .

Soit ^ le groupoïde des éléments inversibles de ^ (homéomorphismes) ;
(3TL, 6, %, ©) est une catégorie d'homomorphismes.

3° Soit (cïïl, (o, Û) le foncteur défini au n° 2; soit û le groupoïde des
éléments inversibles de Û (isomorphismes entre classes ordonnées);
(Jll, (A), û, û) est une catégorie d'homomorphismes.

4° A toute catégorie G correspond la catégorie d'homomorphismes
(<3, Id^, (S, (3), où Idg désigne le toncteur identique de (3.

5. SOUS-STRUCTURES. — Soit ((3, p, ^C, ^) une catégorie d'homomor-
phismes telle que S contienne le groupoïde F des éléments inversibles
de ^e.

Dans c^o, considérons la relation

s p s' si, et seulement si, (s ^ p (s) ^ s) çS€.

Cette relation entraîne évidemment p{s) = p(5').

PROPOSITION 2. — p e^ une relation d'ordre dans 3€o et f(S, p, F) <?5<
l'espèce de structures sous l'espèce de structures ordonnée ((?, F) telle que

¥(e) =z {p1 (<?), pe) pour tout e€a (F )o ,

où pe e5( lîa relation d'ordre induite par p sur p [e).

Démonstration. — Les conditions 5 p 5' et 5 'ps" entraînent

(^,/?(^), ^y.^,/?^), s) = = ( s " , p (s), .ç)e^e, d'où s ^ s " .

Supposons s p 5' et s ' p 5; on a

( s , p ( s ' ) , s ' ) , (s', p ( s ) , s) = ( s , p ( s ) , s) =s

et

par suite,
( s f , p ( s ) , s ) . ( s , p ( s ' ) , s ' ) = s f f ,

( s ' , p ( s ) , s ) ç T .
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Comme (C?, p, F) est une espèce de structures, des égalités

a (Y,/? (5), s) =s et p ( s ^ p ( s ) , s) =p(s)

on déduit (s\ p{s), s) = 5; donc s^ == s et p est une relation d'ordre;
la catégorie de couples définissant p s'identifie à la sous-catégorie 9€^
de Si formée des éléments (^', p{s), s) en identifiant (^', s) avec (s', p(^), s).
Les relations

(^ /? (^), ,ç) <E ̂ ,, /€p (F) et a(/) =p (,ç)

assurent l'existence de (5, /*, 5)€:r et de ( s ' y /*, 5')€F; on a

(.f, /, ^ / ) . (^ 77 (,ç), ^ ) . (^ /-',.) = (^, f.p (s) ./-s -̂) = (^ /. (^), ^) e ̂ e.

Par conséquent, p(F) opère sur z^Cp, la loi de composition étant

(/, (s^ p ( s ) ^ s) ) —> (s^ p (,ç), s) si, et seulement si, a(/) ==/? (,ç).

(p(r), p, ^Êp) est l'espèce de structures sous une espèce de morphismes
et la proposition résulte de la fin du n° 2.

Supposons désormais que e soit une catégorie inductive (au sens du
paragraphe II, n° 6, sens un peu plus général que celui défini dans [3 c]).
Si gç. e et /*€ <?, le pseudo-produit dans C des éléments g et /*qui est toujours
défini [voir § II, prop. 22) sera désigné par gf.

Considérons dans SCo la relation

5 p S si, et seulement si, p(s)<ip(S) et (S,/^ (S)/? (^), ^) ç^C;

les relations induites par ^ et p sur p (<°) sont identiques, pour tout
eç.p{3€o). La relation p(5) < p(S) entraîne

^y^)/^)^^);

si, de plus, (S, p(S) p(5), s)^3€^ alors on a aussi
^(p(S)p(s))==p(S).

PROPOSITION 3. — p est une relation (Tordre dans <Wo; si s p S, s est un
sous-objet [5] de S rfans ^C.

Démonstration. — Nous supposerons s p S. Si, de plus, S p s, alors

p ( S ) = z p ( s ) ^ (TOÙ 5 p S et Sp5 ,

c'est-à-dire s = S, d'après la proposition 2. Supposons 5' p 5; des relations

Â-=:(^(S)7.( .s)) . (^(A-)^(^))<7?(S)^(^) ,
a(Â:)=/?(^) et ^(k)=p(S)

résulte
Â:==^(S)^), (S,7?(S)^),5')€^ et ^pS.
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Soient g = {s, g, S') et g'== (s, g', S') tels que

^ . p ( S ) p ( s ) , s ) ^ = = ( S , p ( S ) p ( s ) , s ) . § : f .
Des relations

(P(S)/^)).^=(/.(S)/^)).^
- ^<(PWP^))^ ^<CP(S)/^)).^ a(^)=a(^), ^)=:^)

on déduit g = g . Par suite, g= g', ce qui signifie que s est un sous-objet
de S dans 3€.

La notion de sous-structure que nous allons maintenant définir précise
la notion de sous-objet d'une catégorie.

DÉFINITION 7. — Soit Se^Co; on dira que s€^o est une sous-structure
de S dans ((S, p, <%", S), et Von écrira s oc S, 51 ?es conditions suivantes sont
vérifiées :

(i) Onap(s)<p(S) ^(S,p(S)p(^)e<^;
(2) 50^ (S, g, s')e^e ̂  ç^

a(p(5)^)==a(^) ^ ^(p(s)^)==p(s).

Alors on a
(^p(s)^ S') e^.

Si s oc S, on écrira aussi
p

( S , p ( S ) p ( s ) , s ) = = S ^ s
P

et Von dira que Sx s est une p-injection. Soit Hoc la classe des p-injections.
p. p

Si aucune confusion n'est possible, on dira seulement que s est une sous-
structure de S dans 3€ et l'on écrira s oc S et S x s au lieu de s oc S et S x 5.

? p
PROPOSITION 4. — Soient s^SCo et Se^Co; on a «çocS si, ^ seulement si,

les conditions suivantes sont vérifiées .*
(i') s p S dans (C, p, <?€, S);
(2') La condition (S, (p(S) p(s)).g', S')e<^ entraîne (s, g', S')e^e.

Démonstration. — Supposons s a S; la condition (i) de la définition 7
_ p

signifie s p S dans ((?, p, <^, S). Soit

(S, /^ (S) p ( s ) . ^ ' , S ' ) ex.

Montrons que les éléments g' et g , == p{s) (p(S) p(s) .g') sont égaux.
En effet, on a

p ( s ) < p ( S ) p ( s ) , ^=/^).^<(^(S)7^))^
et

^==P(^'^<P(s)(p(S)p(s) ^);
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par ailleurs,
^(^X^(^) et p(^)</^)==p(^),

d'où
a (^; ) = a(^) ==/. (S') et ? (̂ / ) = p(^) =/^).

Puisque ((?, <^ est une catégorie inductive, les relations

g'<g\, a(^) = a (g[ ) et 8 (^'/) = ̂ (g[ )

entraînent g' = g,. Il résulte alors de la condition (2) de la définition 7
qu'on a {s, g', S')€<%, donc (2') est vérifiée. Inversement, supposons les
conditions (i ') et (2') vérifiées; soit (S, g, S')€^C tel que

^ ( P ^ ) ^ ) ^ ^ ^ ) et ^ ( p ( s ) ^ ) = = p ( s ) .

On obtient g = (p(S) p(.s?)) .(p{s) g), en utilisant les relations

(7?(S) /?(^) . ( /?(^)^) <^ a((/?(S)7^)).(7^)^)):=a(^)

et
^ { ^ ) = ^ ( ( p ( S ) p ( s ) ) . ( p ( s ) ^ ) ) = : p ( S ) .

De la condition (2') on déduit donc

( s ^ p ( s ) ^ , S^eX, c'est-à-dire s a S.
/)

Exemples. — i° Les sous-structures de S dans (JTl, 0, ®, %) sont les
topologies induites par S sur les sous-classes de 6 (S). Soit ^ la sous-
catégorie de ® formée des applications continues ouvertes d'un espace
topologique dans un autre; soit 0,, la restriction de 9 à ê«; (JII, 6,,, ̂ , ^)
est une catégorie d'homomorphismes. Les sous-structures de S dans
(JH, Q«, ^, ^) sont les topologies induites par S sur un ouvert de S,
c'est-à-dire les éléments plus petits que S pour la relation d'ordre considérée
dans [3 c] sur %.

2° Les sous-structures de (31 dans (JTi, p^ êF, ^) sont les sous-
catégories de e1 (yoir § II, prop. 9).

3° Les sous-structures de (A, <) dans (Jll, co, f2, D) sont les sous-classes
de A munies de l'ordre induit par <.

4° Dans (Ê, Id^, C, C), on a

^ocS si, et seulement si, s < S dans e et (3 (85)== S.

Si les relations s < S et 5 oc S sont équivalentes, (S est une catégorie
inducti^e complètement régulière à droite. Dans ce cas, la condition s < a (/*)
entraîne P(/5) = (3(/1).

5° Si 5ocS, on a p(5) ocp(S) dans (C, Id^, e, C).
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THÉORÈME i. — Dans 3€o la relation s oc S est une relation tordre.
p

Soient 5€^o, 5'€^o et Se^Co; les conditions

s oc S, .s1' oc S ( resp. s ' p S)
P p

et
p (s ' ) ^ip(s) dans (C, Id^ C, €)

entraînent
s' 05 (resp. s' p s).

P

Démonstration. — p étant une relation d'ordre, si s oc S et S oc 5,
on a s = S. Supposons s^ <xs et s oc S; alors 5i^S. Montrons que le
couple (S, Si) vérifie la condition (2') de la proposition 4. Soit

^=(S,p(S)p(s,)^^!)G^

Les éléments p(S) p{s,) et (p(S) p{s)) .(?(<?) p(^i)) sont égaux, car ils sont
majorés par p(S), ont même source p{si) et même but p(S); par suite

^=(S, (/?(S)7^)).(7^)7^).^), S^e^C

et, puisque s oc S,
^=(.ç, (^)/^,)).^ S^e^e;

comme 5iocs, il en résulte

(^i, ^', S) ç ^C, c'est-à-dire s^ oc S.

Supposons 5aS, 5'^S et p(5') ocp(5) dans (Ê, Id^, C, (3). On a
J = = ( S , p ( S ) p ( s l ) , s f ) ç ^ ,

des relations
P ( s ' ) < p ( s ) et p(^(5)^(^))=^(.ç),

on déduit que les éléments p{S) p ( s ' ) et (p(S) p{s)) .(p{s) p (s')) sont égaux,
car ils sont majorés par p(S), ont même source p ( s f ) et même but p(S).
Par conséquent,

./=(S, (p(S)p(^))• (p(•s•)p(5 / ) ) , .s• / )

et, en vertu de la proposition 4,

(s, p ( s ) p ( s ' ) , .ç')e^e, d'où s ' ^ s .

Supposons, de plus, $' oc S; soit

^(^(^(^.^S^^G.
On trouve

^ = ( ^ p ( S ) p ( s ) , s ) ^ ' = ( ^ ( p ( S ) p ( s ) ) . ( p ( s ) p ( s ' ) ) . ^ , S 1 )
=(S,(^(S)p(^)).^,S /)€^.
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La proposition 4 entraîne donc
(^,^,S')e^e et .^aS.

COROLLAIRE 1. — Les conditions s a S, 5'a S e< p(^) == p { s ) '
i p p

entraînent s = s .

En effet, cTaprès le théorème 1, ces conditions entraînent
s ^ : s ' et ^oc.î, d'où .Ç==À''.

COROLLAIRE 2. — Soit s oc S; alors, pour la relation p, s est le plus grand
p

élément de la classe des structures s' telles qu^on ait

6- 'pS et p ( s ' ) = p { s ) .

DÉFINITION 8. — Soient hçX et A'€^; on dira que h' est un sous-
homomorphisme de h dans (C?, p , ^€, S), et Von écrira h ' ^ - h ou /l'oc/i,
si les conditions suivantes sont vérifiées .'

^(/^oca^T), ^(/T^a^À) et p{hl)<p{h\

PROPOSITION 5. — Dans cU", la relation h' a h est une relation d'ordre
vérifiant les conditions suivantes :

(1 ) Sih'^h, ^ht}=^{lt) et P(^) = ̂ (h\ alors h= A';

(2) À7 a A entraîne pÇh^^-pÇh) cîaM5 (<?, Id^, (?, (3); si de plus,
p Çh) = p { h j , alors Ji = h' ;

(3) Les conditions (hy, h)ç^€^cK, (h\, 7i')e^^^, h' a h et ^ocA,
entraînent h\. A' oc hi. A ;

(4) 1̂ 5 conditions : h' oc /i, A" oc A ^ pÇh^^pÇh') dans (<5, Id^,, (?, (?)
_- — p p

entraînent /i"a/i'.
/^

Les conditions (i) et (3) signifient que (<%, oc) est une catégorie ordonnée
(yoir § II, définition 18). La condition (2) signifie que p appartient à û'
[voir § II, n° 6), c'est-à-dire (§ IV) que (<W, oc) est une catégorie ordonnée
au-dessus de (C, <).

COROLLAIRE. — Si e est complètement régulière à droite et si pour
tout sG^Co la classe des éléments p{sf), où s^s, est une sous-classe induc-

p
ti^e de <?o, alors (<W, a) est une catégorie inducti^e au-dessus de (C, <).

PROPOSITION 6. — Supposons
AeF, h'^T, a(/?)oca(A) et p ( h ' ) <p{h)',

p

alors on a aussi ^ { h j oc ^Çh) et, par suite, h1 oc h,
p p
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Démonstration. — Soient

h=(S,,h,S)çT et h'==(s^ h',s)çT

tels que h'< h et j = (S, p(S) p{s), s)ÇcK', on a

7?(A.y.À^)=À.(^(S)^(À l)). /^<^(SO^(^),

^p(h.jJi'-^)==p(s,) et ^(À,/./^))^^),
d'où

p(h.jJtf-^=p(S,)p(s,) et (Sn/?(S, ) /? (^ ) , ^)€^e.

Supposons, de plus, s oc S; soit

^=(8,, (^(S,)^)).^^^.

Les éléments h^ .{p{S,) p(s,)) et (p(S) p(5)).A'-1 sont égaux, car ils sont
majorés par /r^, ont même source p(5i) et même but p(S). Par suite,

h-^^=(^ ( p ( ^ ) p ( s ) ) . ( h ' - ^ ^ ) , S ' ) ç S €

et il résulte de la proposition 4 qu'on a

.f^^/^.^s^ex;
par conséquent,

h'.g'=i(s^g', S')ç3€ et ^ocS, .

PROPOSITION 7. —Soient

h== (si, h, s)ç3€, s'G^S et s\ a^i.
/^ /^

5^7 î̂ e h'ce tel que

h'<h, a(hf)=p(sf) et ^ { h ' ) = z p { s \ ) .

on a

/?== {s\, h', s')ç.^€ et ~h' a h.
p

Si de plus h et A' sont inversibles, alors /l'eF.

Démonstration. — On a

À./ .çx^\=(^ h . ( p ( s ) p ( s ' ) ) , ^)e^e;

les éléments h.{p(s) p ( s ' ) ) et p^i) p ^ s ' ^ . h ' sont égaux, car ils sont majorés
par A, ont même source p(s') et même but p(5i )$ par suite,

h^s^s'\ == (s,, (p (s,)p(s\ ) ).h', s') ç ̂
\ p )

et, en vertu de la proposition 4, on trouve

h ' = ( s \ , h ' , s ' ) ç ^
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Si, de plus, hçT et hf est inversible, on a aussi {s^ A/"~l, s\)eS€, d'où
À^r.

Soit [D^ ^ catégorie longitudinale des quatuors de (S (^oir § II, n° 5),
c'est-à-dire la classe des quadruplets (gi, /*i, f, ^eC7' tels que gi ./*== /*i .g,
munie de la multiplication

^/'^f. ̂ ) m (^ /i. .A ^) = (^i, î\ ./n //./, ̂ )
si, et seulement si, g' = gi.

PROPOSITION 8. — Soient

hç.e, h'ç.0, a (A)= .ç , 0 (7^ )=^ , ^ ( h ) = z s , et ^ ( h ' ) = : s \ ' ,

les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) h' oc h dans (C, Id^ C, (?);
(2) A'< h dans (?, ^(55') == s et PO?isJ = 5i ;
(3) 5'< 5, 5, < s, et (A, 5i s\, ss\ A') eue.
En effet, les conditions ( i ) et (2) sont équivalentes d'après ce qui précède.

Si (2) est vérifié, les éléments h.ss' et s^ s\ .A' sont égaux, car ils sont majorés
par A, ont même source sf et même but Si ; par suite, (3) est vérifié. Si la
condition (3) est satisfaite, on a

s ' QK.S et A'i a^i puisque ^ ( s s ' ) = s et ^ ( S ] S \ ) = s ^ .

De plus,
s\ < Si s\ et ss' < s^ d'où h' < s^ s\ . /// ==z h . s s ' <, h.

Si A'oc/?/ dans ((3, Id^, (?, C), nous désignerons par h [x_j /i' le quatuor

(A, p(A) P(A'), a(A) a(/i'), h ' ) . La classe 'U des quatuors h [x] /i' est une

sous-catégorie de [DC; soit IL' la sous-catégorie de IL formée des qua-
tuors A ] x A' tels que A' et h soient inversibles.

Soit m^ la catégorie longitudinale des quatuors de ^C et Dp le foncteur

(^.f^f^)->(p(^).P(f^).P(f).P(^)) de ITl̂  vers [ne;

(Dj^? Dp, [D^î r') est une catégorie d'homomorphismes, où F' est le
groupoïde des éléments inversibles de m^. Pour qu'un quadruplet

G == (gi, fi, f, g) appartienne à[T]^5 il ^^ et il suffit qu'on ait

a(7)=a(^-), P(/)=a(^), a^) = ̂  (g) et p(7i)=(3(^)

et que D p (G) soit un quatuor; en effet, les éléments gi .f et fi. g sont alors
égaux, puisqu'ils ont même image par p, même source et même but.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 4. 46
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Soit IL la sous-catégorie de [T] ̂  formée des quatuors

H == /À, Si x s\, s x s', h'\^i ?/? p

tels que 5' oc s et 51 oc 54. Soit Ut' la sous-catégorie de "U formée des
p P

quatuors de ^IL tels que hçT et h' € F.

PROPOSITION 9. — On a A'a A ÉÎan5 (C, p, ^C, S) ^, e( seulement si.
il existe

H=fÀ, ^(/^x^/?), ^(yOxa^), /7)eaL;
\ ^ // /

dans ce cas, DpfH)^:^.

Démonstration. — Si A' oc A, on a
p

^(/^a^A), p(^)ocp(À) et p(hf)<p(h),

par suite, Dp (H) est un quatuor et He^lL. Inversement, si He'U, on
trouve D p ( H ) € ^ U en vertu de la condition (3) de la proposition 8; il en
résulte p(A') < pÇh\ donc A' oc h dans ((?, p, z%, S).

Si A'ocA dans ((3,p,^C,S), le quatuor H correspondant sera représenté
par la notation Apû |A ' . Dans ^€ (resp. dans (?) on dira qu'un triplet
(gi, f^y f) est inclus dans un quatuor s'il existe un quatuor (gi, /*i, /*, g).
La proposition 7 est équivalente à :

PROPOSITION 7 bis. — Pour quCun triplet

T == (À, î x ̂  , ^ x s'\ ou h ç 0C,
\ /^ /^ /

soi^ inclus dans un quatuor H, i7 faut et il suffit que

^a(A), ^=p(^)

e( çue
^(T)=(p(À),p(^)p(.<),p(^)p(^))

soit inclus dans un quatuor H ; dans ce cas, on a H € '11 et H € ^L. 5i, de plus,
Heai '^Aer, afo^Heii'.

Si T == (h, Si^ s\, s^ s^ est inclus dans un quatuor, les quatuors H
\ p p >

et H dans lesquels sont inclus T et p^T) sont uniques; par conséquent, on a

1î==:p(7l)^h! et î{=zh^D]h',
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où A' et A' sont déterminés par T. L'élément h' peut être considéré comme
le composé de h par [s\, 57); ce composé sera noté h |— (s\, s ' } et appelé

_ p
p-restriction de A à (s,, 5').

Remarquons que le composé h' est aussi déterminé par la donnée du
triplet (h,(p(s\),p{sf))\

En particulier,

— si s\ •-== ^{h\ 5 ' o c a ( A ) , il existe une p-restriction h\—{s\, s ' ) et
//

ÀH(^)==À.^X)^;
P \ P /

— si ^ o c p ( A ) et 5 ' = = a ( A ) , il existe une p-restriction h\—[s^ 5') si,
et seulement si,

a ( p ( s \ ) p ( h ) ) = p ( s ' ) et ^ (^ ) /> (/T)) =p (s\ ) ;

alors
7^(s^s')=(s^p(s\)pÇh)^'\

p

Soit ^t" une sous-catégorie de JC contenant ^Co; soit p' la restriction
de p à 3€. Supposons que (C?, p', ^C', ztf 'nr) soit une catégorie d'homo-
morphismes.

PROPOSITION 10. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(cr) s a S dans (<3, p, ^C, S) entraîne s a S rfan^ (C, p', 3i1\ ^C'nr);
^ /?'

(o-i) OM a ^e /F(^CoX^o)C^', c est-à-dire si /l'e^', tou^ p-restriction
p

de h' appartient à 3€\

Démonstration. — Si (a) est vérifié, la catégorie des p'-injections
contient 9€^ et (<7i) est vérifié. Inversement, supposons (o-i) vérifié etp
soit s oc S dans (C, p, ^Ê, S). Les relations S€5<W et 5 oc S entraînent

/^
S^S^^S^S)/^),.^^.

/^

Soit (S, g, S')€X' tel que
^(^(^^^a^) et p(p(.ç)^)==p(^);

le composé (S, g, S') |—(s, S') = (s, p(5) g, S') étant défini, il appartient
p

à cK\ Par suite, on a s oc S dans (C, p', ^C', ^C'nr).
^'

Nous verrons plus loin (§ II, théorème 16) que [J] <? est une catégorie
inductive pour la relation d'ordre

(^. /i. f'^' ) < (^ /i, /^)
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si, et seulement si,
g'<^ g\<^ f\<fi et f'<f.

Dans le théorème suivant, nous poserons

[A]=(/^ P(A), a(A), À)€([L]^e)o pour tout A€^;

et
[h] == (h, P(A) , a (A) , A)€([[je)o, pour tout Àe<?.

THÉORÈME 2. — Les relations suivantes sont équivalentes :
(1) On a

\Ji'\ a [h] et [P^)] oc [p(A)] ^^ ([I]C, Dp, [W r');
D/^ D^

(2) h' est un sous-homomorphisme de h dans (Ê, p, ^6, S).

Démonstration. — Soient

7^= (.ç,, /^ À - ) € X et A'r^ (.<, A', .s^e^e.

Supposons/l'a ̂ ; de la proposition 5, il résulte /i'oc/i dans (<?, Id^, (3, C),
/>

d'où (A, p(/i) P(À'), a (À) a (À'), À^S'U; de plus, ce quatuor est le pseudo-
produit [h] [A'] dans [J]<2. Comme le quadruplet (A, 5i x 5i, sx 5', À') est

p p _ _
un quatuor de ^C et admet [h] [h'} pour image par Dp, on en déduit \h' \ p[/t]
dans (0:e, Dp, DJ^, ?). Soit G = Çh, /•„ /; fr)en^ tel que

^[pW~}ap(G))=[pW] ei ^([^(/^ID/^G))^^^)] =[/<];
on a

^PW)=ÏPW} et [^(^)]D^(G)=(Â/^(^)/.(^)^(./)^(/)^(^)),

d'où
^(/^/)/>(/)) =^(7)) et P(^(^)^(7))=/^(^).

Il en résulte
/^(^(^/^aC/^e^;

de même,
//,=:(^^(^)^(7),p(^))e^.

Soit G' = (A', /^, /*', /c); puisque la projection par Dp de G' est le
quatuor [p (A') J D p (G), on a G'eQ^. Par suite, [h'] oc [AJ. De plus,

n'p
s\^Si entraîne de même [s\] oc [si] et (i) est vérifié.—Inversement, suppo-

P ÛP
sons [À'joc^] dans ([De, Dp,n]^,r'). Alors, on a

h'<h et [ ^ ] [ ^ / ] = = ( ^ , P ( / Q p ( ^ / ) , a ( / O o ( ( A / ) , ^ / ) ;
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on en déduit

( s . p Ç s ) ? ^ ) , ^)e^C et ( s ^ p ( s , ) p ( s \ ) , s \ ) ç ^ € .
Soit

^=(^^S ' )€^ où ^ = ( p ( s ) p ( s ' ) ) . ^ .
On a

G=:(7^A.^ S^erD^c
et

D^(G) == (h, h.^ g, p (S')) = [h] [h'].(/^ h ' . g ' , g', p (S') ) ;

il en résulte
(A', J t ' . g ' , g ' , S^çU, c'est-à-dire ( s ' , g ' , S') <== ^C.

Ceci prouve que s ' est une sous-structure de s dans ((3, p, <:')(!, S). Si, de
plus, [YJ a [51], on a de même s\^s^, donc A'ocA dans ((3, p, ^C, S).

D/^ P
COROLLAIRE 1. — Soient hçF et ^'6: F. On a h^h si, et seulement si,

[h']^[h].
En effet, si \h\ oc \h\, la démonstration du théorème prouve qu'on a
- - D/? -

a Çhj oc a (A) et il résulte de la proposition 6 que A'oc A.
^ /^

COROLLAIRE 2. — IL e5( une sous-catégorie de la catégorie des Op-injections.

DÉFINITION 9. — On dira que (<3, p, 3€, S*) est une catégorie d'homo-
morphismes résolvante à droite 51 V axiome suivant est vérifié :

(R) Soient hÇcK et h'ç.cK tels que

a^)^^) et ,6 (A)=(3(A ' ) ;

alors il existe
s oc a (A), avec p(s) == a(p (h) f\p (h') ).

P

La sous-structure s de a Çh) sera appelée p-noyau de (A, /i').

On définit de même la notion de catégorie d'homomorphismes ((?, p, <W, S)
résolvante à gauche en remplaçant dans cette définition a par [3.

Exemples. — i° (JTL, p^, ë^, 9r„) est résolvante à droite.

2° Si pour tout e€(3o et tout Ee^o tels que e < E, on a P(Ee) == E,
alors (<?, Id^, (3, (S) est résolvante à droite et à gauche.

3° Si pour tout Se^o et pour tout e < p(S) il existe s oc S tel que
P

p{s) = e, alors ((3, p, <%, S) est résolvante à droite et à gauche. Il en est
ainsi en particulier pour (t7ÎÏ, OD, û, U) et (tîît, 0, ®, %).
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4° (JTl, 8, ê«, ^) n'est pas résolvante à droite.

PROPOSITION 11. — Si ((3, p, <%, S) ̂  une catégorie d^homomorphismes
résolvante à droite et si e < E rfan5 (3o entraîne ^ (Ee) = E, les conditions

hç.^, h'ç^C, a ( ^ ) = = a ( ^ / ) et ^(h) == (3(A')

entraîne nt
h^^(h)^)=h'[-(^(h),s)^

P P

où s est le p-noyau de (h, h').

Démonstration. — Posons

pW^pÇh')^/, e=^(f) et E = ( 3 ( p ( / i ) ) ;

on a
Ee.f<p(h) et Ee.f<p(hf),

d'où
p(h)r\p(h')=f<Ee.f<p(h)np(k')^

il en résulte /*== Ee./* et E = e. Les éléments

/ et p(h)p(s)==p(h)p^(h)^s\

sont égaux, car ils sont majorés par p{h), ont même source p(s) et même
but E. Donc f= p{h) p{s). De même, f= p ( h ' ) p(s). Comme

A|- (P(A) , s) = ( ^ ( h ) , p ( h ) p ( s ) , s) = (P(A),/, s)
P

et
A'|-(?(A)^)=(p(/i),/,.î),

/^
on a

/ iF(P(A)^)=^|-(P(A),5).
/? /î

Nous supposerons de plus dans la suite que 9€ est muni d'une relation
d'ordre < telle que (^C, <) soit une catégorie inductive et que p soit une
application inductive stricte de (<^C, <) dans (C, <), c'est-à-dire que (^C, <)
est une catégorie inductive au-dessus de ((?, <) relativement à p {voir § IV).

THÉORÈME 3. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(c) (C, p, <W, S) e^t résolvante à droite et Von a A'a/i dtans (C?, p, ^, S) 51,

p
et seulement si, /i'< h dans c*ï€.

(c') Soient sç3€o \et 5 '€5€o; OTZ a s'oc s dtan5 (C?, p, J^, '§) si, et seule-
p

ment si, 5'< s dans <5C et dans ce cas ^{ss^) = s\ de plus, les conditions

hç.^ h'ç.^, a ( A ) = = a ( ^ ) et ^ ( h ) = : ^ ( h ' )
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entraînent
p(/^^\hf)==p(h)^\p(hf).

Démonstration, — Supposons la condition (c) vérifiée; alors on a

s ' (X.s dans (0, /?, X, cS) si, et seulement si, s ' <, s\

dans ce cas, {s, p{s) p(s'), 5') est un sous-homomorphisme de s, donc

(s^ p(s) p ( s ' ) ^ s') •== sy) s'== ssr et {3 (,^) ==: s.
p

On en déduit que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) h'< h dans <?C;
t&) a(A') < a(A), P(A') < P(A) et p{h) < p(/i');
(c) /l'ocA dans (^e, Id^,, ^, cW).

Soient h € <?C et A' € <?Ê tels que

a ( À ) = a ( ^ / ) et ^ ( h ) = ^ { h ' ) ^

comme la catégorie d'homomorphismes (^€, Id^, ^C, ^C) est résolvante à
droite et que a (/ifU') est le Id^-noyau de {h, /i'), on a

^(/zn/^^P^),

d'après la proposition 11; par conséquent, on a aussi

^ { p ( h ) ^ p ( h ' ) ) = p ^ ( h ) ) .

Soit s le p-noyau de (A, A'); les éléments p(A)np(/i ' ) et p{h) p(s) sont
égaux car ils sont majorés par p{h)\ ont même source p(5) et même
but ? (p(/î)); de même,

p(A)n^(A ' )==/? (^)7^) .
Par suite,

h ^ ( ^ ( h ) , s ) ^ ( h ) , p ( h ) p ( s ) ^ s ) = ( ^ ( h ) , p ( h ) ^ p ( h ' ) , s ) = h ' ^ ( ^ ( h ) , s )
p P

et
A|~((3(A) , s ) < h c \ l z ' .

p
Les relations

a (An A') <a(A) , 5 < a ( A ) et p(^(h^h')) == oi(p (h) r\p(h')) =p(s)

entraînent
9.{hr\h') < 5.

Donc
s = ( x ( h n h ' ) et hç\h=h\- ( (3(A) , ^);

^
ainsi

p ( h r \ h ' ) = p ( h ) C \ p ( h ' ) .
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— Inversement supposons la condition (c') vérifiée; si h' < A, on a

a ( A ' ) o c a ( A ) , (3(A') oc(3 (A) et p ( h ' ) < p { h ) , d'où /^ oc A.
^

Soient A et A' deux éléments tels que

a(A)= :a (A ' ) et (3 (A) == (3 (A') :

puisque

et
a ( A n A ' ) < a ( A )

7?(a(^n^ / ) )==a(^(^nA / ) )= :a(^(^)n/?(^ / ) ) ,

la catégorie d'homomorphismes (C?, p, ^C, S) est résolvante à droite.
Supposons /l'a h', posons

p
a(h)=:s, a(h')==:s\ ^(h)==Si et ^(h')=s\.

Comme s ' a s et ^oc^i, les éléments

hs'^-h.ss' et s^h'=is^s\ .h'

ont même source 5' et même but 5i. Démontrons qu'ils sont égaux; en effet,

p ( / ^ s r ) = p ( h ) . p ( s s f ) et p{s,h')==:p(s,s\).p{h')

sont majorés par p(A), et ont même source p { s ' ) et même but p(^),
donc p(A$') = p { s i h ' ) . On en déduit À5'= 5i A', d'où

h'=s\.h'< (s^s\).h'^=ihs'<h.

Ainsi l'axiome (c) est vérifié.

Remarque. — Le théorème 3 est encore vrai (sans modification de la
démonstration) en remplaçant l'hypothèse : (^C, <) est une catégorie
inductive, par l'hypothèse : (<?€ <) est une catégorie ordonnée (§ II, n° 6)
dans laquelle deux éléments ont une intersection.

Exemple. — Soit ((3, p, <%;, S) une catégorie d'homomorphismes résol-
vante à droite telle que ^Co soit une classe inductive [3 a] pour la rela-
tion oc; si l'on munit ^€ de la relation oc, ^€ devient une catégorie induc-
tive et la condition (c) du théorème 3 est vérifiée. Il en est ainsi dans les
catégories d'homomorphismes (JH, p^ ^\ ̂ ) et (Jtl, 6^, ^^ ^) lorsque ̂
et î>u sont munis de leur relation d'ordre usuelle. Par contre, (JH, 6, é, ^) ne
vérifie pas la condition (c).

Soit (^C, p, ^C, S) une catégorie d'homomorphismes telle que S contienne
le groupoïde T des éléments inversibles de X et que (<%, p, ^) soit une
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espèce de superstructures [3 a] au-dessus de (<3, p, S). Ces conditions
entraînent que (<?,pp,^e,S) est une catégorie d'homomorphismes.
Un élément h de ^€ sera représenté, soit par le triplet (P(^), pÇh), a (A)) ,
soit par le triplet (?(A), ppÇh\ a(^)).

Remarquons que les conditions

5€^€o, Sç^Co et 508
p71

entraînent p { s ) ç p { S ) dans ((?, p , X, '§) mais, en général, elles n'en-
traînent pas p{s) ^pÇS).

i1

PROPOSITION 12. — Soient sG^Co et S €^£o. ^5 conditions

.aS, ^(.)</7(S) ^ p(/7(S)^(.))=^(S)
/)^

entraînent s oc S.
^-

Démonstration. — Soit

7=(S,/>/J(S)7?^(^^)e^;
on a

ppU)=p(p(s)p(s)) ̂ /^(^/^(^
car

^(^(S)^(^))<^^(S)^^(^.
^(.^(S)^(^))=^(^) et ?(^(S)/^))=^(S).

Donc

.^(y)=(^(s)^^(s)/?^(<î)^ /?(<ç)) '=p(^)p(s) et ./^ (s ,p(S) /7(5) , .ç).
Soit

^=(S,^(S)7^).^ S^çx, où ^'ex.
On a

^(^)=:(^(S),^(^(S)/7(.ç)).^(^),^(S'))=(^(S), (^^(S)^/7(.ç))^(^),/7(^)),

d'où
^=(S^^(S)^^(^)^(^),S /).

De la condition s oc S et de la proposition 4, il résulte
^

^=(^79(^),S')e^

Comme g ' = { p ( s ) y p(g'), p(S')), on en déduit

p { g ' ) = g 1 et g'={s,8\S')^

Par suite, 5 oc S, d'après la proposition 4.
^

Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 4. 47
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COROLLAIRE 1. — Les conditions

hçM, h'ç.^ h' oc/î , P(h')<p{h),
P P

^(p(Œ(h) Œ(hf)))=:p^(k)) et (3(^(p(A) |3 (h') ) ) =p(^ (h) )

entraînent h' oc h.
p

COROLLAIRE 2. — Supposons que p vérifie de plus la condition

p (hs) ===p(h) p (s) lorsque s < a (h).

Alors les conditions ^ aS et p{s) < p(S) entraînent s oc S.
/^ "/9

En effet, de ces conditions il résulte

d'où

puisque

p ( p ( S ) p ( s ) ) = p p ( S ) p p ( s ) ,
^ ( p p ( S ) p p ( s ) ) ==pp(s), ^ ( p p W p p ( s ) ) ==pp(S),

pW==^(p(S)p(s))

^ ( p ( S ) p ( s ) ) <p(S) et P ( ^ ( p ( ^ ) p ( s ) ) ) =pp(S).

On est ainsi ramené aux hypothèses de la proposition 12.
Désormais, nous supposerons de plus que les conditions

hç3€, sç^Co et 5<(3(/i)

entraînent p{sh) === p(s) p{h).

PROPOSITION 13. — Soient sç^ et Se^Co; la relation s oc S dans

(^C, p, JC, S) entraîne s oc S rfaM5 ((S, pp, <5C, S).

Démonstration. — Posons j = (S, p(S) p{s), 5)e^C; on a

./= (S, p p W p p ( ^ ) , ^) ,

car on obtient l'égalité pp(j0 = pp(S) pp(5) en utilisant les relations

P ~ p ( j ) = P (P (S)p (.ç)) <pp(^)pp (s),

pp (s) = a ( p p ( j ) ) < a (^ (S)pp (s)) <pp (s)

et
pp (S) ==P(^(./)) < p (̂  (S) pp (s)) <pp (S).

Soit g = (S, g, s')e^e, où gee, tel que
^(/^(^ô0')^^) et ? ( p p ( s ) ^ ) = p p ( s ) .

Montrons qu'on a
(^Pp(s)^ S') ex.
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En effet, puisque p(s) < p(P(g)), on a

P ( P ( • ç )^ (é r ) ) ^ P P ^ P P (^) = P p ( s ) g ;
des relations

^(/^)7> )(^)y<p(s /), ^(^po7))^^).
^(aCp^)/^)))^^^)) et ^(T^)/^)))^/^/^)).

il résulte
a (p (s)p (^)) =p (S') et P (/> (.ç)p (^)) =p (s).

Comme s a S dans (^6, p, ^e, S), on en déduit

(5, p (5)7. (^), S') = (^ /^ (.î) ̂  S^ e x.

Ceci prouve qu'on a s oc S dans (<3, pp, c^C, S).
^

COROLLAIRE 1. — Les conditions hç^€, VGX et A'oc h entraînent A'oc/i.
p pp

COROLLAIRE 2. — Si, pour tout sç^Co et tout Se^Co tels que s < S, OTZ a
^(S^) = S, afor5 5 < S entraîne s oc S c?aM5 (C, p, <?e, ^).

En effet, ces conditions signifient qu'on a s a S dans (^C, Id^, ^C, 3C) et
le corollaire résulte de la proposition.

COROLLAIRE 3. — Si (<?C, p, 9€^ S) e^î résolvante à droite et si la condition
suivante est vérifiée :

Pour h € ^€ et h' € ̂  tels que
a (h) =a (A') ^ ^ ( h ) = ^ ( h ' ) ,

on a
p ( / i r \ h ' ) = p ( h ) r \ p ( h ' ) ,

alors ((5, pp, ^e, S) e^^ résolvante à droite,

Démonstration. — Soient hç3€ et h^G^C tels que a(/i) === a (A') et
P(/i) === P^'); soit 5 le p-noyau de (A, A'); d'après la proposition, on a 5 oc S
dans (C, pp, <?C, S) . Les relations

p (s) == a (p (h) r\p W) et p (p (h) r\p (h1)) =pp (h) n pp (h'}

entraînent ??(.?) == a(pp(/i) npp(À')), donc Çh, A') admet 5 pour pp-noyau
et ((3, pp, <?C, S) est résolvante à droite.

COROLLAIRE 4. — Supposons que s p S dan5 ((5, p, 3€, S) entraîne s << S
dans ^Co e< P(S5) == S; afor^ ï oc S rfan5 (<3, pp, ^C, s) e5( équivalent à s oc S

/ _ _ —. PP T
dans (<%, p, 30, S).
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En effet, s oc S entraîne s a S d'après la proposition 13. Supposons s oc S;
p p p PPcomme

/== (S, p p (S)pp ( s ) , s ) e ̂
on a

X/) = (MS), Pp(^)pp (~s) , p ( s ) ) ç ^ et pp (s) <pp(s),

d'où p(^) pp(S). Par suite,

P^)<p(s) dans^ et ^(p(s)p (~s)) ==p(s).

La proposition 12 entraîne alors s oc S.
/^

PROPOSITION 14. — Supposons que (C?, p, JC, S) per^e la condition (c)
rfu théorèmeJS et que s ? S rfan^ ((?, p, .W, -S) entraîne s < S rfa^? ^C;
afor5 (^C, p, ^C, ^) ^( résolvante à droite si, et seulement si, ((?, pp, ^C, S')
^5^ résolvante à droite.

Démonstration. — Si (^C, p, ^e, s) est résolvante à droite, (e, pp, JC, S)
est résolvante à droite d'après le corollaire 3 de la proposition 13. Inver-
sement^supposons que (e, pp, je, ^) soit résolvante à droite; soient hç^C
et h'ç^C tels que

a(A):=a(^) et (3 {h) == (3 (^);

soit s le pp-noyau de (^ A'). D'après l'axiome (c), s < S dans X
entraîne 5 a S dans (<?, p, ^£, S), donc ^(Ss) = S; du corollaire 4 de la
proposition 13, il résulte qu'on a s a a (A). De plus, les relations

^"

p^^a^a)?!/^)), p(pÇh)^p(hf))=:ppÇh)^pp(hf)
et

^(.ç)=a(pp(^)n/^(^/))=7?(a(/7(^)np(7^/)))

entraînent p(s) = a(p(^) np(A')). Donc 5 est le p-noyau de (A, A')
et (^C, p, ^C, S) est résolvante à droite.

THÉORÈME 4. — Supposons vérifiées les conditions suivantes :
(1) ((2, <) est une catégorie (J, J', J")- structurée {voir § II, n° 6) complè-

tement régulière à droite et le groupoïde <3v des éléments inversibles de C est
un groupoïde inductif (§ II, n° 6).

(2) (^C, <) est complètement régulière à droite.
(3) 9€ est saturé au-dessus de C et les conditions

Aer, h'çT, a ( ^ ) < a ( À ) et p (h1) <p (h)

entraînent A'<; h.
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Alors il existe une sous-catégorie ^Ca de SC contenant T telle qu'on ait s' < s
dans JCo si, et seulement si, s'a s dans ((S, p^ <%^ F), où pu est la restriction

Pu

de p à «X^.

Démonstration. — Soit cK,, la classe de tous les éléments hçcK vérifiant
la condition suivante :

Soit s € ^Co et s < a (h) ; soit p (A^. p (s) la classe de tous les éléments g € C
tels que g < p ( h ) et a (g) == p(s). Posons

p { h ) \p(s)=f^ (pW\p{s)).

Alors il existe h \ s e cK tel que

h\s</i, ot(h\s)=s et p (h | s) =p(/i) \p{s).

Montrons que cU^ contient F. En effet, supposons A G F et s < a(/i).
Soit g€^ l'élément inversible induit par p(/ i)€<2v sur p{s), dont l'exis-
tence est assurée par le fait que (3v est un groupoïde inductif. Nous allons
montrer : g = p{h) \p{s). On a

p ( h ) \ p ( s ) < ^

Soit g ^ p ^ y . p Ç s ) tel que g'< g. Comme g'.g~1 < P(g) et que (2 est
complètement régulière à droite, on a

(P(^)P(^)).(^.^- ')=P(^) et (^- l).(p(^)p(^))^p(^ •

d'où g'. g~1 € (3,. Puisque C?^ est un groupoïde inductif, il en résulte

g - ' .g^ç.e,, c'est-à-dire (3 (^) = (3 (^ /) ;

en tenant compte des relations g'< g et a (g) = ^(g')? on trouve g == g'.
Ainsi p{h) p{s) == g et, en vertu de la condition (3), il existe

( s , , ^ s ) ç r et (^i ,^ , s ) < / i .

Donc
A .?=: (^1, ̂  ^ )€^e et / /€^«.

Montrons que ^l7^ est une sous-catégorie de ^€. Soient

hç.^, et A,ç^ tels que a ( /^ , ) == (3 (h).

Soit s < a (A) et Si = ̂ (h\s)', nous allons démontrer l'égalité

(h,.h)\s=(h,\s,).(h\s)^

en effet, si k < p{hi.h) et a(/c) == p(5), on a

^=ë'i^^ où S-\<p(h,) et ^^(y^) ,
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puisque (<?, <) est (cT, J', ^-structurée. Comme a (g') == pÇs), on a

p ( h ) \ p ( s ) < ^ ' , d'où /^Xa^);

par conséquent,

P W \P W <g',. (a (^i ) p (s,)) et .(^ (ÀJ \p ( s , ) ) , ( p (h) \p ( s ) ) < À-,

ce qui prouve

(PW\P ( s , ) ) . ( p ( / i ) \ p ( s ) ) = ( ^ ( p ( h ^ h ) > . p (s)).

On en déduit
(hi.h) \s == ( h i \ S i ) . (h\s) et finalement hî.hç^Cu'

De plus, Qiu est saturé par induction dans ^C, car les relations

//çX^ h'<h et s ' < a i { h 1 )

entraînent
^ < a ( A ) et p{h\s') < p ( h ' . ( ^ ( h l ) s ' ) ) ,

c'est-à-dire

h \ s ' < y i ' . ( ( x (h') s') < h ' , d'où /i\s'== h' s ' et h1ç.^a.

Il en résulte que si hçff€^ et ^< P(A), on a s\hçSC^ donc

/?/< ( î À) =^ (^1 îl) =?„ (S\ ) Rn (h) .

Par suite, on peut appliquer le corollaire 2 de la proposition 13 et l'on a :

s'<i s dans 0€o entraîne s ' aç.s dans (C3, pai ^u-, r).
pu

— Inversement, montrons que si s'a 5, on a 5' << s dans <%o. Posons
Pu

J = = ( s , p ( s ) p ( s ' ) , ^)e^/;

on a jo^^epO')".?^'); soit

^•€7? (./y. Y» (^) tel que ^<p ( s ' ) .

En utilisant les relations

a (^) =.p(s')^ (p ̂ ) P (^)).^=^ (^) et ^.(^ (./) P (^)) =P(^),

on obtient g == { p Ç s ' ) P(g))~1 et, puisque (3^ est un groupoïde inductif,
g = p (^'). Par conséquent, p (^') == p (j) |p (s') et il existe

y|.ç':=:(.Çi,7?(y),./)e^e, avec Si<s et p ( s ^ ) = = : p ( s ' ) .

D'après ce qui précède, on a alors Si oc 5, donc 5' = s^ < 5 en vertu du
Pu

corollaire 1, th. 1.
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DÉFINITION 10. — Avec les notations du théorème 4, un élément de Xn
sera appelé homomorphisme p-ouvert.

Exemples. — i° Dans la catégorie cThomomorphismes (3îl, 6, ê, %), un
homomorphisme 9-ouvert est une application continue ouverte.

2° Dans (Jîl, p^, ^, ^), un foncteur F est p^-ouvert si, et seulement
si, F(C) est une sous-catégorie de ^(F) pour toute sous-catégorie (3
de a (F). En particulier, tout foncteur F tel que Fo soit une injection
est pg; -ouvert. A l'aide de la décomposition canonique d'un foncteur
{voir [3 a]) tout foncteur est donc le composé d'un foncteur ouvert et d'un
foncteur fidèle. Remarquons que la sous-catégorie ^ de ff vérifie la
condition (cr) de la proposition 10.

Cas particulier. — Dans ce qui suit intervient, le plus souvent, le cas
d'une catégorie d'homomorphismes (JTl, p, JC, F), où Jfi est la catégorie
d'applications construite au n° 5 et où F est le groupoïde des éléments
inversibles de X\ Nous supposerons 3Vi muni de la relation d'ordre

(EV,E)<(E^/,,EO

si, et seulement si, EcEi , E'cE7, et si f est une restriction de fi.
Alors JH est une catégorie inductive telle que [3(Ee) = E pour tout

e€Jtlo, EçJtIo et e < E; par suite, les relations
e<E dans Dllo et e oc E dans (DXi, Id^, DR, 3}1)

sont équivalentes.
Dans (JH, p, cK, F), on a s o S si, et seulement si,

p ( s ) C p (S) et (S, i, s ) ç ^ € .

Pour que s soit une sous-structure de S dans (Jîl, p, 3€, F), il faut et
il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) On a p(s) C p(S) et (S, i, 5)e^C;
(2) Les conditions (S, g, S ')€<W et g { p { S ) ) C p ( s ) entraînent

(5,^, S^e^e.

PROPOSITION 15. — Si Si est saturé au-dessus de JTl, alors (p(F), p6, ^€y\
est une espèce de structures^ où ^€^ désigne la classe des p-injections.

Démonstration. — Supposons

^ocS, ^ep(r) et a(^)==p(S);

puisque p(F) est saturé dans cU7, on a g'€p(F), où g est la bijection
induite par g sur p{s}', les relations g ' < g et a (g', s) == s oc a (g, S)
entraînent (g', ^) ex: (g, S) d'après la proposition 6, donc

P(^)a'P(^S).
p
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Des définitions, il résulte que p(F) opère sur 9€^ pour la loi de compo-
sition

^, Sx^-^/(3(^, S )x (3 (^/, ,ç)\ si, et seulement si, a (^) =:7? (S).

Soient
A = (Si ,A,S)<E^e et A'== (Si, A7, S)e^e;

pour qu'une sous-structure s de S soit le p-noyau de (A, A'), il faut et il
suffit que p{s) soit la classe formée des x tels que h(x) = h' (x).

PROPOSITION 16. — Si (Jn, p, X, F) est résolvante à droite, F opère sur
la classe ^€n des p-injections S x s telles que s soit le p-noyau Sun
couple {h, A'), où a (A) === S.

En effet, soit (Si, g, S) =g €F et 5 le p-noyau de {h, h'), où a (A) = S.
D'après l'axiome (R), le couple (g"1./^ g"1. A') admet un p-noyau 5i oc Si ;
comme p{si) == g (?(<?)), il résulte de la proposition 7 qu'on a

g'= Oi.^i, s)çT.

Ainsi F opère sur ^Cn par la loi de composition

(^•, Sx> s) —^SiX ^i si, et seulement si, S == a (^).

Nous munirons ^ de la relation d'ordre :

(G1, F, G1) < (G1, F, G1) si, et seulement si, G1 (resp. G1) est une
sous-catégorie de G1 (resp. de G1) et si F est une restriction de F.

Alors ^ est une catégorie inductive suprarégulière au-dessus de JTl
relativement à pg; au sens de [3 c]. De plus, (Jîl, p^ ^\ ^) vérifie la
condition (c) du théorème 3. Les trois conditions

G 1 ? G1, G1^^ et G^G1

sont équivalentes [voir § II, prop. 9). Soit (^5 p, <?C, F) une catégorie
d'homomorphismes telle que F soit le groupoïde des éléments inversibles
de cK. Du corollaire 2 de la proposition 12 et de la proposition 14, il résulte :

PROPOSITION. — Les conditions s a S dans (^, p, <9£, r) et s oc S
dans (JTl, p^ p, ^C, F) 5on( équivalentes. (^, p, ^C, r) e5( résolvante à
droite si, et seulement si, (^Tî-, p^p, ^, F) e^t résolvante à droite.

Remarque. — Soit (JTl, p, ^C, F) une catégorie d'homomorphismes.
Pour que (S, t, s) soit un monomorphisme strict [2] de <%, il suffit
que s soit une sous-structure de S et qu'il existe une famille d'élé-
ments (S', hi, S), où i€l, telle que p{s) soit la classe des x pour lesquels
on a hi {x) == hj {x), pour tout i € 1 et j € I. Soient h € ^C et A' € cW ; si (A, A')
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admet un p-noyau s, alors s est un noyau de (A, h') dans 9C [2]. Si ^C est
saturé au-dessus de cïïl, pour tout monomorphisme strict (S, g, S') de 3i tel
que g soit injective, il existe une sous-structure s de S telle que {s, Y, S') eF;
mais un noyau d'un couple {h, h'} n'est pas toujours isomorphe à un p-noyau
de (A, A').

II. — Catégories structurées.

1. CATÉGORIES D'HOMOMORPHISMES A PRODUITS FINIS. —— Soit 3Vio Une

classe de classes contenant avec une classe toutes ses sous-classes, avec
deux classes leur produit. Soit Jîl la catégorie de toutes les applications
de Me<mo dans M'e^lo.

DÉFINITION 1. — Nous dirons que (31l, p, 3€, F) est une catégorie (Ïhomo-
morphismes à produits finis si (JTl, p, ^C, F) est une catégorie d^homo-
morphismes telle que F soit le groupoïde des éléments inversibles de 3€ et que,
pour tout couple {si, $2) €^0X^05 il existe une unité SiXs^ de 31 vérifiant
les conditions suivantes :

(1) p ( s i X S ï ) ==:p(si) x p ( s ^ ) .

(2) Soit p , la projection canonique de pÇs^XpÇs^) sur p{si), où i = i, 2 :
pi(x^ œ^) =0-1 pour tout (x^ ^ î ) G p ( s i ) x p ( s ^ ) .

Alors on a
pi=- (si, pn ^ x ^)e^e.

(3) Les relations {si, hi, s)ç^C, i = i, 2, entraînent
(si x s^, [Ai, Àa] , s) ç^C ou [ A i , ^2] ( z ) =z (Ai (,s), hî(z)) pour tout z ç p ( s ) .

Ces conditions signifient que le couple (^i, 5a) admet {si Xs^'y p i , pa)
pour produit [4] dans z^.

PROPOSITION 1. — Le produit S i X s ' ^ est complètement déterminé par les
conditions de la définition.

En effet si S est un autre produit de («i, ^2) vérifiant les conditions (i),
(2) et (3), on a

(S, y, Si x 52) eF avec y=:/?(^) xp(^),

d'où S === 51X52, puisque (C, p, F) est une espèce de structures.
Nous supposerons désormais que (JH, p , ^C, F) est une catégorie d'homo-

morphismes à produits finis.

PROPOSITION 2. — Soient fi = (^, fi, s^ç^C-y où i === i, 2. Alors on a

(s'i x s'.^ /i x /2? «îi x 5.2) e ̂ e,
Ann. ^c. Nor/n., (3), LXXX. — FASC. 4. 48
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avec

(/iX/2) (^n ^•2) ==(/i (^1)5 /2(^2) ) /^r ^0^ (^i, .^eT^i) Xp(s._).

Avec les notations de la proposition 2, nous poserons

JiX/2^ (t?/! X ^/iX/2, S,X S.,).

PROPOSITION 3. — Les relations
s\aLSi et ^oc^, ^6^0, ^e^o,

en(ramen(
^i XS'^ a •^1 x '̂

En effet, on a
(5i x 52, i x i, s\ x ^je^e;

soit (5iX52,g,S)e^e tel que g(p(S)) Cp(^) Xp(5,). Comme (5,, p.g, S) € <?£
et P^^Ç8))^?^), où i = i, 2, on a aussi {s\, p i g , S)€^, d'où

{s\ x ̂ , [T^T^L s) ̂ ^'i x 5^ ̂  S)e^e.
Donc

(s\ X s.^) oc (.îi x s ^ ) .

PROPOSITION 4. — Les applications

(7^/2) -^ /ix^ et (7,72) -^ 72x7i
$on^ deux fondeurs équivalents de 3ix3i vers Si. Les applications

(AJ^A) -> (AxA)xf^ et (7ij2,70 -> fix(Axf,)
sont deux fondeurs équivalents de Xx^X^£ vers S€.

Ceci résulte des propriétés du fondeur-produit [3 d\ dans Jtl :

(/n/2) -^ /iX/2.

La première équivalence associe à (^i, ^2) €^oX ̂ o le triplet {s^XSi,
Y, 5i X 52) où Y'(^i, x^) = (^2, ^i). La deuxième équivalence associe à
(^i, 5s, 53) le triplet (5iX (52X53), 7', (5 iX52)X53) , où

Y ( ( £ C Î , X^}, X-^ •=. (A-i, (X^ ^:i)), XiÇ.p(Si).

DÉFINITION 2. — On appellera sous-catégorie de S€ stable par produit
une sous-catégorie QC de SC telle que, si fi €^e', où i = i, 2, on ait

7ix/2e^.

Remarquons que, même si F est contenu dans 3C\ cette définition
n'entraîne pas que (Jtl, p, 5£', F) soit une catégorie d'homomorphismes à
produits finis.
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Exemple. — F est une sous-catégorie de ^€ stable par produit, l'inverse
de f,Xf^ où /YeF et /.eF, étant (/^X/1:1).

2. DÉFINITION DES CATÉGORIES ET GROUPOÏDES STRUCTURÉS. —— NOUS

désignerons encore par (Jtl, p^, 3^ 3^) la catégorie d'homomorphismes
(§ I, n° 3) dans laquelle ^ est la catégorie des foncteurs ((21, F, (31) tels
que (e, F, e)ec7H, et p^ le foncteur

(e^F^1)-^^).

Nous désignerons par c^C' et ^C" deux sous-catégories de ^€ contenant F.

DÉFINITION 3. — Nous appellerons catégorie 3€(9€'\ ^Ê")-structurée
[resp. <?e((^e', ^e'), <^e")-structurée] un couple ((?', s), où C'G^o, 5€^o
^ p(5) == (?, vérifiant les conditions suivantes :

(1) I I existe s oG 30 o tel que p (s o) = C\, (s, L, 5o)€^e e( (soXSo, [P, a], 5) €<?C'
[r^p. (^o, a, 5)e^' ^ (5o, (3, 5)€^'].

(2) 5oi( €iç€ la classe des couples (/*', f)çexC tels que f ./* 5oit rf^ni
^ // l'application {f,f)->f.f, où (/",/') €<?**£'. J; ^15^ s'a 5X5 ^

gué p(s') === (3' * C" et l'on a
(S, X-, S ' ) ç . ^ " .

En particulier une catégorie ^e(J(!, ^C)-structurée sera appelée caté-
gorie ^'structurée.

PROPOSITION 5. — Pour que ((?', s) soit une catégorie JC(<W, 3i"}-struc-
turée, il faut et il suffit que (C*, s) soit une catégorie ^((^e, ^e),^C") -struc-
turée.

En effet, si ((?*, s) est ^((^C, cTC), ^e")-structurée, on a

((soX ^o), [P, a], s) çS€

par définition du produit dans ^€. Inversement, la relation

(SQX So, [P, a], 5 ) € X

entraîne
(5o,pi[p, a], 5) ==(^o, a, 5)eX et (^o, (3, ^) çX.

Une catégorie cK{3e\ ^e")-structurée [resp. <%(Je', ^C'), ^'^-struc-
turée] est aussi une catégorie ^-structurée.

PROPOSITION 6. — Soit (e\ s) une catégorie 3C (<?£', ^")- [resp.
^((^C', 3C'), X")-] structurée', Vêlement So défini par la condition (i) est
une sous-structure de s; par suite il est unique.



^4 C. EHRESMANN.

En effet, soit «o un élément vérifiant la condition (i). Soit {s, g, S)e<^
tel que g(p{s))ce\. Alors on a

(^o, a,s).(s,^ S)==(so, a^, S)e^e et a^(^) r=^(^) pour tout ^e/?(S).

Donc
Oo, ̂  S)e^e et 50 05.

/^
II résulte du corollaire du théorème 1 (§ I) que SQ est unique.

DÉFINITION 4. — Nous appellerons groupoïde 3i{^€r, 31") -structuré
[resp. groupoïde <%((<%', 56'), ^C") -structuré] UM couple (G*, 5) vérifiant les
conditions suivantes :

(1) G" est un groupoïde.

(2) (G", s) est une catégorie 3€ {X\ ^C")- [r^p. ^((cT, <T), ^C")-] ^ruc-
(ur .̂

(3) On a (5,7, 5)€<^, o ù j ( g ) = g-1 pouy tou( g€G.
De la condition (3) résulte {s,j, s)çT.

DÉFINITION 5. — On appellera foncteur ^(^C', ^C^-structuré [resp.
<%((zr, ̂ \ ̂ ")-structuré] un triplet (((^, 5,), F, (C-, s)) vérifiant les condi-
tions suivantes :

(e\ s) et (C;, 51) sont des catégories z^e', ^-structurées [resp.
^{^€, zr), ^-structurées}.

On a
( e \ , ^ , e ' ) ç ^ et ( 5 i , F , 5 ) € ^ e .

Soit ^C(^e', ^e")o la classe de toutes les catégories ^C{3€\ ^e")-struc-
turées et ^C', ^e")o la classe de tous les groupoïdes cK^C', ^e")-struc-
turés. Soit ^€{3€'^ ^C") la catégorie de tous les foncteurs structurés, dont
la classe des unités est identifiée à ^(JC', ^e")o. Désignons par :

p l'application (((?;, s,), F, (C-, 5)) -^ (£;, F, €} de ^(^C', ?e") dans ëF;
p^ rapplication ((e^, s,), F, (C-, 5)) -> {s,, F, 5) de je(cT, ^C") dans cTC.
Soit F le groupoïde des éléments inversibles de 3€{X\ ^C"). Appe-

lons^g(^e', zre") (resp. r^) la sous-catégorie pleine de ^(^e', ^C") (resp.
de F) admettant ^(^C', cïe")o pour classe de ses unités.

On définit d'une manière analogue,

Ïe((^, ^/), SC") [resp.^((^, ̂ ), ̂ )]

dont le groupoïde des éléments inversibles sera noté F (resp. T ' a ) .
En particulier, nous écrirons

ïe(x, ^e)==^e==^((x, ;je), ^e).



CATÉGORIES STRUCTURÉES. 385

Remarque. — Les deux foncteurs p et pg, déterminent la catégorie
induite p*(^, p^), équivalente à pg.(^, p), dont les éléments (^oi r [3aj )
sont les couples (F, A ) e ^ X ^ tels que p^(F)=p(A). On peut identifier
^C (<?£', 3Ê") à la sous-catégorie pleine de p*^, p^) ayant pour unités les
catégories ^C(c?e', ^C")-structurées. Nous allons démontrer que ^C(JC', JC")
est une sous-catégorie d'homomorphismes de la catégorie d'homomor-
phismes p*(^, pg.) au-dessus de 5^. Un élément quelconque de p*(^, p<y)
pourrait être appelé foncteur structuré dans ^C, au sens vague.

THÉORÈME 1. — ( ^ , p, cTC^C', ^C"), r) ^ une catégorie d'homomor-
phismes dont (^? p, ^(^', ^C"), r^) es( un^ sous-catégorie d'homomor-
phismes.

Démonstration. — Le seul point à démontrer est que les conditions

¥=((e\,s,), F,(e\s))çT et (e-,J)€X(^ ^)o

entraînent Fexistence de (e\, s^çX^, SC^o tel que ( i ? i ,F ,5 )e^C.
Puisque (JTl,p,r) est une espèce de structures, il existe (ïi, F, i?)er.
Montrons qu'on a (<3'i, ^i) €^(^', ^Ê")o. Soient 5o^5 et ^ocsi tels
que p(5o) = C-'o et p(5^) == (<3'Jo. D'après la proposition 6 (§ I), on a

( ^ , F i , 5 o ) e r et (^X5; , (Fx F) i , 5oX5o)e r .

Il en résulte l'existence de s^ € 9€o tel que

p(5;)==(C;)o et (5;, Fi, ^o)€r, où 5oaJ et p(5o) ==€;,.

Alors ( ï^x^, (FxF)'., ^ o X 5 o ) € r et, d'après la proposition 6 (§ I),
^ocïi. Comme ^'DF, on en déduit

(s^x s^ [P, a], s,) = ( s ^ x s ^ (F x F) i , 5 o X 5 o ) . ( ^ o X 5o, [^ a], 5).(5, F-1, Ji)^^.

Soient s'oc 5 X 5 tel que p (5') = <3* * C' et ^ a 5i X Si tel que
p^'J == (3'̂  * <3*i $ en vertu de la proposition 7 (§ I), on a

(s\, ( F x F ) i , ^ ) € - r .

Soit s ' ^ s x s tel que p(5') == p(5'); il existe

( A ' ^ ( F x F) i , 5')er, avec p(s\)=p(s\)

et, d'après la proposition 6 (§1), s ' ^ S i X S i . Comme ^€" contient F :

(Ji, x ; , ^ ) = = ( 5 i , F, ^.(^ z , ^ ) . ( ^ , (FxF)i , 5' ^^X".

Donc
(e; ,^)€^(^, ^)o et ( ( C ; , ^ ) , F , (e-^))er.
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THÉORÈME 2. — (^, p, ^((cT, JC'), ^e"), F) ̂  um? catégorie d'homo-
morphismes.

La démonstration est analogue à celle du théorème 1.

THÉORÈME 3. — Si 3C est saturé au-dessus de 3TI, alors (^,p, ̂ C (3^, ̂ Ê"),r),
(.m,^,p^(<?e', ^C"), F) et (̂ .e, p^ ̂ e', <^"), r) sont des catégories
d^homomorphismes.

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème 1,
après utilisation de la proposition 15 (§ I).

DÉFINITION 6. — On appellera sous-catégorie {resp. sous-groupoïde)
^(zT, ^-structuré de (C-, s)^€{3€', ^")o une sous-structure de {e\ s)
dans (^, p, Yt^C, ^//), F) [resp. dans (^, p, ^(^', ^Ê"), f^)]. On ̂ ^
rf<3 même une sous-catégorie {resp. un sous-groupoïde) ^C((^Ê', ^C'), cTC")-
structuré.

Avant d'étudier les propriétés des catégories et groupoïdes structurés
nous allons donner quelques exemples.

3. PREMIERS EXEMPLES. — I. Soit (JH, 0, ®, ©) la catégorie d'homo-
morphismes définie au paragraphe 1 (n° 3).

DÉFINITION 7. — Une catégorie {resp. un groupoïde) ^-structuré est
appelé catégorie {resp. groupoïde) topologique.

Cette définition coïncide avec celle de [3 b]. En effet, si ((?', s) est une
catégorie topologique au sens de [3 6], la condition (i) de la définition
d'une catégorie ^-structurée est vérifiée en prenant pour So la topologie
induite sur Q\ par la topologie donnée sur (S. De plus la condition (2) est
vérifiée, s ' étant la topologie induite par sXs sur €iç€. Ainsi la défi-
nition d'une catégorie topologique peut encore s'exprimer sous la forme :

i° Les applications a et [3 sont des applications continues de s dans s.
2° L'application x' est une application continue de 5' dans 5, où 5' est

la topologie induite par sXs sur C?'*(3'.

Nous verrons plus loin que la définition d'une catégorie ^-structurée
peut toujours être ainsi simplifiée dans le cas où (Jtl, p, 9€, F) est résol-
vante à droite.

II. Soit Q' (resp. (^) la catégorie des applications r fois différentiables
d'une variété r fois différentiable dans une autre (resp. sur une autre, de
rang localement constant) ; (^ sera considéré comme catégorie d'homomor-
phismes au-dessus de à.
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DÉFINITION 8.— Une catégorie {resp. un groupoïde) é7 ((é^, (^), è^-structuré
est appelé catégorie (resp. groupoïde) r fois différentiable.

Cette définition coïncide avec celle de [3 &].

III. Soit d3o la classe des demi-groupes D1 (c'est-à-dire D est une classe
que nous supposerons appartenir à JTLo, munie d'une loi de composition i
associative). Soit (Q la classe des homomorphismes (D1, /*, D1) entre demi-
groupes, c'est-à-dire f est une application de D dans Di telle que

f ( z ' ï . z ) = f ( z ' ) s.f(z) quels que soient z et z ' ç î ) .

(Q est une catégorie d'homomorphismes au-dessus de c7Tl pour la pro-
jection (DI, /; DI) -^ (D,, y, D).

Remarquons qu'on a (D1, i, D1)^^ si, et seulement si, D1 est un
sous-demi-groupe de D1 muni de la loi de composition induite par i.

PROPOSITION 7. — Pour que ((?', i) soit une catégorie (D-structurée il faut
et il suffit que i soit une loi de composition associative partout définie sur (2
et que Inapplication

(^/)-^i.A ou g-ce et fç.e,

soit un fondeur de (3*X<3* vers (3\

Démonstration. — Soit (<3*, i) une catégorie ^3-structurée ; d'après la
remarque précédente, C\ est un sous-demi-groupe de <31, donc

e j L e ' ç C Q si eç.C\ et e'ç.C\.

D'après la même remarque, les conditions (g, /')€<3**<3' et (g',/*') €(2**<S'
entraînent

(^i^ //!/) = ( (^, //) 1 (^ /)) ee- * e ;
de plus, x* étant un homomorphisme du demi-groupe (<3'*(3")1 dans C1,
on a

(g'Lg).{f'Lf}=(g'.f')L(g.f)

et les conditions de la proposition sont vérifiées. Inversement supposons
ces conditions remplies-, puisque (g, f) -> g i f est un foncteur, on a

a(^l/)=a(^)ia(/) et p (^l/) == P (^) 1 ?(/);

les conditions (g, /^Ê'*^ et (g', f) €<?'*(?' entraînent

(^•/^l^./)^^!^).^!/).

Donc ((3', i) est (©-structurée.

IV. Dans l'exemple III, on peut remplacer CD par la sous-catégorie d3'
(resp. <©") de (© formée des triplets (Df, /*, D1) tels que D1 et D1 soient
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des demi-groupes admettant une unité i (resp. un élément o tel que
z i o = = o i ^ = = o pour tout zç D) et qu'on ait

/(i)=:i [resp./(o)=o].

Pour que ((?•, i) soit ^)'-(resp. d3") -structurée il faut et il suffit que ((?•, i)
soit une catégorie ^-structurée et que de plus :

i € ^ o (resp. o€ ( °o ) .

Une catégorie cO'-structurée est une catégorie avec multiplication stric-
tement associative au sens de Benabou [1].

V. Soit G un demi-groupe . Soit [G] la catégorie définie de la façon
suivante :

Une unité de [G] est un couple (Z, %), ou Ze^Zo et /^ est une appli-
cation de GxZ dans Z, c'est-à-dire une loi de composition externe sur Z,
le composé %(y, z), où yeG et zeZ, étant noté y / z . On suppose, de plus,
vérifié l'axiome

( I) ("h^X^Ï^ÏX^ on Y < = G , YçG et zçZ.

Un morphisme de [G] est un triplet ((Z', %'), T, (Z, %)), où (Z, 5C)€[G]o,
(Z'^eEGjo, (Z',T,Z)e.met

ïy,1'^) ^ ^ ^ ( ï X ^ ) pour tout ^çZ et tout yeG.

[G] est une catégorie d'homomorphismes au-dessus de cTîl relativement
à la projection

- ( (Z ' ,^) ,T, (Z ,%)) ->(Z ' ,T ,Z) .

Soit [G, o] la sous-catégorie pleine de [G] ayant pour unités les
couples (Z, %) vérifiant l'axiome supplémentaire :

(2) II existe o € Z tel que y % o == o pour tout y € G.
Si G admet une unité i, soit [G, i] la sous-catégorie pleine de [G]

ayant pour unités les couples (Z, %) vérifiant la condition
(2') i-^z = z pour tout jseZ.

PROPOSITION 3. — Soit G une catégorie : pour que ((3', ^) soit une caté-
gorie [G]-structurée {resp. [G, o]-structurée, resp. [G, i]- structurée), il faut et
il suffit que les conditions suivantes soient remplies :

W (^ X)€[G]o {resp. (C, %)e[G, o]o, resp. {e\ /Je[G, i]o).
(2) (TX^)C^ pour tout Y€G.
(3) Si (g, f)ee^e\ on a

et
( ï^^ï^/)€^*^ pour tout y € G

(T%^)-(ï%/)=ï%(^./).
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DÉFINITION 9. — Une catégorie [G]-structurée sera appelée catégorie à
demi-groupe G d'opérateurs. Si G est un groupe, une catégorie [G, ^-struc-
turée sera appelée catégorie à groupe G d'opérateurs.

Exemples. — i° Soit {e+, /) une catégorie à demi-groupe d'opérateurs G.
Si e^ est un groupe abélien et si (3*= G est commutatif, alors (C-^, -y)
est un anneau commutatif.

2° Soit E un espace topologique et G un groupe d'opérateurs sur E
tel que, pour tout yCG, l'application

^ : x—^^x^ où A'eE,

soit un automorphisme de E. La catégorie des jets locaux des applications
continues de E dans E est alors une catégorie à groupe d'opérateurs G,
le composé ̂  étant ( .̂ y) (j^f) (^ ^)-1, où x ' == f{x).

4. CATÉGORIES DOUBLES. — Soit (JH, p^, 5^ ^) la catégorie d'homo-
morphismes définie au paragraphe I.

DÉFINITION 10. — Une catégorie ^-structurée sera appelée catégorie
double.

PROPOSITION 9. — Soit e" une catégorie et (?i une sous-classe de (3.
La relation (C*, i, C1) € ̂  entraîne que C1 est une sous-catégorie de (3* munie
de la loi de composition induite par celle de C\

Démonstration. — Soient feCi et /' '€Ci; on a al(/') == a*(/1) et, si fif
est défini, f ' L f === f.f puisque t est un foncteur. Par suite, si f ,f est
défini, on aura

^ i(/ /)=^ /)=P•(/)-P i(A
d'où /"i f est défini et

f'Lf=f1 ./€€,.

COROLLAIRE. — Pour que ((?', (31) soit une catégorie double, il faut et il
suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) e1 est une catégorie dont C\ est une sous-catégorie (C'o)1.
(2) a* et P* sont des fondeurs de (?1 vers (C'o)1.
(3) (3'*<S" est une sous-catégorie ((3'*e')1 de (^X^1 et x* un fondeur

de (e'*ey vers C^.

Rappelons que la loi de composition dans la catégorie-produit (?1 X <31

est définie par
((^ g). (//, /)) -^ (^lA 8-Lf)

si, et seulement si, g i f et g' i f sont définis dans C1. Dans (31 X C1,
on a

^(^^(a-^),^)) et ^(^^^(P1^)^1^)).
Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. —- FASC. 4. 49
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THÉORÈME 4. — Soit (e\ e1) une catégorie double; alors ((31, €} est
aussi une catégorie double.

Démonstration. — Soient z^e^ et ^GC1 tels que (z'1, z1)^^*^.
Puisque (z'1, z1) est une unité de ((3'*e')1 et que x* est un foncteur
de (C'*ey vers Êi, on a js'1.^^. Comme a' est un foncteur de en-
vers (e'J^, a'(^)€e1; de même p-(^)eei. Donc C^ est une sous-
catégorie (^) de e\ Soient (/",/•)€(?•*(?•; alors (^(f), ai^)) €e'*<3'
puisque (3** C* est une sous-catégorie de C1 X <31 et, x* étant un foncteur,
on a

^ l(//)^ l(/)=^(^ l(//)^ i(/))=^(a l(/^/))=ai(x•(/^/))=a•»•(//./).

Si 2;'€C'o, on trouve ^ {z) € (S'o n C1 puisque (3'o est une sous-catégorie
de C1; il en résulte que a1 est un foncteur de € vers (<31)'; il en est de
même pour R1. Soit C1*^1 la classe des couples composables dans C1;
soit (g,/*) € C1 * C1 ; comme a" est un foncteur de <31 vers (C'o)'S on a

a-(^l/) == a- (^) i a'(/) et (a '(^), a ( / ) )€C 1 * C1. •

Supposons

(^^ee1*^1, (^^/^ee1*^1, (^,^)ee-*e- et (/V)^^*^.

Diaprés la condition (3) du corollaire de la proposition 9, on a
te^ ^) i (A /) = (^'lA ̂ i/) e<"* ̂

et
(g'l.f')'W)=(g'^Lf'.f).

On en déduit que (S1*^1 est une sous-catégorie de (3'XC'et que Pappli-
cation (g, f) -^ g i /*, où (g, ̂ ee1*^1 est un foncteur de ((^*(^).
vers €. Ceci prouve que ((31, <3') est une catégorie double.

PROPOSITION 10. — Si {e\ <31) est une catégorie double, on a
e,r\e^=(e'^=(e^.

En effet, soit /'€<?; puisque a* et (3* sont des foncteurs, de C1 vers (31,
on a les relations

^(^(/))=^(^(/)); a(^(/))=^(a'(/));

P'(^(/))=^ (?•(/)); (WC/)):^1^/)).

Par suite (^o)^ (^o- Si Jse^nCS'o, on trouve

^=a-(^)=:al(a-(^))e(<°o)1 .

DÉFINITION 11. —La classe (C'o)1 sera appelée classe des sommets de la
catégorie double ((3', C1) e( désignée par le symbole Coo.
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D'après ce qui précède, si ((3', <31) est une catégorie double, les condi-
tions suivantes sont vérifiées :

(a) e est une catégorie.
(&) (31 est une catégorie.
(c) a* et P' (resp. a1 et R1) sont des foncteurs de C1 vers <31 (resp.

de (5* vers €\
Çd) Axiome de permutabilité : Si les composés (g', g) l (f-f) et

(g'i /*').(g l f) sont définis, on a

(^•^la7./)^^!/').^!/).
(e) C1*^1 est une sous-catégorie ((S1*^1)* de (3*X<5* et l'application ^1

est un foncteur de (Ê1*^-1)" vers (3\
(f) €iç€ est une sous-catégorie ((3'* ey de C^XC?1 et l'application x'

est un foncteur de (<3'*C')1 vers C1.
(g) C'y (resp. C1) est stable relativement à l (resp. à .).
{h) Si les composés g', g, /''./', g'i/*' et g i/* sont définis, alors

(^) !(/'•/) et (^i/').^!/)
sont définis et égaux.

(i) Pour tout jfeC, on a

^(^œ)-^^^^/)); ^(P^/))^?^^/));
^(P1(/))=P1(^(/)); P-(^(/))==ai(;3-(/)).

THÉORÈME 5. — Soit e une classe munie de deux lois de composition .
et l; pour que (C*, (21) 501^ une catégorie double, il faut et il suffit que l'un
des trois systèmes (f axiomes suivants soit vérifié :

(1) (a), (&), (c), (rf).
(2) (a), (6), (.), (/•), (Q.

(3) (a), (&), (g), (À), (0.

Démonstration. — Montrons que le système d'axiomes (i) entraîne
que (C*, (S1) est une catégorie double. Soient zeC\ et z'* eC'o; si z ' 9 1 z
est défini, comme a* est un foncteur, on a

c t ' ( z ' ' l z ) = = ^ ( z f ' ) l a ( z ) =z''i.zçe'Q;

a-l- et P1 étant des foncteurs, on a a-l- ( z ) € (S'y et ^(^eC'o; P3!* consé-
quent, (3*o est une sous-catégorie de (31. Pour tout /'€C, on a
a'(al(^)) = al(a'(^)) puisque a" est un foncteur; de même les autres
relations de l'axiome (i) sont aussi conséquence de l'axiome (c). Soit
(f.^ee-*^; de (i) résulte

^(^ l(/ '))=^(a•(/ /))=^(p•(/))=p•(^(/))
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et (^(f), ^(/'^ee'^C'; d'une manière analogue, on trouve

(P1^)^^/))^^*^.

Soit (g', g) € £•* e- tel que (g', f.) € ÊI* Ci et (g, f) € Cl* £1 ; d'après (c) :
a-^l/^^a-^^ia^/^^p-^ip'^^p'^i/) ,

donc (g'i/*', g i/^ec?"*^. On en déduit que C'*^ est une sous-
catégorie de C^XÊ1. Par ailleurs :

a-L^^)^^^)^^^)^^1^)^^/)^^^./)

entraîne (g', g, f'./*) e^1^^1 et, en vertu de (rf), x* est un foncteur
de ((?'*(?)1 vers C1. Par suite ((3', (?1) est une catégorie double.

— Supposons le système d'axiomes (2) vérifié; si Js'eC'o, on a

^ ( z ) = ^ ^ ( z ) ) ç e ' , ^
si js'*€<5*o et si {z'\ z ) eC1*^1, le foncteur y* applique l'unité (z'', z')
de [((S1*^1)' sur (z''i z') €C'o; par conséquent e\ est une sous-catégorie
de e1. Si ^SÊ1, on a

î) î( î)) .̂

Soit (g, />)6C i*e l; en vertu de (e), on a (oc'(g), a^(/1)) €£1*01 et
a- (^l/) = a'(x1 (^ /)) = x1 (a- (^), a-(/)) = a- (^) i a-(/),

c'est-à-dire a*, et pour la même raison P', sont des foncteurs de (31 vers (C'o)1.
En tenant compte de (/), ceci démontre que ((?', (31) est une catégorie
double.

— Enfin, supposons vérifié le système d'axiomes (3). Soit (g, f) çC1^1^1;
comme précédemment, on prouve que (i) entraîne (^'(g), a'(/1)) SC1^'^1;
en vertu de (A), le composé (g if). (a'(g) i a*(/')) est défini et, puisque (?o
est stable relativement à i, on trouve

a'(^)ia-(/)=a-(^i/).

On en déduit que l'axiome (c) est vérifié; de plus l'axiome {h) entraîne (d) ;
donc le système d'axiomes (i) est vérifié et (G*, C1) est une catégorie
double en vertu du début de la démonstration.

Remarque. — i° Si tous les éléments z\ i z\, où ^€C*o (resp. js1.^1,
où z^eC1) sont réguliers [3 a] dans C* (resp. dans Ê1), les seuls axiomes (a),
(6), (A), (i) entraînent que ((?', C1) est une catégorie double. En effet,
de [h) et (i) résulte

(z:, i z \ ) . ( z ' , iz\)=^z.,iz\,
d'où

a* (^'2 i^'i) ̂ ^ i-s*ie(°o-
Ceci prouve que (g) est vérifié.
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2° Bien que les lois de composition . et i aient des propriétés symé-
triques, il sera plus commode de supposer que la donnée de la catégorie
double ((?', C1) comprend aussi l'ordre dans lequel on considère les lois
de composition; donc (<3*, (31) signifie : € est la catégorie qui est struc-
turée dans ^ par (31.

Une sous-catégorie double de la catégorie double (C*, (31) est une sous-
classe (?i de C, qui est une sous-catégorie de (3* et une sous-catégorie
de <31. Alors ((^, C1) est une catégorie double.

Un foncteur ^-structuré sera appelé foncteur double. Par définition un
foncteur double F = (((^, Ci), F, ((?•, El)) est défini par une appli-
cation F de e vers Êi telle que ((?',, F, €} et (e1, F, (21) soient des fonc-
teurs. D'après le théorème 1, les foncteurs doubles forment une catégorie
d'homomorphismes (3^, p^, S1, ^y)? où

j^(F)=(e; ,F ,e- ) ;
d'après le théorème 2, ils forment aussi une catégorie d'homomorphismes
(^, p;,^,^), où

^(F)=(/^)^(F)=(ef, ,F,^).

Catégories doubles de quadruplets. — Soient <?i et C^ deux catégories
ayant même classe d'unités A. Soit D (<^, <?i) la classe des quadruplets
(f., /'., /'i, /'.), où f^e^ f^e^ i == i, 2,

^ (/<) - ^(/.); ^ (/.) = S(.A); P (/O = a (/.); p (/,) = p(/,).
Sur D(<22, <2i), on définit les deux lois de composition :

{fï^ f'^f^f^r^^f'îf f'\-> f^ fï) ==(7^ /r/iî/r/i^^) si, et seulement si, ~f^=-f\\

(/"J^/i'^l^K/^/^yn/a)^^-/^/^^'!»/^./^) si, etsenlement si, fi=f\.

DÉFINITION 12. — La première des lois de composition sur D (^2, ^i)
définie ci-dessus sera appelée multiplication longitudinale, la seconde,
multiplication latérale.

PROPOSITION 11. — D (<?2, <?i), munie des multiplications longitudinale
et latérale, est une catégorie double.

La catégorie longitudinale sera notée LD(<^2, <?i), la catégorie laté-
rale y (Ça, Ci); les applications source et but dans ces catégories seront
désignées par ai-llet pD"', resp. par a1^' et [î0. La classe des sommets de la
catégorie double D (^2, Ci) s'identifie à A.

DÉFINITION 13. — Étant données deux catégories doubles ((3*, <31) et
Çe\, <21), on dira que Çe\, <21) est une catégorie double quotient de (<3", (31)
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s'il existe une relation d'équivalence p sur £ telle que C\ (resp. C1) s'identifie
à la catégorie quotient [3 e\ de <3* Çresp. de C1) par p.

En particulier, le résultat suivant résulte d'un théorème de [3 a]. Soit TI
un foncteur double d'une catégorie double (C', C1) sur une catégorie
double ((3',, C1). Soit p^ la relation d'équivalence définie sur C par

f^f si, et seulement si 7: (/) = TT (//).

Pour que (<5*i, <31) s'identifie à la catégorie double quotient de ((?', <31)
par PTÏ, il faut et il suffit que ^ vérifie les conditions :

(1) Si gi.fi est défini dans e\, il existe g €(3 et /*€<3 tels que g./* soit
défini, gi= ^ (g) et /'i = il (/•).

(2) Si gil/i est défini dans (31, il existe g€:C et fGG tels que g i / ^
soit défini, gi == Ti(g) et fi= ^{f)-

THÉORÈME 6. — Une catégorie double ((3*, <31) admet pour catégorie double
quotient une sous-catégorie de la catégorie double D (<3'o? ̂ \ ou '̂o vesp. C ^ )
est muni de sa structure de sous-catégorie de (31 (resp. de (3*).

En effet l'application

^ /^(pmp^A^œ^c/))
est un foncteur double de <3 vers D (^, C1) vérifiant les conditions
ci-dessus.

DÉFINITION 14. — A^ec ^5 notations précédentes^ Vêlement c{f) sera
appelé cadre de f dans (3.

Soit C une catégorie. Rappelons [3 a] qu'un quatuor de <? est un quadru-
plet (/•„ /•„ /•„ /•.) € D (<?, C?) tel que

/,. f,=f\. /,

Soit D ̂  la sous-classe de D (C, (?) formée des quatuors de C.

PROPOSITION 12. — D^ est une sous-catégorie double de D (C, <î).
Soit F = (<3i, F, (S)€«^; ce foncteur se prolonge en un foncteur double

QF = ((LT]<?i, EEI ei}^ 0 F? (LD^ El^ où DF est l'application définie
par

DF(/^/n/i,/2) =(F(/.), F(/,), F(/,), F(/,)).
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L'application D : F — D F est un foncteur de ^ vers ^. Nous dési-
gnerons par jj] (resp. Q ) le foncteur de ^ vers ^ :

J^.D: F-^(rD<^DF,me)==|]jF

[resp.^.D: F-.(Q(^ D F, B^^B^L

où (Êi, F, e) e ̂ . Pour tout e e ̂ o, soit £ (C) l'équivalence de Q] C sur Q C
définie par

(/^ /^ /i, .A) -> (/,, /,, /., /i).

Nous désignerons par £ l'application <S -^ £(0).

PROPOSITION 13. — Avec les notations précédentes, (Q, £,|jj) est une
équivalence naturelle dans ^.

Dans la construction précédente, on peut remplacer D G par la catégorie
double D (C, <3) et la proposition 13 serait encore valable.

Soient e\ une catégorie et (<?', Ê1) une catégorie double; soit ^{e\ C'J,
la classe des foncteurs de C\ vers C\

PROPOSITION 14. — ^{e\ e\) est une catégorie pour la loi de compo-
sition (< !> ' ,$ ) ^<î)'i<ï), où ^i^(f) =$'(/•) !$(/•) si, et seulement si,
^{f) l $(/•) est défini pour tout feCi.

Cette proposition résulte de l'axiome de permutabilité ; l'unité à droite
de 3> est le foncteur a1 <Ï>, son unité à gauche, le foncteur P1 <Ï>.

Remarque. — Si $ est un foncteur double de Çe\, (S1) vers ((3', C1),
a1^ n'est plus un foncteur de C1 vers C?1, donc la classe des foncteurs
doubles de (<^, C1) vers (e', C1) ne s'identifie pas à une sous-catégorie
de ^(C*, Ê*J, contrairement à ce qui a été énoncé dans un corollaire
de [3e].

La définition d'une transformation naturelle (ç', T, <p) d'un foncteur ®
vers un foncteur ç' conduit immédiatement au théorème suivant (pour
les notations, voir [3 d\) :

THÉORÈME 7. — Soient C et C' deux catégories; la catégorie longitu-
dinale 91 (<3', (3) des transformations naturelles entre fondeurs de C vers C'
s'identifie à la catégorie ^(Q C', <?), en identifiant la transformation natu-
relle (©', T, ç) au foncteur $e^(Q (?/, (2) tel que

^(/)=(?V)^(?(/)),ï(a(/)),9(/)) pour tout fçC.
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Inversement (Dç^ ( Q (?', (?) 5'identifie à la transformation naturelle
(î'î T) ?)? OÙ

(p^a113^ ^=^1^
^

(^(e), ï(e), T((?), cp (e ) ) =<Ï»(e) /?OMr <o^ (?€<?o.

Ce théorème montre que si ((3*, (S1) est une catégorie double, un fonc-
teur $ d'une catégorie F vers (3* peut être considéré comme une trans-
formation naturelle généralisée de a1 $ vers [31 ^D. Nous verrons plus
loin (§ III) une autre généralisation de la notion de transformation natu-
relle, à savoir la notion de quintette [3e].

5. CATÉGORIES n-upLES. — D'après le théorème 2, la catégorie ^ des
foncteurs doubles est une catégorie d'homomorphismes (i^Tt, pg, pg:, ^r, ^v)
au-dessus de «Ttl. Nous verrons au n° 7 que cette catégorie d'homomor-
phismes est résolvante à droite et à produits finis. Par suite, on peut
définir des foncteurs ^-structurés et plus généralement poser la défi-
nition :

DÉFINITION 15. — Soit St[rl~l] la catégorie des fondeurs (n—i)-uples
considérée comme catégorie Shomomorphismes au-dessus de JII. Une caté-
gorie 3î[n~l}-structurée sera appelée catégorie n-uple, un foncteur ^[f1~i]-struc-
turé, foncteur n-uple. Une catégorie i-uple est une catégorie double.

D'après le théorème 13 et le corollaire 2 du théorème 14, si S![n'~i} est
une catégorie d'hpmomorphismes à produits finis, résolvante à droite
au-dessus de iTTI, il en est de même pour ^ [ H ] = ̂ nAl-i] == catégorie des
foncteurs ^^"^-structurés, ce qui justifie la définition par récurrence.
Du théorème 13, il résulte aussi que si (C11)/^ et ((? )i^n sont des caté-
gories n-uples, alors la classe CXÊ, munie des lois de composition (i,) X (T;)
où i ̂  n, est une catégorie M-uple.

THÉORÈME 8. — Soit C une classe et soient i;, où i ̂  n, des lois de compo-
sition sur e telles que C11 soit une catégorie. Pour que Ç^ji^n ^it une caté-
gorie n-uple, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) Soient a' et ^ les applications source et but dans (311 ; alors a' et ^l

sont des fondeurs de G ] vers Ê17, pour tout i ̂  n et tout j ̂  n, j 7^ i.
(2) Si les composés (gf li g) iy [f Lif} et ( g / L j f ' } l i {g i//') sont définis, on a

(^l.^i/a'l./)^^!,/')!.^!//), où i^n et j ^./z.

Démonstration. — Supposons le théorème démontré pour une catégorie
m-uple, où m^-n—i, et montrons-le pour une catégorie n-uple. Soit
(C l, (C )ï^i^n) une catégorie n-uple. Par hypothèse a4 est un fonc-
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teur (n—i)-uple. Soit ^eC11; on a ^(e1)^11, puisque (311 est par
définition une sous-catégorie (n—i)-uple de la catégorie (n—i)-uple
(C11)^^. Supposons g ii f défini; puisque la classe (S1'*^11 des couples
composables relativement à i; est une sous-catégorie (n—i)-uple de la
catégorie-produit (^Q^^.X (<?11)^^,, le composé (a'(g)) i. (a^/1)) est
défini; du fait que l'application

%il : (^/)-^ii/

est un foncteur (n— i)-uple, on déduit

z11 (^(^), aV)) = ̂  (a^ /)) == ̂ (^i. /),

d'où
^)l.(^(/))==a^i./).

Ceci prouve que a' est un foncteur de (311 vers (311; par conséquent,
la condition (i) du théorème est vérifiée. La condition (2) résulte de ce
que x11 est un foncteur {n— i)-uple. — Inversement supposons les condi-
tions (i) et (2) du théorème vérifiées. Comme a' est un foncteur de C11

vers e1', si j ̂  i, on a

^(a1(/))=a1(^(/)), où /ce,
et

a1^1 li^1)^:^ i^1, où ^ee11 et e^ee11 ;

donc C11 est une sous-catégorie (n—i)-uple de (^il)2^^n• Nous allons
démontrer que (<311) * ((311) est une sous-catégorie {n—i)-uple
de la catégorie {n—i)-uple produit (C l l)2^^/^X ((3ii)2^•^• Sup-
posons (g?/^)€(<?11) * (<311); puisque a' est un foncteur de (311

vers (S11, on a
^(^i./)=^(^)i.^(/),

donc (a-(g), a^)) €=(e11) * (e11); de même (^-(g), ?'•(/•)) e(e11) ̂  ((?11).
Supposons de plus (g',/*') € (<211) ̂  (e11) tel que g'i.g et fi,f soient
définis pour tout 2 ̂  i ̂  TZ. On trouve

a'^'l^^ai^)!^'^)^^^)!^^/)^^^!,/);

par conséquent

((^i^)- (//l./))e(ell)^(ell) pour 2^^^

et ((211) * (^ ') est une sous-catégorie. Il ne reste qu'à montrer que x11

est un foncteur (n— i)-uple. On a

^(te^) l.(^/)) = (^l^)!^/^./);
Ann. ^c. IVorm., (3), LXXX. — FASC. 4. 50
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comme
^{g'L.f')=^(g1) î cn =^^) I^(/)==P^JL/),

le composé (g'ii/') i.(gii/1) est défini; la condition (2) entraîne

^((^ /') 1^- /))=(^1^) i.Vl./)^^!^) l̂ l,/) = ̂  (^ //) î ( ,̂ /).

Ceci démontre le théorème.

Soit { C j i ^ n une catégorie n-uple. Désignons par ^ 1 . . . À^ un fonc-
teur (n—p)-uple tel que, pour toutj^p, on ait

i^^^^ h ' T ^ 1 ] ' sl J T ^ J ' el Vi^^i ou p'y-

Un tel foncteur est invariant par toute permutation de l'ensemble
(ii, . . ., ip) en vertu de l'axiome de permutabilité [condition (2) du théo-
rème 8]. L'image de /*€<3 par un tel foncteur X\ . .X 1 / ' est appelée
(n — p)-face de /*. Les o-faces seront appelées sommets de /*; la classe des
sommets de (3 est la classe ̂  C11. Les i-faces seront appelées arêtes

i^n

de e.

Remarques. — i° Soit (yi, . . . , Y , , ) une suite de foncteurs telle que
Y, = a7, ^i ou Id, et y/ == Id pour exactement p indices i. Pour tout /*€ C,
la famille (fi. . ̂ nÇf))^,...,^^ sera appelée {n—p)~cadre de /*, noté
Cn-p (/*). En particulier, les (n—i)-cadres forment une catégorie n-uple,
la loi de composition ju pour tout i ̂  n, étant définie par

^-i (/U ̂ -1 (/)==: ̂ -i (AJ)
si, et seulement si, /"' ;/* est défini. Cette catégorie n-uple est une catégorie
M-uple quotient de (<211)^,,.

2° Soit e une catégorie. Par récurrence on peut définir une catégorie
M-uple ((3^) L^ dans laquelle tout élément s'identifie à son i-cadre :

(e^^)11^:^1,
ew ̂  n ((e^-ii)11, çe^~^)11);

par récurrence on montre que, pour tout i ̂  [n— i), il existe une bijec-
tion 4 de C^ sur D ((e^-11)11, (Ê^-i])-^^ la loi de composition i, sur C^
est l'image réciproque par z\ de la multiplication longitudinale sur ^ (C1'11).
La loi de composition in est définie par

(^, P, ̂  A) 1 (h', k ' , k, h) = (h' Q h\ F Q ̂  ̂  B Â^ ^B7^)

si, et seulement si, h' Q A', /c' ̂  /c', k Q A* et A Qh sont définis dans
Q((e^-^)11, (e^)11). La catégorie n-uple (C1^)^, admet pour sous-caté-
gorie n-uple la classe (3 ' définie par récurrence par

eQ^e -et eB=n((eB)i.).
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En particulier

e^=u]e.

3° Soient Cp == Çe11),^ une catégorie p-uple et ~èn == (^ll)^ une caté-
gorie n-uple. La classe ^((3,<, C^) des foncteurs p-uples de ^ vers (C11)^
est une catégorie (n—p)-uple pour les lois de composition i;, où
p < j' ̂  (n — i), définies par

((I> /1,<D)(/)=(<I» /(/)1,(D(/))

si, et seulement si, ^'(/>) i;$(/*) est défini pour tout /*€<?. En particulier,
si p = i, la classe des foncteurs de C11 vers C11 est une catégorie
(n— i)-uple. Si p = (n— i), la classe des foncteurs (n— i)-uples de C/,_i
vers { ^ J i ^ n - ^ est une catégorie. Un élément $ de cette catégorie peut
être considéré comme une transformation naturelle généralisée du jonc-
teur (n— i)-uple a171 <& vers le joncteur {n— i)-uple ^ln $.

PROPOSITION 15. — Pour quune catégorie n-uple (<311, (C1^^^) soit
un groupoïde Sîtl~ï}-structurée il faut et il suffit que (311 soit un groupoïde.

Démonstration, — La condition est évidemment nécessaire; montrons
qu'elle est suffisante. Pour tout ^€<2, nous désignerons par f~1 l'inverse
de f dans le groupoïde (311. Il suffit de prouver que l'application f -> f'1

est un foncteur (n—i)-uple de (C11).^/^ sur (e11)^^. Puisque a1' est
un foncteur de (211 vers (S11, on a

(^^^(^(^^-^^((z^-^çe11 pour tout ^•ee1.,

où 2 ̂  i ̂  n. Puisque x14 est un foncteur de C11 * C11 vers C11, on
trouve

(^^/-^^^^(^-^/-^^^^((^^-^^(x^^/))-.^^^^^

donc l'application f -> f~1 est un foncteur de C11 vers (311 pour 2 ̂  i ^- n
et (e11, {Q^\^i^ est un groupoïde ^[//-^-structuré.

DÉFINITION 16. — On appellera groupoïde n-uple une catégorie n-uple
{ ^ J i ^ n telle que (311 soit un groupoïde pour tout i ^- n.

En particulier, il résulte de la proposition 15 que si ((?', C1) est un
groupoïde double, alors ((?*, (31) et ((31, (3") sont des groupoïdes ^-struc-
turés.
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6. STRUCTURES D'ORDRE SUR UNE CATÉGORIE.

DÉFINITION 17. — On dira quune catégorie n-uple (<211)^/, définit un
ordre n-uple (1) si chacune des catégories C11 définit un ordre </ sur la classe
de ses unités.

Dans ce cas, la classe A des sommets de (C11)/^,, est munie des n ordres
induits par <,. Remarquons que la donnée de A et des n ordres induits
ne détermine pas (C11);^. En particulier, soit une classe munie de deux
ordres <i et <s; soit A'̂  (resp. A1) la catégorie des couples (E, e),
où e <iE (resp. e <2Ë); la catégorie double n(A*o, A1) est la plus grande
catégorie double définissant un ordre double qui induit sur A les ordres <i
et <a; ceci signifie que toute catégorie double définissant un ordre double
induisant les ordres <;i et <2 sur A s'identifie à une sous-catégorie double
de n(A*o, A1). Ce résultat peut se généraliser au cas où l'on se donne
n ordres sur la classe A.

PROPOSITION 16. — Soit [ Q j i ^ n une catégorie n-uple vérifiant la condition :
Deux éléments de e ayant le même ensemble de sommets sont identiques.
Alors (<511)/^ définit un ordre n-uple.

En effet, la classe des sommets de fçC est identique à la réunion des
classes des sommets de a11/* et P11/^ P^ suite, si f et g ont même ensemble
d'unités dans C11, ils ont aussi même ensemble de sommets et f = g.

Soit û la catégorie des homomorphismes entre classes ordonnées et
(Jn, CD, û, û) la catégorie d'homomorphismes considérée au paragraphe I.
(Jtl, co, û, û) est une catégorie d'homomorphismes à produits finis, résol-
vante à droite. Le produit de (A, <) avec (A', <) est la classe ordonnée
(AxA', <), dont l'ordre est l'ordre produit des ordres de A et de A'.

Pour que (<3*, <) soit une catégorie Û-structurée, il faut et il suffit que
les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) (3' est une catégorie et ((S, <) est une classe ordonnée.
(2) f < f entraîne a(f) < a(/*) et P(f) < ?(/•).
(3) Si l'on a /"</*, g'<g, et si g./* et g'.f sont définis, alors g'.f<g.f.

Pour que (Q\ <) soit un groupoïde Q-structuré, il faut de plus que :
(4) f < f entraîne f-1 < /•-1.

PROPOSITION 17. — Pour que ((3', <;) soit une catégorie il-structurée,
il faut et il suffit qu^il existe une catégorie double (ST, S1) vérifiant les

(1) La notion d'ordre n-uple est à rapprocher de celle de classe n fois ordonnée
de Cantor [6].
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conditions suivantes :

(1) e s'identifie à (s1)';
(2) S1 définit l'ordre < sur (3\

Démonstration. — S'il existe une catégorie double (s', S'1) vérifiant les
conditions (i) et (2), posons (3'== (s1)' et munissons (3" de la rela-
tion : ff < f si, et seulement si, il existe k € S tel que

/=pl(^) et /^^(Â:).

Si f</•, on a

a(/)=^(a 'W) et a^^a1^-^)), d'où ^ ( f ' )<^( f ) ' ,

de même P'(f) < (3'(/'). Soit g€(3 tel que g. f soit défini; soit g'GC tel
que g'./*' soit défini et qu'il existe /Ci€S avec

^=pl(^) et ^=a^(^);

puisque S1 définit un ordre sur (s>1), les égalités

^(a^O^a1^*^))^^) et P1 (a(^)) == ̂  (p-(^) ) = a(^)

entraînent a'(/Ci) = P'(/c); par suite À-i . /c est défini et Pon obtient

g.f=^{k,.k), g ' . f '= . ^ {k , . k ) , donc g ' . f '<^ . f .

Ceci montre que ((?', <) est une catégorie tl-structurée. Inversement
si (C3', <) est ii-structurée, soit 0 la catégorie des couples (E, e), où e€<?'o?
Eee', et 6 < E . La classe S des quadruplets ((Ei, ^i),/> , f, (E, e)),
où /"</•, ^(n=e, ^f/)=e„ a ( /*)=E, ?(/•)= E,, forme une sous-
catégorie double de D (<9, C3') vérifiant (i) et (2).

Soit û' la sous-catégorie de û formée des homomorphismes stricts,
c'est-à-dire des triplets ((A', <), A, (A, <)) tels que les relations z ' < z
et h(z') = h {z) entraînent z = z\

DÉFINITION 18. — Une catégorie Û (û', Q^-structurée sera appelée caté-
gorie ordonnée; un groupoïde û((Ù', Û'), ^-structuré sera appelé grou-
poïde strictement ordonné.

Pour qu'une catégorie Û-structurée (<3", <) soit une catégorie ordonnée,
il faut et il suffit que les conditions

f'<f. ^ ( f ' ) ^ ^ ( f ) et ^(f)=^(f)

entraînent /''== /*.
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PROPOSITION 18. — Un groupoïde Û-structuré ((?', <) est une catégorie
ordonnée.

En effet, soient g^€ et g ' G C tels que
g'<g, a(^)=a(^) et (3(^)=:p(^).

On a

On en déduit

Donc

? (^) == P (^) = é<^-1 < ̂ -' < ̂ -] = P (^),
a(^)=:a(^)==^.^<^-i.^<^.^=a(^).

^-^(^) et ^-^=a(^).

^-i^^-i ^ ^==^.

PROPOSITION 19. — Pour quun groupoïde Si-structure ((3', <) 50i( un
groupoïde strictement ordonné, il faut et il suffit que la condition suivante
soit vérifiée :

Pour tout fçe et tout e < a(/*), il existe au plus un f'çC tel que f < f
et a(f) == e.

Pour que ((?', <) soit un groupoïde strictement ordonné, il faut et il
suffit qu'il existe une catégorie double (s*, S1) vérifiant les conditions ( i )
et (2) de la proposition 17, que C* soit un groupoïde et qu'on ait :

(3) Les relations /c€S, /c'GS, ^(/c) = ^(/c') et a(/c) = a(/c')
entraînent k == /c'.

DÉFINITION 19. — On appelle catégorie {resp. groupoïde) fonctoriellement
ordonné une catégorie (resp. un groupoïde) (3' muni Sune relation d'ordre
vérifiant la condition :

(i) Inapplication qui associe à fGC la classe des éléments f <. f est un
fondeur généralisé [3 a] de e vers (3.

D'après une proposition de [3 a], un groupoïde fonctoriellement ordonné
est aussi un groupoïde strictement ordonné.

PROPOSITION 20. — Pour que (C', <) soit un groupoïde fonctoriellement
ordonnée il faut et il suffit que (3* soit un groupoïde et qu^il existe une catégorie
double \§\ S1) vérifiant les conditions (i) et (2) de la proposition 17 ainsi
que la condition :

(3') Soient fç'§1 et z€^o te^ que a'(/'1) == ^(z). Alors il existe un et
un seul /c€S tel que

^ (k)=f et ^(k)=z.
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Démonstration. — Les conditions sont nécessaires en vertu de la propo-
sition de [3 a] citée ci-dessus. Inversement supposons donnée une caté-
gorie double (S", S1) vérifiant les conditions (i), (2) et (3'); alors, d'après
la proposition 18, (C", <) est un groupoïde ordonné. En tenant compte
des conditions (i) et (2), la condition (3') signifie que si /'€<?, oGC'o
et e < a(/*), il existe un et un seul f ç.& tel que f'<f et a(/*') == e.
En particulier, les relations

eçC'Q et g ' < ^ e entraînent a (g-) << e, d'où ^=:a(^).

Soit rf < g./*. Par hypothèse, il existe /c€S et /c'€S tels que

a-W==(a(/) ,a(^)) ; ^W^/; i^W^ et ^(^^^(k).

Il en résulte
^^(a1^)).^^)).

Soit û" la sous-catégorie de Q formée des triplets ((A', <), h, (A, <))
tels que h vérifie la condition :

Si e' < h (z), il existe zf < z avec A (2;') = e ' .

PROPOSITION 21. — Pour que ((3', <<) 50i( un groupoïde foncto-
riellement ordonné, il faut et il suffit que (C', <) soit un groupoïde
û((û' n Û", Û' n Û"), ^-structuré.

Ceci résulte de la proposition 20.

Soit ô'o la sous-classe de t2o formée des classes inductives [3 a], c'est-
à-dire des classes ordonnées (A, <) telles que toute sous-classe majorée
admette une borne supérieure, appelée agrégat. Soit 3 la sous-catégorie
de û formée des applications inductives entre classes inductives [3 a],
c'est-à-dire dont les éléments sont les triplets ((A', <), A, (A, <)) tels
que h vérifie les conditions :

(1) z'< z et z"< z entraînent h{zf\z') = h{z}^\h{zf), où z H z ' désigne
la borne inférieure, ou intersection, de z et z ' dans A.

(2) Soit C une sous-classe majorée dans A et soit U C son agrégat
dans A; on a

À ( u C ) = = u A ( C ) .

(JH, co, J, 3C\0) est une catégorie d'homomorphismes à produits finis
résolvante à droite. Une sous-structure de (A, <) dans 3 est une partie
sous-inductive faible [3 a] de A. Toute sous-structure dans 3 étant
a fortiori une sous-structure dans tî, une catégorie J-structurée est aussi
û-structurée.
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Pour que ((?', <) soit une catégorie cï-structurée, il faut et il suffit
que (<3, <) soit une classe inductive et que les conditions suivantes soient
vérifiées :

(Ii) Les relations /''< f et f'< f entraînent

^nn^cnnao-); pcfn/^pcnnpcn.
(Is) Les relations /*,< /*, où i € l , entraînent

/U/^= U ̂ -); pfU/-)= Upœ-^ \Jfi )=\J ^-); P U/-
\ ^ei / ^'ei \ ^€1 / ici\ ^ei / ^'ei \ ici / ici

(la) Les relations g,< g,/\< /*, où ^el, (g/, fi)G€iç€ et (g, f)ee^e9

entraînent
ten^-) •(/.n/y) = te./O n (^••//),

(U^VU/,)=U<^./,).
\ < € i / \ ;ei / z-ei

PROPOSITION 22. — 5o^ ((3*, <) une catégorie S-structurée; soient g et f
deux éléments de (3; soit H la classe des éléments g'./*' tels que g'< g et /''< /*.
Alors la classe H admet un plus grand élément.

Démonstration. — Soit <( g, /*> la classe des couples (g', /*') tels que
^ee, /'ee, g ' < g , f'<f et a^)^^/7).

Soit G la classe des g' tels qu'il existe (g', /'')€< g, /*>; soit F la classe
des /*' tels qu'il existe (g', /*') €< g, /'>. La classe a (G) est alors égale à
la classe P(F). D'après la condition (2), la classe G, majorée par g, admet
un agrégat U G < g tel que a ( U G) = U a(G). De même F admet un
agrégat U F < fiel que ? (U F) = U P(F). Par suite, a (U G) = ? (U F)
et (U G) . (U F) est défini; comme (U G ) . ( U F) appartient à H, on trouve
U H= (U G ) . ( U F).

DÉFINITION 20. — Avec les conditions de la proposition 22, le plus grand
élément U H de H sera noté gf et appelé pseudo-produit de g et /*.

Remarquons que la loi de composition (g, f) -> g/*, partout définie, n'est
pas forcément associative.

PROPOSITION 23. — Soit (<3", <) une catégorie 3-structurée; le pseudo-
produit (g, /*) -> gf vérifie les conditions suivantes :

(1) Soient g€<?, g'GC, f^C et feC tels que g'< g et f< f. Alors
on a g ' f < gf.

(2) Soient g€<3 et f^G; on a

P(^/XP(^) et a(^/)<a(/).
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(3) Soient sçCo et Se^o ^Is que s < S; on a

a(Ss) ==s=^(sS).

En effet les conditions (i) et (2) résultent de la définition du pseudo-
produit. Supposons s < S dans C\. On a a(Ss) < s. De plus s.s < Ss,
donc

s<oi(Ss)<s et 5=a(S^) .
De même

^(sS)=s.

En utilisant les sous-catégories Û' et Û" de Ù définies plus haut, posons

j '==Jn^ et j^^n^.

Les éléments de 3 ' sont les applications inductives strictes [3 a]. La sous-
catégorie J' de J contient le groupoïde des éléments inversibles de 3 et
vérifie la condition (a) de la proposition 10 (§ I), puisque toute restriction
d'une application inductive stricte est une application inductive stricte.
3" contient aussi JnU, mais J" ne vérifie pas la condition (a). Les sous-
catégories J' et J" de 3 sont stables par produit (mais ce ne sont pas
des catégories d'homomorphismes à produits finis au-dessus de JTl).

DÉFINITION 21. — Une catégorie <Ï(J', ^'structurée sera appelée caté-
gorie inductive; si (<5*, <) est une catégorie inducti^e, un élément f tel
que /''</* sera dit induit par /*.

THÉORÈME 9. — Soit e9 une catégorie et {£, <) une classe inductive.
Pour que ((S*, <) soit une catégorie inductive, il faut et il suffit que soient
vérifiés les axiomes (I i) et ( la) ainsi que les axiomes :

(L) Les conditions g'< g, /"</•, (g,/')€Ê-*e- et (g', f) €£•*(?•
entraînent g', f/ < g./*.

(I,) Les conditions g < g, a (g') = a (g) et P(g') = [3 (g) entraînent g'== g.

Démonstration. — Les conditions sont évidemment nécessaires. Montrons
qu'elles sont suffisantes, c'est-à-dire qu'elles entraînent l'axiome (13), dont
nous reprenons les notations. Comme on a

^(^n6y7)=a(^•)na(^•)==p(/,)nt3(//),

le composé h = (g, H gj).{fi H fj) est défini et, en vertu de (F), on a
^<(^./0n(^./y).

Puisque g../l < g.jf et gy./y < g./; en utilisant (Ii), on trouve
a(^••/•n^••//)==a(y;.)na(/,)=:a(/•n/;)=a(^)

et
P(^./-n^.//)=(3(^)np(^)==p(^n^)=p(À).
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De l'axiome {!',) on déduit alors
/î=(^,./,)n(^,./,).

On démontre d'une manière analogue la deuxième relation de (la).

COROLLAIRE 1. — Pour que ((S", <) soit une catégorie inductive au sens
de [3 c], il faut et il suffit que ((?*, <) soit une catégorie J(J', 3 ̂ -structurée.

En effet les conditions (Ii), (la), (L) et (I,) signifient que ((?', <) vérifie
tous les axiomes d'une catégorie inductive au sens de [3 c\ à l'exception
de l'axiome :

(I,) Si k < g./*, il existe g'< g et /"< ftels que k = g'.f; l'axiome (I,)
est équivalent à la condition (((S*, <), x*, ((S'^Ê*, <))etï".

COROLLAIRE 2. — Dans une catégorie inductive au sens de [3 c], deux élé-
ments quelconques ont un pseudo-produit et la loi de composition (g, f) --> gf
est associative.

Remarque. — Dans la suite de cet article, nous verrons que les caté-
gories 3i[3€, ^-structurées telles que c^' et <?C" vérifient la condi-
tion (cr) de la proposition 10 (§ I) jouissent de nombreuses propriétés.
C'est cette raison qui a motivé la nouvelle terminologie employée ici, car
la classe des catégories inductives au sens de la définition 21 est plus stable
pour certaines opérations que la classe des catégories inductives au sens
de[3c].

PROPOSITION 24. — Soit (e\ <) une catégorie inductive; soient fçC
et /" € C tels que f < /*; alors on a

f==^(f') (fr(f') )=(?( / ' ) /) ûî(.f).

Démonstration. — En utilisant la proposition 23, on trouve

f'-f'^f'XMf). f'=W)'f'<^(f')Wf1)).
^(/'K/^/')))^^/))^^)

et
W{f'}{Mf')))<W}'

Posons f= P(f) (/a (/")); comme /"< f, on a

^f'x^f") et pcfxpcn.
Il en résulte

^f')=^f") et ^f')=^(f").

Puisque [?, a] est une application inductive stricte, les relations

f</^ ^(f)=^(r) et p^^pcr)
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entraînent /*'==== f\ On montre de même l'égalité

r= (?(/')/) ̂ (//).
COROLLAIRE. — 5o^ (<3", <<) une catégorie inductive, les conditions

sçe'Q, Se(°o et s<S
entraînent

s=s(Ss) = (sS)s.

PROPOSITION 25. — Soit (<3*, <) une catégorie inductwe. Pour que (<3*, <)
soit une catégorie ^{^r, 3'^-structurée, il faut et il suffit que le pseudo-
produit (g, f) ->• gf soit associatif,

Démonstration. — La condition est nécessaire d'après le théorème 9
et son corollaire. Si elle est vérifiée, soit k < g./*; en vertu de la propo-
sition 24, on a

k=^(k) (^./)a(/:) = (P(Â^) (/a ( À - ) ) ,

en utilisant Fassociativité du pseudo-produit. De la définition du pseudo-
produit, il résulte

Â-==(uG). (uF) ,

où G est une classe majorée par (?(À')g) et F une classe majorée par (/a(/c)),
donc UG < g et U F < /'. Ceci démontre que F axiome (L) est vérifié.

Soit (e\ <) une catégorie J-structurée. Soit C1 la classe des tri-
plets (S', /*, S) tels que

/€C, S€<°o, S'€e-o, a( / )<S et P(/)<S'.

Munie de la loi de composition
(S^s'j^sv^^sv^S)

si, et seulement si,
^(f)=^(f) et S^S^

G1 est une catégorie; les unités de C1 sont les triplets (S, e, S) où ^GC'p
et e < S. L'application /*-> (P(/1), /, ^^^î) identifie <3 à une sous-catégorie
de e1.

PROPOSITION 26. — Avec les notations précédentes (G1, <;) est une caté-
gorie S-structurée, la relation d'ordre étant définie par (S,, /i, Si) < (S', /*, S)
si, et seulement si, S^ << S', Si< S et fi << /'. 5i ((?*, <<) 65^ un^ catégorie
inductive [resp. 3 [3', ô^^-structurée], [Q1, <<) est une catégorie inductive
[resp. J(J', ôr")-structurée].
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Démonstration. — Supposons fi = (S/, fi, Si) < f = (S', /*, S) pour tout
i € 1 ; on a

U-^fU^ U^ U8-) €t ^^(^^-^^^
^ei \ ;ei ;ei ici /

d'où

^fU^^U^ et ^A^^œn^M
\ z-ei / ;€i

^fU^^U^^ et p(^n//)=pœ^(//)•
\ ;ei / ^ € i

Ainsi les conditions (Ii) et (L) sont vérifiées. Soit
^•==(S';,^S;.)<^=(S^^S /)

tel que g\.fi et g'./^soient définis; comme gi.fi < g./*, on a aussi ̂ ./^ < ^'./'.
Des relations

^.^^(S^^.^SO,

on déduit

(^•^(W/)^^ (^n^•).(/.n/7),S.•nS,•)=(^•néy/).(/•n7/)
et

u^^-fu^'u^^^u^-fu^
z-€l \ »€! ^ei î€ l / \ ici / \ ;€! /

Donc {e\ <<) est une catégorie cT-structurée.— Si (Ê, <) est une catégorie
inductive, les conditions

7<7 ^œ=^(7) et p(7.)=p(/)
entraînent

S,=S, S^S7 et f^f, d'où 7=:/.

Ainsi l'axiome (FJ est également vérifié dans (Q\ <). —Enfin si ((?', <)
est une catégorie 3 (<J', J") -structurée, soit

h = (S;, A, SQ < (S\ ,̂ S'). (S',/, S);
comme

h=g'.f\ où ^'<^ et y^/,
on trouve

A=(S^a(^)).(a(^),/',S,);

par suite, (C^ <) est une catégorie <^(^', 3 " ) -structurée.

COROLLAIRE. — Si (<?', <) est un groupoïde ^-structuré, alors (C^ <) est
un groupoïde ^-structuré.
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En effet, la condition (S'i, /*i, Si) < (S', /*, S) entraîne
/i-^/-1, d'où (Si,/i-1, S,) < (S,/-1, S').

DÉFINITION 22. — Avec les notations précédentes^ la catégorie (resp. le
groupoïde) 3-structuré (C-\ <;) sera appelé catégorie des homomorphismes
locaux {resp. groupoïde des isomorphismes locaux) associée à la catégorie
[resp. au groupoïde) 3-structuré (<3*, <;).

Remarque. — La classe C1 peut aussi être munie de la loi de composition

(S'^ A S',) i (^ /, S) == (S^, ///, S) si, et seulement si, S' = Si,

où /''/* désigne le pseudo-produit de /*' et /"dans ((3', <<). Soit < la relation
d'ordre définie sur C1 par

(Si,/i, Si) ^(S',/, S) si, et seulement si, S'=Si, S = Si et /^Y.

Une démonstration analogue à celle de la proposition 26 conduit à :

PROPOSITION 26 bis. — Si {e1, <<) est une catégorie ^-structurée, alors
((C^)1, << ) est une catégorie 3-structurée.

Toutefois, même si (C*, <) est une catégorie inductive, ((C7)1, < ) n'est
pas une catégorie ^(J', J)-structurée.

Soit (3' un groupoïde. Rappelons (voir [3 a]) que (<3', <) est un grou-
poïde inductif si ((3, <) est une classe inductive et si ((2*, <) est un grou-
poïde fonctoriellement ordonné.

THÉORÈME 10. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) ((3e, <) est un groupoïde inductif.
(2) {e\ <) est un groupoïde J((J'n^", ^ Ç\3"\ ^-structuré.
(3) (£', <) est un groupoïde <^(<^, 3' r\ 3'^-structuré,

Démonstration. — Les conditions (i) et (2) sont équivalentes d'après la
proposition 21. Montrons l'équivalence des conditions (i) et (3). Un grou-
poïde inductif est une catégorie inductive au sens de [3 c] ; du corollaire 1
du théorème 9, il résulte que (<S*, <) est une catégorie û^J, J")-structurée;
comme f'<f entraîne /""^/'"S (C\ <) est aussi un groupoïde ^(J, J")-
structuré. De plus les relations

g ' . f ' ^ g . f , g ' < g et / ' < /
entraînent

^(f)=^(f) et (3(^)=P(^),

et, en vertu de la proposition 20, g'== g et f'= f. Ceci démontre que (<3*, <)
est un groupoïde J(«^, S ' C\ cT")-structuré. Inversement, soit ((?', <) un
groupoïde 3{J, 3' Ç\ J^-structuré. D'après la proposition 18 et le corol-
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laire 2 du théorème 9, (Ê', <) est une catégorie inductive au sens de [3 c],
II ne reste qu'à prouver que les conditions g < e et eç. C\ entraînent ge^y.
En effet, on a

a(^)«? et (3(^)<^

c'est-à-dire, en utilisant la condition (L) :

((3 {g) n ̂ ). (^ n a (^) ) = (p ( '̂) .g) n (^. a (^) ) = p (^) .̂ ;

puisque l'application x* appartient à J', il en résulte

^na(^):=^ d'où ^<a(^).

Des relations
^-'.^^aC^.a^) et ^-^a^),

on déduit, pour la même raison :
^=:a(^)ee-o.

Remarques. — i° Même si (C*, <) est un groupoïde inductif, le grou-
poïde (e^ <) des isomorphismes locaux associé n'est pas un groupoïde
inductif; en effet, les conditions eçC'^ S€^o et ^ < S entraînent
(e, e, S) < (S, S, S), bien que (<?, e, S) ne soit pas une unité de C'.

2° Pour qu'une catégorie inductive (C*, <) soit fonctoriellement
ordonnée (définition 19), il faut et il suffit que (<3*, <) soit une catégorie
J(J', J")-structurée, que ((^, <), où <^ est le groupoïde des éléments
inversibles de C", soit un groupoïde inductif et que C^ soit saturé par
induction dans (3. Exemple : la catégorie des surjections.

7. THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES CATÉGORIES STRUCTURÉES. —— Dans

tout ce paragraphe, nous supposerons que la catégorie d'homomorphismes
à produits finis (c)îl, p, X, F) est résolvante à droite. ^ et ^// désignent
deux sous-catégories de 3€ contenant F.

PROPOSITION 27. — Pour que ((3', s) soit une catégorie 3€-structurée^
il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) e' est une catégorie, sç3€o et p(s) = <?.
(2) On a {s, a, s) € ̂  et (s, ̂  s) € X.
(3) Les conditions {sXs, t, s')€^ et p { s } = €iç€ entraînent

( s , ^ , s ' ) ç S € .

Démonstration. — Ces conditions sont nécessaires; en effet si 5' oc s X s
et p ( s ' ) = e'tçC, soit 5"€^o tel que p ^ s " ) =€ iç€ et {sXs, 1,5") €<W.
Par définition d'une sous-structure, on aura aussi {s\ i, s") € ^C, par
suite, (^, x', s") € ̂ . Montrons que les conditions sont suffisantes. D'après
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l'axiome (R), le couple ((5, a, 5), [s, t, 6?)) admet un p-noyau So oc 5 tel
que p(5o) soit la classe des /*€(? pour lesquels f=(y•[f}y c'est-à-dire
p(so} = e\. Comme

a(p(s))=e', et ^(p(s))==e^

on a aussi
( .Ço,a , .? )€^C et (.ço, (3, 5)e^C,

ce qui prouve que l'axiome (i) des catégories ^-structurées est vérifié.
Soient pi et ps les projections canoniques de p { s ) X p ( s ) sur p(^); on a

(s^ api, s x s) == (,?, a, s) . (.?, pi, s x s) ç S€ et (s^ [3p2, s x s) çS€.

L'axiome (R) assure que le couple {{s, api, sXs), {s, [iip^, sXs)) admet
un p-noyau 5' oc s X s tel que p ( s ' ) = C'* C". Donc ((?*, s) est une caté-
gorie ^-structurée.

PROPOSITION 28. — Supposons que 3C vérifie la condition (a) (prop. 10,
§ I). Pour que {C\ s) soit une catégorie ^e(<T, ^C") - [resp. ^((<T, ̂ C'), <?£")-]
structurée, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) C' est une catégorie; on a sç^Co et p(s) = C.

(2) On a {sXs, [P, a], s)e^ [resp. {s, a, s)ç^ et {s, ?, s)e^C'].
(3) 5i 5' oc sX s et p(s') = e"*C', a;ors (5, x, s')^^".

Démonstration. — Supposons que (<?', 5) soit une catégorie 3€Ç3€\ 31'^
structurée. D'après la proposition 5, il existe So^s tel que

p(so)=e', ei (^o x.?o,[i3, a], 5)e^e /.

En vertu de la proposition 3, on a s^Xs^^sXs donc, à l'aide de (0'),
on trouve SoXso^sXs dans 3C et

(^X^ [P,a ]^ )€^ .

Ainsi les conditions (i) , (2) et (3) sont nécessaires. — Montrons qu'elles
sont suffisantes. Un raisonnement analogue à celui de la proposition 27
montre que, dans ^C, il existe

So <x.s tel que p(so)=:e'o

et
s ' a ^ s x s tel que p ( s ' ) ==.e'-kC\

Par suite l'axiome (2) de la définition 3 est vérifié. De plus, comme
SoXso^sXs dans JC', on obtient, en utilisant la condition (2) :

(5oX5o , [(3, a],.?)e^.

Le cas ^C((^e', ^C'), 3e")-structuré se traite d'une manière analogue.
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COROLLAIRE. — Si SC et Si" vérifient la condition (o), pour que ((?', s)
soit un groupoïde ^l'((^C', 3i'\ Si"}-structurée il faut et il suffit que soient
vérifiées les conditions (i) et (3) de la proposition 28 ainsi que les conditions :

(2') On a (s, a, s)€<^';
(4) C' est un groupoïde et Von a (s, j , s) € (̂!, où j désigne F application

f^f-\fçe.
En effet, les conditions sont évidemment nécessaires. Inversement si

elles sont vérifiées, on a
(5, p, s ) = (s, a, s ) . (s , j\ s ) e ̂ e,

donc la condition (2) de la proposition est aussi vérifiée.

PROPOSITION 29. — Si ^i' est stable par produit et vérifie la condition (o),
alors ^C((cU", ̂ '\ ^C") est une sous-catégorie pleine de cK^C', ^C").

Démonstration. —Soitse^o. D'après l'axiome (R), le couple ((s, pi, sXs),
(,ç,p2,sXs)), où pi et posent les projections canoniques de p(s)Xp{s) surp(s),
admet un p-noyau s1 oc sXs tel que p(s1) soit la diagonale A de p(^)Xp(^) .
Supposons (C\ s)€^((^', ^e'), ^e")o. Les relations

(5, a, s)ç^ et (^, (3, ̂ e^

entraînent
(s x s, (3 x a, s x 5)eX'.

Puisque ^C' vérifie la condition (a), on a
( s x s , i, ̂ e^,

d'où
(5 x 5, [P, a], s^) -==. (s x s, ((3 x a). 5 x s), (s x 5, i, s1)^^.

Par suite, (C', 5) est une catégorie <^(<W, cïe'^-structurée, ce qui démontre
la proposition, car (^?1, [i,i], s)€;r (^oir théorème 12).

Reprenons les notations définies au n° 2.

THÉORÈME il. — (<%,p^,^e', <?e"), r) ^ (^,p,e, ^(^', ^"), r^)
sont des catégories d^homomorphismes saturées au-dessus de ^€.

Démonstration. — Le seul point à démontrer est que les conditions
(e-, s) eire(^, ̂ o et ( ^ , F , 5 ) e r

entraînent l'existence de (C*, ï) tel que

((e-,.),F,(e-^))er.

En effet, puisque ^ est saturé au-dessus de cTTI, il existe (?' tel que

(e- ,F,e-)€ïY
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Soit 5oocs tel que p(5o) == ^. Comme SQ est un p-noyau (démonstration
de la proposition 28), d'après la proposition 16 (§ I), il existe

SQ(X.S tel que (so^ Fi , 5o)er;

on a alors p(^'o) = ^o* Comme 3C contient F, on trouve

(îo xs^ [p, a], s)=(soXSo, ¥1. x Fi, 5 o X 5 o ) . ( ^ o X 5 o , [p, a], s).(s,¥-l,s) e^C',

où a et ^ désignent les applications source et but dans e\. Soit s 'asXs
tel que p(5') == e'i^e\ En utilisant la relation

(s x 5, F x F, s x ^)er

la proposition 16 (§ I) assure l'existence de

S ' O L S X S tel que (J7, (F x F) i, 5') €l\ et p ( s ' ) =:€•*€•.

Par conséquent :
(^, x-, ^) = (^ F, s ) . ( s , x\ ^ ) . (^ , (F x F) i , ^^-'e^.

Il en résulte

(e^)€X(^, x^o et ((e-, s), F, (e-, 5))ex (x\ ^//).

Si de plus on a (e*, 5)e<| (<?€', ^e")o, on obtient

(sj,s)==(s, ¥ , s ) . (^.^^.(^F-^^er,

où j et j désignent resp. les applications f -> f~1 dans <3* et dans (?'. Donc

((€•,.), F, (e-^^e^e^r).

COROLLAIRE. — (cm, p^ p, ̂  (5e', 5e"), r) et (.m, p^ p, ^(^e', ^e"), rg)
sont rfês catégories d^homomorphismes.

En effet, supposons vérifiées les conditions

((e-,.0, F, (e*^))€r et (e1, ̂ )ex(^, ^)o.

Puisque (3ÎI, p, r) est une espèce de structures, il existe ïi € 5Co tel que
(s,,¥,s,)çT

et il résulte du théorème 11 qu'on a alors

((e^),F,(e^))€r.
THÉORÈME 12 :

(^J^xa^^),^?) et (^^^((X',^),^),^)

Ann. ^c. IVorm., (3), LXXX. — FASC. 4. 52
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sont des catégories d'homomorphismes saturées au-dessus de JC;

(.^]^P^P^((^f^f).^),Tf>) et (^^,7?^,§'((^/^e/),^),^^)

son( cfc5 catégories d'homomorphismes et 3C s'identifie à une sous-catégorie
pleine de X{(^, ̂ ), X").

Démonstration. — La première partie du théorème se démontre d'une
manière analogue au théorème 11. Soit sç^o et posons e = p [ s ) ,
Munissons (3 de la loi de composition (triviale) :

(A /) -^f'f^f si) e^ seulement si, // ==/.

On a (s, a, s]çT, puisque a(/*) = /* pour tout /'€£. D'après l'axiome (R).
il existe s ' ^ s X s tel que p (s') == <2'*C' = diagonale A de (3x<2. Les
relations

(5 x s, [i, i], 5)e^C et [ i , i ] ( e ) = A entraînent (^, [i, i], 5} e^C.

Par ailleurs : {s, p i L , 5')€^, où pi est la projection de p { s ) X p ( s ) sur p(,ç),
Des égalités

(s', [ i , t.], s ) , (s, pif., s^zzzs' et (^pii, ^).(^, [i, i], s) =s,

il résulte
(.ç, x', ^ )== (5 ,7?i t , .ç^er.

Donc {e\ s) est une catégorie ^((F, F), F)-structurée. Enfin l'appli-
cation

, , ( ^ ^ s ) - > ( ( p ( s ) , s ) , ^, ( p ( s ) , s ) )

est une équivalence de X sur une sous-catégorie pleine de ^((^Ê', zW), JC").

THÉORÈME 13. — Si ^€ et ^e" $on( des sous-catégories de ^€ stables
par produit, les catégories d^homomorphismes (tTTI, pgrp, ^€(^'5 ^/'), F),
(Jîl. P^P, ^(Je'. ^"), r^) et (3it, p^p, ^((^e7, ^e'), 3e"), r') 5ont ^
catégories d^homomorphismes à produits finis.

Démonstration. — Comme ^ et ^C sont des catégories d'homomorphismes
à produits finis au-dessus de Jtl, pour vérifier que (c7H, p^p, ^e(^C', ^i"\ r)
est une catégorie d'homomorphismes à produits finis, le seul point à
démontrer est que les relations

(e\ 5)(=^e(^, ^)o et (e-, 5)e^(^^e / /)o
entraînent

(e'x e',sx~s)ç.T€^t', ^)o.

D'après la proposition 3, on a
_ .i _ / -,

S o X S o ^ s x s ef 7?(^o X À-o) = {€' x e')o-
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Puisque
(SoXSo, [P, a], s)ç^' et (^o X5o , [(3, a], ^eX',

on a aussi
((SoX So) x ( ^oX^o ) , [j3, a] x [P, a], 5 x 5")e^.

En vertu de la proposition 4 il existe

( ( ^ox^o ) x (sox'so), y, (^oX ^o) x (^oX^o) )er ,
avec

^(/v^/v^-aA/Q^/j));
d'où

((.?oX ^o) X (so X ^o), y ([(3, a] x [p, a]), 5 x s )

== ((soXSo) x (soX So), [(3 x (3, a x a], 5 x s ) ç S € ' .

Par ailleurs, il existe s" oc («X î)x (^X ï) tel que
^(^)=(e-xe- )^ (e-xe- ) .

Des propositions 4 et 7 résultent
((s x s ) x (s x s ) , ̂ , (s x s) x (s xs))çT et (^/, yi, 5' x 's') çT;

^i" étant stable par produit, des relations
(s, x*, s')ç.^' et (5, x-, ~s')ç.^",

on déduit
O î X ^ (xxx-^YQ-- 1 , ^ )^^ .

Par suite, ((3"X<3*, 5X^) est une catégorie ^C(^C', ^C'^-structurée.

Remarque. — La démonstration de ce théorème se modifie aisément si
l'on suppose que 9€ est saturé au-dessus de 311 au lieu de supposer
que («5TI, p, <%', F) est résolvante à droite. En effet, dans ce cas, la propo-
sition 15 (§ I) assure l'existence de ^oc [sXs) X {sXs) tel que

p ( s " ) = ( e ' xe-)^(e- xe*) et (s\ yt, s ' x s ' ) ç T .

Ceci permet d'énoncer, en utilisant le théorème 3 :

THÉORÈME 13 bis. — Si ^C est saturé au-dessus de 3\t et si 3C et 3i" sont
stables par produit, Ç^p^p, ̂ (JC', JC"), r)^(c)Tl,p^p, ^((^C', ^/), 30"), r)
sont des catégories d^homomorphismes à produits finis, même si pTÏ-, p, 3€, F)
n^est pas résolvante à droite.

THÉORÈME 14. — Supposons que 2i' et 30" vérifient la condition (a).
Soit (e\ s) une catégorie (resp. un groupoïde) ^(^C', ^t'^-structuré. Soit s as
tel que p (s) soit une sous-catégorie (resp, un sous-groupoïde) C de (3*.
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Alors ((?", s) est une sous-catégorie {resp. un sous'groupoïde) 3€{^€\ ^ € " )
structuré de (C\ s). On peut remplacer dans cet énoncé X{3€\ ^C") par
<?e ((<%', <?e'), ^e").

Démonstration. — En utilisant la condition (a) et la proposition 3, les
relations

5oc5, (5x5 , [(3, a] i, 5)e^ et [p, a] (e)ce x e
entraînent sxs oc s X 5 et

(5 x 5, [(3, a] i, 5) =: (^ x s, [|3, a], 5)€^,

où a et p désignent les applications source et but dans C\ Par ailleurs
supposons

s ' ^ s x s , s ' a ^ s x s , p(sf)=efife' et p (s1) ==:€'*€'.

D'après la proposition 3 et le théorème 1 (§ I), on a
s x s oc s x 5 et 5'oc 5';

comme
(5, z-, ̂ ^ (s, x-, ̂ .(.^ i, 5')€^e et %*(7?(^))ce,

on trouve (ï, x*, 5') e 3C, où x* est la restriction de x* à <?'*(?'. Donc (e\ ~s)
est une catégorie ^e(JC', ^C") -structurée et

( (e- ,5) , i, (e-,5))e^e(^, ̂ /).

Des relations
' ( (e-,5),^ (s^Œ))e^(^ / , ̂ ) et ^(^(cr))ce,

on déduit
(e-,^, ^•)e^ et (s,^ cr)ç^e,

d'où
((e-,5),^ (s*,(7))e3e(^, ̂ ) et (e-, 5) oc(e-, s).

p
Même démonstration pour les catégories ^C ((<%', <^C'), JC") -structurées.

COROLLAIRE 1. — 5i ^C et 3i" vérifient la condition. (0'), les conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) (e\ s) oc (e\ s) dans <^(^e', 3C'} [resp. dans ~^\3€, SC^] et il
p

existe s1 oc s tel que p(51) == C.
p

(2) (e\ s)e9€{9€\ 3£")o, (? e5t une sous-catégorie {resp. un sous-
groupoïde) de <?'; s oc s dîaTîs ^C ^ p(5) == (S.

/^
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En effet si la condition (i) est vérifiée, on a

donc

( e ' , s ) ^ ( e ' , s ) et (e-,^)oc(e,5),
p p

(é\s)=(e',sï) et s==s1.

COROLLAIRE 2. — 5i 3{J et 3C' vérifient (cr), les catégories d'homomor-
phismes (^p, ̂ ', je"), r), (^ p, ^e((^', ^e'), ^"), r')^, p, ̂  r^),
(tm. P^P. 3i{3C, ^"), r) ^ (<7Tl, p^p, X((cT, JC'), je"), F) sont résol-
vantes à droite.

Ce corollaire résulte du théorème 14, de la proposition 14 ( § I) et du fait
que (Jn, p^, ^, ̂ ) et (JTl, p, <:%, F) sont résolvantes à droite.

Remarques. — i° En général, ((3*, ^) a ((3*, 5) n'entraîne pas s oc s.
^ /^

II en est toutefois ainsi lorsque (JIX, p, 3C, F) vérifie la condition :
Si (S, t, 5') € JE, il existe s oc S tel que p($) == p(5').
En particulier ,̂ ,̂ tï vérifient cette condition.
2° Dans le théorème 14, l'hypothèse : 3C et 3€" vérifient (c7) est néces-

saire. Par exemple, soit (<?', <) un groupoïde inductif; un sous-groupoïde
de ( y qui est une sous-classe inductive faible de (C, <) peut ne pas être
un sous-groupoïde inductif de (Ê*, <). Une sous-structure de (<3', <;)
dans J(J, 3"} ou dans J((J'nJ", J'n^"), )̂ est un sous-groupoïde (3*
de (S* vérifiant les conditions :

(a) e est une partie sous-inductive de (<3, <);
(&) Si fée, ^€^0, e < a(/1), on a feçe.
3° D'après la proposition 14 (§ I), pour que (<3^, Si) soit une sous-

catégorie 3t{3€ ^ <?£")-structurée de ((3*, s), il faut et il suffit qu'on ait
(^, 5,) a (Ê-, 5) dans (Jlt, p^p, ^(JC', ^"), r).

Dans la fin de ce numéro nous supposerons que 3C est une sous-catégorie
de 3€ stable par produit et vérifiant la condition (cr).

La projection canonique d'une classe produit eiXe^ sur ei sera notée pi
(ou éventuellement p\ pour éviter des confusions), i == i, 2.

Soit (<3*, s) une catégorie JC-structurée. En utilisant l'axiome (R) et la
proposition 4, on peut construire les éléments suivants :

(a) s^^-SoXs tel que p(sa) soit la classe des couples (^/^î^); on a

Ta== (^P2^ ^a) == (^7^ 5QX 5) . (5oX S, t, .?a)eX

et
Ïa== (S^ a X l, 5 X 5 ) . ( 5 X 5 , [t., l.], 5)€X,
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d'où
Ya.Ya^^a et ya-Ya^-^ c'est-à-dire Ya^r .

(&) s'o,<xsXsQ tel que p(5a) soit la classe des couples (/*, a (/*)); on a

ïa== (^/?il., ^a)er.

(c) 5 ^ o c 5 o X 5 (resp. s^sXso) tel que p(^) [resp. p{s^] soit la classe des
couples (P(/V) [resp. (/•, ?(/•))]; on a

ïp==(^^-2^ ^3)er et YP^^J^ ^p)61 '

(rf) ^"o^^oX {soXs) tel quep(ssa) soit la classe des couples (?(/*), (a(/ l)5/ l));
on a

Y[3a = ( «^ ^2^ 2 ^ ^a ) € T.

PROPOSITION 30. — Soit s € <^o et soit i lîa foi de composition sur p (s) X p {s)
définie par

(x\ x\ ) i (^, x) =z (x\ x) si^ et seulement si, x\ =z x1'.

Alors {{p{s}Xp{s))1, sXs) est un groupoïde ^C(r, 3C)-structuré.

Démonstration. — Posons p [ s ) = <3. La classe des unités de ((3x<5)1

s'identifie à la diagonale A de CxC. Soit S o ^ - s X s tel que p(so) = A;
on a (voir démonstration du théorème 12) :

(5o, [l, l], S)çï,

d'où
(soX 5o, [(31, a1], s x s)= (soX So, [i, i] x [(., (.], 5 x s)çT.

Soit 5 'Aoc(5X5)x(sXs) , tel que

p(s'l)=(exe)L^ (exe) 1 ;
alors

(^ X S , X1, 5'l)==(5 X5, \P^P'^ PîP\}^ S^)^^

où p^ sont les projections canoniques de (sXs)x{sXs) sur sXs et p^ les
projections canoniques de sXs sur 5, i == i, 2. Donc

((ex <°)1, ^x5)€^e(r , ^e).

Enfin, il résulte de la proposition 4 qu'on a
(s x s^ j\ s x s) çT^ où j\x1\ x) == (,r, ^ /).

Par suite, (((2x<S)1, 5X5) est un groupoïde ^€|(r, 3C)-structuré.

THÉORÈME 15. — Soient (C', s) et ((3', 5) rfeurc catégories ^(X', 9e)-struc-
turées telles que C\= e\ et que les conditions s ooc s et p(so) == C'y entraînent
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So as. Alors il existe D (^, s) € ̂ o ̂  çue {[T\ÇG\ C'), D (5, s)) et ( Q ((3', C'),

D (s, s)) soient des catégories ^(Jf, SC)-structurées.

Démonstration. — Un quadruplet appartenant à D (^'5 G ) est identifié
à un élément ((f, f). (A /')) € (^ X e) X (c^X <?) tel que

((PCf), ̂ (//)), W\ ̂ f)))=^(f'\ P(/)), (a(//), a(/))),

où a et P (resp. a et ?) désignent les applications source et but dans €
(resp. dans & ) . D'après la proposition 4, on a

•f == ((~s x s) x (s x s)^ Y, (s x s ) x (s x s)) çT
et

YO== ( ( ^oX So) X (5oX 5o),To7 (^oX So) X (S^X So)) çT,

OÙ

^(f'.?\ (7 /)) = ((/V). C/W)) ;
l'axiome (R) assure que le couple (/i', /i), où

h== ((SoX So) X (SoX 5o), (P X a) X ([3 X a), (s X s) X (s X s))

et
h'=z((soX So) x (SoX So), (p x [3) X (a x a), (s x s) x (s x 5)).y

admet un p-noyau D (^, s) tel que p(D(5 , s)) = D (<3', <2'). Du théo-

rème 13, il résulte, (ÊX<?)1 étant la catégorie considérée dans la propo-
sition 30, que

l=Ç(exe)lx(e'x e'\ (s x s) x (s x s))

est une catégorie <%'(<^C', ^-structurée. D'après la proposition 4, on a

^== ( ( s x s) x (s x s ) , Y, (s x s ) x ( s x s ) ) ç T ,
où

Y((f'.f'\ (7/))=((/V). (7J))-
En vertu de la proposition 16 (§ I), il existe S oc (sXs) X (sXs) tel que

(S,Y\ , D(^))€r .

On voit que v't est une équivalence de [H(c', C') sur une sous-catégorie

de (exe^xCe'xe'). D'après le théorème 14, (^(MjC^ el))? s) est une
sous-catégorie ^C(^£', ^C)-structurée de 2. Donc, en vertu du théorème 12,
([J]((3*, C*), D (5, s)) est une catégorie ^C(?C', ^C)-structurée. Une démons-
tration analogue montre qu'on a aussi

( Q (<^ ^). n (s, ̂ ç^e^, x)o.
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THÉORÈME 16. — Soit {e\ s) une catégorie S€{9€^ 9€)-[resp.
9€((9€\ <?€'), 3€Y}structurée. Il existe DsG^o tel que {[Qe\ Os) et
(EEI^ D5) soient des catégories 3t(3C, 9€)-[resp. <?€((<^€', ^'), ^^struc-
turées. Si ((?', s) appartient à ^(^', 9€), [resp. à ^((^', <%'), ^€)o], il en
est de même pour ([T]C*, D^) et ( Q <3', D^).

Démonstration. — Supposons (Ê*, 5) € <?C(^C', 5C)o. Un quatuor (A', jf', /*, /i)
appartenant à D<3' sera identifié à un élément {{h\ /''), (/*, A)) de D (<3*, û")
tel que h\f== f .h. D'après la proposition 4, on a

( ( s x s ) x (s x s) , Y, (s x s ) x (s x s ) ) e T ,
où

T((^/^ (/, ^)) = ((^,/), (A^)) .
Soit 5'oc sX5 tel que p { s ' ) = (?"* €\ d'après la proposition 3, on a

s ' x 5'a (s x s) x (s x s)-,

de plus s'X5' est un p-noyau et la proposition 16 (§ I) assure l'existence de
( ^ x ^ y i , S ) e r où y,<y.

En vertu de l'axiome (R), le couple {(s, x" p i Y i , S), {s, x* paTi, S)) admet
un p-noyau Os oc D {s, s) {voir théorème 15) tel que

p(as)==.ne\
Par conséquent il résulte du théorème 14 que

(LD<^ D^) et (BCT, D^)

sont des catégories 3i{3C\ Jl') -structurées. Si de plus (C*, $)€^o, en dési-
gnant encore par. j l'application f -> />-i dans (3, les relations

((sx s) x (sx s), y,(i xy) x (j x Qi, D5)€X et ^ i ( ^ x j ) x (j x i) ( D ̂ ) C D<°'
où

^((AV)^/,^))^^^/')^/,^))

entraînent ( D^, |T|j, Os) € F, où [Qj désigne l'application k — k'1 dans [JJÊ*.

Ceci prouve (Qj Ê', D^e^o; on a de même (5e*? D5)€^o.
— Supposons ((?*, 5)€^((^e', ^e'), ^e)o; d'après ce qui précède, on a

([D^, D^e^o. Soit nj^o ^ D.? tel que p (Oo) = (Œj^^o. Soit [̂  l'appli-
cation A -^ ((A, P(A)), (a (A), A)) de C sur (Q]e')o; les relations

^=([1]^ ^ s^(TQs^ [[^ |3], [a, (.]], 5)€^e

et
^=:^, ^-1, LLi^o)==(5,^7?iL, []j5o)e^,
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entraînent
]î.^==[J]5o et ^r.^Z==5, d'où ^Z€r.

Montrons qu'on a (rD^o, a03, Ds)e^C'. En effet, soit

Ol== ((5 X 5) X ( 5 X 5 ) , ( p x ^ ) x ( a X Q, ( 5 X 5 ) X (5 X 5))€^.

Soit Si le p-noyau du couple
( (5o, a/?2//i l, 5j3 X 5«) , (5o, (3/?2/?2 t î 4 X 5»)) .

Comme p(ai) (DC')Cp(si), on a, en vertu de la proposition 10 (§ I),
a\ =ai F- (5i, n^e^.

/»
Par ailleurs, on a

02== (5 X 5a, Y^ X l, 5^ X 5a) €.r

et
0:3==: (5oX 5, a X l, 5 X 5a) € 9C'-,

d'où a3.ase<?e'. Puisque p (03.02) (p{si))Cp{s^), on trouve
^== (03.02) h- (5^aî 5l)e^e/./»

Finalement on obtient

([Q50, a^ a5)=^l.Ypa.^2^le^.

De même on prouve (\J]so, P1-1, D5)€^e'. Donc

([D^. n^)e^((^,^), x)o.

Pour la même raison,
(Q^, D5)€X((^, ^),^)o.

COROLLAIRE. — II existe deux fondeurs [I] et [==\ de la catégorie 9€ (3£', 9€)

[resp. 9€ ((30', 50'), ^C), r^p. ^(^C', 9€}, resp. ^((X', ^e'), ^e)] vers elle-

même et une équivalence naturelle ( [=], £, [J]) $e projetant par p sur l9 équi-

valence naturelle ( Q , £, |Tl).

Démonstration. — Soit (((?', 5), g, ((?', 5))*€<%; d'après le théorème 13,
on a

«e\ 5)\ te-X^) X (^X^), (C-, 5)4)€^

d'où
( ( 5 X 5 ) X ( 5 X 5 ) , ((^X^-) X (gXg)) C, D^)€^.

Ann. J^c. Norm., (3), LXXX. — FASC. 4. 53
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Comme g^DC') = (Dg) (D^C D C', il résulte de la définition de Ds
qu'on a

(D^, D^ D^)e^ c^st-à-dire (([I]e-, D 5), D^ ([IIe'. D^))€^.

Comme [JJ est un foncteur de ^ vers ^, l'application fTl : •

((c-^),^ (cr^))-^(([ne-, D^), D§\(rD<^ D^))

est un foncteur de X vers ^C. De même l'application Q :

-((e-^)^ (e-^))-^((Be-, n^), n^(B^, n^))

est un foncteur de S€ vers ^£.

Enfin, en vertu des propositions 4 et 7 (§ I), on trouve

( (s x s) x (s x s ) , Y, (s x s) x (s x s) ) ç. r,
où

Y((/^/^(/^))=((/^), (^/))
et

s(^) = (D^ ït., D^)er.

Par suite,
£(e*^)==((5e\ n^), T^ (NJ^. D^))er

et ^ |—|, £, | | |) est une équivalence naturelle. De plus on a

^(i(cr,.))==s(e-).

Remarque. — Avec les hypothèses du théorème 15, une démonstration
analogue à la fin de la démonstration du théorème 16 permet de démon-
trer :

THÉORÈME 15 bis. — Si ((3*, s) et ((3*, s) sont des catégories X{{3€, 9€}, 3€)-
structurées^ alors il en est de même pour ([~\~\ ((^"? ̂ \ D (^, s ) ) .

Exemples. — i° Si ((?*, s) est une catégorie topologique, (l_LI^", D^) est
une catégorie topologique.

2° Si ((3', s) est une catégorie (resp. un groupoïde) ordonné, alors
(l_JC3", D^) est une catégorie (resp. un groupoïde) ordonné. Si (<3", s) est

une catégorie inductive, (l_|_l<3', Os) est une catégorie inductive.

3° Si ((?', Ê1) est une catégorie double, (LU6'? <^^l', EEJ^*) est une caté-
i—i.

gorie triple, où C désigne la classe DC* munie de sa structure de sous-
catégorie de la catégorie-produit ((31)4. Plus généralement, si ((311)^ est
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une catégorie n-uple, alors ([T]^11? ((D A^^n) est une catégorie n-uple et

{m^^^^ B<^)
est une catégorie {n 4- i)-uple. En particulier, soit (3 une catégorie. Par
récurrence sur n, on construit la catégorie M-uple :

^0-feB11)L- — v^ /;^^
définie par

eB=(me, ge) et ^=(CT(e0), ((eE)01-),,», B C^)).

On obtient les formules

eETIl^(CTe,((D(B/)-^))D/^B)-/-^
où

[D°e=e et Œi^^mOTr"^);

le symbole ( D ([jj7' 1 C))^ / u désigne, en accord avec les conventions
posées ci-dessus, la classe D ([Tf-1 e) munie de sa structure de sous-
catégorie de la catégorie produit ( \=\ (T\]1^1 <3))4" ^ La catégorie n-uple (S -

est identique à la catégorie n-uple (3 construite dans la remarque finale
du n° 5.

Rappelons que si (3' est une catégorie, on appelle catégorie des trios de (3,
notée DO', la classe des triplets ((/*', /*), ^ ) € ( < 3 X < 3 ) X C tels que

a(/)==a(A) et ^(f)=^(h)^

munie de la loi de composition 1] :

((//, f\ h) J ((/', f)^h) = ((7, /), h.h) si, et seulement si, f=f.

THÉORÈME 17. — So^ (<3', s) UM^ catégorie 3€{3i1', 3£) - [resp. ^£((3e',
5€'), 3£)-]s^uc^rée. Jî e^s^ Zlse^Êo t^ ç^ (ZlC*, H^) «oit u^e catégorie
<?e(<?e', z^) - [resp. ^((^e', ^e'), ^-j^^u^ur^; 5^ (e*, s)e^(^e', ^e)o, on
aau55i (^e', 35)e^(^e', ^e)o.

Démonstration, — En utilisant la proposition 4, on voit qu'on a

g= (s x s, a^x P, (^ X s) x s) çX et g1'= (s x s, 7r(apiX a), (s x s) x s) e3€,

où ^ (fi, fs) = (/'2, fi)' Comme UÊ' est la classe des éléments ((/'', /*), h)
tels que

P(^) ((/Y), h) = (^(/). P(^) ) =^(r) ((/V)- ̂
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l'axiome (R) assure l'existence de 3 s ^ ( s X s ) X s avec p(3 s) == HC'.
Puisque '~^€ est une sous-catégorie de (CX^XÊ', il résulte du théo-
rème 14 et de la proposition 30 que p(3', Us) est une catégorie
3€{9€, 9€) -structurée. Si de plus (Ê*, s)e^{3€, <?C)o, pour la même raison
on a aussi (:](?•, 3s) €Ç(<^', <?e)o. Si (Ê', s) est une catégorie <%((<?€',
<?€'), ^-structurée, il existe Z|So oc ^5 tel que

/? (^^o)==(D^)o.

Montrons qu'on a (Uso, a^, ~Z\s}çi2C\ En utilisant les propositions 4 et 7
(§ I), on trouve

ai=z (s x (so x s), y, (^ x 5o) X s) .

. ( ( S X So) XS, 7T X ^ (^ X S) X S) . ( ( S o X S ) X S, (a X l) X l, (5 X ^) X 5),

OÙ
Y((/^),À)=(/', ( ^ A ) ) ;

^== (5 X 5o, t. X a, ^ x s) . (5 X 5, i X Yp, 5 X ^)€X'

et
6<3=: ((SX S) X S o , ([(., i] X 0 l, 5a) 1- (^5o, ^a)er.

/»

L'axiome (R) permet de construire S i ^ s X s ^ tel que p(si) soit la classe
des triplets (/*, (P(A) , À)) pour lesquels a(/*) == a (A). Des relations

PW Ueï)cp(s,) et ^(a,) (p(s,))Cp(s^),

on déduit à l'aide de la proposition 10 (§ I) :

u\ == di [— (5i, 1] s) e ̂ e' et a'., == a. |— (^a, 5i ) ç X'.
^ ' P

II en résulte

(H 5o, a^, l]5)=:a3.a,.ai€X' et (^ €, -^ s)çS€((3€', ̂ ), ^e)o.

COROLLAIRE. — Soit (e\ s) une catégorie ^C-structurée; on a

^=(ae\3s),ï,(Qe\ D5))€ie,
où

^((^ /').•(/, h) )==((/ ' , / ) , h).

Si (e\ s) est un groupoïde ffC'structuré, on a ':€?.

Démonstration. — En vertu des propositions 4 et 7 (§ I), on a

(3s, T, D^) == ((sx s) x s , Y(p^x 0, (sx s) x (sx s)) |- Q s, D^e^C,
/»

OÙ

r(/^(/^))=((A/),A).
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Montrons que si de plus (C',s)€^o, on a aussi (D^, T~"1, :]6?) €<^.
En effet, d'après la proposition 4, on a

(5 X S , 7T, 5 X 5)çr, OÙ 7T(/, A) ==(A, / ) .

Soit
^= (.ç x ( ^ X 5 ) , i x (t xy) , 5 x (5 x 5 ) ) . ( 5 x ( 5 X 5 ) , ( i x TT) y'-1, ( 5 X 5 ) x 5)er;

la proposition 16 (§ I) assure l'existence de Si^sXisXs) tel que
b\=.b,\-(s,, ^5)er.

p

En vertu du théorème 1 (§ I), on a
5105X5', OÙ p ( s ' ) =.€' ̂  €*,

d'où
(5 X 5, (t X X') l, 5i) çX;

comme 0-Xx') {p(si)) Cp(5'), on trouve
^=: (5, X', 5 / ) . (5 / , (l X X*) i, 5,) €^.

D'après la proposition 4, on a
Vl=: ( (5 X 5) X (5 X 5), YI , 5 X ((5 X 5) X 5)) € F,

OU

II en résulte

et

Donc

ïi(^ ((/V)^))^»^/^^71))-

^=yi.(^.^x i] 5). (D5x D5, [i, i], l]5)e5e

p(b,)(^es)=T-ïa^)cne\

b, |- ( D 5, ^ 5) = ( G 5, T-1, 3 s) € ̂  et (D 5, T, D 5) € F.
^

Remarque. — En général si (£", s) appartient à 3€ (<?£', ^e")o il n'en est
pas de même pour {\J]e\ Os) et pe', ~3s}. Toutefois, si 21" est une sous-
catégorie de 9€ stable par produit, vérifiant la condition (a) et contenant ^£',
on a :

THÉORÈME 18. — 5i ((?, s) appartient à X (<?€', <^e")o, il en est de même
pour (me-, n^), (BC-, D^) ^ pe-, D^).

Remarque (ajoutée à la correction des épreuves) : Soit (C*, s) une caté-
gorie ^e-structurée et p une relation d'équivalence sur C telle qu'il existe
uue catégorie quotient (S'/p de €. S'il existe une structure quotient [3^/p
de s par p dans (Jtl, p, <?e, F), en général (C^/P? ^/p) n5est P818 une caté"
gorie 9€ -structurée. C'est pourquoi nous avons été amenés à définir plus
récemment la notion de catégorie faiblement S€ -structurée, stable par
passage au quotient (voir Structures quotient^ act. polycopié, Paris, à paraître
dans Comm, Mat. Hel^.).
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